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108 MAXIMA

— ]

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Recherches analitiques , sur une classe de problémes

de geomeétrie dependant de la theorie des maxima
e/ minima ;

Par M. Cu. STtUurm.

R T W T e

SOIENT P> P’y P seee les distances d’un point cherché M & des
points fixes, donnés dans U'espace ; soient ¢ , ¢/, ¢/, .. les dis-
tances du méme point & d’autres points qui doivent étre trouves
sur autant de courbes fixes dounédes , planes ou & double courbure;
solent enfin 7,7/, r//, ... les distances de ce point & des poiuts qui
sont assujettis & se trouver sur autant de surfaces domnées ; et
I'équation

u=F(p,p/ s p/ s @ 5§ 5 g/ sena Ty 7 1 )

dans laquelle F désigne une fonction connue quelconque, étant
donnée , proposons-nous d’assigner les conditions nécessaires pour
que la fonction z soit maximum ow minimum.

Rapportons l'espace & trois plans rectangulaires quelconques. Soient -
e, b, c,a,¥,c,a”,b’, c,... respecivement, les coor-
données des points d’ott partent les droites P> Pl s P seees pour se
diriger vers M; soientd , e, f, d, e, [/, d", e, f ... res-
pectivement les coordanndes des points d’olt partent les droites
G595 "y pour se diriger vers ce poiut; et soicut enfin g,
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hok, g B, K, g7k B, Tespectivement , los points d'ot
partent les droites 7, 7/, 7/ 5w, pour se diriger vers le méme
point. '

Convenons encore de ddsigner par (2, %), (p,1), (p, 2),
(P's )5 (p'5¥) > (' 2) 5w los angles que font les droites
P> P’ avec les trois axes ; par (7,2),(9, %), (7, 2) , (¢, x),
@' 55)5 (95 2) 5w les angles que font les droites ¢, ¢/, ... avec
ces axes; et enfin par (r,x), (r, %), (r, 2), (M, x), (', %),
(7’5 z) 5 woue les angles que font les droites 7, 7/, ..... avec les mémes
axes ; et soient x, ¥,z , les coordonnées du point M.

La condition commune au maeximum et au minimum de la fonc-
tion z, est, comme l'on sait, que sa différentielle totale du premier
ordre soit égale & zéro. Il est connu d’ailleurs que cette condition,
toujours nécessaire pour quil y ait maximum ou minimum , ne
suflit paz néanmoins , dans tous les cas , pour en assurer l'existence.

En posant donc, pour abréger,

(B)=r. (E)er. (&)=
()0 (B)=e. (2)=en
( ) =R, ( du. )-—B’ ;;,u;) =R/

l’équation commune au maximum et al minimum Sera
Pdp+P/dp/+P//dp”+. sese s +qu+Q"d7/+QUd7”+ sreeso e
+Rdr4-RAr'-RAr/ 4 oo iohs =0

Or , nous avons
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P=V @—a) =yt (z—e)*

7=V @=dydy—e)d(a—f)* »

r=y @—gy+G4—hr+e—k)
d’ou

B

dp=*"%0pa Y8 2=
p=—- z4- > dy+ > dz ,
dg= “—:-‘3 (dr—dd) 2= (dy-de)Q{-i;i (dz—df) ,

dr="22% (dx-dg)+£'r‘—" (dy—dA)+ f—',,—'-{‘ (dz—dF) ,
mais on a

X—0a

T:C‘os.(p,x) ) ’;:dos.{p,y), z—}?:Cos.(p,z) ’

Km=—d

-q— =COS.(q N .Z‘) ) ,':’;-e' =C05.<q,_'}¢) ) zq:f=cosg(7 s Z) ’

x—g

— =Cos.(r, z) , ’-'—:;h =Cos.(r, ¥) » z-—--:-k=Cos.(r s Z) 3
done ‘
dp=dxCos.(p , 2)+}dyCos.(p , y)-+dzCos.(p, z) , (1)

dg=(8rmdd.Cos.(g , @)+ (dy—de)Cosg, y)+(dz—d/ YCos(g, 2) »
dr=(dz—dg)Cos.(r , z)4(dy - d%)Cos.(r, ¥)H(dz—dk)Cos.(r, 2) ;

et on aura des valeurs analogues pour dp/, dg¢/, dr’, dp”, dg#,
dr 5 eees
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Soicnt désignées par ¢ la tangente au point (4, ¢, /') 4 la courbe

sur laquclle ce point doit se trouver , et par s l'arc de cette
courbe , on aura

dd=d:Cos.(t,2), de=dsCos.(2,y), df=dsCos.(¢,2);
substituant ces valeurs dans celle de dg, en observant que

Cos.(2,2)Cos.(g,2)+Cos.(¢,5)Co0s.(7,y)+Cos.(#,2)Cos.(g,2)=Cos. (2, 9)

elle deviendra
dg=dxCos.(¢,2)4dyCos.(7, y)+dzCos.(g , z)+dsCos.(¢, ¢) (2)

Soit ensuite désignée par 2 la normale au point (g, 4%, %) 4 la
surface sur laquelle ce point doit se trouver ; I'équation différentielle
de cette surface pourra, comme l'on sait, étre mise sous la forme

dgCos.(n , x)4d%Cos.(n , y)+dkCos.(n , 2)=0 ,

A}

d’olt

Cos.(n , x) Cos.(n, y)
—di= Cos.(n , 2) dg+ Cos.(n, 2) ’

valeur qui, substituée dans celle de dr, donnera

dr=dzCos.(r, x)-+dyCos.(r , y)+dzCos.(r, z)

Cos.(r , 2)Cos.(n , x)
Cos.(z, z)

-+ { —Cos.[r, z) g dg

3
Cos.(r, 2)Cos.(n , )
Cos.(n, 2)

J- { =Cos.(r,¥) E dz ;

et les valeurs de dg’/, dr’, dg”, dr/,.... seront susceptibles de
transformations analogues.

I
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En substituant donc ces diverses valeurs dans I'équation

Pdp+P/dpl+.sm+qu+Q’d7/+..-.+ﬂdr+ﬂ’dr’+....=o .

que mnous avons vu ci-dessus exprimer la condition commune au
maximum et au minimum , elle deviendra, en employant le signe
%, par forme d’abréviation ,

{S[PCos.(p, Y]+3[QCos(g , #)]+EZ[ACos (7, 2)]{dx
H{S[PCos(p  II+S[QCos (7 1) 1+SLRCoS(r, 7)1} dy
{S[PCos(p , 9 1+E[Cos{g, A3 [RCos(r, 21} ds

—2{QdsCos.(z, 4}

Cos.(r, 2)Cos.(n , x) ] }
+= { B Cos.(n, z) = C«o s(r,2) | dg

Cos (r, 2)Cos (n, ¥)
Cos (n , 2)

s gb’[ ~Cos(r, )| @ 1=0. @

5

Or, présentement que les différentielles ds,dg, d%, ds/, dg’,
dZ/, ..... sont tout-a-fait indépendantes, il fandra, dans I'éguation (I),
égaler leurs coefliciens & zéro ; et comme d’ailleurs aucune des fonc-
tions Q, R, @, B ,.... ne doit étre nulle , cela donnera d’abord

Cos.{z,9)=0 , Cos.(¢, ¢)=o0 , Cos.(¢”,¢")=o0,

ce qui nous apprend , en premier lieu , que les droites ¢, ¢/, 47, ... .
doivent étre respectivement perpendiculaires aux tangentes #, 2/, 77, ...
et par’ conséquent normales aux courbes auxquelles elles se terminent.
On aura ensuite
Cos.
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Cos.(ry ) __ Cos.(r, y) _ Cos.(r , z)
Cos.(n , x) —-_ Cos.(n,y) ~ Cos.(n, z)

et les autres équations analogues , d’out
Cos.(r , )=Cos.(n , 2) , Cos.(r’, 2)=Cos.(n , z) ;s
Cos.r , y)=Cos.n,y) , Cos.(r/, y)=Cos.(n!, ¥) 5 wuue
Cos.(r, z2,=Cos.(n, 2) , Cos.(r/, z2)=Cos..n' , z) ;e

ce qui montre que les droites r, 7/, r//,..... doivent aussi étre
respectivement normales aux surfaces auxquelles elles se terminent.

Concevons présentement gne le ‘point M soit sollicité par des
forces proportionnelles 2 P, Q, R, P/, ¢/, R/, ..., et dirigé
suivant les droites p, ¢, 7, p/, ¢/, 7/, ... Tespectivement,

Soit 7 la résultante de toutes ces forces, et soient o, f3, 7y les
angles qu’elle fait avec les axes. Les quantités qui multiplient dz ,
dy, dz, dans I’équation (I) reviennent visiblement & #Cos.a, #Cos.f3,
FCos.y; de sorte que cette équation, de laquelle nous avons déja
fait disparaitre les derniers termes, se réduit a

V(dxCos.a4-dyCos.p4-dzCos.y) =0 . (I

Celle—ci sera toujours satisfaite , lorsqu’on aura F=o , c’est-i-dire ,
lorsque les forces proportionnelles & P, @, R, P/, Q/, B/ ,..... se
feront équilibre , & quelque conditions que le point M puisse éire
d’ailleurs assujetti.

Si ce point est parfaitement libre dans lespace , les différen-
tielles dr, dy , dz seront indépendantes , et il faudra encoie que
V=o; parce que Cos.x, Cos.p, Cosy ne sauraient éuwe nuls a
la fois.

Tom. XIV. 16
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Si le point M doit étre pris sur une surface donnée ; en repré-
sentant par &, ¢, § les angles que fait avec les axes la normale

A

a cette surface en ce point, son équation différentielle sera

dxCos.S+dyCos.s+dzCos. =q ;

en tirant de cette équation la valeur de dz, pour la substituer
dans l'équation (I), celle~ci deviendra , en divisant par 77,

Cos.eCos.9 Cos.cCos.o" .
(Cos.oc-— _—C—O;E_) dx-—{-(Cos.ﬁ-— Cond /dy-.o 3

d’'ott , & cause de lindépendance de dz et dy,

Cos.e Cos.p Cos.y
- Cos.y ~ Cos.s Cos.d ’

ou bien

Cos.a=Cos.8 , Co0s.{=Cos.e’, Cos.y=Cos.{ ,

/
o/

c’est--dire que la résultante des forces qui sollicitent le point M
doit , lorsqu’elle n’est pas nulle , étre normale & la surface sur
laquelle ce ‘point doit étre situé ; de sorte qu'on peut la regarder
comme détruite par la résistance de cette surface.

Si le point M doit étre pris sur une ligne donnée, droite oun
courbe , plane ou.a double courbure ; en représentant par ds
I'élément de cette ligne , au point dont il s'agit et par d, ¢, § les
angles que fait cet ¢lément avec les axes, on aura

dz=dsCo0s.d , dy=dsCos.e , dz=dsCos.{ ;

ces valeurs étant substituées dans D'équation (I) , elle deviendra,
en divisant par FVds,

Cos.aCos,d4-Cos.pCos.e+os.yCos.5=0 3
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d’ott T'on voit que , dans ce eas, si la résultante 7 n’est pas nulle,
sa direction devra étre normale & la ligne sur laquclie le point
M doit éure situé ; de sorte qu’elle sera en équilibre sur cette ligne
considérée comme obstacle & laction qu’elle tend & produire.

- On peut donc , en résumé, établir le théoréme général que voici :

Soicnt p, p’s P seese les distances d'un point M a des points
Sizes dans Pespace. Soient q, ', e les distances du méme
point & des points mobiles sur des lignes fizes. Soient enfin rt,
| S Y/ les distances de ce point & des points mobiles sur
des surfaces fixes.

Supposons que ce point M soit tellement choisi dans [lespace
gu'une fonction déterminée u des distances p, p’ 5 p” 5o @5 s
Gy e I 517, 1 oo $0I7 un maximum oz up minimum ; el concevons
ce méme point sollicité, suivant les directions de ces distances , jzar
des jforces proportionnelles aux valeurs actuelles des dérivées par-
ticlles de w, prises par rapport @ ces mémes distances ; alors,

1.° Les droites q, /5 Q7 e T o1/ , 1/ ,.u seront respectivement
normales aux lignes et surfaces auvxquelles elles se termineront.

2.° 87 le point M est parfaitement libre dans lespace, il devra
se trouver en équilibre sous laction des forces que nous avons
supposé le solliciter ; et sil est assujetti & se trouwver sur une sur~
Jace ou sur une ligne donnée , la résultante de ces mémes jforces,
lorsgu’elle ne sera pas nulle , decra éire normale & cette surjface
ou & cette ligne; de sorte guon pourra dire , dans tous les cas,
gue le point M est en équilibre.

L'inverse de ce théorime n'est pas généralement vrai , c'esi—d—
dire que toutes ces diverses condilions peuvent fort bien éire rem-
plies , sans que , pour cela , il y ait nécessairemént maximum ou
minimum.

Dans le cas particulier ot la fonction # sera simplement la somme
des distances p , p/, p/ s s G5 G/ 5 G 5 57, I 5 17 5 ey 01
la somme des produits respectifs de ces mémes distances par des
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multiplicateurs @ , @/, @ ey b, b/, B yessy €, ¢, € yu , les
forces sollicitant le point M devront étre égales entre elles ou pro-

portionnelles & ces muluplicateurs (*).

(*) A cette théorie générale se rattachent un grand nombre de problémes

traités dans le présent recueil, notamment tom, 1, pag. 285, 297, 373 et 375.
' J‘ DC G'



