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CALCUL DES VARIATIONS. 13

ANALISE TRANSCENDANTE.

Exposition des principes du calcul des variations (*) ;

Par M. Ampire , de I'Académie rovale des sciences de
Paris , de celles d’Edimbourg, de Cambridge , de Ge-
néve , etc., professeur au Collége de Fraance et & I'Ecole

polytechnique.

S e e T T - T e s W e B e

§ 1. Notions Générales.

L DANS le calcul différentiel proprement dit, on ne fait varier ,
dans les fonctions qu’on y considere, que les seules variables z,
y , z ; cest-d-dire, les coordonnées de certaines courbes ou sur—
faces déterminées , ce qui répond a des points déterminés de ces
mémes surfaces , pour lesquels on enseigne ce que signifient Ies
différentielles de ces coordonnées ; et on y enseigne également &
déterminer les différentielles de toutes sortes de fonctions.
Mais , dans une fonction telle , par exemple, que

y:f(x, a, b,c, e )

(") Cette exposition a ¢té rédigée par l'auteur , pour son cours d’analise
a I'Ecole polytechnique. On peut aussi consulter, sur le méme sujet, un

mémoire inséré au commencement du XIIL¢ volume du présent recueil.
J. D, G.

Tom., XV1, n° ¥V, 1.5 novembre 1825, 18
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rien n’empéche de faire varier les paramétres ¢, &, ¢, .3 et
des lors on sort de la courbe ou l'on était d’abord, pour passer
a4 une autre courbe voisine de celle-la. On peut obtenir ainsi une
infinité de nouvclles courbes, suivant les valeurs diverses qu'on
attribvera 4 ¢, 4, ¢, ... On rencontre déja des exemples de
pareils changemens dans la recherche des solutions particulieres des
équations différentielles , cu l'on différentie les équations des cour-
bes par rapport a leurs parametres, afin que les nouveaux coeffi-
ciens difiérentiels ainsi obtenus donnent, en les égalant & zéro, les
solutions particuliéres demanddes,

Si on ne fait varier que les paramétres, dans une courbe

y=f(x, a, &, ¢, wiu);

cette courbe se tronvera transportée , suivant ses ordonndes, de
AB en A/B ( fig. 1 ). On peut alors chercher I'augmentation de
Vordonnée ou de y, qui est MM’ On peut anssi demander Paug—
mentation de dy qui de TQ est devenue T/Q/, I'augmentation du
rayon de courbure, etc. On pourrait bien se contenter, pour les
questions de géometrie , de faire varier les coutbes de la sorte ,
en suivant les ordonnées ; mais ce point de vue n'cst pas assez
général pour les questions de mécanique. Gn suppose alors que tous
les points d’une courbe se transportent snr une autre courbe, en
décrivant eux-mémes des courbes intermédiaires M , mm’ ( fig 2 ).
Alors, en méme temps qu'on fait varier les parametres , on fait
aussi varier l'abcisse. Ce sont les accroissemens que lon donme,
- soit aux paramctres soit aux variables dépendantes, que I'on appelle
leurs gariations, et que l'on désigne par la caractéristique ¢. Par
analogie avec les dénominations admises dans le calenl différentiel,
nous appellerons variation de la fonction la quantité & laqueile se
réduit son accroissement total , lorsqu’on en supprime les termes
affectds des puissances supdrieures de dr, du, 84, ... D'aprés cette
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définition, » étant une fonction quelconque de z, @, &, ... de

méme qu'on a
du=— -—-d.zr—[- o da+ d&-—}— e s

on aura aussi

u

Su= —-Sx—[— X bat 3, d Y S

du  du . du du
Il est inutile de mettre i gy o e au lieu de oo

-
seesites o

parce que ces derniers rapports, étant indépendans des accroisse-
mens donnés & x, @, ..., restent les mémes, quels que soient
ces accroissemens.

La courbe AB/, sur laquelle on transporte la courbe AB, n’a
pas besoin d’étre de méme forme que celle-ci, pour qu'on puisse
prendre sur elle les variations comme nous venons de le dire. En
effet, on peut développer en séries les ordonnées de ces deux cour-

—

_ bes, comme on le voit ici

pour la courbe AB , y:&—{— - (x—a)-[- (x—oc) F e

pour la courbe A/B/ , y'—B+ (x—-a)-l— — (x——cx) Jrere

~Elles sont ainsi présentées sous la méme forme, ayant un nom-
bre infini de paramétres &6, 4, 6/, wu.., B, B/, B” , «ous Or,
ce que nous avons dit tout & I'heuare, étant tout-a—fait indépendant
du nombre des paramétres , rien n’empéche de supposer B—=54+3%,
Bl=p/'4-84' , B/'=b/"4-3b" , ..... , et par conséquent de regarder



136 CALCTUL
la courbe 4’5/ comme ctant la variation de la premiére AB (*_);

§. L. Construction des formules.

Soient PP/=dz , Pp=—=dz; on aura ( fig. 2 )
8w =P/p/—Pp=( pp'+pP/,— (PP 4pP) =pp'—PP’ ,
3dx=p,p/——PP’

d’ou 'on conclura

ddr=ddr ;

cest-a-dire que Ja différenticlle dela variation est égale & la varia-
tion de la différentielle.
Le méme théoréme a lieu pour les fonctions. En effet, soit
y=f(x, a, b,c, wu):
qui donne
dy

d_y‘: —d—;dx 5

Si nous appliquons & cette équation une variation, en nous rappe_

(*) 11 est bien essentiel de remarquer que les courbes pour lesquelles il
s'agit de prouver que lune peut étre considérée comme la variation de
I'autre, sont des courbes individuelles , c’est-a-dire, a paramétres invaria-
bles ou numériques. Il est bien clair alors que les coefficiens du développe-
ment, par la suite de Maclaurin ;, doivent étre regardés comme indépen~
dans les uns des autres, puisque ces 5,5, 87, .... B, B/, B’, .... sont
numériques, Si I'on pouvait donner diverses valeurs aux paramétres des deux
courbes que nous considérons, les coefliciens da développement dépendraient
les uns des autres , et on ne pourrait plus regarderles coefficiens du second’
développement comme résultant de la variation de ceux du premier.
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lant que, d’aprés la définition de la variation, semblable & celle
de la différentielle ,

dauv=pdu~4udy ,
nous aurons
ddy= sdzdrs 2
)’—-‘a z4-dx iz °
c’est-a~dire ,
ady:%8dx+dx( T deh L bk gy LY
Mais, d'un autre coté

Sy= yaa-;- 3+ > S

En différentiant cette derniére équation et observant que , puisque
la différentielle se prend le long de la courbe, en ne faisant va-
rier que x et y, il sensuit que 8z, &3, ..., doivent ici étre con-
sidérées comme des constantes, on aura

de_ d3x+d ( deg 22 = d dbd 2 Shde .

En comparant entre eux les développemens de ddy et de ddy,
en observant que, d’aprés ce qui a été prouvé ci-dessus ,

dy dy

et que d’ailleurs, parce que lordre des diflérentiations est indif-

férent ,
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dzy . dzy dzy _ dzy
drda =  dadx ’ dxds ~ dbdx

9 siee

on verra que ces deux développemens sont égaux , et qu’ainsi
ddy=ddy .

On peut tirer de ceci une conclusion semblable , par rapport au

signe d’'intégration, Soit, en effet
Srdz=u , d’otr pdr=du ,

done
drdr—0dy=ddx ;

d’oll , en intégrant,

[Ovdr=3Su=3/vdx .

Ainsi , on peut intervertir 'ordre des signes / et J.

La courbe AB ayant été transportée sur A’B/ ( fig. 3 ), de ma-
ni¢re que les points M et m soient venus en M’/ et m/; si nous
menons les tangentes MT et MS, aux courbes MB et MM’ ; il
est clair , d’aprés la définition que nous avons donnée de dy , qui

est , du reste,

d d i
oy= -d—il&x-{--d—z da-}- % b veun

il est clair, disons nous, que Jdy=SQ ; puisque ce doit étre la
partie de M’Q qui ne contient pas les termes infiniment petits par

rapport aux premiers. Mais, si l'on suppose que la position A/B’
soit infiniment voisine de la position AB, on aura, a la limite,
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1
6)/::}1’7Q s fd{é oz ou p3x=HQ »
donc
Sy—pdr=M'Q—HQ=MH ;-
De méme

dy o
L dr=pdr=T
sera, & la limite, la distance des deux courbes. Or, on sait déji

6 —273.25.__ _ aa_l"' _— 35"" esse

Nous représenterons désormais par w cette quantité , dépendant seu-
lement de la variation des parameétres; quantité qui , lorsque les
variations deviennent infiniment petites , représente , ainsi que nous
venons de le voir, la distance entre les deux courbes. Nous au-

rons donc ainsi

y=pdrtwv ;

c’est cet o qui reste seul, quand on suppose dr=o, et que les

paramétres seuls varient,
Comme p est une fonction de #, de méme quon a établi

y=pdatw ,
on peut poser aussi

Sp=gdeto’ ,

dg=rdztw”,
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Enfin si V est une fonction de 2, y, p, ¢, ... 3 Comme on peut -
toujours esprimer ¥, p, ¢, ... en fouction de x seul, et par
conséquent V aussi; on aura de méme

av=[ = ]S_Z-i—ﬂ ;

dv Cany . -
ou [ (—i-] représente la dif¥érentielle de Y par rapport aux 2 non
x R

seulement en évidence , mais méme contenus dans y, p, ¢, ..
Il existe des relations remarquables eitre ces w, /, w/”, «.£3

Soit, en effet, corame ci-dessus

y=f(z,a, &, c, ) et = =p,
d’ou
_ dy dy :]Z
8.)"'— E;sx_l_ E‘- 8ﬂ+ db 86+h@
et

dy ... a
w=0y—pdzr= -&% da'4- d—: b4 e

de ye .
On entend par = la dérivée de cette fonction de x, @, &, .

8z, 85, wene en 1’y faisant varier que x, parce que

da=a'—a , Ob=b'—=b 5 ..

sont constantes, quand @, &, w.. a’, &', w.. lesont. Ainsi
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dy .
D'un autre cdté , p=7_ ¢ant une fonction de z, @, &, ..i

on a

3p= 2 s+ "+dxdﬁ5+"'-'?

en se rappelant donc que

dy _dp
W A1

et quen outre

dry  dy d2y d=y
dxda ~ dedx °’ Axds . dbde

on trouve
de
Sp=gdxr4- —
p=gdr+ -
On trouvera de méme

8¢ =rdz-} g—;:x

s © o o+ & o s O

d’ou l'on voit que

d da
w/= _‘_’. Q)”= —i 0 ecreniae (*)

de dx?

(" Il est essentiel de remarquer que o/, ¥, ..., étant de mnouvelles va-

leurs de @, b, - , sont constantes , dans les différentiations relatives a
d; et que da==a’=a, )b==b'—b , .ev.... ; parce que, dans les différentiations
relatives & J, les quantités @, &, w...sont, dansla fonction y={(x,@,5, ..i )
et dans ses dérivées, des variables indépendantes, pour lesquelles les diffé-

rentielles marquées par dz, db, ... sont laméme chose que les dxﬁ'erences

entiéres représentées par @/==g , b=, wue

Tom. XVI. 19
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Pour V=F(x, ¥, P> §, =.), o les parametres @, &, ¢, ..;

entrent implicitement, on a

. av . av 7 , dv .
OV:[E;]6I+[a—a—]da+[’£]85+"“ 2

mais, en désignant par M, N, P, Q, ... les coefficiens diffé~

rentiels de /7 par rapport aux %, ¥, p, ¢, . en évidence,

on a

dV=Mdz+4 Ndy-+Pdp+4-Qdg+... ;

[ %:; ] =M+4Np+-Pg+4-Qr-+ wovene 3

et 1l en résulte

SV=M3x} NSy +PSp+Q374 veces

Si nous substituons pour dy, 8p, 67 5 w.. les valeurs précédem-
ment obtenues, il en résultera

dw d2w
SV=(M~+4-Np+Pg+Qr--.... )dz4+No-tP o 1@ py Foen
valeur qui, comparée a

el o £ [§]r = ]omve.

fait voir que

Nw+P = +Q dx=

La variation de ¥, savoir :
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3V = (M~+Np+Pg+Qr+ ... )dz4-Not-P %:;D +0Q gg_ +

une fois trouvée, celle de lintégrale /#dx est facile & en déduire,
On sait en effet que

SV dax=/3(Fidz)=f($V dz4-Vddz)=/(Fddzr+4-dV.dz) ,

substituant pour é7” la valeur que nous venons d’obtenir, on aura

t?/} dr= f g Vi d8x+[ :}sz ]dx&x-{-Nwdx+P — dx-]-Q —_— d.l: +.. g

Or, en premier lieu,

dav
‘ﬁVd&x-{- [Fa-c ] dadz)=Fidr ;

on trouve ensuite , en intégrant par parties ,

f da—Pm—/—wdx ,
P dee
‘/é a—;dx -——-——— +/ wdz ,

d3w dza dR da» d:B din
— Q=R — ——. ——w—f —wd
,/Bd.cs de=R o — 53 dx+dxlmfdx3wx’

e ® & o & o @ s > 9 e O & o ® & 0 6 + 6 & ¢ 6 & 0 ¢ o 8 s 0 o

réunissant alors tous ces termes, on aura finalement

‘éﬁdx:f/&r—}»<}’—— Q4 - —....>m+(Q— - )ﬁ F o
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d=Q d3R ’
+/N dx+dxx—IrT+m)wdx‘

§. I Application aux questions de maxima et minima,

La derniére formule que nous venons d’obtenir sert & résoudre
une des questions les plus importantes du calcul des variations ,
celle des maxima et minima. Une partie de cette question ressort
du calcul différentiel ; mais cette partie est peu étendue ; elle ne
comprend que le cas ot Von demande le maximum ou le minimum
d’une fonction dans laquelle on ne fait varier que les variables cou-
rantes Z, ¥ , .. Ainsi, ce sera la détermination de ['ordonnée
maximum ou mintmmum d'une certaine courbe ou d’une ceriaine
surface. Mais si, dans une fonction , on fait varier les constantes
ou paramétres, on peut se demander quelles sont les valeurs &
leur attribuer , pour que la fonction jouisse d’une certaine pro-
priété & un degré maximum ou minimum. Cette importante ques~
tion a beaucoup occupé les géométres du dernier siecle. Euler I'a
résolue, en partie, dans un ouvrage ayant pour titre : Methodus

inveniendr , eic,
Or, la série de Taylor donne, comme on sait, dans le cas

de plusieurs variables, et conséquemment pour
!
u:f/\ x bl y b P s 9 ] '\C.O. a 2 & ] c 2 ooset ) ’

f(z4-0z , y+3dy, p43p, 9437, i a4z, 3485, c4dc s eess)

du é‘x’
=u+ — 3
”+ + dx’ +nuon

112

d2z  Jdxdy

du
+ 3‘78)/"‘"2 dxdj - - + et0aen,
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., du diz  dy2
L —3 —_—. N
- dp p _dyz socenn

I.2

dwuu  dpdx

+ '0!"!0;0—"‘2 dxdp 1.3 + o-.n;

du )
+ E" 3d+ C8ec-0e850s0acb g0y +0u..;
e

du d2uz  dxda
+ &7 85+2 dxda - 13 + crster

+ cerssanes + XTIV IR I TR TRRY Y11 "'i = ceeres

gu bien
., 8u &2 Fu
I/—-—U+-—; + -1-:'; + I—.'z—;' DTS

en désignant par &'z la variation de dz, par &z celle de &z, et
ainsi de suite.

Or, si U est un maximum ou un minimum , on sait que du
doit étre nul , puisqu’il ne contient que les premiéres puissances
des variations dx , 8y, ..., et change conséquemment de signe
avec elles. Au contraire ¢’z n’en devra pas changer, puisqu’il con-
tient ces variations & la seconde puissance.

Quand on demande le mazimum ou le minimum d’une fonction ,
on ne peut souvent exprimer cette fonction qae par des intégrales
définies , entre les limites ot la fonction doit avoir liew. 1l faut
alors considérer le développement de la série de Taylor relatif &

JSVdx , savoir :

MY 3/rd
dex+ “W:d”—;— YVle 4 T

1.2 1.2.3
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Sil ¥y a mazimum ou minimum, il faut que ofFdzr=o0. Les va-
lecrs de dx , Oy, «ewwe qui satisfont a cette condition, devrent
rendre , en outre, ¢/ Fdx négaizf, dans le cas du maximum , et
positif dans le cas du minimum.

Il est encore & remarquer que, si le meximum ou le minimur
doit avoir licu entre certaines limites , non seulement /' /dx mais
aussi

¢fVdx , &fVdz 3/Vdr, e

devront étre pris entre ces limites. Or nous avons trouvé ci-dessus

J Var=Viz+ (P— L ) ot (Q-—- ) T

-{:/‘( = -&x—?—- .>wdx;

et si nous nous rappelons que

da d:e
w=0y—pdr , P =dp—qdz , — =37—18% 5 wuns §

il viendra, en substituant ,

o=—=4¢ de:{ V-—Pw — 9—?- (E-I?l—-—— > 9<Q—- . ....)——r(li—- )—-.Eéx

\ dx?

+(P-— o +n_ )af-;-(q )t (= .)39*{-....

dx?

dP d:Q din
+/ —— s Jodz

qu’il faudra prendre entre les limites donndées,
Il se présente ici plusicurs cas & esaminer.
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1.° Supposons d’abord que I'on donne, pour les deux limites ,

les valeurs 2/, 2", y/, y/, p', p” 5. dex, ¥, p, ... Alors,
ces valeurs extrémes étant fixes , leurs variations secront nulles, de

sorte que l'équation & laquelle nous venons de parvenir se réduira

simplement a

d: d3R
<A Q —_— .ou-.\\ (Ddx:o .
dz» | dxd J

Or, on ne peut supposer w=o , parce que, sous le signe /, c'est
le » courant, et qu’il ne peut étre nul qu'aux limites; il faut

donc que
z d3R
+ dxl (m + s809 --—0 ; (A)

de sorte que cette équation sera I'dquation différentielle du max.-
mum ou du minimum cherché. Mais si

V=H(x, 5, p> ¢, wu)

contient un coefficient différentiel de I'ordre 7, il est clair que cette
équation sera de lordre 27, de sorte qu’en lintégrant elle don-
nera 27z constantes arbitraires; or, comme aux deux limites 2/, 27/,
il faut quelle reproduise ¥/, ¥/, p/ s p” 5 ¢/ 5 g7, wuue (*) en
nombre 27, on aura =r relations pour déterminer les 27 conslan-
tes arbitraires introduites par lintégration ; et on le pourra aisé-

nent.

(*) On ne donne que 2n——2 coefficiens différentiels p/, p”y ¢/, ¢, cinss
#il doit y en avoir n dans l'équation indéfinie; parce que les conditions
de y=y’ et y=y”, lorsque x==x' et x=x” fournissent des relations res-
tantes, le cas ou Dlon donnerait 2z coefliciens différentiels ou plus n’a pas

encore été traité,
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2.° Supposons qu'on ne donne que les deux limites 2/, z//, y/,
¥/, sans assigner , pour ces limites, les valeurs de p/, p”, ¢/, g/, cuue
Il fandra toujoars, dans le développement de 8/ Fdx, égaler sé—
parément a zéro la partie contenue sous le signe f et la partie en
avant de ce signe. En effet , supposons que nous ayons trouvé la
courbe qui satisfait au mazimum ou au minimum , entre les deux
points donnés, et prenons, pour les points limites, les valeurs de
P> 2”5 g5 g 5 wee s cherchons ensuite la courbe qui satisfait au
mazximum ou au minimum , pour ces valeurs fixes de p, ¢, w3
il est manifeste que nous devrons retomber de nouveau sur la
courbe dont il s’agit ; or, en fixant p!, p”/, ¢/, ¢//, ..... tout aussi
bien que 2/, 2/, y/, ¥/, il faut, comme nous I'avons vu ci-des—
sus , que lon ait 'éguation (A) ; donc, cette équation devra en-
core avoir lieu, lorsqu’on ne fixera pas p/, p/”, ¢/, 4", v (*)s
Comme ces quantités sont indépendantes entre elles, pour que la
premiére partie de §fFdx soit nulle , il faudra égaler séparément

A

a zéro les coefliciens

dR’ d=8 dR" d=S
s e / v i
Q dx’ dJc’* —ste de 3,’) P Q dx” -’l"'—““—dx”1 —s3® de 3p Py
ds’ asr
r— et / 7 N ’
B T e o de &9/ , HR'— o Fvvesirenen. de g7,

de 37" ° S//'.'.n.n-u,nvoouuu.unuw de 3]‘” °

/
S ST enisevsiscegsescan.istcsssies

- -
.o.n.o.‘a.l.o...’ ® @ & & o+ 3 e o 2 ¢ * & o e =+ B s o

(*) M. Ampére est ici le premier qui ait expliqué nettement pourquoi,
dans tous les cas, la guantité sous le signe f que contient Péquation com-=
mune aa maximum et au minimum doit étre séparément nulle. C’est le seul
point sar lequel notre mémoire du tom. XIII, déja cité, nous avait sem®

bl¢ vulnérable,
J. D. G.
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Les équations résultantes ne seront qu’au nombre de 27-——2, parce
que le & du dernier coeflictent différentiel manque dans la pre-
micre partie de ¢/ /dr, comme le fait voir bien évidemment la
forme des coefficiens de dp, d7, ... Par exemple, s’il n’y a que
cinq coefliciens différentiels p, ¢, r, s, ¢, la premiére partie de
8/ ¥dx , finira par 7ds, et ne coutiendra point 6z Mais il faut
quaux deux limites l'intégrale de I'égquation donne pour z=uz’
ou z/, y=y’ ou y”. Cela fournira deux nouvelles relations qui,
jointes aux 2n——2 dont il vient d’étre question, compléteront le
nombre total de celles qui seront nécessaires pour la détermination
des 2n constantes arbitraires introduites par lintégration de (A).

Il est presque superilu d’observer que, si quelques—unes seu-
lement des quantités g/, p”, ¢/, ¢/, étaient données, il n’y au-
rait & égaler A zéro que les coefiiciens des &p/, 8p” , &g/ , 39/, e
non donuds. Les autres relations nécessaires pour déterminer les
2n constantes achitraires de l'intégrale de (4) , seraient fournies par
celles des quantités p/, p”, ¢/, ¢”, ... dont les valeurs seraient
connues.

Nous remettons & traiter plus tard du cas o les limites ne se~
raient pas invariablement fixées, mais assujetties seulement a la
condition de se trouver sur deux lieux géométriques donnés; et
nous nous occuperons , pour le présent, des cas ou I'équation (A)

est susceptible de quelques simplifications.

§. IV. Simplifications du procédé général.

Il est de cas ou l'équation

dP ds= d3R
NP e PR —e  (A)

de = dxz - dal

peut étre simplifiée. ]
1. Quand 7 ne contient pas y, on a N=o, et par suite

Tom. XV1. 20
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dPp  da:Q _ &R

—_—— = e —, =0 :

erec @

de  dxz | de? ’
ce qui donne, en multipliant par dz et intégrant ,

do d:R —_ .
P—E—!—- a—x—:'-“'ou.u —C 2 (C)

équation de l'ordre 2z—1. Si en outre p manquait dans ¥, I'équa-
tion pourrait, par un procédé analogue , étre amenée a l’ordre
an—-z2, et ainsi de suite.

2.° Quand 7 ne contient pas x, et que 'on a conséquemment

V=1(y,p> gy )

et par suite
dv
[ & =5 4Prt0rtomn -

Si nous substituons ici la valeur de N tiréde de l'équation (A),
qui est

NP &Q &R

=TT o T a T

nous aurons
ar aP aQ d’R
é;—_Pq+Qr+Bs—|-..... +P a—‘—p— ——}7 :ix—’ +p (-l—;s——.n...... H

multipliant par dz , et observant que
gde=dp , rdr=dg , sdr=dr , e,

il viendra
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o do=Pdp4-Qdgt Bty - da—p Tt dadp T3 oo

et par conséquent

/de—;—ﬁdq-{—ﬁdr-}- +f——dx j, p dx_;J B 4

e . -
Or s, €I mlegrant par partles ,» on trouve

JPdp::Pp '/o —dx ,

-
..l‘ll..‘.'..o.'..l...’

€e qui donne , en subtituant,

=p( (p_ 32 = + o —-) g (Q—- +.. )+r<R—— o ) ~+eent-C 5 (D)

qui n’est plus que de l'ordre 2n—r.

3. Quand ¥ ne contient ni .z ni y, on peut abaisser I'"équa—
tion (A), qu'on appelle quelquefois '’équation indéfinie , parce que
son intégrale donne l'équation du mazimum ou du minimum , avec
des constantes arbitraires. On a alors, & la fois,

M=o, N—o ,

et
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dv
(E-Pt]—}—Qr—}-Bs-{—..... H
I'équation indéfinie se réduit donc &

P &Q | &K _
(T; — dx: de‘ l‘...l_o ?

et donne, en intégrant

_dQ &m
P-— d_;— dx‘ +u.0u+c

puis, en substitnant
v dQ &R .
d—x—-——.Qr+RJ+ o0is +7 a;" -—q a_;(;3—+““" +Cq »

et ensuite, en multipliant par dz et intégrant,

d d:R
V.—:ﬁdg-—[—- Bdr{-....-lﬁa;qu—- g (E;dx—{—.....-l-Cp-!-C/ ;

mais , nous avons trouvé ci-dessus, en intégrant par parties ,

d>
Swr=er— Ztfp 2as
ﬁdr-Br—q i +,, o ﬁ UL

no.o.o.t.oc-eoolotoooo;

il viendra donc, en substituant,
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dR d=8 ) 4

oo B Y

as : /
\B"— 'é;‘ +-o‘.) +3 \S—u-) +¢cu+cp+c, ; (E)

1)

équation qui ne s’éléve qu'd l'ordre 7—2 seulement, et qu’on
‘pourrait abaisser encore si p était nal.

§. Y. dpplications diverses.

Soit proposé d’assigner la courbe, joignant deux points donnés,
dont la révolution autour de l'axe des = engendre une surface
minimum ?

La surface de révolution considérée comme indéfinie, étant ex-

primée par 2w/ydvy/ 14p2, il faudra quon ait

Yydey/ iFp=o0 ;
on a donc lci
V=yv13p* ;

dar
M= =0 ,

—d_x._

et les quantités Q, R, §, .... sont toutes nulles. Puis donc que
2 n'entre pas dans F7, on peut faire usage de I'équation (D), qui

est sumplement icl
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V=pP1-C ,
et qui devient, par les substitutions,

Py o

L= C
.7.‘/1'*— \/1+}72’ -T- 4
ou encore
Y
Y ==
Vitp? ’
d’oll on tire
dy ¢

et par suite

A dr __ dy .
T - V_J-Z—c; ’

ce qui donne, en intégrant
x ——
-; :LOg.(y+‘/y=—c3)+€/ .

Il resterait & déterminer ¢ et ¢/ par la condition que la courbe
passe par les deux points donnés; mais leur détermination ne peut
avoir lieu, parce qu’elle entrainerait la résolution d’une équation
exponentielle.

Toutefols , on peut reconnaitre quelle est la nature de cette courbe.
En effet, il est visible que y ne saurait étre moindre que ¢ ; de
maniére que ¢ est Iordonnée minimum. St donc nous prenons
cette ordonnée pour axe des y, il faudra quen posant =0 , on
trouve y=c, d'ot ¢/=—Log.c ; donc
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NSy 2e—c2 x
Log. Y V} = -,

4 é
donc aussi

€

Y+ Vyi—c:

— ? 2 3 x
*Log. ou Log. yoVrime T,
[4 (4

cela donne

- -+
y-l-\/ y2—c2==CE€ ’

n[g

—_
USSR < .
y—Vymazce ©

d'olt en ajoutant,
x -—
+% Z

2y=c| ¢ e

v,

équation que l'on reconnait pour celle d'une chainette dont l'axe
principal est celui autour duquel la révolution s’exécute (*).
~ Soit proposé , en second lieu, de trouver la courbe pour laquelle
Vaire comprise entre un arc, les deux normales extrémes et l'arc
correspondant de la développée soit un maximum ?

Soit z laire dont il sagit, et r le rayon de courbure; ou aura

3
G4p2) > \dxzdyz (14p2)dx
2q - 29

du= —:—r ‘/dx'+dy2= H

d’ott

(*) Voyez Annales, tom. 1, pag. 58.
J. D. G.
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/ Udpr2dx
u— .
=4

de sorte qu’il faudra poser

(14p*dx
8f —-——=—o0,
29
on aura donc ici
(X+ z)z
V= ——"p——' »
29
dr
M= d—x——-—O,
14
N= &7——0,
dr an(r 2
p= 2 retr)
dp g
0= (14p2)?
— por ’

R,S, .. seront nuls; et comme ni # ni y n'entrent dans ¥,
nous pourrons faire usage de I'équation (E) qui se réduira &

V=¢Q+Cp+C’,
et deviendra , par les substitutions,

(14p»*
—_ q—— .——:Cp+c/ .

1l faudra intégrer cette derniére équation, et déterminer les quatre



DES VARITIATIONS. 157
constantes arbitraires, en exprimant que la courbe passe par les
deux points limites, et qu'en ces deux points @/ et ¢/ sont nuls.

Mais si 'on veut seulement savoir quelle est la nature de la
courbe, on remarquera que, r désignant toujours le rayon de cour-
bure , son équation différentielle revient a )

TV i4p=Cp+C

ce qui donne successivement

N s 2
Vit
dr___(C—C’17>dP
T a4
. ) (L= C-Cp)d
e W (=T (CODY — (e—Cp)a
g (4p*s g
¢'est~a-dire ,

rdr=Cdz—C'dy
d’or, en intégrant et transformant les constantes,
r'=Cx4Cy4-C” . (1)

On peut faire disparaitre ces constantes, en choisissant les axes
d’une maniére convenable. On peut d’abord porter l'origine au point
pour lequel le rayon de courbure est nul. En désignant alors par

a, B3 les coordonnées de ce point, on aura

Ca+CB4-Cl'=0 . (2)

Nous pourrons ensuite faire tourner le systéme des axes autour

2

Tom. XV1I. 21
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de la nouvelle origine ( «, (). Les formules générales de cette

traasformation étant, comme l'on sait

x=—a~+41Cos.m—uSinm , y=p341Sin.m-+uCos.m
on trouvera , en substituant dans (1) et ayant égard & la relation (2)
r*=#(CCos.m +C’'Sin.m)+u(C’'Cos. m—CSin.m) .

L’angle 7 étant arbitraire , on pourra en disposer de maniére que

CCos.m+4-C'Sinm=o ,

il en résultera

C . C
Cos.m— —— , Sinm=——— ;
\/C.-_I_L/z VC""‘U“

on aura conséquemment

. . C3+CI:| S
iy ! o e . —— 2 2.
—u{C'Cos.m—CSin.m)—u VUT-V*‘"‘/" SRz
ou, en transformant les constantes
r’=4aun :
Soient faits
du deu_ dp, _ Toi re COFP° P
& P dm a7 T @ ’
il en résultera
dpx
dr _ I X x ot 2p.dp, Y pdt v du
= - T = ==
(4pmi T 2Va Vu'’ +p)s T Va Ve Va

d'olt, en intégrant,

“we
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._ e -
- .i+pl —-V— ? I+Pl_— u ’ p _‘*—y

. . . . \
équation qni appartient & une cycloide engendrée par un cercle

dout le diamétre est égal & a.
Souvent la courbe qui doit donner le mazimum ou le minimum

est assujcttie & certaines conditions de constance, comme détre
d’une longueur doanée, de produire une aire de révolution de
gl‘anldetxr donnde, etc. On exprime ces condilions en écrivant que
les variations des exbressions des fonctions qui doivent demieurer
constantes sont nulles. Ainsi, soieut les couditions

en nombre quelconque, on écrira

8/ Vidr=o , V"lx=o , SV MAx =0, e

Soit, du reste ,

3/de=0

la condition du maeximum on du minimum.
Il est clair que , si une fonction a un maexiZmum ou un mipi—

mum , elle en aura encore un si on lui ajoute des quantités cons-
tantes ; puis donc que [¥7dx , fFV"dx, f¥""dx, .... sont cons—
tantes, il en sera de méme de ¢/f F/dx , ¢!/ F/'dx, ¢/ V'"Ax y wwurs s
¢, ¢, ¢, ... représentant des constantes indéterminées ; donc

on devra avolr
8(fVda-c/f F ’dx-{—c’y Viidat..) =8f (Ve Videc’ V' 4...)dz=0 .

Nous pourrons traiter Sf{ V4-c'V/=c/"¥/ 4 ... )dz , comme nous
avons traité 3/ ¥dr , dans ce qui précéde , et nous trouverons ainsi le
mazximum ou le minimum cherché, avec les conditions auxquelles
il doit satsfaire. Mais, une fois parvenuns & P’équation indéfinie , il
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fandra la déterminer de manicre i satisfaire non seulement aux
conditions que nous avons indiquées , en traitant du mazimumn et
du minimum de f¥Vdzx , mais encore aux conditions fF*/dx=1I,
JFdx=0", ...; et c'est & quoi serviront les constantes ¢/, ¢/,
¢y e Il était nécessaire de les introduire , pour n’avoir pas
moins de quantités & déterminer que de conditions & remplir. Du
reste , nous aurons ici autant de conditions quil en faudra pour
en assigner les valeurs.

Soit, par esemple, & trouver , parmi toutes les courbes isopéri-
métres, celle qui a la plus grande aire.

On a, en général, pour la courbe de plus grande aire.

c}[ydx:o .

Si 7 est la longueur donnée , on aura, en outre

Sz 1=l ;
nous poserons donc

SNytey tp)dr=o ;

nous aurons ainsi
V=y4cv 14p* »

ar
M= T —°»
ar
Ne= — =1,
dy
ar cp B

T dp T Vip
et tous les coefficiens ultérieurs seront nuls. L’équation (D) qui est
celle qui convient au cas actuel , et qui se réduit a
V=pP4C ,
d-~iendra , en substituant
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— p?
c 1= C
y+ V ‘+P V!+p3 + ?
ou bien
e dy (=02
=C d'ot = L = Ve—O—=0r
r+ Vit ) N 5—C ’
et, par suite
=0y

"y}

\/cz__y(y_(;), -
ce qui donne, en intégrant

Vo—(y—=C)=—z+C",
¢'est-a-dire ,
(y—CF+a—Cy=e' 5

équation du cercle. Il restera & déterminer les constantes ¢, €, €7,
par les conditions que l'arc se termine & deux points donnés, et
que sa longueur entre ces deux points soit égale & /

Il est a remarquer qu'ayant di poser ici

8fydr=o ; 8fdxy/ 13 p2=0 ;

ee sont aussi les mémes équations que nous aurions posées s'il avait
été question d’assigner, parmi les arcs de courbes qui comprennent
une aire donnée, celui de moindre longueur; de sorte que le cer-
cle doit résoudre, & la fois , les deux problemes. Il est clair, en
effet , que si, & longueur égale, le cercle embrasse la plus grande
aire, il s’ensuit qu’il contient le plus de surface sous le moindre
développement possible ; et, par suite, & aire égale, il aura la
moindre longueur.

Proposons-nous encore d'assigner, parmi les courbes isopérimeé-
tres , celle qui engendre l'aire de révolution minimum ?

Nous aurons ici I'équation

Sy+o)y igprda=o0 .
En faisant
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. ‘ dy!
e 127 LR R —
y+ec=y’, dou == ou p=p/ ,
x
notre €quation deviendra
3y =0 ;
équation que nous avons ddja traitde ci-dessus, et qzu nous a con—

duit a I'équation de la chainette ; c’est donc encore ‘cette courbe qlu
résout ce dermer proil‘.ma Il arrive seulement ici que son axe prin—
cipalse trouve & la distance ¢ de I'axe de révolation. Du reste, la eons-
tante ¢ , ainsi que les autres qu’introduira intégration de 1'équation
indéfinie , provenant de ¢/5/y/ 13, dr=o0 , se détermineront comme

dans l'exemple qui~précéde celni-ci.
§. YL Application aux jfonctions de trois variables.

$i, dans I'équation
¢/Fdr—o ,

V contenait, outre x et ¥, une troisi¢me variable, z lide aux deux
premiéres par une équation de relation , on l'exprimerait au moyen
de celles—ci, et on ramenerait # a ne plus contenir ainsi que z,
Yoo Po G e

Qu’il soit question , par exemple, de trouver la courbe la moins
longue que l'on puisse tracer sur un cylindre, entre deux points
de sa surface. En prenant 'axe du cylindre pour axe des y et dé-
signant par 2 son rayon, I'équation de sa surface sera

I dz x
z= ‘/az_—xz d’Oil — T m— ——— .
dx \/az_xz

On aura ensuite, pour la longueur de l'arc

/;/dx"f‘u)’z'*"dzz—/fzyl-*-[)—}- g2=—rx2 /dx Qle—x32 +Pz

de sorte que la condition du minimum sera
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8 dV a> .
/x Qle—x3 +'D =0 .

On aura donc ici

V=V a a P—= Y A
gr—x2 +p o V ar

+7

Comme y manque dans 77, nous pourrous prendre pour équation
indéfinie I'équation (C) qui, dans le cas actuel , est simplement
P=C; cest-a-dire, en substituant ,

Q22

. d C a
- ___E__ =C s - d’ou pP= —y- =TT
a? . - dx Vi—C? \a—gx2?
— 17 \
a~_xc
ce qui donne, en intégrant,
C

X
y= ;/T-_c—; . aArc (Tang._Tz )—I-C/ .

Si I'on prend l'une des extrémités de l'arc dans le plan des yz,
a une distance 4 de l'axe des z, on devra avoir, en méme temps ,

-

Vi—G3

x=o0, y=5b; en mettant donc simplement { pour , on

aura 7
y=C . Arc (Tanm: :—)-{—5 H

dans laquelle € se déterminera en fixant la situation de lautre
extrémité de l'arc demandé.

L’équation que nous venons d’obtenir est celle d’une hélice ; et
c’est ce qu’il était facile de prévoir a l'avance. La plus courte
ligne qu’on puisse tracer sur un cylindre, entre deux points de
sa surface, doit étre telle , en effet , qu’elle demeunre encore la plus
courte, en développant la surface de ce cylindre sur un plan; il
faut donc que, par l'eflet du développement de cette surface, elle
devieane une ligne droite, ce qui est la propriété caractéristique
de I'hélice.
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8. VIL. FExamen du cas des limites variables.

Nous avons vu , dans ce qui précede , comment, quand on fixe
lIes denx limites entre lesquelles le maxzimum ou le minimum doit
avoir lieu, on peut déterminer les 27 constantes qu’introduit, em

général , l'intégration de I’équation indéfinie

dp d:P  d3R

0=N— d_‘x + 31— 'é;; +u-n.u

On pourrzit ne pas donner proprement les deux limites, mais
seulement les assujettir a la condition de se trouver sur deux cour-
bes données. Il y aura alors 27244 inconnues & déterminer, savoir ,
les 2n constantes ¢, ¢/, ¢//, ..., introduites par lintégration de
I'équation indéfinie , et les quatre coordonnées 2/, v, 2/, ¥/,
des deux exirémités de la courbe cherchée. Or ici les dz/, dy/,
da//, dy// me sont plus nulles ; mais, puisqueiles ont licu le long
des courbes donnédes , ce sont les différentielles des coordon-
nées de ces courbes. En prenant donc les difiérenticlles de leurs
équations , nous pourrons exprimer 8y’ et Jy//, respectivement, en
fonction de dz/ et 4.7, En faisant la substitution de leurs valeurs
dans la premicre partie du développement de 8/#dx, il s’y trou-
vera 2z variations &y, 8y, dp/, dp’/, .., dont nous pourrons
séparément cgaler les coefliciens & zéro. Ensuite, z/, y/, 2/, y/,
devront satisfaire aux deux courbes données, ce qui fournira deux
relations ; ils devront enfin satisfaire & la courbe trouvée, ce quien
fournira deux autres; de sorte qu’on aura en tout 2z-44 condi-
tions pour ‘déterminer les 22+ 4 inconnues.

Supposons , par exemple , que l'on demande une courbe , qui se

terminant & deux hyperboles équilatéres

r= 2 % b
y=w yrET o
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produise une aire de révolution maximum autour de l'axe des .
On posera toujours
&fydxy/ T ¥pr=o ;

ce qui donnera, en opérant comme ci-dessus
b 2

1 + x, -
y= "~ (e )
“ 2¢/

Pour déterminer les deux constantes ¢, ¢/, ainsi que les points ex-
b M

trémes de la courbe, c'est-i-dire, pour déterminer les six incon-

nues ¢, ¢/, 2/, ¥/, 2, y/, nous écrirons les premiers termes

du développement de &fyday/ 7457, qui sont ici

)

x/ /
Vo T G
y/l p//;,/l
_— S Sv7 .
Vitrm o Nk )

Or, la différentiation des équations des deux hyperboles donne
6~y/=_£/—z oz’ , 3_}””’_-{- —_ 3x”

a3

en substituant donc, il viendra

’ azp! 1 Baplt
J;([_—_ﬂ 3.:5,—'—9,_—_—‘(1-}- -—’-)—)8.1‘//.

Vi4p? x/3 \/ i=fp/ia x!’a
Il faudra donc poser
ap’ bzp//
I— ;T =0 , 1 Py =03
et comme d’ailleurs
a? dy’ X dy
T A o o dar

cela reviendra a
d ’ 3!
14p/ — =0, 1+P" —, =0;
Tom, X¥V1. 22
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équations qui espriment qu’aux points limites la chainette ge’nératrice

doit ¢tre normale aux deux hyperboles données.

Eu remplacant, dans ces équations p/ et p’/, par leurs valeurs,
déduites de I'équation dela chainette; savoir

x/! x/

, ——
€ (e ¢ ’

x! x!
255’.:7”—0’(3 € —C'e ¢ ):0;

p/= ; e+

2cc’

elles deviennent

On a d’ailleurs

s
——

€ e c

xl

1 i
1 —
_— €
P 2¢c¢’/

2t x
2cc’x”‘+&<e+ ¢ —c¢ ¢ ):o .

a? b2
y/ = —_ = e —
Y x Y xt ?
xf x! alt ol
[ g+ c +cxé—- _6‘— y//: —_— e+ c +628.. ¢ .
2¢/ ? 20/ 5

on se trouve donc avoir six équations, pour déterminer ¢, ¢ , 2/,
¥, &y ylh.

St la courbe qui doit satisfaire au mazimum ou au minimum était
assujettie a des conditions de constance, comme d’avoir une aire ,
une longueur, etc., déterminée , il serait facile d’opérer comme il
a déja éd dit.

Si cependant ces conditions, au lieu d’¢tre exprimées par des
intégrales , I'étaient par des équations algébriques; si , par exemple,
au lieu de donner /¥ dx =17, on donnait o(z/, y/, z/, y/, I)=0;
on remplacerait d’abord y! et y/ par leurs valeurs en 2’ et 2/,
ce qui dennerait (2’ , 2/, I)=o , dou dz//=38x'®(’, ). Rem-
placant donc 8z/ par cette valeur , on n’aurait plus que le coeffieient
de dx/ a égaler & zéro, ce qui ne laisserait plus que 2743 rela-
tions ; mais celle qui aurait disparu se trouverait alors suppléée
par l'equation donnée «o(2/, y/, a/, y/, [/)=o. C’est ainsi, par
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exemple , qu'on en agirait, si la chainette qui duit se terminer aux
deux hyperboles était assujettie & avoir une corde d’une longueunr
donnée. L’équation de condition serait ainsi (z/—z//,*~4-( y/—y’/)* 2/,




