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305RRESOLUES.
bre peut être exprimé par une suite de g sans aucun zéro à sa

droite. Le premier cas aura li.eu lorsque n n’aura aucun facteur
premier différent de 2 et 5 ; le seccond aura lieu lorsqu’au con-
traire n n’aura ni 2 ni 5 parmi ses facteurs premiers. Dans tous
les autres cas , le nombre dont n sera diviseur aura à la fois des

9 études zéros. On voit, au surplus, que dans tous les cas , le
nombre total des uns et des autres sera toujours inférieur à n.

Les mêmes considérations prouvent qu’en général, dans tout sys-
tème de numération , il n’est aucun nombre entier qui n’ait, parmi
ses multiples, un nombre exprimé par le plus grand chiffre du sys-
tème, écrit plusieurs fois de suite, et suivi de plusieurs zéros ; ce qui
revient à dire que l’équation ax(ay-I)=bz est toujours résoluble
en nombres entiers, quels que soient les nombres entiers a et b (*).

Lyon, le 17 novembre I829.

Solution des problèmes de géométrie énoncés
à la pag. I52 du présent volume ;

Par M. VALLÈS , ingénieur des ponts et chaussées , ancien
élève de l’Ecole polytechnique ,

Et MM. Camille PAGLTANI et Paul MARTINELLI, cadets au

Corps royal des Pionniers , à Modènc.

IL est bien connu, et il est d’ailleurs bioen facile de démontrer (**),
I.° Que le lieu de tous les points du plan de deux cercles des-

quels on voit ces deux cercles sous des angles égaux est la cir-

(*) A la pag. I85 da V.me volume du Journal de M. CRELLE, on trouve

une démonstration de ce théorème qui, bien qu’assez briève, est beaucoup
inoins élémentaire que celle qu’on vient de lire ; mais, à la pag. 296 du même
volume, on en trouve une autre démonstration directe fort simple, ainsi que
celle d’un théorème plus général. J. D. G,

(**) Annales, tom. XI, pag. 364.
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connférence d’un troisième cercle , ayarrt pour diamètre la droite

quijoint les centres de similitude directe et inverse des deux pre-
miers;

2.° Que si, sur les droites qui joignent les centres de simili-
tude directe et inverse de trois cercles , situés dans un même plan
et considérés deux à deux , prises pour diamètres, on décrit trois
nouveaux cercles, les circonferences de ces derniers se couperont
toutes trois aux deux mêmes points , seuls points du plan des

trois premiers desquels ils puissent être vus sous des angles égaux;
3.° Que le lieu des points de l’espace desquels on peut voir deux

sphères données sous des angles égaux, est une troisième sphère,
ayant pour diamètre la’ droite qui joint les centres de similitude

directe et inverse des deux premières;
4° Que si , sur les droites qui joignent les centres de simili-

tude directe et inverse de trois sphères , considerees deux à deux,
prises pour diamètres, on décrit trois nouvelles sphères, ces der-
nières se couperont toutes trois suivant une même circonférence,
lieu des points de l’espace desquels les trois premières sphères
pourront être vues sous des angles égaux;

5.0 Qu’enfin si, sur les droites qui joignent les centres de similitude
directe et inverse de quatre sphères considérées tour à tour, deux à
deux, prises pour cliamètres, on décrit six nouvelles sphères, ces der-
nières se couperont trois à trois suivant quatre cercles passant
tous par les deux seuls points de l’espace , desquels il soit possi-
ble de voir les quatre sphères données sous des angles égaux (*).
Comme, dans la géométrie de situation, les angles circonscrits

à des cercles et les surfaces coniques circonscrites à des sphères
sont remplacés par des droites inscrites à ces cercles ou des cer-

(*) Des points infiniment distans de plusieurs cercles ou de plusieurs sphè-
res sont aussi des points desquels ces cercles et ces sphères sont vus sous

des angles égaux, puisqu’on les voit de là sous des angles nuls.
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cles inscrits à ces sphères ; et, comme les points qui décrivent des

courbes planes ou à double courbure s’y trouvent remplacés par des
droites enveloppant une même courbe , ou par des plans enveloppant
une même surface développahle, on voit de suite que, dans cette

même géométrie de situation , les cinq propositions que nous ve-
nons de rappeler doivent avoir leurs corrélatives , que les notes

qui ’nous ont été adressées ont pour objet d’établir ; ces notes ne

présentant d’ailleurs, comparées les unes aux autres, que des dif-

férences assez légères, nous croyons faire une chose convenable
en les fondant toutes dans une rédaction unique.

Soient C et C’ deux cercles donnés sur un même plan et des-
quels C’ soit le plus petit, s’ils sont inégaux. Soient r et r’ leurs

rayons respectifs ; soit pris le centre de C’ pour origine des coor-
données rectangulaires et soit (a,b) le centre de C.

Soit 

l’équation d’une droite mobile sur le plan de ces deux cordes,
dans laquelle M et G sont deux paramètres. Si nous représentons
par p et pl les longueurs des perpendiculaires abaissées sur cette

droite des centres des deux cercles , nous aurons

Si l’on veut que les deux cercles interceptent, sur cette droite,
des cordes de même longueur, il faudra que la différence des

quarrés des perpendiculaires p et p’ soit égale à la différence des
quarrés des rayons r et r;, ce qui donnera

ou bien
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telle est donc la relation qui doit exister entre les deux paramè-
tres’ M et G, pour que cette condition soit satisfaite.

Puisque dans cette’ équation, G n’entre plus qu’à la première 
puissance, on se trouve naturellement conduit à en tirer la va-

leur, pour la substituer dans l’équation de la droite mobile qui,
de la sorte , ne renfermera plus que le seul paramètre M. On trouve

B ainsi

ou bien en développant et ordonnant

On voit donc, à cause de l’indétermination de M, qu’il y a gé-
néralement sur le plan de deux cercles , une infinité de droites sur
lesquelles ces cercles interceptent ,des cordes de même longueur. 

Si présentement on veut savoir à quelle courbe toutes ces droi.

tes sont tangentes, il ne s’agira , comme l’on saic, que d’éliminer
M entre cette équation et sa dérivée, prise uniquement par rap-
port à cette lettre. Or, cette dérivée est

d’où, en multipliant par Met retranchant de l’équation ci-dessus,

et , en éliminant M entre ces deux-ci,
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on bien encore

équation que l’on voit appartenir à une parabole.
Pour juger plus aisément de la grandeur et de la situation de

la courbe, supposons que nous ayons fait passer l’axe des x par
les centres des deux cercles ; alors nous aurons b=0, et a de-

viendra la distance entre ces centres ; l’équation sera, dans ce cas,

qu’on pourra écrire ainsi

L’équation, mise sous cette former nous montre que l’axe de
la parabole est dirigé suivant la droite qui joint les centres des
deux cercles, que son sommet se trouve sur cette droite, à une
distance du centre du plus petit, exprimée par

et que son paramètre a pour expression

d’ou il suit que la distance de son sommet à son foyer est
Tom. XX 43
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et qu’ainsi son foyer se trouve à la distance I 2a du centre du plus
petit des deux cercles ; c’est-à-dire, au milieu de la droite qui
joint les centres de l’un et de l’autre. 

Les équations des deux cercles sont, dans le cas actuel,

en retranchant ces équations l’une de l’autre, on obtiendra, pour
l’équation de leur corde commune, réelle ou idéale, c’est-à-dire,
de leur axe radical

qui donne, pour l’intersection de cet axe radical avec la droite

.qui joint les centres 

valeur identique avec celle que nous avons trouva plus haut pour
la position du sommet; et cèst qu’en effet -la corde commune aux
deux cercles est évidemment une droite sur laquelle ces deux cer-
cles interceptent des segmens de même longueur. On voit aussi
sans qu’il soit besoin d’en faire le calcul, que toute tangente com- 
mune aux deux cercles serra aussi tangente à la parabole, puis-
qu’une tangente commune est une droite sur laquelle les deux cer-
cles interceptent des segmens d’une longueur nulle.
On a donc ce théorème:

I. La courbe que touche consiamment une droite qui se meut
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sur le plan de deux cercles de telle sorte que ces denx cercles

interceptent sur elle des cordes de même longueur, est une para-
bole dont l’axe passe par les centres de ces deux cercles. Cette

parabole a son foyer au milieu de la droite qui joint les centres
des deux cercles, et son sommet ait point où cette droite est cou-
pée par leur axe radical. 

Soient présentement trois cercles C, C’, C", tracés sur un même
plan, et dont C" soit le plus petit , s’ils sont inégaux. Soient dé-

crites deux paraboles l’une P ayant son foyer an ïrnilcu de la droite
qui joint les centres de CI et C" et son sommet an point où celte
droite est coupée par leur axe radical, et l’autre P’, ayant son

foyer au milien de la droite qui joint les centres de C et C" et

son sommet an point où cette droite est coupée par leur radical.

D’après ce qui vient d’être dit ci-dessus, tes cercles C" et C"

intercepteront des cordes de même longueur sur toute tangente à
la parabole P ; et les cercles C et C" Intercepteront pareinernent
des tangentes de même longueur sur tonte tangente à la parabole
P’; donc les trois cercles C , C’, C" intercepteront des tangentes
de même longueur sur tonte tangente commune aux deux para-
boles P et Pl.

Mais, si l’on construit une troisième parabole P" ayant son foyer
au milieu de la droite qui joint les centres de C et C’ , et son

sommet au point où cette droite est coupée par leur axe radical;
toute droite sur laquelle les cercles C et C’ intercepteront des tan-
gentes de même longueur et par suite toute tangente commune
aux paraboles P et P’ devra être tangente à cette troisième para-
bole. Ces trois paraboles pourront donc être touchées par une

même droite sur laquelle les trois cercles intercepteront des cor-
des de même longueur. Il est d’ailleuirs aisé de voir qu’à deux

paraboles tracées sur un même plan , on ne peut mener que trois

tangentes communes au plus,
On a donc ce théorème : 
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II. Trois cercles élant tracés sur un même plan; si, pour cha-

que couple de cercles , on déerit une parabole dont le foyer soit
le rnilieu de la droite qui joint leurs centres, et le sommet le point
où cette droite est coupée par leur axe radical; les trois para-
boles ainsi décrites auront trois tangentes communes, au plus, sur
chacune desquelles les trois cercles intercepteront des cordes de
même longueur.

Du théorème I.er il est facile de conclure le suivant:

III. Si un plan se meut dans l’espace de telle sorte que deux

sphères fixed interceptent constamment sur lui deux cercles de même
rayon, ce plan sera, dans son mouvement, toujours tangent à un
paraboloïde de révolution dont l’axe passera par les centres des
deux sphères. Ce paraboloïde aura son foyer au milieu de la droite
qui joint ces centres, et son sommet au point où cette droite sera
coupée par le plan radical des deux sphères.

Soit présentement trois sphères S, S’, S", dont S" soit la plus
petite si elles sont inégales. Soient construits deux paraboloïdes de
révolution, l’un P ayant son foyer au milieu de la droite qui joint
les centres de S’ et S", et son sommet au point où cette droite
est coupée par leur plan radical, et l’autre P’, ayant son foyer
au milieu de la droite qui joint les centres de S et S", et son

sommet au point où cette droite est coupée par leur plan radical.
D’après le théorème III, les deux sphères S’ et S" intercepte-

ront des cercles de même rayon sur tout plan tangent au para-
boloïde P ; et les deux sphères S et S" intercepteront pareille-
ment des cercles de même rayon sur tout plan tangent au para-
boloïde P’; donc les trois sphères S , S’ , S" intercepteront des cer-
cles de même rayon sur tout plan tangent commun aux deux pa-
raboloïdes P et P’, et par conséquent sur tout plan tangent à la
surface développable circonscrite à ces deux paraboloïdes laquelle
aura trois nappes au plus.
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Mais si l’on construit un troisième paraboloïde de révolution

P", dont le foyer soit le milieu de la droite qui joint les centres

de S et S’, et le sommet le point où cette droite est coupée par
le plan radical de ces deux sphères, tout plan sur lequel S et S’

intercepteront des cercles de même rayon, et par suite tout plan
tangent commun aux paraboloïdes P et P’ , ou encore tout plan
tangent à la surface développable circonscrite, devra être tangent
à ce troisième paraboloïde ; et par suite il devra être aussi tan-

gent et à la surface développable circonscrite à P et P" et à la

surface développable circonscrite à pl et P", lesquelles devront ainsi
être les mêmes que la surface développable circonscrite à P et P’ ;
les trois paraboloïdes P, P’, P" seront donc inscriptibles à une

même surface développable; et les trois sphères S , S’, S" inter-

cepteront sur tout plan tangent à cette dernière surface, lequel sera
aussi tangent aux trois paraboloïdes des cercles de même rayon.
On a donc ce théorème :

IV. Trois sphères étant données dans l’espace, si, pour cha-
que couple de sphère, on construit un paraboloïde de révolution ,
,ayant pour foyer le milieu de la droite qui joint leurs centres ,
et pour sommet le point où cette droite est coupée par leur plan
radical; les trois paraboloïdes ainsi conditionnés seront inscripti-
bles à une seule et même surface développable, ayant trois nap-
pes au plus; et les trois sphères intercepteront sur tout plan tan.
gent à cette surface, lequel sera aussi tangent aux trois para-
boloïdes, des cercles de même rayon (*).

Soient enfin S, Sf, S/1, S’’’ quatre sphères données dans l’espace,

(*) M. Paul Martinelli , qui a pris la peine de calculer l’équation de cette
surface développable, l’a trouvée du sixième degré ; ce qui s’accorde parfai-
tement avec l’existence de ses trois nappes.
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dout S’’’ soit la plus petite, si elles sont inégales. Soient construits 
trois paraboloïdes de révolution ; savoir : un paraboloïde (PP’’’)
ayant son foyer au milieu de la droite qui joint les centres de
5 et S’" , et son sommet au point où cette droite est coupée par
leur plan radical : un paraboloïde (P’P’’’) ayant son foyer au mi-
lieu de la droite qui joint les centres de S’et S’’’, et son som-

met au point où cette droite est coupée par leur plan radical; en-
fin un paraboloïde (P"P’’’) ayant son foyer au milieu de la droite
qui joint les centres de S" et S’’’, et son sommet au point où cette
droite est couple par leur plan radical.

D’après ce qui précède, les deux sphères S et S’’’ intercepteront
des cercles de même rayon sur tout plan tangent au paraboloïde
(PP’’’); et il en sera de même des deux sphères S’ et S’’’, par 
rapport à tout plan tangent au paraboloïde (P’P"’) ainsi que des
deux sphères S’’ et S’’’, par rapport au paraboloïde (P"P’’’). Donc,
si ’un même plan touche à la fois les trois paraboloides (PP’’’),
(P’P’’’), (P’’P’’’), les quatre sphères S’, S’, S’’, S’’’ intercepteront
sur ce plan des cercles de même rayon. 

Mais, parce que les- trois sphères S, S’, S/1 intercepteront sur
ce plan des cercles de même .rayon’, il devra toucher à la fois les
trois paraboloïdes de révolution (P’P"), (P"P), (PP’) ainsi que
la surface développable qui. peut leur être circonscrite ; donc , ce
plan touchera à la fois les six paraboloïdes de révolution (PP’’’),
(P’P’’’) (P’’P’’’), (P’P’’), (P’’P), (PP’), ainsi que les quatre sur-
faces développables qui peuvent être circonscrites-à ces paraboloï-
des pris trois à trois.
On à donc ce théorème :
Y. Quatre spheres étant données dans l’espace; si , pour cha-

que couples de sphères, on construit un paraboloïde de révolution
dont le foyer soit au -milieu de la droite qui joint les centres de

ces deux sphères , et dont le sommet soit au point où cette droite
est coupée par leur plan radical; les. paraboloïdes relatifs aux
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trois mémes sphères seront inscriptibles à une seule et même sur-

face développable ; les surfaces développables ainsi déterminées

pourront, toutes quatre , être touchées par un seul et même plan,
lequel touchera aussi les six paraboloïdes, et les quatre sphères
intercepteront, sur un tel plan, des cercles de même rayon (*).

QUESTIONS PROPOSÉES.
Problèmes de géométrie.

1. ETANT données les longueurs des droites qui joignent les trois
sommets d’un triangle au centre du cercle inscrit, construire le
triangle ? 

IL Étant données les longueurs des perpendiculaires abaissées

sur les directions des trois côtés d’un triangle du centre du cercle
circonscrit, construire le triangle ?

III. Étant données les longueurs des perpendiculaires abaissées

sur les directions des six arêtes d’un tétraèdre, soit du centre de
la sphère inscrite, soit du centre de la sphère circonscrite , cons-
truire le tétraèdre ?

IV. -Quelles sont les relations diverses qui existent entre les douze
droites qui joignent les sommets des faces d’un tétraèdre aux centres
des cercles inscrits à ces faces ?

V. Quelles sont les diverses relations qui existent entre les lon-

gueurs des douze perpendiculaires abaissées sur les directions des

côtés des faces d’un tétraèdre des centres des cercles circonscrits à

ces faces ?

(*) Il resterait à savoir combien, pour ces quatre sphères, il peut exister
de pareils plans au plus.


