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86 QUESTIONS
Si les cercles interceptées sur deux des trois plans A, B, C, de-

vaient être égaux au cercle intercepté sur le plan D , deux des trois
surfaces se réduiraient à leurs plans asymptotiques; de sorte qu’il
serait facile de ramener la recherche de leur intersection avec la

troisième à celle des intersections d’une sphère avec une droite ; le 
problème pourrait donc alors être rigoureusement résolu par les élé-

mens. 

Si les quatre -cercles devaient tous être égaux, les surfaces cy-
lindriques se réduiraient alors toutes trois à leurs plans asymptoti-
ques, et les centres des sphères cherchées seraient les mêmes que
ceux des huit sphères tant inscrites qu’ex-inscrites au tétraédre formé
par les quatre plans donnés, ce qui est d’ailleurs évident.
En considérant que l’on peut raisonner sur chacun des trois au-

tres plans comme nous avons raisonné sur le plans D on conclura
de tout ceci le théorème suivant

THÉORÈME I. Un tètraèdre T étant donnè, si l’on en cons-
truit un autre T’ dont les faces, respectivement parallèles aux
.siennes , en soient à des distances a, b , c , d ; en construisant des

cylindres hyperboliques équilatères, dont les plans asymptotiques
soient ceux qui divisent les angles dièdres du tètraèdre T et leurs
supplèmens en deux parties égales, et tels que chacun d’eux ait,

pour une de ses génératrices, l’arête du tétraèdre T’ qui est pa-
rallèle à son axe; ces six cylindres se couperont aux huit mê-
mes points, centres d’autant de sphères qui intercepteront sur les

plans des faces du tétraèdre T des cercles dont les rayons seront
respectivement égaux aux longueurs a, b, c, d.
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gles générateurs des cônes circonscrits ayant leurs sommets aux qua-
trie points donnés ; on aura évidemment 

d’où

de sorte que la question se réduit à trouver un point 0 , dont
les distances aux quatre points donnés soient respectivement propor-
tionnelles aux cosécantes des quatre angles donnés.
Or, on sait que, si sur la distance entre les centres de simili-

tude directe et inverse de deux cercles, prise pour diamètre, on dé-
crit un troisième cercle, sa circonférence sera le lieu géométrique
de tous les points du plan des deux premiers dont les distances à

leurs centres seront respectivement proportionnelles à leurs rayons ;
et ce sera aussi le lieu géométrique de tous les points de leur plan
d’où on les verra sous des angles égaux; d’où il résulte évidem-
ment que le lieu géométrique de tous les points de l’espace
dont les distances aux centres de deux sphères données sont res-

pectivement proportionnelles à leurs rayons, ou, ce qui revient au

même, le lieu géométrique de tous les points de l’espace desquels
on peut voir ces deux sphères sous un même angle est une troi-

sième sphère ayant pour diamètre la distance entre les centres de

similitude directe et inverse des deux premières
En conséquence la solution du problème proposé se réduit à ce

qui suit : Des points donnés A, B, C , D, pris successivement pour
centres et avec des rayons arbitraires niais respectivement propor-
tionnels aux cosécantes des angles donnés 03B1, 03B2, 03B3, 03B4, soient décrites
quatre sphères ; soient décrites ensuite trois autres sphères ayant res-
pectivement pour diamètres les distances entre les centres de simi-
litude directe et inverse des sphères dont les centres sont D et A , 
D et B, D et C ; ces trois dernières se couperont en deux points,
centres d’autant de sphères résolvant le problème proposé.
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Les centreq de ces deux sphères étant ainsi déterminés, rien ne

sera plus facile que d’en assigner les rayons respectifs ; car, pour
chacune, en joignant son centre au point D , par exemple, par une
droite et menant par ce même point D une autre droite avec
celle-là un angle égal à 03B4, la perpendiculaire abaissée de ce centre
sur cette dernière droite sera le rayon cherché.

Si les angles donnés 03B1, 03B2, 03B3, 03B4, étaient égaux entre eux, les trois

sphères qui, par leur intersection, déterminent le centre de la sphère
cherchée se réduiraient à des plans perpendiculaires sur les milieux

des trois droites DA, DB, DC; ce centre serait donc le même que
le centre de la sphère passant par les quatre points A, B, C, D;
ce qui est d’ailleurs évident.

En considérant que l’on petit raisonner sur les trois autres points
comme nous l’avons fait sur le point D , on conclura de tout ceci
le théorème suivant :

THÉORÈME II. Des sommets d’un tètraèdre donné, pris pour
centres, soient décrites quatre sphères, ayant leurs rayons respec-
tivement proportionnels aux cosécantes de quatre angles donnés 03B1,
03B2 03B3, 03B4. Si , sur les distances entre les centres de similitude di-

recte et inverse de ces sphères, considérées deux à deux , prises
pour diamèires, on décrit successivement six autres sphères , ces

dernières se couperont toutes aux deux mêmes points, centre de
deux nouvelles sphères telles que les cônes circonscrits qui auront
leurs sommets aux quatre somrnets du tètraedre, auront leurs angles
générateurs respectivement égaux aux quatre angles donnés 03B1, 03B2, 03B3, 03B4.

On peut dire aussi plus brièvement :
Le centre de la sphère qui est vue de quatre points de l’espace,

sous quatre angles donnés, est le point duquel on verrait, sous le
même angle , quatre autres sphères qui auraient pour centres les

points donnés, et dont des rayons seraient respectivement propor-
tionnels aux cosécantes des moitiés des angles donnés.


