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DEVELOPPEES DES COURBES. 249

GEOMETRIE ANALYTIQUE.

Ezxposition d'une méthode élémentaire propre
a obtenir les équations des développées ortho-

gonales et obliques des courbes planes ;

Par M. Bary.

AAATTITVATLIIRILLI RV VR R LAY

SI I'on concoit qu’une droite indéfinic se meuve sur le plan d’ane
courbe , de maniére 4 lui rester constamment normale, celte droite,
dans son mouvement . demeurera constamment tangeme 4 une au-
tre courbe qui sera ce qu’on appelle la developpee de la premicre.

On peut aussi concevoir une autre droite indéfinie , suivant la
premiére dans son mouvement , de maniére a couper la courbe
proposée aux mémes points qu'elle, et a faire avec elle, tou-
jours d'un méme ¢6té , un angle constant ou un angle variable
suivant une loi mathématique donnée quelconque. Cette seconde
droite sera , dans son mouvement , comme la premicre , tangenie
a une certaine courbe qui pourra éire également considérée comme
une sorte de développée de la proposée , etqui parait avoir é1é con-
sidérée pour la premidre fois ( Annales, tom. XX, pag. 97 ),
par M. Lambert qui , pour distinguer les unes des autres ces deux
sortes de développées, a appelé, celles de la premiére, sorte des
developpées orthogonales , et celles de la seconde , des deceloppees obli-
ques ; d'ou l'on voit qu'une courbe plane proposée ne saurail avoir
qu'une seule développée orthogonale , tandis qu’elle peut avoir
une infinité de développées obliques différentes.

Tom. XXI, n°q, 1. mars 1331. 33
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On a ramend, depuis long-temps , a des procédés élémentaires
1a recherche des tangentes et des mormales aux courbes, soit par
des poinis dommés sur leur périmelire , soit par des points extérieurs ;
mais il n’en est pas de méme des développées orthogonales ou obli-
ques , dont jusqu'ici , malgré leur importance dans la géoméirie
et dans ses applications & la physique, on a toujours fait dépen-
dre la recherche des procédés de la haute analyse ; de sorte que
les personnes qui, aprés avoir suivi les cours de mathématiques
de nos colléges , n'ont ensuite ni le loisir ni l'occasion de s'éle-
ver jusqu'a 1'étude du calcul différentiel, se trouvent ainsi con-
damnées & rester , pour jamais, étrangdres a tout ce qui concerne
cette branche importante de la science.

Nous croyons donc faire une chose utile en montrant avec
quelle facilité on pent présenter la théorie des développées, solt
orthogonales soit obliques , de mznitre a lintroduire dans les sim-
p!cs ¢iémens. Nous exposerons d'abord le procédé géundral ; nous
en ferons ensuite diverses applications,

Concevons que, par un quelconque ( ',/ ) des points d'une
courbe plane , on méne une normale a cetle courbe; si, par un
autre point quelconque de celie courbe, on lui méne une nou-
velle normale , celle-ci, en général, coupera la premiere en un
certain point («,f). La premiére normale étant supposée fixe ,
si la seconde marche vers elle, en demeurant constamment nor-
male 4 la courbe, le point («,) marchera sur cette normale
fixe jusqu'a ce qu’euﬁn les deux normales venant & se confon-
dre, ce point («,B) sarrétera sur la normale fixe, dans une
cerlaine siluation, et il est manifeste qualors il appartiendra i la
développée de la courbe proposée.

Ainsi, 4 chaque point (a7, ') de la courbe donnée, répond
un cerlain point («,3) de sa développée, situé sur la normale
a celle courbe en (&’/,)’); tout comme, a chaque p'oint (a«,0)
de la dévéloppéc doit répondre un point {a/, /) de la courbe

proposée, intersection de ceite courbe avec la tangente d cette dé-
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veloppée en ce point («,(3); de sorte que l'un quelconque de
ces deux points est nécessairement déterminé par lautre.

$i l'on congoit présentement que la normale fixe au point ( 2/,
9’), devenue mobile , marche sur la courbe, en lui restant cons-
tamment normale , le point («,3) marchera sur elle , et décrira
précisément la développée demandée. Il ne s’agit donc, pour ob-
tenir l'équation de cette développée , que d'imiter, par l'analyse,
cette construction mécanique.

Soit supposée

F(xy)=o, (1)

I'équation de la courbe dont il s’agit; pour le point (z/,)’) on
aura

F(2', y)=o0 ; (2)

I'équation de la normale , en ce point, sera de la forme
£, 5, 2/, p)=0 . 3)

Si I'on veut que cetie normale passe par un point donné (« ,
B), on exprimera cette condiiion en écrivant

£, B, 27, y")=0 ; (4)

équation qui, combinée avec 1'équation (2), donnera les pieds
(a’,y’) de toutes les normales issues du point (a,f ).

Au lieu de résoudre les deux équations (2) er (4), par rap-
port 4 2’/ et y/, on peut, dans l'une et dans l'autre, considé-
rer ces deux coordonnées comme variables , et construire pour les
mémes axes, les deux courbes qa’elles expriment. Les intersec-
tions de ces deux courbes seront également les pieds ( &',y ) de
touies les mormales issues du point («,f3).

Cr, la premitre de ces deux courbes est la courbe proposée
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clle-mé&me ; d'od il résulte que I'équation (4) est celle d'une cer-
taine courbe qui coupe la proposée aux pieds de toutes les nor-
males qui peuvent lui éire menées du point (e, f3).

Si présentement deux de ces normales vienncnt a se confondre,
d'aprés ce qui a é1é dit ci-dessus , le point («, 3 ) deviendra un
de' ceux de la développée. Or , pour que ces deux normales se con-
fondent en effet , il est nécessaire que deux des points d’inter-
section des courbes (2) et (4) se confondent en un seul, ou, ce
qui revient au méme que ces deux courbes se touchent et aient
conséquemment la mémne tangente au point ( 2/, »’ ). Cherchant

donc les équations des tangentes aux deux courbes

¥(r,y)=o , f(a,ﬁ,x,)‘):O ,

au point (a/, "), et écrivant que ces deux tangentes se con-
fondent , leur coincidence entrainera deux conditions de la forme

oz’ ,y"ya,B)=0 , Y(x',y7 %, 3)=0 ;

lesquelles , comme nous l'avons dit ci-dessus, donneront indis-
tinctement « et 3 en &/, y/, ou 2/, 3/ en « et 3. Si, en par-
ticulier, on en tire les valeurs de 2’/ et »’/, en « et 3, pour les
substituer dans l'équation (2), I'équation résultante, en o et §
sera I'équation cherchée de la développée de la courbe (1). On
pourra d'ailleurs , chemin faisant , employer les relations (2) et
(4) a simplifier les calculs et leurs résuliats.

Voild pour ce qui concerne les développées orthogonales. Si,
au contraire , il s'agissait de développées obliques, il n’y aurait
d’autre changement a faire dans le procédé que celui de rempla-
cer 'équation (3) de la normale au point ( 2/, 3’ ) par celle d'une
droite passant par le méme point et faisant avec elle un angle
égal 4 l'angle, constant ou variable, requis par les conditions du-
probléme.
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Pour premitre application de ce procédé , cherchons I'équa-
tion de la développée de I'ellipse donnée par 1'équation

b o’y =a'b® . )

N . 2 . .
L’équation de la mormale a celte ellipse au point ( 27/, )’ ) sera,
comme l'on sait, en posant, pour abréger, a’—b*=*

bx'y—a*yr+cr’y=o0 , (3)

sous la condition

bz ay*=a'b" 7 (2)

On exprimera que celte normale contient le point («,(3 ) en écri-
vant

b Br'—aray’+cr'y'=0 ; '(4)

de sorte que les pieds de toutes les normales issues du point («,f3)
seront les intersections de la courbe (1) avec la courbe donnée
par 1'équation

bpr—atoay+clry=o .

Les équations des tangentes 3 ces deux courbes au point ( 2', »*)
sont

b r’r+ad'y'y=a’b* ,
¢y +bB)r+ (Cr'—aa)y=cay’ ,

sous les conditions (2) et (4).
Pour exprimer que ces deux tangenies se confondent en une
seule et méme ligne droite, il faudra écrire

a ! 23 I+],z§

y! 0t
b aly!

)

2 Ca,L'_)/
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équations qui donmeront « et 3 en &/ et »’, et réciproquement,
Mais la relation (4) donne

©

~
< |
£
-r

il viendra donc, en subslituant,

a’ ae ¥ bg

AN .
a3 et b cyla

équations plus simples desquelles on tire

Y 1 4
r ae \3 . b8 \3 .
rme(E) . =)
ce qui donnera , en substituant dans la relation (2) , et reduisant,
2 z
ax \3 b \3 .
P +< ';_— =1,

équation connue de la développée de l'ellipse dans laquelle « et 3
sont les coordonnées courantes.

En changeant ces coordonnéesen zx et y, eten posanten outre
cC—ao’'=—bl ,

@’ et b/ étant deux nouvelles longueurs, cetle équation prend la

forme
2 2
x \3 yNF__ .
(Z)+(F)=

ce qui offre un rapprochement remarquable entre 1'équation de
la développée d'une ellipse et celle de cette courbe qui peut éire
mise sous la forme
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(%)}

Pour deuxi¢me application nous choisirons une classe de dé-
veloppées obliques dont I'élude est indispensable au physicien ; sa-
voir: les caustiques par reflexion.

Nous supposerons que des rayons de lumiére paralléles & une
droite fixe , tracée sur le plan d'un cercle , viennent rencontrer
la circonférence de ce cercle, contre laquelle ils se réfléchissent
en frisant un angle de réflexion égal a Vangle d’incidence ; et
nous chercherons & quelle courbe les rayons ainsi réfléchis sont
tangens.

Soit r le rayon du cercle réflecteur, plagons a son centre 1l'o-
rigine des coordonnées rectangulaires en dirigeant 1'axe des x pa-
rallelement 4 la direction commune des rayons incidens. En pre-
nanut ( &', ') pour un point incident quelconque, nous aurons

x4 yr=r, (2)

On trouvera aisément ensuite , pour l'équation du rayon réfléchi
qui répond a ce point,

@ =) (=) =22y (2—2) ;

ou bien , en simplifiant, au moyen de la relation (2)

22y b (X —y )y =17y (3)

Si Yon veut que ce rayon réfléchi passe par un poiat donné
(z,3), on devra avotr

2027y = B =) =1y ()

de sorte -que l'équation
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w

sazy—f(z—y)=ry ,

est celle d'une courbe qui coupe le cerele donné aux peints d'in-
cidence de tous les rayons qui, aprés leur réflesion & la rencon-
tre de ce cercle, vont concourir au point (o, B).

Les équations des tangentes a ces deux courbes , par le point
(z’',)y ), sont

Xr+yy=r,
2(ay' —Px )+ (202’ 28y —r)y=ry’ .

Pour exprimer que ces deux droites se confondent en une seule,

il faudra écrire

2(wy’—pa’) 20’42 8y'—r2
r— — }»/__ .
o J” Y J ’ ?

équations qui donneront o et 3 par 2/ el )/, el réciproquement.
En les résolyant par rapport & « et 3, on trouve

axlyderiaf
x—=- )
2r?

ﬁ r’}*——'}"(x"-‘—-j”) _ J./(,.z._x/z)_;,_)g 2}”5' _ ¥73 .
— 212 - ar? Y

il en résulte, en faisant usage de la relation (2),

o +'32— _/*.7,/4(55;2 +Ay"2)+_/,er’{y':-}-r’rJ/’ _ 41 /z(a/z_}_y;z)_*_,.zxm
- 4r6 - 4,1‘2

ou encore

2 /2 3472 2
&+ pr= 41”2'% =2 Z—r H

done
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4+ —r=3"
et , par suite ,
() —rYmagy 5
mais , de la valeur de 3, on tire
yi=rp ;
ce qui donne, en subsiituant,

{4(«+p7)—r" Y =271’

ou bien, en changeant respectivement et 8 en x et y;

{4@*+r")—rY =271ty

équation exactement la méme que celle qui a été trouvée par M.
de St.-Laurent, i la pag. 18 du XVIL.™ volume du présent re-

“e

cueil , pour celle de la caustique par réflexion dans le cercle, et
de laquelle on tirera les mémes conséquences.

La théorie des racines égales peut quelquefois simplifier les re-
cherches qui nous occupent. Pour en donner un exemple , cher-
chons 3 quelle courbe sont tangentes les droites menées par tous
les points d'une parabole , de maniére a faire , dans le méme sens,
des angles constans avec les normales en ces mémes points. Soit
I'équation de la parabole dont il s'agit

y=2pr , (1)
on aura, pour un quelconque ( 2’/,)’) de ses points ,

yiri=2px’ . (2)
Tom. XXI. 34
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¢quation de la normale en ce peint sera, comme l'on sait,

rt 0

3!
y=y'= o (x—z’)

Si l'on désigne par ¢ la tangente tabulaire de I'angle constant
que fait U'oblique avec la normale en chacun des points de la
courbe , et par 7' la tangente tabulaire de I'angle variable que
fsit cette méme oblique avec I'axe des x, on aura

4! T
- . . ptty!
__l'___,_';t ; dou 1:':—?—-5’;
—7 g
p

de sorte que l'équation de 1'oblique sera

ptty’
tyl—p

r—yl= (x=—2') . 3)

Soit (&, ) un point par lequel cette oblique doive passer,
on aura

b= T () “)

de sorte que l'équation

(r—p)(r—B) —(plty)(e—a)=0 i (5)

sera celle d'une courbe coupant la proposée (1) en tous les points
ou elle est rencontrée par les obliques issues du poml (a,8),
sous les conditions données. -

On pourrait présentement acheverle calcul comme dans les exem-
ples précédens; mais ici, o, dans I'équation (1), & ne se trouve
qu'd la premiére puissance , il est plus court d'en tirer la valeur
pour la substituer dans cette derniére , ce qui conduira a l'équa-
tion suivante, du troisitme degré en y,
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P —ply*t2p(iB—atp)y—2p'(B+13) =0 .

On voit par 1d que, généralement parlant, on peut, d'un méme
point (@, 8 ) du plan de la parabole , mener a cette courbe trois
obliques qui remplissent les conditions prescrites. Mais, si ce point
est un des points de la développée oblique demandée, deux de
ces obliques se confondront en une scule ; de sorte que I'équation
ci-dessus devra avoir deux racines égales. Or , on sait que, pour
qu'une équation du troisicme degré, telle que

oy’ 4+-by'+cy+d=o ,
ait deux racines égales, il faut qu'on ait

4(b*—3ac)(c*—3bd)—(be—gad)*=o0;

3

appliquant donc cette condition A la formule ci-dessus , il viendra
4P E—Bp(i5—at-p)} (p* (B—atp) — 6p(B+15))}
—{—2p’ (B —a+p)+18p*(B+12)}" ;
ou bien, en réduisant,

2{pl—6(i3—a-+-p) } {2(t3—a-t+p)'—3pi(B+12))
+p{t(t3—2+p)—g(B+12)}’=0 .

Telle est donc la relation qui doit exister entre a et 3, pour
4ue le point (a,f) soit un des points de la développée oblique
demandée ; c’est donc la I'équation méme de cette développée , en y
considérant a et 3 comme des coordonnées courantes.

SiI'on veut déduire de 13 1'équation de la développée orthogo-
mnale de la parabole proposée , il suffira de supposer £=o0, ce qui
donnera , en changecant respectivement « et 3 en x ct y,
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8(z—p)'=27pr’

équation connue de la développée ordinaire de la parabole. .

Si, aprés avoir divisé par ¢ I'équation générale de la dévelop-
pée oblique , on y suppose ensuite {=x , en changeant toujours
z et B en x et y, on retombera de nouyeau sur l'equation

r=2px ,

de la parabole proposée, ainsi que cela doit &tre , puisqu'alors la
question revient 3 demander quelle est la courbe qu’enveloppent les
perpendiculaires 4 toutes les normales 4 une parabole donnée.

Le procédé que nous venons d'employer , pour parvenir i 1'é-
quation de l'une des développées obliques d'une parabole , s’ap-
pliquera également, sans difficulié, a toute autre courbe dans I'é-
quation dc iaquelle I'une des coordonnées n'entrera qu au premler
degré. Mais il n'en sera pas toujours de méme dans 'le cas ou , a
une méme valeur de chaque coordonnée , répondrent plusicurs va-
leurs de laulre ; car alors il ne suffira pas, pour exprimer qufe
deux points de la courbe se confendent en un seul, d'écrire que
ces deux points ont une coordonnée commune, I équ'mon en. o
et B, qu'on obtient dans ce cas, peut donc alors se trouver comph-
quée de solutions étrangéres , dont il est préalablement nécessaire
de la délivrer. '

Pour faire mienx comprendré cette difficulté , par un exemple
ot elle est fucile a faire disparaitre, nous reprendrons la ques-
tion que nous venons de traiter ; mais, aulieu d’éliminer x en-
ire les équations (1) et (5) , nous en éliminerons y; ce qui, e’
supposant =0, conduira a l'équation du troisiéme degré en x

' —f(a—p)a’+2(2—p)'z—pf=o0 .

Sil'on exprime que cetle équation a deux racines égales, cela donnera,
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B{8(a—p)*—27pB}=0 .

En égalant le deuxitme facteur & réro, on obtient, comme ci-des-
sus , l'équation de la développée. Le premier facteur égalé a zéro.
donne Vaxe des x , c'est-a-dire, 'axe méme de la courbe. Ce der-
nier résultat pouvait ais¢ément &tre prévu. Si, en effet, par deux
points d'une parabole , pris sur une méme perpendiculaire 4 son
axe , et ayant conséquemment la méme abscisse , on méne des
normales a celte ‘courbe , ces normales concourront sur ce méme
axe. On devrait donc trouver cclle droite pour le lieu des points
de concours des normales menées a4 la courbe par des points ayant
méme abscisse , mais des ordonnées de signes contraires.

- Un- aulre inconvénient , attaché i lemplm de la theorle des ra-
cines égales , c'est que , lorsque I'équation finale, soit en x soit
en y, est d'un degré tant soit peu_élevé, et compléte , ou i peu
prés , la recherche de la condition nécessaire pour que deux de
ses racines soient. égales , peut étre assez lakhorieuse pour découra-
ger tout i fait le calculateur , ce qui semble militer en faveur
de la méihode , mcompamblement plus snmple dont nous venons
’de présenter essai. '

Nous deyons dire, en terminant, que nous n'ignorons pas que
M. Poulet Delisle , dans son Application de l'algébre & la géoméirie
publxee en 180() a de)a cuseigné a obtenir , par les simples élé-
mens , le cercle osculateur , et conséquemment le centre de cour-
;bure;, pour chacune des trois lignes du second ordre; d'ou il est
_ensuite facile de parvenir a I'équation de la développée. L'auteur ,
,pour parvenir i son but, exprime qu'ua cercle passe par trois
points pns arbiirairement sur le périmctre de la courbe, et quen-
suite ces irois ‘points viennent se confondre en un seul ; ce qui
établit une parfaite analogie entre la recherche da cercle oscu-
lateur et celic de la tangente. L'idée de présenter uune théorie
.-Pu‘rem'cm ¢!émentaire dcs développées n’est doun: pas nouvelle ;



262 TRANSFORMATIONS DES SERIES

mais le procédé suivi par M. Delisle n'est applicable , comme on
le voit, qu'aux seules développées orthogonales, tandis que le nd-
tre , au conlraire , s'applique, sans difficulté , i la recherche des
développées cobliques , de quelque nature qu'elles puissent éire ,
et conséquemment a la recherche des caustiques , soit par réflexion,
soit par réfraction.




