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PREMIEZRES LECONS D'UN COURS. 305

ST

PHILOSOPIHIE MATHEMATIQUE.

Préliminaires d'un cours de Mathématiques
pures ;

Par M. GERGONNE,
TLVWLVWA VAL VWL VWL WY

PremiErRE LEecgonw.
Objet des sciences mathématiques.

LES éires divers qui vivent sur noire terre naissent généralement
pourvus de toutes les facultés et doués de toute l'intelligence qui
leur sont nécessaires pour se conserver, pourvoir i leurs besoins
divers et rendre leur existence aussi heureuse que le comporie
leur nature. Un méme jour voit le papillon déchirer sa chrysa-
lide , déployer ses ailes brillantes et butiner le nectar des fleurs
de nos parterres. Le cailleteau, trainant encore apreés lui les dé-
bris de la coque ou I'instant d’auparavant il était retenu captif,
déméle aussitét , parmt des graines diverses , celle qui peut le mieux
lui servir d'aliment. Le faon, a4 peine échappé des flancs de la
biche , bondit avec grice dans nos prés. L'homme seul a besoin
de tout apprendre; ses premiers accens sont des cris de douleur,
et 'époque de son entrée dans la vie en marquerait infaillible-
ment le terme , si des soins les plus assidus ne venaient, du-
rant un temps plus ou moins long, au secours de sa débilité.
Il nait avec des yeux ; mais il ne sait d’atord ni les tourner vers
les objets qu'il est intéressé & conuailre, ni leur faire prendre la
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configuration propre a leur faire apercevoir ces objets d'une ma-
nitre distincte. Il est pourva de bras mobiles dont les extrémi-
tés sout ingénicusement ariiculées ; mais ce n'est quaprés des
essais multipliés et long-ltemps infructueux , qu’il parvient & les
éiriger stirement vers ce qu'il veut saisir, et, du moment qu’il
a atteint le terme de cet apprenlissage , une surveillance de
tous les instans devient nécessaire pour soustraire i sa vue , pour
écarter de sa main, tout ce qui pourrait le blesser, tout ce dont
il voudrait imprudemment faire sa nourriture. Ses extrémités in-
férieures sont destinées a soutenir le poids de son corps, a le
transporter vers les objets auxquels son bras ne saurait atteindre ,
et a le soustraire , par la fuite , aux dangers divers qui pourraient
le menacer ; mais combien ne lui faudra-t-il pas de temps pour
apprendre 4 se lenir ferme sur ses pieds? et combien de chutes
douloureuses n'aura-1-il pas & essuyer avant de savoir marcher
et courir? Plus tard, et plus péniblement encore, il étudiera
les sons vocaux et les caractéres visuels a l'aide desquels les in-
telligences communiquent entre elles ; il apprendra a produire
lui-méme ces sons et ces caracleres, et alors seulement il méritera
de prendre rang dans la société et de compter pour quelque chose
au milieu de ses semblables.

Peut-étre aurions-nous tort de nous plaindre d'avoir é1é traités
par la nature d'une mani¢re si peu libérale. Si des hommes qui
ont fait une ¢étude spéciale des meeurs des diverses classes d’éires
qui vivent sur nolre terre, voulaient prendre la peine d’en faire un
examen comparatif , peut-é&tre trouveraient-ils finalement que,
toutes choses égales d’ailleurs , les plus industricux et les plus in-
telligens d'entre eux, sont ceux-li méme dont I'éducation est la
plus lente. Si, en effet , la nature avait pris soin de nous ga-
rantir contre la rigueur des frimats et les ardeurs de la caunicule;
si elle avait placé partout a notre portée des alimens immédiate-
ment propres i nolre subsistance ; si elle ne nous avait point en~
vironnés d’animaux hostiles, ou sidu moins elle nous ayait armés
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de défenses suffisanies contre leurs attaques; si, dés notre en-
trée dans la vie, nous avions pu nous passer de I'assistance des
auteurs de nos jours; si , en un mot, la nature avait tout fait
pour nous , peut-élre n'aurions-nous pas songé i rien ajouler aux
avantages dont elle nous aurait doués; peut-étre l'art social se-
rait-il encore a naiire ; et noire vie, assez semblable A celle des
plantes , n'offrirait sans doute d'autre spectacle que celui d'une
continuelle et monotone répélition des mémes actes. C’est donc
précisément , peut-étre , par cela méme que la nature nous a trai-
tés d'une maniére si sévére que nous sommes parvenus i nous
I'assujétir et & nous en rendre les suprémes dominateurs.

Si c’'était ici le lieu d’expliquer comment, malgré l'excessive
inégalité d’intelligence qui se fait remarquer entre eux, dans un
ige plus avancé, tous les hommes néanmoins réussissent 3 peu
prés également bien dans le premier apprentissage de la vie so-
ciale , je ferais d’abord observer qu'il ne s'agit uniquement 1a que
de connaissances qui touchent essentiellement & notre conserva-
tion et a notre bien-étre de tous les instans, et qu'on apprend
toujours trés-bien et irés-vite ce qu'on est fortement intéressé a
bien savoir. Je ferais observer, en second lien, qu’excepté peut-
étre les heures du sommeil , la vie d'un enfant en bas ige est
un apprentissage continuel; et quon ne saurait manquer de sa-
voir bientdt ce dont on fait une étude de tous les instans. Je fe-
rais observer enfin que I'enfant en bas ige étadie sans maitre ,
qu'aucune tiche ne lui est imposée, qu'aucune géne ne lui est
prescrite, ni pour le choix des sujets d'études ni pour la ma-
niére ni pour le temps ni pour le licu; que personne ne vient
systématiquement, et & des heuves fixes, détourner son attention
d'un objet qui l'intéresse, pour la diriger forcément vers un au-
tre qui alors lui offre moins d’aitrait ; et que nous ne faisons
rien de mieux que ce que nous faisons librement et en suivant
notre pente naturelle. Je pourrais ensuite tirer de ces diverses re-
marques quelques conséquences pratiques , relatives a l'art d'en-
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seigner, et apprécier ainsi , avec une équitable et impartiale sévé-
rité , tant de méthodes d'enscignement prdnées tour i tour d'une
manitre fastueuse, par la cupidité et le charlatanisme , et que
le besoin Lien senti d’améliorations notables dans nos plans d’'é-
tudes a fait quelquefois accueillir par des imes généreuses avec
beaucoup trop de faveur.

Muis qu’il me suffise de noter ici qu'il est un fond commun
de connuissances dont tous les hommes parviennent également a
se metlre en possession , les plus ineptes comme les plus intelli-
gens ; que ce fond, a y regarder de prés, est beaucoup plus ri-
che qu'on n'est généralement porté a le supposer; et qu'a 1'épo-
que ou le vulgaire se figure que I'éducation commence, I'enfant
méme qui passe pour le plus stupide sait déja incomparablement
plus de choses que ne pourra se promeitre d'en apprendre le plus
heureusement organisé , dans tout le cours d'une longue et la-
borieuse carriére.

Un besoin insatiable d’aliment et d’activité, que souvent I'esprit
partage avec le corps , cu peul-étre seculement le besoin d'un pré-
secvalif contre 'ennui qui nait de 'oisiveté, a déterminé des hom-
mes , doués d'un esprit méditatif, a consacrer leurs loisirs a des ré-
flexions , & des recherches spéciales sur certaines branches du sa-
voir commun , dans la vue de les mieux étudier, d'y découvrir
des rapports et des combinaisons inapercus jusqu’a eux; et c'est a
Iensemble des résultats de leurs travaux qu'on a donné le nom
de sciences ; tandis qu'on a appelé seeans les hommes qui, sans
mime avoir pris aucune part a la découverte de ces résuliats,
ssot néanmoins parvenus a se les rendre familiers. Ce n’est qu'im-
preprement qu'on applique quelquefois ce qualificaiif aux inven-
teurs méme des sciences.

Toute science donc, quel qu’en puisse &ire d'ailleurs 1'objet,
n’est.,, comme on le voit, que I'extensicn el le développement de
quelque connaissance généralement familicre 4 tous. Une science
méme ne saurait éire yraiment digee de ce nom qu'autant qu’elle
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se rattache 3 ces nolions vulgaires, 4 ce fond commun de con-
naissances universellement répandues parmi les hommes ; et de la
celte maxime qui, pour si triviale qu'clle puisse paraitre, n'en
est pas moins trop souvent négligée par ceux qui parlent ou qui
écrivent dans la vue d'instruire les autres ; savoir: que ce n'est
qu'en parlant de ce que nous savons deja qu'on peut espérer de nous
conduire & ce que nous ne savons pas encore. Découvrir des consé-
quences non encore apercucs de quelques vérités déja admises ,
c'est invenler ou perfectionner une science ; faire apercevoir i au-
trui la filiation entre ces conséquences ct les vérités auxquelles el-
les se rattachent, c’est 'enscigner. Les découvertes, dans quelque
science que ce puisse étre, sont l'apanage exclusif du génie qui
crée et combine ; pour les étudier , au contraire , il suffit simple-
ment du bon sens qui congoit.

Les sciences peuvent diflérer les unes des autres ou par la di-
versité des objets auxquels elles sec rapportent ou par les divers
points de vue sous lesquels elles envisagent les mémes objeis;
et, lorsqu'on s’engage dans 1'étude d’une science, le premier soin
qu'il convient de prendre est de se former une idée bien précise
de son étendue et de ses limites, afin de ne pas courir le dou-
ble risque et d'en négliger des applications importantes ca d'en
faire inconsidérément des applications déplacées. On peut deman-
der plus encore, ct, a raison des nombreux points de contact
qu'ont entre elles les diverses brauches da savoir et des secours
qu'elles peuvent mutuellement se préier, on peut désirer de sa-
voir , en parliculier, quelle est précisément la place qu'occupela
science qu'on se propose d'étudier dans le systime général de nos
connaissances. Livrons-nous donc i cet examen par rapport a la
science qu'un homme célébre, & toute aulre titre, n'a pas hésité
de proclamer la premitre de toutes.

Si quelqu'un, en nous présentant un homme fait et un enfant
en bas 4ge, nous disait du premier que sa taille est exaciement
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double de celle du second , q'u'il pese neuf fois pius que lui et
qu’il est onze fois plus 4gé , il n'y aurait certainement rien , dans
de telles assertions , qui dit nous surprendre, et nous concevrions
trés-aisément qu'on ait pu parvenir 3 assigner avec précision tous
ces divers rapports. Mais si ]a méme personne ajoutait que l'in-
telligence de 'homme fait , est exactement ou seulement & peu prés
quintuple de celle de l'enfant, nous nous récrierions aussitdt , et
non sans raison , parce qu'en effet nous ne concevrions pas qu'on
plt parvenir , i l'égard de telles qualités , 4 des comparaisons
aussi rigoureuses.

Ce simple exemple suffit donc pour nous faire comprendre clai-
rement que les objets de nos pensées peuvent étre rangés en deux
classes trés-distinctes , dont P'une comprend tous les objets qai
peuvent étre exactement comparés a d'auires de méme nature
qu'cux , tandis que l'autre renferme tous ceux qui ne peuvent
étre que vaguement comparés a ceux de leur espéce. Dans la pre-
miére classe , on peut ranger, par exemple, les nombres , le temps,
I'étendue , soit en longueur, soit en surface, soit en volume ; dans
la seconde se trouvent entre aulres toutes les qualités morales et
les facultés inlellectuelles , tels que le génie , le courage, le dé-
sintéressement , etc.

Or , comme rien n’est plus propre a aider I'action de la pen-
sée que d'affecter des dénominations spéciales aux objets qui se
distinguent de tous les autres par des qualités qui leur sont ex-
clusivement propres, nous convenons , pour I'avenir, de désigner
sous la dénomination de grandeurs ou de gquantilés les objets de
la premiére sorte, c'est-d-dire , les objets que I'on congoit étre ri-
goureusement comparables & tous ceux de leur espéce ; sur quoi nous
devons nous hater de faire remarquer que ces mots ne sont point
pris ici sous leur acception vulgaire. Dans le langage ordinaire ,
en effet, le mot grandeur exprime l'état de ce qui est fort étenda
ou fort élevé, soit au phbysique, soit au moral, et le mot quan-
tité , équivalent du mot muliitude , emporte avec lui l'idée de la
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réunion d'un irds-grand nombre d'objets ; tandis qu'ici , dans le
sens particulier que nous attachons % ces deux mots, un objet uni-
que , quelque minime qu’il puisse étre d'ailleurs , sera réputé
grandeur ou quantilé, par cela seul qu'il sera rigoureusement com-
parable a d’autres objets d'une nature parcille 3 la sienne ; de
sorte que , sous ce point de vue, les mots grandeur et quantité
doivent étre considérés comme tout a fait synonymes. Seulement
le mot grandeur est employé de préférence dans le style €élevé.

Il arrive assez fréquemment , dans la langue des sciences, de
détourner ainsi les mots de leur acception commune, pour leur
donner une signification plus ou moins différente de celle que la
langue vulgaire a consacrée. C'est 1a, sans contredit, une chose
trés-facheuse, tant parce que , pendant un temps plus ou moins
long , l'esprit éprouve une sorte de peine a séparer l'acception
scientifique d'un mot, de son acception vulgaire, que parce qu'on se
trouve quelquefois contraint de 1'employer sous ses deux acceptions
dans une méme phrase, ce quientraineinédvitablement del’embarras
dans le langage et de la confusion dans les idées, et ajoute ainsi, sans
aucune nécessilé ni compensation , aux difficultés que présente
naturellement I'étude des sciences. Il vaudrait sans doute incom-
parablement mieux , en telles renconires, créer des mots tout a
fait nouveaux ; mais la répugnance du public pour ces sortes de
créations , répugnance non moins inyincible qu’elle est peu fon-
dée , et qui nuit beaucoup a la netteté du langage, et par suite
au développement de l'esprit humain , y oppose un obstacle in-
surmontable, et nous impose impérieusement la loi de parler ici
comme tout le monde.

Il faut donc se tenir pour bien averti que, lorsqu'a I'avenir
nous employerons le mol grandeur ou le mot guantité , ce sera
comme l'équivalent de ceux-ci : objet rigoureusement comparable
aux aulres objets de méme nature qgue lui. Lors donc que nous vou-
drons découyrir si un objet déterminé est ou n’est pas de la classe
de ceux que nous nommons grandeurs ou quanlilés , nous n'au-
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rons autre chose a faire que de concevoir un autre objet de méme
nature que celui-la, et de nous demander si nous trouverions rai-
sonnable ou inepte que l'on prétendit assigner un rapport précis
eatre l'un et l'autre. Dans le premier cas, l'objet en question
sera grandeur ou quantité ; dans le second, il ne le sera pas.

Ainsi, par exemple , nousjugeons que le poids d'un corps est
une quaniité ou grandeur, parce que nous trouverions tout na-
tarel que quelqu'un , aprés l'avoir comparé au poids d'un autre
corps , nous dit que cinq fois le premier fait précisément trois.
fois le second ; mais nous trouverions fort étrange, au contraire,
que quelqu'un vint nous affirmer sérieusement que sept fois le
génic de Galilée fait exactement onze fois celui d'Huygens ; d'ou
nous devons conclure que le génie n’est point de ces objets que
nous avons entendu compréndre sous la dénomination de gran-
deur ou de quaniité,

Il est, au surplus, aisé de reconnailre, d'aprés cela, que l'art
de découvrir parmi les objets de nos pensées , ceux auxqueclson
peut justement appliquer la dénomination de grandeur ou de quan-
tité , se réduit finalement & l'art de discerner quels sont ceux
dont on peut reconnaitre 1'égalité rigoureuse lorsqu’elle a lieu.
Dire, en effet, d'une longueur qu’elle est les trois quarts d'une
autre longuear, c’est dire , en d'autres termes , que quatre fois
la premiére est égale a trois fois la seconde’, ou encore que la
troisieme partie de la premiére est une longueur égale i la qua-
trieme partie de la seconde.

Au moyen de celle remarque, l'art de déméler ce qui est gran-
deur ou quantité de ce qui ne lest pas, se trouve réduit a la plus
grande simplicité. Tout se réduit , en effet, a se demander de
I'objet que 1'on considére , si 1'on congoit ou non qu'il soit possible
de reconnaitre qu'un autre objet lui est rigoureusement égal. Ainsi,
par exemple, la probabilité qu'un certain numéro sortira a un -
rage déterminé de la loterie royale , est grandeur ou quantiié ,
parce que l'on congoit clairement que cette probabilité est rigoun-
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reusement égale A celle de la sortic de tout aulre numéro au méme
tirage ou du méme numéro & tout autre tlirage ; mais le poids
d'un témoignage , au contraire , ne saurait €tre réputé grandeur
ou quantilé , parce que l'on congoit également bien qu’aucun
homme sensé ne voudrait affirmer de deux témoignages , qu'ils
sont rigourcusement du méme poids.

Si nous examinons avec atiention ce qui se passe journellement
dans la société, nous aurons bientét lieu de remarquer que les
dis. ussions et la dissidence des opinions ne s’y manifestent, ou du
moins ne s'y prolongent que lorsque ces discussions et cette dis-
sidence n'ont pas les grandeurs ou quantités pour objets. Dispute-
t-on, en effet, sur la plus forte des sommes d'argent contenues
dans deux sacs? En les comptant l'une et 'autre , on mettra fin
3 la dispute. Est-ce sur la taille relative de deux individus qu'on
se trouve n’'étre pas d'accord ? Ilsuffira , pour vider le différent,
de les rapprocher I'un de l'autre. La contestation roule-t-elle en~
fin sur le rapport entre le poids de deux corps ou sur la durée
de deux intervalles de temps? La balance ou I'horloge deviendra
I'arbitre entre les opinions opposées. Mais s'il s’agit , au con-
traire , de fixer les rangs entre deux productions littéraires ou en-
ire deux aclions verlueuses ou criminelles, & moins d'une diffé-
rence trés-apparente , on courra risque de disputer fort long-temps ,
sans jamais tomber parfaitement d'accord.

A y regarder de trés-prés, il n'y aurait peut-éire proprement
que les nombres qui méritassent la dénomination de grandeurs
ou de quantités. Lorsqu’en effet nous prononcerons de deux lon-
gueurs qu'elles sont égales, il peut fort bien se faire qu’il existe
entre elles une différence assez légére pour échapper & la vue
et au tact; et lorsque nous portons un pareil jugement sur le
poids de deux corps ou sur la durée de deux intervalles de temps ,
il peut également se faire qu'il existe enire I'un et l'autre une
inégalité assez petite pour ne donner aucune prise a l'action des
balances les plus sensibles ou i celles des horloges les plus artis-

Zom. XXI. 41
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tement construites ; de sorte que, pour pouvoir comprendre toutes
ces choses sous la dénomination commune de grandeur ou quan-
tité , il faudrait peut-étre appeler ainsi fous les objets compara-
bles a dautres de méme nature , sinon rigoureusement , du moins de
telle sorte que lerreur de la comparaison , si toutefois elle existe
se derobe , par son exiréme petitesse , a lous nos moyens de con-
naitre. Au surplus, on peut toujours supposer, en théorie , que
les comparaisons sont tout & fait rigoureuses ; il arrivera seule-
ment que, dans les applications pratiques , on n'obtiendra que des
i peu prés , d’autant moins différens d'ailleurs de l'exacte vé-
rité que les moyens de comparaison auront été plus précis.

Dans tout ce qui précéde nous avons constamment parlé de com-
paraison enire les objets de méme nature , parce qu'en effet ce
sont les seuls que 'on puisse raisonnablement se proposer de com-
parer les uns aux autres , attendu que ce sont les seuls suscepti-
bles d'égalité. Les grandeurs ou quantités de méme nature , tel-
les, par exemple , qu'une longueur et une autre longueur , un
intervalle de temps et un auire invervalle de temps, sont ce qu'on
appelle des grandeurs ou quantités homogénes; et on appelle, au
contraire , grandeurs ou quantités hetérogénes celles qui sont de na-
ture différentes; telles, par exemple , qu'un temps et une lon-
gueur. Les grandeurs ou quantités homogénes sont donc les seu-
les qu'on puisse se proposer de comparer les unes aux aulres ; et
demander , par exemple , quel est le plus grand d'une aune
ou d'une heure, c'est faire une question tout a fait inepte qui
ne mérite aucune sorte de réponse.

Ce sont les grandeurs ou quantités qui sont 'objet exclusif de
toutes les sciences comprises sous la dénomination commune de
Mathémaltigues pures; et c’est uniquement comme susceptibles de
comparaisons rigoureuses que ces sciences les envisagent. Ainsi,
ces expressions : science mathémaliques , science des grandeurs ,
sciences des quantiies , sciences des choses rigoureusement compa-
rables & leurs homogéenes , sont des expressions tout a fait synony-
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mes. On donne ensuite le nom de mathématiques mizles a l'en-
semble des applications diverses qui ont pu ou qui peuvent en-
core étre faites & l'avenir, des mathématiques pures a toules les
autres branches des connaissances humaines.

Or , lorsqu'un méme nom est ainsi susceptible de plusieurs de-
terminatifs , il est toujours permis, pourvu qu’'on en prévienne,
d’en sous entendre un quelconque, mais un seul; et le bon sens
dit qu’il faut alors sous entendre, de préférence, le déterminatif
dont I'emploi devrait étre le plus fréquent, puisque , de la sorte ,
le langage en devient plus concis. Nous profiterons de cette re-
marque pour employer & l'avenir le mot mathématiques , comme
V'équivalent des mots mathématiques pures ; mais dés lors , toutes
les fois que nous voudrons faire mention des applications des ma-
thématiques aux autres sciences , nous serons obligés d'employer
I'expression mathématiques mixtes tout au long et sans sous-
entendu.

Bien que la géoméirie ne soit qu'une simple branche des scien-
ces mathématiques, et qu’'on puisse méme, en toule rigueur, sans
Vavoir cultivée , étre fort instruit dans ces sciences ; par l'appli-
cation de cette figure de rhétorique qui consiste & donner au tout
le nom de la partie , ceux qui cultivent quelque branche que ce
soit des mathématiques se traitent généralement entre eux de géo-
méires , et ne sont guére appelés mathématiciens que par les gens
qui me le sont pas (*).

Dans tout ce qui précede, nous nous sommes vus , 3 trés-grand
regret sans doute , contraints de nous écarter un peu des notions
ou peut-&ire seulement de la langue que beaucoup d’écrivains, fort
recommandables, ont cherché a faire prévaloir, et nous devons ,
avant d’aller plus loin , tenter de nous justifier de cette témérilé,

(®) Yoy. Annales, tom VIIL, pag. 255,
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et metire le lecteur en situation de pouvoir prononcer équitable-
men! enire eux et nous.

La plupart des auteurs d’élémens ont appelé grandeurs ou quan-
t/tes toules les choses susceptibles d'augmentation et de diminution , et
ils en avaient incoutestablement le droit , puisque les mots ne
sont, au fond , que de vains sons , absolument insignifians par
eux - mémes , et ne pouvant figurer utilement dans le langage
qu'apris avoir regu une acceplion déterminée , par Veffet d'une
convention tout i fait libre. Il arrivera seulemeunt que , dans le
sens de ces écrivains , tout ou presque tout pourra étre qualifié
grandeur ou quantité , puisqu’il n’est rien ou presque rien qui
ne soit susceplible de plus ou de moins. Et ne peut-on pas étre,
en effet, plus ou moins éclairé , plus ou moins courageux , plus
ou moins patient, plus ou moins magnanime, et ainsi du reste?

Les mémes écrivains ont dit ensuite qu'on appelait mathemali-
ques les sciences qui avaient les grandeurs ou quantites pour objet ; et
ccla sans doute leur élait encore permis. Il serait seulement ré--
sulté de leur définition des grandeurs ou quanlités , que toutes les
sciences auraient été des sciences mathématiques puisqu’il n'en
est aucune qui ne traite de choses suscepti.les de plus ou de
moins. Toutefois , il n’en est aucun, sans doute, qui, interrogé
si la morale ou la législation , la théologie ou Ja médecine étaient
des sciences mathémaiiques , eGt hésité le moins du monde a ré-
pondre que non; ce qui prouve que, dans leur définition des
mathématiques , ils avaient tout i fait perdu de vue 'acception
qu’ils avaient cux-mémes donnée d'alord aux mots grandeur ct
quantité,

Il semblerait, au surplus , que cette contradiciion , lrés-réelle
4 ce qu'il nous parait, n'a pas échappé tout i fuit & quelques-
uns d’entre ecux. On rencontre quelquefcis, en effet, dans leurs
écrits , Vexpression grandeur mathematique , de laquelle on peut
wférer qu'ils admeitent des grandeurs qui ne sont pas maihé-
matiques ; mais alors n'auraient-ils pas dd distinguer soigncuse-
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ment les grandeurs qu'ils appelaient mathématiques, de celles qu'ils
ne réputaient pas étre telles? Et ne se seraient-ils pas vus de la
sorte ramenés forcément a la distinction qu'il nous a semblé né-
cessaire d'établir. En procédant, au contraire, comme nous l'a-
vons fait , en prenant les mots pour ce que nous leur avons fait
signifier , tout se trouve dans une harmonie parfaite ; le mot ma-
thematiques counserve son acception commune , et il devient tou-
jours facile de distinguer necttement ce qui est du domaine des
sciences mathématiques de ce qui leur est étranger. A la vérité,
la siguification des mots grandeur ct guanlité se trouve ainsi un
peu plus restreinte ; mais il y a & cela plus d'avantage que d'in-
convénient ; les mots ne devant figurer dans le langage que pour
noter les différences entre les choses.

Par tout ce qui précéde , on se trouve naturellement conduit
a se demander si le domaine des sciences mathématiques est tel-
lement circonscrit, si les limites en sont tellement invariables qu'il
ne puisse recevoir a l'avenir de nouveaus accroissemens? Ceite
question revient évidemment & demander si la barriére qui sépare
ce qui est réputé grandeur ou quantiié de ce qui n'est pas re-
connu pour tel, est tellement inébranlable qu'il devienne & jamais
impossible de la porter plus avant; ce qui revient encore a de-
mander si tels objets qui aujourd’hui ne nous semblent suscepii-
bles que de comparaison vague , ne pourront pas , & une autre
époque , éire reconnus susceptibles de comparaison tout a fait ri-
goureuse ? Or , soit que nous comparions l'état de I'homme en-
core sauvage a celui de T'homme civilisé , soit que nous compa-
rions au siécle ou nous vivons ceux qui lont précédé, tout sem-
ble concourir & nous montrer que le domaine des sciences mathé-
matiques est de nature 2 s'accroitre sans cesse , et nous averlir
que nous ne pourrions sauns lémériié tenter d'en assigoer la der-
ni¢re limiie. ;

I.es voyageurs ont rencontré des peuplades sauvages qui , au-
deld du nombre frois, n'ont plus qu'une idée confase des nom-
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bres et un nom commun pour les exprimer tous. Certainement
de tels hommes ne concevraient pas que l'on pit affirmer , avec
certitude , de deux tas de blé tant soit peu considérables , qu'ils
contiennent exactemert le méme nombre de grains. Ils conce-
vraient encore moins que l'on pht s'assurer exactement de 1'éga-
Lié d'étenduc de deux propriétés territoriales, de figure tant soit
peu différente , comparer avec précision les temps nécessaires pour
les ensemencer ou pour en recucillir les produits, et comparer
aussi ces produits , sous le rapport de leur poids; d'ou I'on est
contraint de conclure que, pour des hommes aussi peu avancés
dans la civilisation , les grands nombres, I'étendue en surface,
le temps et le poids des corps ne sont point encore de ces cho-
ses que nous avons nommées grandeurs ou quanlilés.

Mais nous-méme , il y a moins de deux siécles, n’aurions pas
cru possible de comparer rigoureusement la probabilité d'un évé-
nement & celle d'un autre événement ; nous n’aurions pas cru
davanitage que l'on piit jamais comparer, avec exactitude , les tem-
pératures de deux localités éloignées , A une méme époque, ou
celle d'une méme localité & des époques éloignées ; d'ou 'on doit
conclure qu’alors ni les probabilités ni les températures n’étaient
pour nous des grandeurs ou quantités. Un essal extrémement re-
marquable de Maupertuis, sur le Bonheur , laisse méme entrevoir
quiil pourrait n’étre pas impossible de soumetire un jour les af-
fections morales i des comparaisons rigoureuses ; de sorte quil
est vrai de dire que rien ne semble devoir limiter le champ des
sciences mathématiques , et qu'il n'est guére possible de prévoir
a quel degré d'étendue le temps et les travaux accumulés de ceux
qui les cultivent pourront un jour le porter.

Parce que les sciences mathématiques n’ont pour objet que les
choses susceplibles de comparaison rigoureuse , on les a appelées
sciences exactes. Il est clair qu’elles seules méritent proprement
cette dénomination ; et voila précisément ce qui leur assigne le
premier rang entre les sciences , sous le point de vue de la certitude.
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Dans tout ce qui précéde nous avons eu soin d'accoler cons-
tamment 'un a l'autre les deux mots grandeur et z_]uantite' , afin
d’accoutumer mieux le lecteur i les considérer comme de parfaits
équivalens. Désormais nous nous dispenserons de ce soin , et
nous ne ferons plus simplement usage que de 1'un ou de l'autre
seulement. Il est toutefois assez commode d’avoir i choisir enire
eux , surtout dans la construction des phrases oi l'on est con-
traint de les employer a la fois sous leur acception vulgaire et sous
celle qu'il recoivent en mathématiques. On évite de la sorte des
locutions choquantes de la natures de celles-ci : la grandeur d'une
grandeur , une cerlaine quantité de quantités, que 'on peut alors
remplacer par celles-ci : la grandeur d’'une quantite, une certaine
quantite de grandeurs. Nous remarquerons aussi que , par cela méme
que le mots grandeur est réputé plus noble que le mot guantilé,
on dit plus volontiers, dans le style élevé , la science des grandeurs
que la science des quantites.

DEUXIEME LEGON.

Nous ne connaissons que des rapports.

Si, au moment présent , tous les objets matériels qui existent
dans I'Univers , notre propre corps compris, devenaient tout & coup
deux fois plus grands, dans tous les sens , et qu'il en fit de méme
des intervalles qui séparent actuellement ces corps les uns des
autres , aurions-nous quelque moyen de nous aperceyoir d'un
changement aussi subit et aussi étrange ? On serait dabord tenté
de répondre affirmativement ; mais pour peu qu'on se donne
la peine d'y réfléchir sérieusement , on s’assurera bienldt que la
chose serait lout a fait impossible. On voit , en effet , que les
objels qui se trouvaient dabord i la hauteur de notre main sy
trouyeraient encore, puisque eux et elle seraient également deux
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fois plus élevés au-dessus du sol. Pareillement ceux que nous ne
pouvions atteindre qu'en élevant ou en abhaissant le bras, n’exi-
geraient pas de notre part, pour &ire saisis, un mouvement dif-
férent , puisque notre bras serait devenu exactement deux fois plus
long. Et quanta ceux qui étaient d'abord hors de notre poriée , nous
n’aurions pas alors un plus grand nombre de pas a faire pour ar-
river a eux, puisqu'en méme temps qu'ils seraient deux fois plus
¢loignés de nous , 1'étendue de nos pas se trouverait doublée.

Des considérations tout a fait semblables prouvent que si, a
I'inverse , tout 1'Univers et les intervalles entre les corps dont il
se compose devenaient tout a coup deux fois plus petits , nous
serions également tout & fait dépourvus de moyens de la recon-
naitre. .

C’est uniquement pour ne pas choquer d'une maniére trop brus-
que les préjugés que le lecteur pourrait s'étre fait sur ce sujet,
que nous avons cru devoir nous arréter d'abord a une supposi-
tion aussi modeste. Il est évident, en effet, que ce que nous ve-
nons de dire du cas ou 1'Univers deviendrait tout a coup deux fois
plus grand ou deux fois plus petit, nous pouvons le dire, a tout
aussi bon droit, du cas ou ce méme Univers deviendrait subite-
ment dix, cent, mille, un million , mille millions de fois plus grand
ou plus pelit ; et pour pee qu'on y songe bien , on ne tardera guére
i demeurer convaincu qu'un changement siénorme en apparence, de-
meurerait tout i fait inapergu. Si donc quelqu'un affirmait que
d’instant en instant I'Univers entier devient alternativement mille
miliions de fois plus grand et mille millions de fois plus petit,
il nous serait tout aussi impossible de lui prouver qu'il se trompe,
qu'il le serait & lui de nous prouver qu'il dit vrai ; de sorte que ,
quelque peu probable que la chose puisse paraitre , il y aurait de
la témérité & affirmer qu’il n'en est pas ainsi.

Quelle réponse raisonnable peut-on donc faire a cetie question:
Quelle est la grandeur des hommes , des animaux, des arbres , de
la terre , des astres ? Aucune absolument ; car , sans que nous
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nous en dou‘issions, cette grandeur pourrait varier d'instant & au-
tre, auquel cas la réponse devyrait varier, suivant l'époque a la-
quelle on la fzrait, sans qu'on pat d'ailleurs savoir quelle elle
devrait étre & quelque épogue déierminée que ce fut.

Mais aa milieu de tous ces changemens, sinon réels du moins
possibles , 1l reste pourtant quelque chose d'invariable, et ece sont
les rapporis de grandeur des différentes diaiensions des corps , com-
parés les uns aux autres. Tant que ces rapporis subsistent , les chan-
gemens a“solus demeurent tout a fait inapercus; de maniére que
ces mémes rapports sont les seules choses percepiibles poar nos
seas et pour nolre intelligence ; tandis que la grandeur absolue
des corps et des intervalles qui les séparcnt nous restcront & tout
jamais inconnus.

Tout n'est pas fiction , aa surplus, dans ce quc moms avons
admis tout a l'heure comime une simple hypothése, et , si la
chose n'était complitement inutile , nous pourrions invoquer ici
le témoignage de l'expérience. 1l est prouvé, par exemple , que
ceux qu'on appelle myopes voient les objets plus grands, et que
ceux qu'on appelle presbytes les voient, au contraire, plus pelils
qu'ils ne le paraissent aux vues ordinaires ; et cependant les
uns et les auires en portent exactement les mémes jugemens,
parce que ces jugemens ne porient uniquement gue sur des rap-
ports , et que ces rapporis sont exactement les mémes pour tous
les étres doués du sens de la vue. Il est également prouvé que
Vaction de la chaleur augmente les dimensions de tous les corps ,
tandis que 'action du froid les diminue ; mais ce phénoméne n’au-
rail jamais été découvert, si le chaud et le froid agissaient éga-
lement sur tous les corps. C'est parce que leur action varie d'une
substance a lautre, c'est parce qu'elle change les rapports de
grandeur que nous avons pu en étre informés ; mais aussi n'a-
vons-nous pa saisir que les différences , et il faut nous résigner
a ignorer A jamais les changemens que l'action du chaud ct celle
-du froid peuvent opérer dans le volume absolu des corps.

Tom. XXI. 42
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Ce que nous venons de dire de 'étendue peut également s’ap-
pliquer & toutes les autres sortes de grandeurs, a la durée, par
exemple. Si, en effet , tous les mouvemens, et par suite tous les
changemens qui s’exécutent dans I'Univers, devenaient tout a coup
un million de fois plus rapides ; pourvu qu'en méme temps nos
pensées se succédassent dans notre esprit un millicn de fois plus
vite ; bien que la durée de notre vie s'en trouvat singuliérement
abrégée , nous ne gongerions pas méme i nous en plaindre, at-
tendu que nous n'aurions absolument aucun moyen de nous en
apercevoir. Cetlte durée pourrait, i l'inverse , devenir un million
de fois plus longue, sans que nous nous en apergussions davan-
tage , pourvu que fous les mouvemens qui s'exécutent dans I'U-
nivers et la succession de nos pensées vinssent a se ralentir sui-
vant la méme loi.

Et ici encore mous pouvons invoquer le témoignage de notre
propre expérience. Chacun sait, en effet, que, dans I'absence de
tout moyen cxtérieur de mesurer le temps, nous jugeons fort mal
de sa durée , et qu'un méme intervalle de temps nous parait
tan1dt plus court et tanidt plus long , suivant la disposition d’esprit
dans laquelle nous nous trouvons. '

Demander donc si un jour est un intervalle de temps bien con-
sidérable, est une question tout aussi insoluble que celle qui
consiste & demander si une lieue est bien longue. On peut donc
dire, avec vérité , que rien n'est proprement ni grand ni petit;
et que ces mols grand et petit, que novs avons sans cesse dans
la bouche , n’expriment que des rapports. Le ciron, par exemple,
est bien petit par rapport 4 'hemme; mais qu'est-ce que 'homme,
par rapport 4 une montagne tant soit peu élevée? Qu'est-ce que
cette montagne par rapport & la terre? Qu'est-ce que la terre,
a son lour, par rapport a notre sysi¢me solaire? Et qu’est-ce enfin
que ce systtme par rapport a la vaste étendue des cieux?

Il est donc rigoureusement vrai de dire que tout ce qui existe
dans la nature se trouve placé entre deux infinis, I'un en grandeur
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et l'autre en petitesse, sans qu'il soit possible d'assigner, en
particulier , le rang d'aucun des anneaux de cette chaine sans
limites. Si donc quelqu'uun venait nous annoncer que 1'un des glo-
bules du sang de quelqae animal que sa petitesse dérobe au meilleur
microscope, renferme un Univers tout pareil au néire, ou bien
encore que tout I'Univers visible fait partie de I'un des globules
du sang de quelque animal, & peine visible pour d'autres étres
qui nous sont inconnus , non seulement nous devrions bien nous
garder de le nier, mais nous ferions méme preuve de bien peu
de jugement si, aprés y avoir mirement réfléchi , nous en té-
moignons la moindre surprise.

Si quelqu'un nous reprochait d'insister sur ce sujet, beaucoup
plus qu'il ne semble nécessaire , nous lui répondrions qu’il ignore
apparemment combien sont peu nombreux les esprits dans lesquels
les idées que nous venons d'émettre ont jeté des racines tant soit
peu profondes. Que si, au contraire , d’autres pouvaient ne voir
dans tout ceci que des exagérations, des hyperboles telles qu'en
emploient quelquefois les rhéteurs et les moralistes, dans la vue
de remuer fortement les imaginations, nous lui conseillerions de
s'arréter ici et de ne pas poursuivre plus loin I'étude d’une science
qui repose tout entiére sur les principes que nous venons de dé-
velopper.

Voila qu’d peine engagé dans l'étude des sciences exactes nous
nous trouvons amenés a des considérations philosophiques d'un
ordre extrémement élevé, et tel doit étre, en effet, le résultat
naturel des études bien conduites. Désormais , par exemple , nous
laisserons le vulgaire s’extasier tant qu'il lai plaira i la vue de
Porganisation compliquée et délicate des animaux microscopiques ,
en nous disant bien que , si l'organisation d'un animal est une
chose tout a fait digne d'admiration , il importe fort peu d'ailleurs
qae et animal soit éléphant ou ciron ; et que , dans 'espace méme
que nous jugeons le plus petit, il y a toujours beaucoup plus de
place qu'il n'en faut pour y concevoir tout ce qu'il plaira a no-
tre imagination d'y supposer.
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Oa a vu souvent opposer aux idées de Ptolémde sur l'arrémgc—
ment des corps célestes, et d celles de Newton sur la nature de
la lumi¢re , la prodigicuse vitesse qu'il fallait atiribuer aux étoi-
les dans le sysitme de l'astronome grec et aux molécules lumi-
neuses dans celui du géométre anglais. Ceries, il est loin de ma
pensée de vouloir ici prendre la défense dusysttme de Prolémée,
ni méme de me prononcer sur celui de Newlon ; mais ce n’est
certes pas par ce cdété qu'ils pourraient étre vulnérables. Il n’est,
en effet , aucune vitesse qui puisse raisonnablement étre dite pro-
digieuse , parce qu'il n'en est aucune qui soit tellement grande
qu'on n’en puisse concevoir une aulre incomparablement plus
grande encore.

Nous noas plaignons souvent de la britveté de notre vie. La
vérité est pourtant que la vie humaine n’est, a proprement par-
ler, nilongue ni courte. L'insecte éphémére qu'un méme jour voit
naitre et mourir, peut, dans la courte durée de scn existence
éprouver la méme somme de sensations , d’idées et de jouissan-
ces qu'en éprouve la carpe etle perroquet, dans une carri¢re de
plus d’un siécle. La vie est toujours trop longue quand on I'emploie
mal ; clle est toujours trop courte quand on en fait un bon usage.

Nous parlons sans cesse de I'expérience des siteles, et nous nous
appuyons des cinq i six mille ans de guerres, de révolutions et
de désastres de tous genres dont nous possédons les chroniques,
pour désespérer de tcute amélioration sociale. Mais qu'est-ce , au
fond , que cinquante ou soixante siécles , que serait-ce méme qu'un
million de siécles comparé ala durée possible des choses ? Au licu
de dire, avec quelques hommes moroses , que le genre humain
touche 2 1'époque de sa décrépitude , ne serait-on pas tout aussi
fond¢ a penser qu’'a peine débarrassé des langes de la premiére en-
fance , il est appelé , peut-€tre , a des destinées que l'imagination
la plus brillante et la plus féconde pourrait i peine concevoir : et,
peut-éire pour peut-éire , ne doit on pas préférer celui qui en-
courage a celui qui afflige?
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Il est donc tout i fait hors de doute que nos pensées ¢t mnos
raisonnemens n'ont pas et ne sauraicnt méme jamais avoir pour
objet les grandeurs clles-mé&mes, mais seulement les rapports que
nous remarquons entre celles qui sont comparables. A la vérité
nous semblons quelquefois employer les mots grand et petit dars
un sens tout a fait absolu; mais, en y regardant de plus prés,
nous ne tarderons pas de nous convaincre qu'alors il y a tonjours
quelque comparaison sous-entendae. Ainsi, par exemple , lorsque
nous disons d'un arbre qu'il est grand ou petit, nous le compa-
rons implicitement 4 la moyenne stature des arbres , au-dessus
ou au-dessous d¢” laquelle nous entendons exprimer qu'il se trouve;
el nous ne pouvons nous exprimer ainsi que parce que la hauteur
des arbres a deux limites exirémes , qui méme ne se trouvent
pas fort distantes 'une de l'auire ; mais il ne saurait plus en éire
ainsi & l'egard d’objets dont la grandeur ou la petitesse n'ont point
de limites nécessaires; et celui qui, par exemple , demanderait
quon lui tragdt une ligne droite ou un cercle de grandeur or-
dinaire ferait une question dont l'ineptie serait manifeste pour tout
le monde.

De cela méme que nous ne connaissons des grandeurs que les
rapports qui existent entre elles, c'est aussi tout ce qu'il nous est
possible d'en faire connaitre a autrui. Envain tenterait-on de tor-
turer la langue, d'y introduire des mots ou des tours nouveaux,
jamais on ne parviendrait a lui faire exprimer une grandeur, in-
dépendamment de quelque autre grandeur de sa nature. A la vé-
rité , nous autres habitaus de la terre , nous pouvons parvenir
a nous entendre assez bien, sur les longueurs et sur les poids ,
en les comparant a la taille et au poids moyen d'un homme , ou
aux dimensions et au poids de quelque production naturelle; et
nous nous entendons également bien sur les temps, en les com-
parant soit & la durée moyenne de notre vie, soit a celle des di-
verses révolutions célestes. Mais supposons que nous ayons a don-
ner 3 un habitant d'un autre Uniyers dont nous ignorerions tout
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a fait la structure , et qui ignorerait également lui-méme com-
ment les choses sont constituées ici bas, une idée de la longucur
d’une aune, du poids d'une livre, de la durée d'un jour, et nous
reconnailrons bientdt que cela nous serait tout a fait impossible,
parce que ces choses nous sont absolumenl incounues a nous-
méme (*).

Y

(®) Dans cet essai , écrit fort 2 la bite, je puis bien n’avoir pas dit tout
ce qu’il fallait dire , et ce que j'ai dit je ne l'ai certainement pas aussi bien
dit qu’il pourrait I'étre. Mais , si je ne me fais pas illusion, je crois n’a-
voir rien dit d’inutile. Cependant, combien de gens qui enseignent les ma-
thématiques depuis longues années, et passent méme pour les bien ensei-
goer , qui n'ont jamais songé a toutes ces choses et ne se sont jamais avi-

sés, a plus forte raison , d’y faire songer leurs auditeurs. A leurs yeux,
des définitions , des théorémes et des problémes constituent seuls toute la
seience.



