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THEOREME D ARITHMETIQUE. 83

ARITHMETIQUE.
Note sur un théoréme darithmétique ;

Par M. GERGONNE.

ATV TR VIV VWA

EN considérant que , dans un demi-cercle , la perpendiculaire
abaissée de l'un quelconque des points de la demi-circonférence
sur le diaméire est moyenne par quotient entre les deux segmen
qu'clle détermine sur ce diamétre , tandis que le rayon du cercle
est moyen par différence entre ces deux mémes segmens , on
voit , sur-le-champ , que la moyenne par quotiens, enire deux
grandeurs inégales, est constamment moindre que la moyenune par
difiérences entre les mémes grandeurs, et d'autant moindre, par
rapport a l'aatre , qu'elles sont plus inégales. On apercoit aussi ,
fort aisément, 4 laide des mémes considérations géométriques,
quil suffit que ces deux grandeurs ne soient pas trés - indgules
pour que la moyenne par quolient entre elles soient trés-sen-
siblement ézale a la moyenne par différence. )
Il est consu , en cffet , et on démonire méme facilement
(tom. XVII, pag.150), que, lorsque la différence entre deux
nombres entiers a moins de la moitié des chilires du plus peiir,

la moyenue par différences entre eux n'excéde pas la moyenne
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par quotient d'une demi-unité. Mais il ne parait pas qu'il ait
¢ié remurqué jusqu'ici que cet exces n'est pas méme dun hui-
tieme d'unite ; et voici a pea pres comment M. Lenthéric démon-
t1e cetle proposition.

Soient a et b les deux nombres dont il s'agit , et soit a>b.
Par hypothese, le nombre des chiffres de a—& est moindre que
la moiii¢ da nombre des chiffresde 4 : or , comme le quarré d'un
nombre a au plus le double du nombre de ses chiffres, il s’en-
suii que (¢—0)* n'aura pas autant de chiffres que &; de sorte
qu'on aura

(a—b)'<b . (1)

Cela posé , d causede b<a, onay/ sy a. dou /ot o> 253

d’ou, en quarrant, divisant par 4 et renversant

<(FEYs e

donc, en comparant (1) a (2),

—by ! VoRVEY
(a=by < ¥ )

et par suile
' —I)< \/a'-:\/b

a

ou encore

(Vatv o)V a—yE) < 21 X2 "“J' VE .

ce qui donne , en simplifiant,

Va—yi<t, (3)

puis en quarrant
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a—2y/ a+b< § ;

inégalité qui, en divisant par 2, peut &ire ensuite écrite comme
4l suit :

a+b

2

—y ZJI<% ;
ce qui démontre le théoréme aunoncé.

Ce théoréme s'applique évidemment & deux nombres décimaux
dans lesquels le nombre des chiffres décimaux serait le méme,
et qui , abstraction faite de la virgule , tomberaient dans le cas
des deux nombres entiers dont il vient d'éire question ; l'excés
de leur demi-somme sur la racine quarrée de leur produit serait
moindre que /e huitieme d’une unité décimale du dernier ordre.

L'inégalité (3) prouve, en passant, que lorsqu’on a & extraire
la racine quarrée d'un nombre, on peut modifier des chiffressur
1a droite de ce nombre , sans altérer la racine d'une demi-unité
du dernier ordre, pourvu que le mombre des chiffres modifiés
soit moindre que la moitié du nombre total des chiffres du nom-
bre dont il s'agit.

Il résulte encore de tout ceci que si l'on a a extraire la racine
quarrée d'un nombre exprimé par l'unité, plus une fraction déci-
male, dans laquelle le premier chiffre décimal significatif est pré-
cédé d'autant de zéros au moins qu'il a de chiffres décimaux
significatifs , on aura cette racine avec le méme degré d’approxi-
mation qu’offre le nombre proposé , en remplacant simplement
la partie décimale par sa moitié. En effet, exiraire, par exemple ,
“la racine quarrée de 1,000312, c'est extraire la racine quarrée
du prodait 1,000512><1,000000 , laguelle , par ce qui précéde,
sera, 3 moins d'un Awitiéme de millioniéme prés, la méme chose
que la moitié de 2,000512 , c’est-a-dire , 1,000256,

Donc, plus généralement , pour extraire la racine (2°)** d'un



86 QUESTIONS
tel nomhre, il suffira de diviser sa partic décimale par 2". Cette

remarqae peut recevoir une utile application dans la construc-
tion des tables de logarithmes.




