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RAYONS DE COURBURE. 3r

GEOMETRIE TRANSCEXDANTE.

Application du calcul différentiel a larecherche
des rayons de courbure;

Par M. L BArRBIER.
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LOBSQU’O‘S a bien saisi la métaphysique du calcul différentiel, c’est-
a-dire , lorsqu'on a rapproché la méthode des infiniment Ppetits
de Leibnitz de la théorie des fonctions analyliques de Lagrange,
on peut employer la considération des infiniment petits des diffé-
rens ordres comme un instrument commode dans les applications
des calculs différentiel et intégral a la géoméiriec et i la mécani-
que. On parvient méme , par celte voie , a des résultats plus
simples qui semblent propres aux considérations géométriques et
auxquels l'analyse seule ne conduirait que difficilement.

Par exemple, I'expression du rayon de courbure qui n'est au-
tre chose que le rayon du cercle osculateur au point de la courbe
que l'on cousidére , se déduit, comme cas particalier, de la théo-
rie générale des courbes osculatrices ; théorie qui est extréme-
ment rigoureuse puisqu’elle repose sur le développement des fonc-
tions en séries (*). Aussi cette méthode doit-elie étre préférée
dans I'enseignzment da calcul différentiel , pirce qu'elle y traite ce

(® Yoy. Lacroix, Traité élémentaire, pag. 103.
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calcul d'une maniére purement algébrijue , but principal que
s'est proposé Lagrange dans son Traité des fonctions analytiques.

Nous nous proposons, dans cet article , d'appliquer la méthode
ou l'on considére les infiniment pelits des ordres supérieurs comme
nuls , par rapport & ceux des ordres moins é'evés, a 'a recher-
che de diverses expressions da rayon de courbure des courbes.

Puisqu’une courbe peut é&tre considérée comme un polygone
d'une infinité de c6tés infiniment petits. Srient mm/, m/m’ deux
c6tés infiniment petits d'une courbe AB ( fig. 5). Concevons deux
droites nC, n/C, respectivement perpendiculaires sur les milicux
n, n/ de ces c6tés , et concourant en C. 11 est clair que si, de
leur point de concours C comme centre, et avec sa distance au
point m pour rayon , on déerit une circoniérence , elle passera par
les trois points m, m’ , m//. La partie de cette circonférence com-
prise entre les deux points exirémes coincidera avec la parlie
correspondante de la courbe, dont elle mesurera, pour ainsi dire ,
la courbure au point m'/; car, ne pouvant faire passer qu'un cer-
cle unique par les trois mémes points, celui qui passe par les
trois poinls m, m’ , m/ approche le plus possible de l'arc m, m/,
m’t de la courbe. Ce cercle unique s'appelle, comme l'on sait,
le cercle osculateur , et son rayon est dit le rayon de courbure.

Soient OX , OY deux axes rectangulaires auxquels la courbe
soit rapportée ; soient np , n’p’ les ordonnées des points n, n’ que
Pon peut supposer sur la courbe; soit ng une perpendiculaire da
point 7 sur n’g’/ ; et soit enfin désigné par ¢ langle nn'y , ou
I'angle que fait la tangente au point n avec 1l'ordonnée n/p’.

L’augle que font entre elles les tangentes 3 la courbe aux points
n, n’ sera la différentielle de I'angle ¢ ou dp. C'eit aussi I'angle
que font entre eux les deux rayons nC , n‘C, de sorte qu'on aura

nn ds

do=Sin.dp=Tang.dpo= e =r
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en désignant par s 1'arc An et par R le rayon de courbure nC,

On aura donc

ds
R:-a—; . (I)

Mais le triangle nn’g , dans lequel V'angle nnig=¢, nn'=ds,

ng=dx et n’q=dy, fournit les égalités suivantes,

d d \
Sin.p= d—:ﬁ , Cos.o=—= =
dx dy
Tang.cp: _—, Cot.(p:: :]-; , ?
d d
Séc.o= :é , Coséc.o= d—;~ )

do— & o=
d_y*d(—d—"f) dz.d (2L
dp= dr do= Az )
= ds? * ? ds? ’
aa( ) dwr.d L)
d(p:-_-.—_ﬂ-. , do=— .
dsdx ! dsdy

/

()

S

Si Uon substitue successivement chacane de ces expressions de la

e . 5 . . . ds
différentielle de 1'arc ¢ dans I'expression (1) 7y durayonde cour-
d

bure, on aura

Tom. XXII,
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R )d:v ; 1
dkm) (i)
dsidx Jﬁdy
R— R R=—
dyd( 37) dz*.d ( ) (Y
R— ds2dx , R—e— ds2dy
dy*.d(%) dxz.d<(‘l’-—;‘ |

Pour avoir les expressions du rayon de courbuare relatives aux
coordonnées polaires , soit O ( fig. 6 ) un point pris arbitrairement
sur le plan de la courbe AB; soit PQ une droite fixe menée ar-
bitrairement par le point O. Un quelconque n des points de la
courbe sera déterminé par l'angle QOn et par la distance On du
point O au point n. L’angle QON et la longueur On sont les
coordonnées polaires du point n. Les points n, n’ élant supposés
les analogues de ceux de méme dénomination de la figure 5 ; si
I'on méne a la courbe des tangenies par ces deux points; que
I'on désigne par ¢ l'angle que fait la tangente au point n avec
le rayon yecteur On , et par ¢’ l’angle que fait la tangente au point
n’ avec le rayon vecteur consécutif On/, on aura, par les prin-
cipes du calcul différentiel , ¢’=—¢-d¢. Soitde plus Ang.QOn=w;
on aura, en désignant par D, le point de concours de Cn et On/,

Ang. ODC=Dn'C+DCn/ =q0°—¢—dy+DCn’ ,

Ang . ODC=0nD+4n0D=90°—9¢—+dw ;

q0°—¢p —dp+DCn/=g0*—¢p+dw ,

et, par conséquent,
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DCr/=dy+dw .
Ainsi , R désignant le rayon de courbure , on a

nn’ ds
B= DCrw do4-de (6

Menons présentement ng , perpendiculaire sur On/, et posons
On=y , ng=dr; on aura dr=ydw , gn'=dy; au moyen de quoi
le rayon de courbure deviendra

¥ds .
- daofyde ’ (5)

mais le triangle ngn’ fournit les six expressions (2), et par suife
les six expressicns (3). Substituant donc tour & tour ces six der-
nitres pour de dans (6) , on aura

dadytpusd () dar—pdsad (2N
ds . ds /
yds3 yds3
A () deﬂ aza{ Y’
s'de—-rdy’. <a) s'de —yda LE;)
ds2d 3
R— yds2dx —~ ’ R— yds Ay = )
dsd.r‘—-i-ydf.d((i}—) ' dsdedy—yda®. d\ dx}

Si, pour se conformer aux nolations usitées , on remplace y par
r , il faudra remplacer dx par rdw et dy par dr; et alors lesfor-
mules ci-dessus deviendront

dsdr R— rd zda/ -
rdo—dsd{ )

R=

rde

drde 4 dsd ( -
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ds3 ds3
fi= - rde \ ’ R=
ds*dw+dr d( '&T> ds*dew—rdwd ( -
rds*dw ) _ ds*dr

ds :
-)

Ces expressions du rayon de courbure ne se trouvent pas dans les
traités de calcul diftérentiel , ou du moins on n’y en rencontre
que quelques-unes. Comme , suivant les applications que 1'on fait
du rayon de courbure, telle expression est préférable a telle au-
tre , nous avons pensé qu'il ne serait pas sans utilité d'en offrir
ici un tableau complet.

= ds ’ A=
rdsdw’+drid ( d—> dsdwdr—r’dw*d (
r r




