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INTRODUCTION

Le but de cette étude est de d6velopper un formalisme et une terminologie pr6cis, bases expli-
citement sur un syst6me d’axiomes simples et directement utilisables, et permettant d’eviterles
obscurit6s ou ambiguites qui subsistent dans certaines methodes traditionnelles d’exposition.

Nous avons abord6 a la suite 1’une de 1’autre la Cin6matique Classique et celle de la Rela-
tivit6 Restreinte car il s’y pr6sente des analogies notables, et particulièrement dans l’exposé qui
va suivre, bien que cet effet n’ait pas été recherch6 a priori mais r6sulte plut6t de la nature des
choses. De plus elles sont toutes deux justiciables d’un traitement math6matique assez élémen-
taire, ce qui n’est plus exactement le cas de la Relativite Générale.

Llexpos6 que nous pr6sentons ici~*~ serait certes encore trop compliqu6 pour 1’enseignement
élémentaire de la M6canique Classique, mais on pourrait en tirer une version plus intuitive, ce

qui sera fait par ailleurs. Par contre certaines parties sont sans doute trop developpees pour les
mathématiciens, mais peut-être tous les physiciens ne s’en plaindront-ils pas. Ce travail doit per-
mettre de formuler plus surement la cin6matique des systemes continus d6formables, la cin6tique
et la dynamique, en M6canique Classique et en Relativity (de laquelle nous n’aborderons ici que
les probl6mes les plus immédiats) toutes questions que nous developperons ultérieurement suivant
ces m6thodes.

Nous avons employ6 dans ce travail un vocabulaire et des notations math6matiques qui nous
ont sembl6 les plus appropri6es ; comme ce ne sont pas toujours les plus orthodoxes, une annexe

placée a la fin donne quelques pr6cisions a ce sujet. Pour rester aussi élémentaire que possible
on s’est abstenu, notamment, d’utiliser le langage des espaces fibr6s.

(*) tird de communications aux 7£me et 86me Colloques Internationaux de théories Variationnelles, en sep-
tembre 1962 h 1’Alpe de Venose et en Septembre 1963 a la Baule.
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MECANIQUE CLASSIQUE

0 - OBSERVATIONS PRELIMINAIRES -

En m6canique Rationnelle, et pour commencer en cinématiqueJ on parle communément des
1’abord de points (ou de points mobiles) et de vecteurs (déplacements, vitesses... ) comme si 1’on
avait 6videmment un espace geometrique ordinaire a trois dimensions que 1’on ne pr6cise mtme
pas. Il faut voir, sans doute 16, un souci de simplicité, mais nous pensons que cette m6thode est

malheureuse. Des probl6mes comme celui de la composition des vitesses ou de la ein6matique des
milieux déformables, par exemple, seront alors priv6s de toute la nettet6 qui leur est necessaire.
Bien sur, quand on passe 6 1’etude du mouvement relatif, ou la situation se complique un peu, on

introduit deux syst6mes de coordonn6es diff6rents, mais cela risque de masquer qu’en fait ce sont
les espaces eux-m6mes qui sont essentiellement diff6rents.

Pour 6viter cette dernière ambiguity nous r6serverons 1’usage des syst6mes de coordonn6es
explicites jusqu’ a la fin d’un probleme, au moment ou il sera th6oriquement r6solu et ou il ne res-
tera qu’a donner des formules pratiques. Ceci nous permettra de s6parer très nettement, en par-
ticulier, J le choix capital, du corps de référence et le choix, tout a fait secondaire, d’un système
de coordonn6es dans ce corps.

Mais la difficult6 fondamentale est de choisir un espace de d6part ayant une signification ob-
jective.

On peut d’abord penser que 1’espace ou s’inscrivent tous les mouvements de la M6canique est
1’espace g6om6trique attach6 a 1’Observateur (rigide). C’est un point de vue subjectif, égocentriste,
et il est tr6s difficile, sans en sortir de comparer les points de vue des diff6rents observateurs
et de rendre compte simplement de la composition des mouvements.

On peut alors imaginer que les divers points mobiles prennent position à chaque instant t

dans un certain espace affine de dimension trois, mais on ne peut placer les mobiles a un autre

instant dans ce même espace sans un arbitraire qui ruine l’objectivité.

On peut enfin considérer que 1’espace est 1’ensemble de tous les mobiles ponctuels possibles.
C’est un point de vue objectif mais trop complexe pour commencer. En particulier on n’a pas af-
faire a un espace affine.

Pour sortir de 1’arbitraire tout en conservant au maximum des structures initiales simples, J
nous sommes amen6s a s6parer les configurations aux diff6rents instants, clest-6-dire 6 consid6-
re.r 6 chaque instant un espace distinct ou se trouvent les positions des mobiles a cet instant. On
obtient ainsi une famille a un parametre d’espaces affines euclidiens de dimension 3 qui sont en
quelque sorte les photographies (en relief et sans cadrage indiqu6) de l’Univers aux diff6rents ins-
tants. R6ciproquement l’Univers peut être caractérisé par le portefeuille des espaces de cette fa-
mille, formant un espace-temps a 4 param6tres, a condition d’y mettre une topologie assurant la
continuité du mouvement ; c’ est le principe mtme de la représentation des mouvements par le ci-
n6matographe (la continuit6 6tant permise par la persistance des impressions lumineuses). Aucune
autre structure n’est n6cessaire pour la seule cin6matique. Mais 1’existence des référentiels gali-
léens, postul6e ultérieurement par la dynamique, nous am6ne a consid6rer l’Univers comme 6tant
lui-meme un espace affine ou sont plong6s les espaces de la famille et muni d’une mesure affine
des temps (le mouvement "rectiligne et uniforme" se traduisant alors simplement par une trajec-
toire rectiligne dans 1’espace-temps). Comme cette hypoth6se suppl6mentaire simplifie consid6ra-
blement llexposé (en particulier pour la topologie, qui est d6termin6e partout par la structure af-

fine de dimension finie n = 4), nous la ferons d6s le d6but bien qu’elle n’y soit pas indispensable.
C’est notamment le point de vue qu’Hermann Weyl avait adopt6 dans "Temps, Espace, Mati6re" et

qui semble n’avoir malheureusement pas 6t6 suffisamment développé par la suite. Par contre il

n’est absolument pas indiqu6 de munir 1’espace-temps tout entier d’une structure proprement eucli-
dienne comme on Ie fait parfois. Si 1’on a vainement cherch6 autrefois parmi les espaces affines
de dimension 3 un espace privilégié qui puisse être qualifi6 d’absolu, 1’espace-temps de dimen-
sion 4 en revanche peut bien m6riter ce titre.

Bien que conque sp6cialement pour la M6canique Classique, la pr6sentation que 1’on obtient
facilite consid6rablement le passage a la relativit6 restreinte comme on le verra dans la seconde

partie ; dans cette perspective nous nous sommes efforcés de rapprocher les deux vocabulaires.
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Nous postulerons au depart une correspondance entre notions physiques et ensembles a struc-

tures math6matiques. On pourra considerer, suivant le point de vue, les 6nonc6s correspondants
soit comme des axiomes de la th6orie physique, soit comme des définitions de la th6orie math6-

matique.

N. B. Le mot espace sera pris dans ce qui suit avec son sens math6matique général; pour le sens
usuel en géométrie vectorielle élémentaire et en physique nous emploierons plus sp6cialement le
mot : 6tendue (cf. 1, 2°).

I - ENONCES GENERAUX -

1/ On suppose que l’Univers est un espace affine de dimension 4, appel6 encore

Espace-Temps ou Univers quadridimensionnel ou Espace Absolu.

Les éléments de U sont appel6s evenements.

Les éléments de 1’espace vectoriel AiL associé à U seront appelés vecteurs d’Univers ou sim-
plement vecteurs (les physiciens disaient : quadrivecteurs, en les opposant aux vecteurs ordinaires
de dimension 3, mais il y aura plusieurs especes de ces derniers).

2/ On suppose que l’Etendue est un certain sous-espace vectoriel E de dimension 3 de (ou
hyperplan vectoriel).

On dit que les évènements X, et X2 sont simul tangs si X2 - Xl E E ; il est clair que c’est une
relation d’6quivalence sur U et que les classes sont des sous-espaces affines de dimension 3 (hyper-
plans affines) de même direction E.

Ces classes sont appel6es instants et l’ensemble T des classes est appel6 le Temps (Univer-
sel) ; on sait que la structure affine passe a 1’espace quotient % = U/E et qu’il est de dimension 1.
Un 616ment de 1’espace vectoriel A ~, associ6 a ~, est appel6 dur6e.

Nous appellerons Chronomgtreur l’opérateur C qui applique ’U sur T, et qui a 1’6v6nement X
fait correspondre sa classe t = C(X) ; on a donc [X E tl- C(X) = t]. Il est clair que llop6rateur
C est affine (homomorphisme).

Soit C l’opérateur lin6aire associ6 a C, la dur6e de X, a X z est C(X2) - C(X1) = C(X 2 - X1), I
elle ne d6pend que de vecteur X2 - X 1 on 1’appelle aussi durge du vecteur X 2 - Xl-

Un vecteur de dur6e nulle est un vecteur d’6tendue.

Un vecteur de dur6e non nulle est appel6 vecteur de (genre) temps (ne pas confondre avec un
vecteur du temps, ou dur6e, 616ment de 0 ‘~), On sait que les vecteurs de temps sont partag6s en

deux classes oppos6es.

On peut montrer que les directions des vecteurs de temps ou directions de temps forment un

espace affine de dimension 3.

Pour simplifier, nous pourrons identifier si besoin est % avec R au moyen d’une base (instant
origine, dur6e unit6) choisie une fois pour toutes.

3/ On suppose que le Temps est orient6, la base choisie 6tant alors toujours directe.

La classe des vecteurs de duree positive de est appel6e 1’Avenir, la classe n6gative est
appel6e le Passg.

L’évènement Xo 6tant donn6., les évènements X qui vérifient C(X) &#x3E; C(X.) sont dits post6rieurs
6 X , I ils forment 11 avenir de ceux qui vérifient C(X)  C(Xo) sont dits antérieurs à X., ils for-
ment le passg de X 0; enfin ceux qui v6rifient C(X) = C(X.) sont simultan6s de X~ ils forment 1’ins-
tant (présent) de X.-

4/ On suppose que 1’Etendue E est munie d’un produit scalaire euclidien positi f, ce qui fait
que les diff6rents instants sont des espaces affines euclidiens positifs.

En fait on pourrait baser 1’axiomatique directement sur les groupes et ce serait peut-être plus
satisfaisant physiquement mais d’une utilisation beaucoup moins simple.

Ainsi le 4/, I par exemple, pourrait etre remplacé par : on suppose qu’il existe un groupe Gt?

de permutations de E que 1’on appelle lfroupe des dgplacementsde E et qui est tel que, pour un cer-
tain isomorphisme ~ de R3, sur 1’espace vectoriel E, le groupe des matrices D. ~ pour tout
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D E a soit le groupe 03 ( R) des déplacements de 1’espace vectoriel R’.
Nous appellerons repere orthogonal de E tout isomorphisme de R3 sur E qui poss6de par rap-

port a 6D la même propri6t6 que S. La condition n6cessaire et suffisante pour que S soit un repbre
orthogonal est que la matrice 3TB S soit une similitude de R~.

Le groupe 6D détermine sur E des classes d’intransitivité qui forment une partition de E ; la
classe de V s’appelle longueurs de V et sera ddsign6 par L(V), l’ensemble des longueurs sera désigné
par ~.

On v6rifie que :

et l’on pose L(sV) = I s L(V), ce qui constitue 1’ensemble R’ des nombres rddls positifs ou nuls en
domaine d’opérateurs sur L. Quelle que soit la longueur e on a le = e, et (m’m)e = m’(me) pour
tous rééls positifs m et m’. On pose = 0 L alors 0 e = 0 et [ L(V) = 0] ~ [ V = 0].

Soit e. une longueur non nulle, on montre que 1’application de R* dans e : m ---~ me. est une

bijection. Etant donn6 e G j9 , J on d6signe par e le nombre m E A* tel que e = me., et on 1’appelle
eo

rapport des longueurs e et eo, ou mesure de Za longueur e avec e. pris comme unite de longueur. On
appelle gtalon de longueur un vecteur Vo tel que L(V ) = eo, unit6 de longueur.

Soient e et e’ deux longueurs quelconques :

On pose :

On v6rifie que la somme e + e’ est indépendante de l’unité de longueur choisie. Il est clair que
11 addition des longueurs ainsi d6finis fait de L un demi-groupe à opérateurs isomorphe à R+.

De même on peut mettre une relation d’ordre total sur -0 , compatible avec la loi pr6c6-
dente telle que :

Il est clair que cet ordre est indépendant de l’unité choisie.

On montre alors que L(V + W)  L(V) + L(W).

On montre que les trois vecteurs de base d’un rep6re orthogonal S ont même longueur, qui
est appel6e unit6 de longueur de la base et que nous d6signerons par L(S). On montre alors que
pour tout rep6re orthogonal S, L(S(X)) = [ X L(S), of I X I est la norme euclidienne du triplet X E R3 .

Une unit6 de longueur e o 6tant choisie, 1’application qui a V fait correspondre [L(V) eo]2 est
une forme quadratique sur E d6finie positive ; il lui correspond un produit-scalaire euclidien, qui
d6pend de llunit6 de longueur choisie ; nous supposerons ce choix fait une fois pour toutes..

II - PARTICULES, SYSTEMES ET REFERENTIELS -

1/ Nous appellerons particle (on dit aussi ligne de temps ou trajectoire d’Univers) toute
courbe (vari6t6 de dimension 1 et, sauf indication contraire, de classe Ef) dont la tangente est
partout de genre temps ; nous la supposerons illimit6e dans les deux sens.

Il en résulte qu’il y a au plus un point commun et un seul entre une particule P et un ins-
tant t quelconques ; on 1’appelle position absolue de la particule P a 1’instant t. Nous supposerons
enfin que toute particule a une position a chaque instant de t E ~ .

On peut donc donner une représentation param6trique propre de la particule en fonction du
temps, et si lIon désigne par p l’opérateur qui à chaque instant fait correspondre la position de P, J
on a : V t, P n t = ( p(t)). Llop6rateur p caract6rise complètement la particule P et r6ciproque-
ment ; aussi nous les identifierons le plus souvent dor6navant. On remarque que, V t, C(P(t)) = t

et par cons6quent que C , P = toute particule est donc un inverse-a-droite du chronométreur.
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On dit que deux particules P et Q coincident 6 l’ instan t t si elles ont la meme position a
1’instant t c’est-a-dire si P(t) = Q(t).

Nous appellerons translation absolue (ou translation d’Univers) de la particule P entre to et t

la différence: P(t) - P(to), qui est un vecteur de temps.

2/ Nous appellerons système tout ensemble de particules.

Soit (D un syst6me, sa position à 1 ’instant t sera la famille, indexée par des positions de
ses particules a 1’instant t, ce sera donc un opérateur cp (t) d6fini sur C) tel que : d P E (D,
[cp (t)] (P) = p(t). Nous associons donc a tout système 03A6 un opérateur double cp d6fini sur T et tel
que cp (t) soit la position de ~ a 1’instant t.

Nous appellerons transl at ion ab~olue entre 1’instant t o et 1’instant t et nous noterons

1’operateur qui applique T dans 0394 U de telle sorte que :

Nous dirons que le système 03A6 est régul ier si deux particules distinctes de q, ne peuvent
coincider a 1’instant t sans qu’il en soit de mtme a tout instant, ce qui revient a dire que la po-
sition cp (t) est un op6rateur r6gulier quel que soit t.

Etant donn6 un système çp régulier, nous appellerons déplacement absolu (ou d’Univers) de 03A6
entre to et t llop6rateur r6gulier p (t)  qui transforme les positions des 616ments de (D i1 1’ins-
tant to en leurs positions a 1’instant t. Soit encore cet op6rateur, on aura d’une part :

et d’ autr e part :

de plus A(t, to)-1= A(t., t), enfin il est clair que :

ce que nous exprimerons en disant que les déplacements de 0 sont associables.

On a encore :

3/ Nous dirons que le système 03A6 est un re ferentiel s’il est une partition de Alors il est

nécessairement r6gulier et de plus 1’operateur cp(t) établit une correspondance biunivoque entre (D
et t. Si 1’on d6signe par (C(X))-1 (X) la position de l ’évènement X par rapport à 
dire la particule de 03A6 qui passe par X, cet evenement est caracterise par le couple
(t, P) = (C (X), ~ (X)) et t n p = {X}.

Nous r6serverons le nom de repere pour désigner un syst6me de coordonn6es dans un r6f6-

rentiel.

4/ Un cas particulier important est celui of les particules de 03A6 sont des droites paralleles, I
le référentiel sera alors dit L’opérateur associé à toute particule P E cI&#x3E; J et que nous

identifions avec P, est alors affine et 1’on a : P(t) - P(to) = P(t - llop6rateur lineaire P, asso-

ci6 a P, 6tant le même pour toutes les particules de (D , I et P(t - to) 6tant le vecteur directeur, I de

durée t - to, des droites de o. Si 1’on prend pour unit6 de temps la duree i, le référentiel galil6en
o est caractérisé par le vecteur unitaire U = P(r) ; alors :

Mais on a aussi :

donc :
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~ 6tant dans ce cas un opérateur affine et I 1’operateur lin6aire associ6 tel que  (03C4) (P) = 
L’ensemble des translations absolues du referentiel galileen 0 forme alors un espace vecto-

riel isomorphe par 1’isomorphisme canonique cp, de sorte que nous pourrons éventuellement
identifier translations de ~ et dur6es.

L’ensemble des positions de (D forme par suite un espace affine isomorphe par 1’iso-

morphisme canonique cp J de sorte que nous pourrons éventuellement identifier positions de o et

instants.

Enfin les déplacements absolus de 03A6 verifient :

III - SYSTEMES ET REFERENTIELS RIGIDES -

1/ Nous dirons que le syst6me (D est rigide si les positions au meme instant de deux quel-
conques de ses particules ont une distance (mesurable en chaque instant par la norme euclidienne
de 1’espace t) qui est indépendante de 1’instant considéré.

Il est clair qu’un syst6me rigide est nécessairement r6gulier, et que les déplacements sont
des isométries euclidiennes d’une position sur une autre. La distance des positions passe mgme de
façon canonique aux particules, le syst£me o devient alors un espace m6trique et l’opérateur 
devient une isom6trie de ~ sur une partie de t.

2/ Si le syst6me rigide (D comporte au moins quatre particules dont les positions en un ins-
tant t ne sont pas dans un même plan, donc sont affinement indépendantes, donc forment une base

affine, il en est manifestement de mgme a tout instant. Nous dirons alors que le système çp est de

dimension 3. On montre dans ce cas que 1’on peut prolonger d’une façon et d’une seule le d6place-
ment par une isométrie B qui applique to tout entier sur t tout entier et se trouve etre un

opérateur affine unitaire (on dit aussi orthogonal), voir 1’annexe pour les notations).

Alors si B est 1’operateur lin6aire associ6 a B, nous aurons B. B = B. B = IE et done id,6t j-31 I = 1.
Comme B prolonge A(t, to), on aura :

On peut alors, 6tant donn6 un instant t., construire un système ’i’ tel que pour tout m. E to
il existe une particule Q d6finie par Q(t) = Comme pour t = to, B = I, , J on a Q(t.) = M.
et on voit que T est une extension de o. Cette extension est un référentiel puisque B est défini sur
to tout entier, et elle est rigide puisque B est unitaire. De plus, en raison de l’associabilité des

déplacements de (D, J il est clair que cette extension est indépendante du choix de t o ; nous 1’appel-
lerons extension canonique de @ ou référentiel associ6 au syst6me 03A6. Enfin on montre que Y est

un espace affine reel de dimension 3 tel que si Q, et Q, sont deux particules de T le vecteur

Q 2 - Q 1 est d6fini par :

L’espace vectoriel associé 039403A8, ou gtendue de 03A8, est muni canoniquement d’un produit scalaire eu-

clidien tel que |Q2-Q1|=| ( Q2(t)-Q1(t)|, qui est bien indépendant de t.

Soit 03A6 1’operateur double associ6 a 03A8, J Ilop6rateur position ~(t) qui applique 03A8 sur t est aussi
une isom6trie euclidienne donc un op6rateur affine unitaire, l’opérateur lin6aire associ6 ~(t) ou

position vectorielle absolue de T, ou position absolue de 6tant tel que l’on ait :

quelles que soient les particules Q, et Q2 de ~ ; alors :
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et 1’operateur ~(t). ~(to) = B sera appelé déplacement vectoriel absolu de T, I ou déplacement absolu
de 6’¥.1 entre to et t.

Supposons que E et soient munies de jauges euclidiennes quelconques, on a det ~,(t) = 1 ;
mais comme les particules sont continues il en est de mtme pour w, et est constant et

6gal soit a + 1 soit a - 1 suivant les jauges choisies ; et par suite dét(Ê) = 1 et B est une isom6-
trie directe de E.

En fait on choisira généralement les orientations 6ventuelles de sorte que 1’ orientation
des positions de A T, I d6duite de celle de AT, I soit la même que celle de E, ce qui entrainera

+ 1 ; c’est ce que nous ferons dor6navant.

Remarquons qu’au d6but on aurait pu supposer seulement que 03A6 6tait de dimension 2 (c’est-
a-dire comportant au moins 3 particules dont les positions sont affinement indépendantes) le pro-
longement B de A(t, to) aurait été déterminé complètement a condition d’imposer en plus qu’il soit

direct, ou d6pende continûment de t.

3/ Un référentiel galiléen 03A6 est évidemment un référentiel rigide particulier, c’est donc aussi

un espace affine euclidien. ,

L’espace vectoriel euclidien associ6 peut 6ventuellement etre identifi6 canoniquement A E
par l’ intermédiaire de 1’isomorphisme ~(t), position vectorielle absolue de 03A6, qui est indépendant
de t puisque ffi (Q-P) = Q(t) - P(t) = P(t.) ; dans ces conditions l’opérateur à valeur cons-
tante Q - P est identifi6 avec cette valeur.

De meme le d6placement vectoriel entre to et t est indépendant de to et t, c’est-

l’opérateur identique IE.

IV - MOUVEMENT ABSOLU DES PARTICULES ET DES SYSTEMES RIGIDES -

L’6tude du mouvement absolu sera pour nous 1’6tude des éléments différentiels du premier et du
second ordre des particules (qui sont appel6es aussi, rappelons-le, lignes de temps ou trajectoires
d’ Univers)1 et des relations entre ces éléments pour les particules d’un meme syst6me.

1 ~ Etant donn6e une particule P, un instant t et une dur6e dt, nous poserons :

et nous appellerons vi tesse absolue (on dit aussi quadri-vitesse) de la particule P à l’instant t 1’0-

p6rateur Unfair e P’ (t ) qui applique a % dans 0394U. 

Or on a :

V dt 6 et par suite ê. [pi (t)] = IA% . On voit donc que d[P(t)] est un vecteur de temps de dur6e
dt, donc que la vitesse absolue n’indique rien d’autre que la direction de la tangente a la parti-
cule. On voit aussi que l’ensemble des vitesses absolues 6 n’importe quel instant de toutes les
particules possibles est un hyperplan affine hyperplan dont la direction est 1’hyper-
plan vectoriel forme des op6rateurs V tels que C. V c’est-a-dire que cette

direction est 1’espace ~(~~,E). En r6sum6 1’espace des vitesses absolues est un espace affine, et

son espace vectoriel associ6 est ~( p~ E). Ce dernier sera appel6 espace des vitesses relatives
ainsi qu’ on le verra plus loin.

2/ La dérivée seconde de la particule P a 1’instant t ou accélération absolue de P à l’instant

t sera P"(t) tel que, quelle que soit la dur6e fixe 5t :

On verra plus loin que P"(t) repr6sente l’accélération de la particule P par rapport a tout
référentiel galil6en.
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Il est entendu, comme la plupart du temps en M6canique classique, que nous prenons le

temps comme variable indépendante. Quelle que soit la duree fixe dt, on aura :

car on sait que P"(t) est un opérateur bilin6aire et sym6trique sur les dur6es.

On a :

et :

Nous appellerons espace des acc6l6rations 1’ensemble de tous les P"(t) possibles; c’ est un

sous- espace vectoriel de dimension 3 de 

Pour mieux faire apparaitre cela, on peut faire choix une fois pour toutes d’une unit6 de

temps, soit la duree 1;, et poser dt = 1;. On peut ensuite identifier toute vitesse P’(t) avec son
image U = P’ (t) (1;) = d [ P(t)], que nous appellerons le cap de P 6 1’instant t, car il y a correspon-
dance biunivoque entre les P’(t) et P’(t) (1;). On peut faire de meme pour toute accélération P"(t)
et son image Y = P"(t) (1;) (r) = I puisque P"(t) est bilin6aire et sym6trique.

Les caps sont des vecteurs de temps de meme tandis que les images des vitesses
relatives (diff6rences de caps) et des accélérations sont des vecteurs d’etendue.

Le couple (P’(t), P"(t)) caractérise le plan osculateur à la particule P à l’instant t.

3/ Soit maintenant (D un syst6me rigide et cp 1’operateur du référentiel rigide associ6 
Si Ql et Q2 sont deux particules de (D, J on a quel que soit t :

et :

Or :

donc :

et , fld est un endomorphisme antihermitien (ou antisym6trique) de 1’espace vectoriel E ,
Comme E est de dimension 3, si on le suppose orient6 il existe un vecteur et un seul A E E’ tel

que si 1’on d6signe par J(A) l’opérateur de produit vectoriel par A (clest-A-dire que J(V)(W) = VAW)
on ait :

On pose :

et X (t) est un opérateur lin6aire qui applique 0394T dans E, que nous appellerons la rotation instan-
tange absolue de 6@ 6 t. Il repr6sente la rotation instantanée de 03A6 par rapport a tout
referentiel galiléen, ainsi que nous le verrons plus loin.

On a donc :

et par suite :

soit :
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en posant :

Si X(t) = 0, A = 0 et U2 = U 1 ; la vitesse absolue est donc la meme pour toutes les particules
a 1’instant t, et il existe un référentiel galil6en tangent a 1’instant t, d6fini par le cap com-
mun U.

Si X = 0, ceci est vrai a chaque instant, mais le référentiel galil6en tangent peut varier avec
1’instant.

Si enfin le cap U, commun a toutes les particules de (D, est indépendant de 1’instant, les

trajectoires sont des droites de temps parall6les et le référentiel 03A6 lui-même est galil6en. On a
alors :

donc :

enfin :

De plus dans un référentiel galil6en, les vitesses absolues 6tant constantes, les accéléra-
tions absolues sont constamment nulles.

V - MOUVEMENT RELATIVEMENT A UN REFERENTIEL RIGIDE -

1/ Tout observateur détermine, a un instant donn6, les positions des particules par des me-
sures d’angles et de distances par rapport a certaines directions et certains points qui sont les
positions, a cet instant, d’éléments d’un référentiel o. Celui-ci aura 6t6 choisi pour sa commodite

et, dans le cas qui nous occupe ici, c’est un référentiel rigides. Ce pourrait 6tre 1’extension par
le proc6d6 étudié en III d’un solide rigide qui joue un r61e remarquable dans le probl6me étudié.

L’observateur dispose alors d’un espace 03A6 of il peut porter a chaque instant t la position
de toute particule P qu’il observe, en indiquant la particule :

qui coincide avec P a cet instant t et que 1’on appelle 616ment de ~ coincidant avec P a 1’instant t

ou posi tion de P par rapport a l’ instant t. On a 6videmment a 1’instant t : Q(t) = P(t), et meme

quel que soit t : 03A6(P (t))(t) = P(t). Par contre (P(t))(tl), qui est la position à l’instant t 1 de
la particule de ~ qui coincide avec P a 1’instant t~ differe en g6n6ral de P(tl) si t ou si

p (o ~.

Comme O(P(t)) est une particule de c~, on a donc = 

quels que soient t et tl.

Nous dirons que le graphe :

repr6sente l’ évolution de P dans et que la courbe de l’espace 1&#x3E;: { Q ; ~ _ ~(P(t)), t E %) est
la trajectoire de P par rapport a 1&#x3E;.

La translation de la particule P dans T entre t et tl sera le vecteur : 03A6 (P(tl)) - 03A6(P(t)) E ð (1);
on peuc lui faire correspondre un vecteur de E en prenant sa position a un instant to, mais il n’y
a pas de raison de prendre to = t plut6t que to = ti, et cette position d6pendra en general de to si ~
n’ est pas galil6en.
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2/ On définira tout naturellement la vitesse dlgvolution de P dans D a 1’instant t comme 6tant

l’ op£rateur [c~. P]’ (t ) E ~ ( ‘~, ~ ~ ). On a alors :

Si 1’on prend dt = 0, ou i est 1’unite de temps, l’opérateur [ P]’(t) est entièrement d6-
termin6 par le vecteur dQ que nous appellerons image de la vitesse d’évolution.

La position de dQ a 1’instant t o sera le vecteur :

Mais c’ est 6videmment la position V de dQ a 1’instant t qui sera intéressante et c’ est celle-
la que nous appellerons image de l a vi tesse re t at i ve de P par rapport à l’instant t. On aura :

Mais on a d’autre part :

On a donc le r6sultat remarquable que la vi tesse relatives de P par rapport a c~ l’ instant t
est justement :

On peut encore 6crire, en d6signant par U le cap de l’élément cdincidant de çp :

En résumé: la vitesse relative d’une particule est 6gale a la différence entre sa vitesse ab-
solue et la vitesse absolue de l’élément coincidant.

Si on a deux particules P, et P2 dont les positions absolues a 1’instant t sont Al = Pl(t) et

A2 = P2 (t ), on a :

of A est la rotation instantan6e 1’instant t.

Si le référentiel 03A6 est galil6en, le vecteur U est indépendant de P et du temps, c’est Ie cap
constant du r6f,’,-rentiel, la différence de vitesse par rapport a deux particules est égale à la dif-
f6rence de leurs caps et, plus pr6cis6ment, V ne d6pend que de U et de ~. D’ailleurs le projec-
teur I6’l.l [U03A6. C] sur E parall6lement a U03A6 ne d6pends que de (D, or on a évidemment:

31 L’accélération d’évolution de P dan s o a 1’instant t sera par définition l’opérateur bilin6aire
et sym6trique sur les dur6es [(D. P] "(t). On a :

et :

On prendra maintenant 6t = dt = ’t" J unit6 de temps, et 1’on sait que l’accélération [03A6. P]"(t) sera

caractérisée par son image quadratique :

C’est la position r de ce vecteur a 1’instant t que nous appellerons de l’ accéZération
relative de p par rapport a l’instant t. On a donc :
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mais :

et d’autre part :

puisque P est indépendant de t. En d6finitive on a :

of Y et Yz sont respectivement les images des accélérations absolues de P et de l’élément de
coincidant avec P, of A est 1’image de la rotation instantann6e absolue de T avec P, et of V est

1’image de la vitesse relative de P par rapport a T.

Si le référentiel 03A6 est galil6en, A = 0, Y03A6 =0 et 1’on a simplement r = Y, J indépendant due (D

(galil6en).

4/ Etudions maintenant les particularité du mouvement d’un système ’¥ par rapport a un r6f6ren-
tiel rigide ~ .

La position relative de T dans (D a 1’instant t sera l’opérateur qui a tout P G 11 fait corres-

pondre Q tel que P(t) = Q(t). Or on a :

La position relative de T dans @ a 1’instant t est donc l’opérateur cp (tr1. q; (t) qui applique 03A8
dans (D. Si T est r6gulier, on d6finira le déplacement relatif de y~ entre t o et t, qui sera de
même l’opérateur (t). q; y (to), qui applique une partie de 03A6 dans (D .

Si T est de plus un référentiel rigide on d6finira sa position vectorielle relative, ou posi t ion

retative de : ) qui applique dans et son déplacement vectoriel 1 relatif entre to et

t ou d6placement relatif de soit 1’operateur lin6aire :

qui est une isom6trie directe de 6(f;.

Dans ce dernier cas, quand le premier référentiel est galil6en, et que est indépendant
de t, si 1’on identifie canoniquement 039403A6 avec E, c’est-à-dire ~(t) avec I, le déplacement de 6’¥.

par rapport 6L ð(f; sera identifi6 avec ~~(t), qui est le d6placement absolu de 

Etudions maintenant les particularités des éléments différentiels du premier ordre, dans le

cas est un référentiel rigide.

Soit P E ’¥., de cap Up a 1’instant t, et Q 1’element de ~ cdincidant avec P, J de cap Ua a
1’instant t, 1’image de la vitesse relative de P par rapport a ~ est 6 1’instant t : V = Up - U,, mais

comme en même temps Q est l’élément de (D cdincidant avec P a 1’instant t, 1’image de la vitesse
relative de Q par rapport 6 1’instant t est UQ - Up = - V.

Soient maintenant P. et P2 deux particules quelconques de T, on a :

ou A i = Pl(t) = Ql(t) et A 2 = P2 (t) = Q2(t), 11~, et A, 6tant les images des rotations instantan6es ab-
solues de 03A8 et (D, le vecteur Q = A, est appel6 de la rotation instantanee relatives de

’:I.’ par rapport a c~ ; on voit que celle de ~ par rapport £ lY est A~ - At/; = - Q .
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Notons que si o est galiléen, A~ = 0 et 1’on a Q = 11~.
Le vecteur cp (t) (Q) est la position de Q dans @ a 1’instant t, et le vecteur ) est la

position de Q dans T a 1’instant t.

Montrons qu’il existe des particules P du référentiel telles que la position V de leur vitesse
par rapport a un instant donn6 t soit parall6le a Q f 0 a cet instant. Soit P une particule quelcon-
que de Y dont la vitesse est V , J la position absolue A~, tandis que la position absolue de P. est A, J
le tout au meme instant donn6.

On a V = Vo + Q A (A - Ao) et 1’ on veut que : 1

. Q. Q (double produit vectoriel)

On doit donc avoir :

et par suite :

Mais ceci est 1’equation d’une droite affine de t, soit D, parall6le a Q et passant, entre autres, J
par le point :

Or P, = (A,) est bien une particule du lieu car sa vitesse est :

On v6rifie sans peine que tous les points de la droite D donnent de même des particules du lieu
formant une droite affine de T que 1’on appelle 1’axe instantanee de rotation de q par rapport a ~
a l’ instant t, tandis que D est sa position à l’instant t et que la position de D par rapport à ’:¥ à

1’instant t est l’axe instantan6 de rotation de 03A6 par rapport a 1’instant t.

Toutes les particules de 1’axe ont vitesse, que lion appelle translation instantanee de

T par rapport a l’ instant t.

VI - COMPOSITION DES MOUVEMENTS RELATIFS -

Il s’agit maintenant de comparer les mouvements d’une même particule par rapport a deux
r6f6rentiels diff6rents.

Les vitesses et accélérations d’6volution n’6tant pas dans le mgme espace dans les deux cas, on
6crira seulement les formules, plus simples, pour les vitesses et acc6l6rations relatives dont les

images sont dans le m6me espace E, ce qui a été la raison de leur introduction.

On prendra donc deux r6f6rentiels rigides (Z et T, une particule P dont les éléments coinci-
dants dans 4l et lv seront notés Q et R respectivement. Les vecteurs absolus attachés a ces par-
ticules seront notés par 1’indice correspondant, et les vecteurs relatifs en indiquant de plus le r6-
férentiel concern6. Les calculs se passent alors de commentaires.

1/ Composition des vitesses relatives.

La vitesse relative de P par rapport £ lY est 6gale a la vitesse relative de P par rapport à çp plus
la vitesse relative par rapport de 1’element de çp coincidant avec P, J cette derniere 6tant appe-
16e vitesses d’entrainement de P avec (D par rapport a y.
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2/ Composition des accelerations relatives.

On sait que le vecteur est appelé acceleration d’entrainement , J et que le vecteur Vp/03A6 est

appel6 acc6l6ration complementaire ou de Coriolis. 
P

La formule obtenue peut encore se mettre sous la forme :

of quand T est un référentiel galil6en on retrouve 1’expression de l’accélération relative en fonc-
tion des accélérations et rotation instantann6e absolues et de la vitesse relative.

Si les deux r6f6rentiels sont galiléens, alors :

3/ Composition des rotations instantan6es relatives .

Avec trois r6f6rentiels rigides (D, T et 0 , J on a :
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I

REIATIVITE RESTREINTE

0 - OBSERVATIONS PRELIMINAIRES -

La necessite de se placer dans un espace-temps (d’ailleurs hyperbolique) est posee en Rela-
tivit6 Restreinte des le depart et 1’on pourrait croire que le parti en soit toujours pris sans re-
mords. Cependant, même dans ce cas il semble que 1’on craigne encore trop souvent que cela en-
traine une gene (mathématique, physique ou métaphysique). C’est sans doute ce qui explique la
tendance assez frequente a revenir des la première occasion a un espace de bonne apparence eu-
clidienne, soit en prenant des coordonn6es partiellement complexes, soit en abandonnant 1’espace-
temps pour travailler dans un espace a 3 dimensions qui, bien souvent, n’a gulre de signification
objective (ainsi dans la m6thode de C. Miller).

Des m6thodes de ce genre nous paraissent en fait aussi peu satisfaisantes mathernatiquement
que physiquement, et elles ne sont pas sans danger, n6cessitant parfois des correctifs et restric-
tions sous-entendus, ainsi quand il arrive que lion dise que les vitesses relatives de CR1 par rap-
port a CJZ2 et de R2 par rapport a CR1 sont des vecteurs oppos6s alors qu’elles ne sont pas colin6-
aires dans 1’espace temps, ce que des figures "a 3 dimensions" d’espace ne peuvent montrer.

Il nous semble qu’il est bien preferable dorénavant de s’en passer complltement d’autant qu’on
peut arriver beaucoup plus simplement aux resultats qui ont un sens avec des axiomes analogues a
ceux que nous avons utilis6s dans la premiere partie, et un formalisme qui sera meme plus d6-
pouill6 ici car nous nous en tiendrons aux referentiels galiléens. En particulier les vecteurs uti-
lis6s appartiendront tous a un mome espace vectoriel quel que soit le systeme de référence. Nous
obtiendrons ainsi, par des calculs élémentaires, des formules vectorielles commodes et d’un em-

ploi rigoureux et automatique, sans aucune référence n6cessaire aux choix de reperes d’etendue
dans les r6f6rentiels utilis6s puisque nous ne travaillons qu’avec des éléments invariants (les
formules classiques des transformations g6n6rale et sp6ciale de Lorentz apparaissent alors comme
des applications particulieres des principes). Il nous semble que la signification objective est ainsi
mieux mise en évidence et certaines notions qui en sont depourvues ne se retrouvent plus.

Pour être plus directs, nous sommes partis des axiomes qui nous ont semble les plus sim-
ples du point de vue math6matique, mais on aurait pu aussi d6duire ceux-ci des groupes fondamen-

taux, et donner en particulier une définition a6om6trique de la grandeur "intervalle d’univers" com-
me il a été fait pour la longueur dans la premiere partie ; ceci aurait d’ailleurs mieux fait voir
la ressemblance entre les deux parties.

Enfin pr6cisons bien qu’il s’agit uniquement d’un d6veloppement math6matique a posteriori, J
et non de 1’etude de la genlse de la theorie a partir de 1’experience, ni de 1’adequation de cette
theorie a la r6alit6.

I - ENONCE GENERAUX -

1/ On suppose que l’Univers est un espace affine r661 U de dimension 4.

Ses 616ments sont appel6s évènements.

2/ On suppose que 1’espace vectoriel 0394U, associe a CUJ est muni d’un produit scalaire dont
la forme quadratique associée a pour signature : (+, - , - , -).

Les vecteurs a carr6 positif sont appel6s vecteurs de temps ; les vecteurs à carr6 négatif sont
appel6s vecteurs d’etendue (en conservant le mot espace pour son sens math6matique general ) ; les
vecteurs à carr6 nul (ou isotropes) sont appel6s vecteurs de lumière. On emploi une terminologie si-
milaire pour les droites de a U ainsi que pour celles de ‘u .

On partage alors les vecteurs de temps (qui sont int6rieurs au cone de lumiere) en deux
classes (les vecteurs d’une mtme classe 6tant int6rieurs a un demi-cône) ; le produit scalaire de
deux vecteurs de temps est alors positif ou n6gatif suivant qu’ils appartiennent a la mtme classe
ou non.

On suppose que 1’une de ces deux classes est appelée auen i r et 1’autre passg de AIU. On peut
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alors définir une relation d’ordre strict (partiel) sur 1’univers ~.1:

Si B - A est un vecteur d’avenir, A - B est un vecteur de passe et 1’on 6crit B &#x3E; A ou A  B ;
on dit alors que 1’6v6nement B est postarieur a 1’6vLnement A, ou encore que A est antgrieur à B .

Nous appellerons de lumière de A l’ensemble des évènements X tels que les vecteurs
X - A soient des vecteurs de lumiere ; il separe dans 1’univers les évènements post6rieurs a A
ou avenir de A, les evenements ant6rieurs a A ou pass6 de A et les évènements exterieurs qui for-
ment 1’ailleurs de A.

3/ On suppose que les part i cul e s sont des courbes de ’U (variétés de dimension 1 et, sauf in-
dication contraire, de classe C2), dont le vecteur tangent est partout un vecteur de temps.

Nous appelerons cap (ou vitesse absolue, on dit aussi quadrivitesse) de la particule P en A E P,
le vecteur unitaire d’avenir U tangent en A a P ; si s est une abcisse curviligne sur P, croissant
du pass6 a llavenir, on peut écrire:

Si alors U1 et U2 sont deux caps, les carr6s scalaires Ul. Ul et U2. Uz 2 sont égaux a 1 et le produit
scalaire Ul- U2 est positif (voir 1’annexe pour les notations).

On dit que les particules P et Q coincident en A si 1’6v6nement A est une position commune
a P et a Q.

4/ Il n’y a plus ici de temps universel mais un temps propre associ6 a chaque particule. On
prend comme point de depart non pas la simultaneite pergue immédiatement (et qui dépendrait J
mtme en m6canique classique et dans un référentiel galil6en, de la position de 1’observateur dans
le référentiel au moment of il reçoit le signal lumineux), mais une simultanéité m6diate, élaborée

d’apres un "aller et retour" du rayon lumineux.

En ce sens nous dirons que deux évènements A et B sont simul tanés par rapport à la particule P
s’il existe un evenement M E P équidistant le long de P de A’ et A" intersections de P avec le
cornet de lumilre de A, ainsi que de B’ et B" intersections de P avec le cornet de lumi6re de B.

On voit que cette simultaneite par rapport a P est une relation d’6quivalence dans ’U ; nous

appellerons temps propre de P llensemble Zp p de ces classes ; la classe de 1’6v6nement A dans %p
sera appel6e l’instant de A en temps de P, ou par rapport a P.

Il est clair qu’il y a un representant dans P pour chaque classe et que 1’on pourrait identifier
’6p p avec P, J mais nous ne le ferons pas.

Le temps de P est totalement ordonn6 du pass6 vers 1’avenir et poss6de une structure affine
de dimension 1, J d6duite de celle des abcisses curvilignes sur P. L’espace vectoriel associe 
dont les 616ments sont appel6s durges par rapport 6 P, peut être identifi6 a R en prenant une base
(unite de durée) ; nous supposerons que cela est fait une fois pour toutes de telle sorte que la du-
ree de A G P i1 B G P soit 1’abcisse curviligne de B mesur6e sur P a partir de A et compt6e po-
sitivement vers 1’avenir (la célérité de la lumi6re est alors 6gale a 1).

II - REFERENTIELS GALILEENS -

1/ On peut chercher a constituer un référentiel R par une partition de 1’univers ’U en parti-
cules, et a caractériser un evenement A par la particule P du référentiel 6z qui passe par A ainsi
que par 1’ instant t de A par rapport a P.

Mais si on a deux 6v6nements, appartenant a des particules de 8 différentes, la duree de 1’un
a 1’autre ne sera pas en général la même suivant que 1’on se rapporte a une particule ou à une
autre, et il faudra, par exemple, 61ire une particule de référence dans 6z dont le temps sera le
temps "16gal" dans 6Z.

2/ Il y a cependant un cas simple ou cette question ne se pose pas, les dur6es 6tant ind6-

pendantes de la particule origine choisie, c’est quand le référentiel est form6 de droites (de temps)

(1) Nous emploierons ce mot pour 6viter l’ambigüité qui existe avec le mot c6ne entre la surface et le "volume".
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paralleles ; on dit alors que le référentiel est c’est ce cas que nous supposerons dore-

navant.

Toutes les particules d’un referentiel galil6en 6Z ont donc le même cap, soit U, qui deter-
mine enti6rement le r£f£rentiel.

Soit la particule P E 6Z, J (voir figure 1 ), pour tout A E U posons :

,/ et ·

on a alors :

/1 Comme A" - A’ est parall6le a U, on voit que M est la projection orthogo-
P 

gonale de A sur P, J et que par suite les instants de %p p sont des hyperplans or-
thogonaux a P, J donc a toutes les particules de 8 . La famile des hyperplans affines orthogonaux à
U est le temps commun a toutes les particules de 8, on 1’appelle le temps du référentiel gal iléen
CRJ et on le d6signe par 

Alors la duree de A a B est 6gale a U(B-A), elle ne depend donc que du vecteur B-A et 1’on
peut parler de la duree d’un vecteur en temps de JU .

Les vecteurs de duree nulle dans 8 forment 1’hyperplan de orthogonal a U que nous ap-
pellerons 1’etendue de CR. crest donc un sous-espace vectoriel de dimension 3 de oil la forme

quadratique induite par celle de AU est d6finie n6gative. Cette 6tendue de R peut etre identifi6e
par un isomorphisme canonique à 1’espace vectoriel 0394R associé au r6f6rentiel 8 muni de la struc-
ture affine d6duite de celle de ce que nous ferons. Il faudra seulement prendre garde que le
produit scalaire g6om6trique habituel de deux vecteurs V et W deA 8 aura pour valeur ici (-V. W)
a cause de la signature de 1’univers.

Soient P et Q deux particules de 8 et soit 0 un instant de ’XD (R, hyperplan orthogonal à P et
Q qu’il coupe en A et B respectivement ; le vecteur B-A est bien indépendant de 0 et 1’on pose
Q - P = B - A..

Si maintenant A et B sont deux 6v6nements quelconques et si P et Q sont les positions res-
pectives de A et B dans 8, U, U 6tant le projecteur orthogonal sur U et [I-UU] le projecteur or-
thogonal sur 0394R, le vecteur Q - P = [I-U. U] (B - A) est la position (ou étendue) du vecteur B - A
dans A8.

Un vecteur quelconque V est enti6rement determine par :

par rapport a u; référentiel galil6en donn6 6Z de cap U ; on a d’ailleurs :

On appellera distance par rapport a (R de A a B le nombre positif ou nul

qui mesure la distance de la position P de A dans (R a la position Q de B dans
__ 

8. Si 1’on ose V = B - A et W = Q - P, la distance de A a B est donc 6gale a
= 

On appellera trajectoire par rapport à R d’une particule P, 1’ensemble de ses positions dans
R.

Soient deux r6f6rentiels galil6ens R1 et (R2 de caps respectifs U, et U2, les trajectoires par
rapport a R1 des particules de R2 sont des droites parallbles a [I-Ul. U-11. U2. Pour que les trajec-
toires par rapport a 81 de deux particules P et Q de cR2 soient confondues il faut et suffit que P-Q
soit parallèle a [ I-U2. U2] . Ul, on dira alors du couple (P, Q), ou d’une droite affine de CR.2 de même
direction, que sa position par rapport a OZ, ~lisse sur (voir figure 3).

3/ Etant donn6e une particule P et un 6v6nement A E P,, on appelle référentiel 
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A a P le référentiel galil6en O dont le cap U est 6gal a celui de P en A.

On démontre que les temps de CR et de P coincident (au ler ordre) au

voisinage de A, c’est-a-dire que si B est un 6v6nement de ‘1.l voisin de A, la
duree t de A est un infiniment petit équivalent a U(B-A). On peut encore
écrire ceci dt = U(dA). On peut ainsi dans un référentiel non-galil6en definir

un rep6rage local pour des 6v6nements voisins.

III - MOUVEMENT PAR RAPPORT A UN REFERENTIEL GALILEEN -

1/ La vitesse d’une particule par rapport a un référentiel se definite J
comme en m6canique classique, a partir de la notion d’element coincidant, J

mais elle se pr6sente plus simplement ici puisque nous nous limitons au cas des référentiels ga-
lil6ens.

Soit donc 8 un référentiel galil6en de cap U, et P une particule quelconque dont le cap au

point A est Up = dpA , vecteur unitaire d’avenir comme U.
dp s

Soient A et A’ deux évènements de P, et M et M’ les positions respectives
de A et A’ par rapport a UZ, c’est-a-dire les deux particules de O qui coincident
avec P en A et A’ (figure 4).

Le déplacement de A a A’ par rapport a 8 est le vecteur de A O :

la duree de A a A’ en temps de J? est le scalaire U(A’ - A), et la vitesses par

rapport a 8 de l a P au poin t A est par definition :

On voit que c’est un vecteur de asl C et qu’il ne depend que de 6Z et du référentiel galil6en
tangent en A a P caracterise par Up.

2/ Pour donner une expression plus symetrique aux formules que nous allons 6crire, nous

supposerons donc maintenant que nous avons deux referentiels galil6ens et G, de caps respec-
tifs Ul et U2.

On peut parler de la vitesse de (JZ2 par rapport a R1 puisque toutes les particules de 6Z2 ont
même cap en tous points, donc meme vitesse par rapport a La vitesse de ClZ2 par rapport a

sera le vecteur de 

R6ciproquement on a :

Les vecteurs V12 et V21 ne sont pas oppos6s comme on le dit parfois, ni meme colin6aires, cepen-
dant les quatre vecteurs U1, U2, V12, V21 sont dans un même plan d’Univers ou les deux reperes

orthogonaux (U 1, Vi) et (U2, V12) sont de sens opposes, suivant la disposition
dont la figure 5 ci-contre peut donner une idee, et les modules de V21 et Vi sont
les memes, car :

Soit v ce module commun (c’est aussi ce que d’autres notent ~, puisqu’ici
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et puisque &#x3E; 0 :

Il s’ensuit que v  1 et que Ul- U2 &#x3E; 1 si U2 f Ul.
De ces formules on peut tirer encore :

puis :

qui montrent par exemple que si 1’on se donne arbitrairement un vecteur unitaire d’avenir U1 et

un vecteur V2, orthogonal a U1 et de module v  1, U2 est bien déterminé, et c’ est un vecteur
unitaire d’avenir. On voit donc qu’un référentiel galil6en CR2 est parfaitement déterminé par son
vecteur vitesse par rapport a un autre référentiel galil6en donn6.

Enfin on peut r6soudre en U, et U2 ce qui donne :

Toutes ces formules sont essentielles dans les applications comme on va le voir sur quel-
ques exemples.

3/ Donnons rapidement, auparavant, la définition et le calcul de 1’acceleration d’une particule
P par rapport a un référentiel galil6en 8 de cap U.

Tout d’abord nous appellerons acceleration absolue de la particule P en A E P le vecteur :

en notant Up et UP les caps de P en A et A’ respectivement ; on remarque que, comme Up. 1 ,

Soient Vp et Vl les vitesses, par rapport a 8, de P en A et A’ respectivement ; on appelle
accglgration par rapport 6 8 de P en A le vecteur :

En differentiant la relation on obtient :
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Comme U(dpA) = fJ-. Up. fJ-p. dpA on a par suite :

L’accélération par rapport a R est donc la projection sur J parall6lement i1 Up, du vecteur :

On remarque que ce vecteur n’est pas indépendant du référentiel galil6en CfZ, alors qu’il 1,6tait
en M6canique Classique.

IV - DUREES, DISTANCES ET VOLUMES PROPRES ET RELATIFS -

La question est, on le sait, la suivante. Etant donn6 un référentiel galil6en R1 de cap U1, a

quoi vont correspondre, dans un autre référentiel galil6en CR2J de cap U2, la duree propre sur une

particule de CR 1 et la distance propre entre deux particules de 

1/ Soit Pl une particule de R1 les evenements A et A’ de P1 sont séparés par la duree propre
(c’est-a-dire en temps de R1 lui-même) tl= UI(A’ - A). Comme PI E [ I-Ul. Ull I (A’ -A) = 0 et

A’ - A = Ul. tl. Dans OZ2 par contre, ils seront s6par6s par la durée :

of v est le module de la vitesse de (R 1 par rapport à (R2. On voit que t2 &#x3E; t , I
c’est-a-dire que la dur6e propre est toujours plus courte que la dur6e corres-

pondante mesur6e dans un autre r6f6rentiel. C’est Ie phenomene appel6 dilatation
des duréesl of ralentissement des horl o~es avec l e mouvement (relatif). Il est clair

qu’une dur6e propre dans (R 2 est de meme plus courte que la dur6e correspon-
dante par rapport a 81.

Dans le cas de deux particules quelconques PI et P2 cdincidant en A, la con-
sid6ration des r6f6rentiels galil6ens tangents permet d’ecrire la relation différentielle: 

2/ Soient Pi et Q 1 deux particules de 6Z,. Une r6gle d’extremites P, et Q est fixe dans ~1 et
sa longueur est la distance propre de P, a Ql. Cherchons sa longueur par rapport a un autre r6-
férentiel R2; la règle y est mobile c’ est-à-dire que ses extrémités c01ncident successivement avec
diverses particules Un instant donne 0 du temps de 6Z2, coupe P, en A E P2 E R2 et Q, en
B E Q2 E c’ est-a-dire que P2 et Q 2 sont les positions dans (R2 des extrémités de la règle en
un même instant 0 par rapport a CR 2 (figure 7).

et :

puisque U2 (B - A) = 0.

Posons :

on a donc :

D’ ou :
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Transformons cette dernière expression par les formules (8) (9) et (10). On a d’abord :

puis :

enfin :

On remarque que :

II21= V2 "B7;1 . V21 est Ie projecteur orthogonal sur la direction de V , (17)

1 _

et par suite que I - II21 = I + 2 V21. V21 est Ie projecteur orthogonal sur 1’hyperplan orthogonal a
v

V21. Le premier vecteur de la somme, soit [ I - est donc orthogonal a V2l mais au ssi,
comme W1, a Ul, donc au plan qui contient ensemble les vecteurs Ul, U2, V2l et V12 ; par suite

-

le premier vecteur est orthogonal au second 1 v2V12.V21.W1.~1-v2, colinéaire a 

Sil’on decompose d’une part W~ en Wi = J parallèle a et Wl’ =[ I - n2i].Wi, ortho-

gonal a V21J d’autre part :

la formule précédente montre que :

d’ou, puisque W ~ est orthogonal a V12 :

ce qui donne :

C’est ce qui fait dire qu’il y a conservation des longueurs dans les directions orthogonales a la
direction du mouvement, mais contraction des longueurs dans la direction du mouvement.

Evidemment, la distance propre de deux particules de CR2 est de m~me, par rapport a ~.1,
contractee dans la direction du mouvement.

3 / Un volume fixe dans le référentiel (Kl est donc r6duit par rapport par le facteur
mais en raison de la dilatation inverse des dur6es, on pourra d6finir un hypervolume d’u-

nivers invariant.
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V - CHANGEMENT DE REFERENTIEL GALILEEN -

Le probl6me est ici de trouver la relation entre les couples (instant, position) d’un evene-
ment quelconque A dans deux referentiels galileens R1 et cR2 de caps U1 et U2 respectivement.

Notons P~, J P2 les positions, et e 1 J e 2 les instants de A dans 6Z, et (R2 (fi-
gure 8).

Prenons comme origine un 6v6nement 0 dont les positions dans (R 1 et (R2
seront not6es 01 et 02 et les instants ol et 02 (si 1’on prend dans chaque r6f6-

rentiel des 6v6nements origines distincts, les formules sont modifi6es en cons6-

quence).

Nous poserons donc :

Alors A - 0 = Wi = U2t 2 + W2J avec Ui. Wl = 0 = U2. W2 , on en tire

d’une part (A - 0). (A - 0) = = t2 - ~ W2~2, J d’autre part t2 = U(Uit i + Wi) =
U2Uiti+ U2. Wi soit :

en appliquant les formules 7, J 8 et 9.

Puis W2 =[I-U2.U2](Uiti+Wi), d’ ou, avec les formules 6 et 8 :

On transforme cette derniere formule en remarquant d’abord que d’apr6s (9) :

qui, avec (10) donne :

d’où:

Sur cette expression on voit que les vecteurs Wi, W2, V21, V12 sont dans le mcme hyperplan (qui
n’est pas d’6tendue ! ). En regroupant les termes, on arrive enfin a la formule importante :

Ici encore on remarque que W2 est la somme de deux vecteurs orthogonaux et que si 1’on

decompose W1 en Wl = TI21. W2’ parallble à V , et Wi = I - orthogonal ; W2 en W2 = TIl2. W2, J
parall6le a V12, et Wj’ =[1 - II12]W2 orthogonal, on obtient les relations :
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qui conduisent naturellement a la transformation sp6ciale de Lorentz quand on prend des reperes
d’etendue orthonorm6s sp6cialement adaptés au mouvement relatif consid6r6, a savoir dans le plan
commun vecteurs de base j, k unitaires et orthogonaux et pour compléter dans
L1 un vecteur unitaire i1 orthogonal A j et k et dans 6rR2 un vecteur unitaire i2 orthogonal 6L j et

k, et tels que les rep6res (il, j, k) et (i2, j, k) soient d’orientations cinématiquement semblables , J
c’est-a-dire que les reperes d’Univers (Ul, I» j, k) et (U2, ’2, j, k) soient de mome orientation.
Ceci entreine d’une part que il et i2 doivent etre dans le plan de U1 et U2, sous-espace orthogonal
au plan j et k, et que il E 6 R1 est parallèle à V2l tandis que R2 est parallèle à V12 ; comme

i1 et i2 sont unitaires cela donne i 1 = ± V21 V et i2 = ± V12 V D’autre part la similitude d’orienta-

tion exige que le de la matrice de passage de (Ul, il, j, k) a (U2, i2l j, k)
soit positif c’est-a-dire que 11. i2  0 ;

C’est ceci qui incite a dire que les vitesses de 6Z, par rapport a R2 et de (K2 par rapport a Rl
sont opposdes, mais cela ne peut s’entendre que des mesures des vitesses dans deux rep6res spe-
ciaux ; ceux-ci sont d’ailleurs le plus souvent considérés ou dessin6s comrne "parall6les" ce qui
peut être dangereux, car math6matiquement il n’en est rien si R1 et OZ,2sont distincts. Si 1’on pose
donc :

les formules (21) et (25) donnent les formules classiques :

Evidemment, s’il y a plus d’un mouvement relatif a considérer en mtme temps, 1’adaptation
pr6c6dente des rep6res ne peut plus 6tre assur6e en général pour des mouvements quelconques.
Mais les formules (21) et (25) permettent, elles, d’obtenir directement les formules de la trans-

formation de Lorentz la plus générale avec des reperes d’6tendue quelconques, orthonorm6s ou non.

Remarquons que les résultats sur la dilatation des dur6es et la contraction des longueurs au-
raient pu aussi etre obtenus a partir de ces formules (21) et (25).

Signalons enfin que les deux relations fondamentales précédentes peuvent se mettre sous forme
d’une seule relation matricielle :

ou encore, avec les caps, une forme plus simple, mais moins directement utilisable :

Il faut prendre garde que les deux matrices carr6s ne sont cependant pas 6gales.

N, B. Les expressions inverses de t, et W, en fonction de t2 et W2 s’obtiennent en 6changeant les
indices 1 et 2 dans toutes les formules précédentes, puisque 1’on a conserv6 partout des notations
symétriques.

VI - COMPOSITION DES MOUVEMENTS -

Le probl6me est le suivant : connaissant Ie mouvement d’une particule P par rapport a un

référentiel R1 et le mouvement de par rapport a un référentiel CR2J calculer le mouvement de P

par rapport a (K2’
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1/ Comme nous ne nous occupons que des r6f6rentiels galil6ens, le mouvement de 81 par
rapport a (R 2 sera d6fini par les vitesses V12 et V2l ; nous allons donc chercher, en fonction de
ces derni6res, la relation entre les vitesses de P par rapport a R1 et R2.

Nous pouvons utiliser pour cela les formules de (Y), dont nous adopterons les notations. Soient

donc 0 et A deux points de P, Uo le cap de P en 0, et soient :

les vitesses de P en 0 par rapport a et (R 2 respectivement.

De la formule (24) nous tirons :

Mais la formule (21 ) nous donne :

d’ ou o o

C’est la formule générale de composition des vitesses, formule g6om6trique évidemment ind6pen-
dante de tout rep6re de coordonn6es.

Elle montre que Vo2 est dans le sous-espace engendr6 par VI 21 V2,, J et (qui contient aussi
Ull U2 et Uo) et qui est en g6n6ral un hyperplan ; de plus elle exprime Vo2 comme somme de deux
vecteurs l’un colin6aire à Vl 2et l’autre orthogonal au précédent et aussi à V21.

Du carr6 scalaire de V02 on tire, d’une part le carr6 de la longueur de soit :

et d’autre part :

En calculant Vl2. V02 et v;.2’ V., et en 61iminant ce dernier terme entre les deux relations on

obtient :

qui peut s’écrire encore:

De (32) et (33) on tire:

2/ Dans Ie cas particulier of Vol est colin£aire a V2l (c’est-a-dire quand g, Ul et U2 sont

dans un m@me plan) la formule générale de composition se réduit évidemment a :
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qui montre que de son côté Vo 2 est colinéaire a V12. Suivant les signes des produits scalaires
Val et V12. qui ne peuvent être tous deux positifs d’après (34), il y a trois cas de figures.

Si 1’on pose V01 = V1 V V21 et V02=V2 V V12 où V1 et V2 sont des nombres relatifs, les formules

32 ou 34 donnent alors V2 
= V-V1 1-VV1 ou encore V = V1+V2 1+V1V2 qui montre que les vitesses V1 et V2 jouent

des rôle symétriques.

Habituellement la relation ne se présente pas sous cette forme car on prend, comme pour
la transformation spéciale de Lorentz des reperes orthonormés tels que jl = j2, kl = k2 et que les
orientations soient cinématiquement semblables, ce qui entraine § i 0. Cette fois par contre on

pose ensuite V12 = i2 v12 d’ou V21 = - ii v12 et seulement I V121 ] = v ; dans ces conditions, en posant :

on obtient la relation :

dite formule de composition des vitesses paralleles.

On peut d’autre part, en suivant les mêmes méthodes, relier les accelerations de P par

rapport a et 
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ANNEXE

PRECISIONS SUR LES TERMES MATHEMATIQUES ET NOTATIONS UTILISES -

(Pour la plupart, ce sont ceux de J. M. Souriau, reference [8]).

Nous appelons opérateur un graphe fonctionnel ; un opérateur A vérifie donc :

1’ensemble E est noté 1’image de E par A est notée val(A). En somme on retombe sur cette
notion si 1’on convient d’identifier une application de E sur F et 1’application correspondante de E
dans F’ D F. Nous réservons en principe la parenthèse ronde pour la notation fonctionnelle et celle

des couples et n-uplets. L’opérateur identique sur 1’ensemble E est note IE,
Nous disons que 1’operateur A est double, ou multiple d’ordre 2, si A(x) est un opérateur;

il sera de plus multiple d’ordre n si A(x) est un opérateur multiple d’ordre n - 1 ; [A(x)](y) est noté
A(x) (y).

L’opérateur compose ou produi t de A et B, note A, B, est tel que [ A, B] (x) = A ( B (x)) pour
tout x pour lequel Ie second membre existe ; s’il n’existe jamais on a : A.B = graphe vide ou
opérateur impuissant n val(B) = C~).

L’opérateur A est renter si [ A(x) = A(y)] ~ x = y], A-1 désigne alors 1’operateur inverse;
on a : A’1 A - J "

L’espace vectoriel associé a un espace affine E est note AE et appelé direction de E.

Le vecteur (libre) associé au couple (P, Q) est noté Q - P.

L’opérateur linéaire sur AE associe a 1’operateur (linéaire) affine A sur E est note A ; il est
tel que ik(Q-P) = A(Q) - A(P), quel que soit (P, Q) E E2.

Le produit d’un vecteur V par un scalaire s E K est note sV.

Le contravecteur y associé au vecteur V est 1’operateur linéaire sur K tel que y(s) = sV quel
que soit s ; il est identifié a V quand ce dernier n’est pas déjà un opérateur, ce qui sera le cas

ici. 
,

Un covecteur C d’un espace vectoriel F est une forme linéaire sur F ; alors C. V = C(V) est
un scalaire mais V. C est un opérateur, endomorphisme de F appelé parfois dyade.

Si C. V = 0 ; 1’operateur II= V · 1 C.V. C, noté aussi V.C C.V’ est un endomorphisme idempotent

( II2 = II) que nous appelons pro jecteur sur la direction de V parall element au noyau de C (hyperplan
de F). L’opérateur IF- II est le projecteur supplémentaire, sur le noyau de C parallèlement à V.

Un repéreur S d’un espace vectoriel F de dimension finie n est un opérateur linéaire régulier
qui applique K" sur F. On utilise la notation matricielle S = I Vi V2... VJ ] of V1J." J V~ sont les

vecteurs (ou plutôt, contravecteurs) de base, images de (1,0,...0),...,(0,...0,1) par S. L’inverse
d’un repéreur S est un corepereur :

of 1 C, ... , n C sont les covecteurs de base (formes linéaires coordonnées de la base).

Un espace vectoriel F de dimension finie n est dit jauêé si on a choisi une unite, notée volp,
parmi tous les opérateurs n-linéaires et alternés définis sur F a n-valeur scalaire (qui forment
un espace de dimension 1 ). L’operateur A qui applique F jaugé dans F’ de même dimension, jauge,
étant linéaire on a :
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quel que soient les vecteurs l§ , ... Vn. ·

Dans un espace euclidien (proprement ou non) Ie tenseur de produit scalaire, sera l’opé-
rateur double g bilinéaire, symétrique et régulier tel que g(V)(W) soit Ie produit scalaire de V
et W.

Nous appelons transpose d’un opérateur linéaire A qui applique F dans F’ J et nous notons A

1’operateur linéaire qui applique F’ dans F et tel que = 

gF (V)(A(W)) quels que soient
V EF et W E F’. 

Si V est un vecteur, assimile au contravecteur associé, V est un covecteur, si S est un repé-
reur, S est un corepéreur et S-1 un repéreur dit supplémentaire de S.

On a encore g(V)(W) = V. W = W. V et ces dernières formes sont plus commodes, parce que

produits d’operateurs donc associatives.

Nous appelons modu l e du vecteur V et nous notons Ivl Ie nombre positif ou nul ·

Si un vecteur V n’est pas isotrope, II =  V.V V.V est le projecteur orthogonal sur la direction de

V, et IF - II est Ie projecteur orthogonal sur l’hyperplan orthogonal a V.

Nous appelons uni taire (on dit aussi orthogonal) tout opérateur A tel que A. A 

Nota : On pourra lire une "Introduction (élémentaire) a la geometric Pseudo-Euclidienne de la Rela -
tivité Restreinte" par J. CHASTENET de GERY, dans Ie n° 238 du Bulletin de 1’Association des

Professeurs de Mathématiques. (Février 1964).
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