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BARYCENTRES DE MATRICES IDEMPOTENTES STOCHASTIOUES

Gérard LETAC, Université Paul-Sabatier, Toulouse

Sommaire : Si T est dénombrable et totalement ordonné, soient (PY]YG? T

des matrices stochasfioues sur un ensemble dénombrable E telles que

= P_quand Y' £ v solent (p ) des nombres positifs tels que

P_P

Yy vy Y YvyerT
2 Py = 1. Cette note donne les conditions nécessaires et suffisantes pour
yerT :

gue la chaine de Markov sur E gouvernée par z pY PY soit récurrente-positive,
Y
récurrente nulle ou transiente.

1 - Introduction.

Soit Gn le groupe de permutations g de {1, 2, 3,...} telles ocue g(k) = Kk

[}
pour tout k > n. On pose G = {J G_, et on définit sur G la mesure de

probabilité U, par

1
Un ({c}) = -—T‘%Gn(dl

de nombres positifs tels cue z p, = 1, et

Considérons alors une suite (pn]:=
n=1

1

la mesure de probabilité U sur G définie per :

Nous voudrions savoir, en termes des Pn’ auand la promenade aléatoire sur G

gouvernée par U est récurrente ou transiente. En d'autres termes, nous consi-

dérons sur G des variables aléatoires 01. 02,.... on,... indépendantes et

& valeurs dans G définie par

de méme loi U, et la chaine de Markov [En):;n

ED = identité et €n+1 =g En. Notre probléeme est de décider si cette chalne

n+1

(irréductible et apériodigque) est transiente ou non (elle ne peut &tre récurrente
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positive, car il s'agit d'une promenade aléatoire apériodicque sur un groupe

infini). Nous verrons que la condition nécessaire et suffisante de transience est :

(o]
2 I +1 + ) <
n=1 nt (p,q Pso .

. La méthode de démonstration pourrait s'adapter sans difficulté au cadre

(e o]
suivant : prenons une suite croissante de groupes finis [Gn]n=1 avec leurs

mesures de Haar un et étudions la transience de la mesure | = Z pn un sur

© n

U Gn' Cependant, avec un peu plusude travail, nous allons sauter des
n=1 .

promegnades aléatoires aux chaines de Markov.
D'abord, nous fixons un ensemhble T totalement ordonné et dénombrable
(les entiers positifs dans notre exemple initial) au'on peut, si on veut,

identifier & une partie dénombrable des réels. Une fonctioh sur T sera appelée

une suite.
Ensuite, nous considérons une suite (PY]Y cT de matrices stochastiques
sur un méme espace d'états E, fini ou dénombrable. On pose :

P = [DY(i' j)]i

Y ,JE E

Rappelons que "P_ ost une matrice stochastinque” signifie que pY(i, jl >0

v
pour tous i et j et que Z p. (i, j) = 1 pour tout i.
JEE
On fait enfin 1'hypothése fondamentale : PY PY, = PY pour tous (y, y') dans

P2 tels que Y'< Y.
Notons en passant que cela généralise le fait aque Wy X L T quand

m< n dans notre exemple initial (x est la convolution des mesures).

Considérons aussi une suite de nombres (p.)

tels que > 0 pour tout
yyerl Py 7P

Y de T et que z

DY = 1, ainsi que la matrice stochastique sur E définie par
vyeTl
P= ) p,P
yeT Y Y

(la convergence de cette série est la convergence simple sur E x E).
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Le but de cette note est de classer les états d'une chaine de Markov sur E
ayant P pour matrice de transition en états récurrents-positifs, récurrents-nuls
ou transients. Chemin faisant, nous calculerons explicitement la fonction de
Green en cas de transience. Mails auparavant, nous devons caractériser les suites
(P T satisfaisant & 1'hypothése fondamentale.

Y YE

2) Caractérisation des suites (PY)Yff r

Adoptons les notations suivantes : si 2. est une partition de E, on note fa.[i]
1'élément de Ql(qui est une partie de E) qui contient le point i de E. On note
1nvy mod Losi (1) = L(§). Enfin, si (2 y)y ¢ T st une suite de

partitions de E telle que Y 2 ¥' entraine que Sly est plus grossiére que LIY s

alors la suite de parties de E [JQ.Y(i))Y est croissante. La famille des

€T

parties de E de la forme 211 = L)ElY[i] consitue alors une partition de E

Y
qu'on notera \CL = A fly.

Y

Théoréme 1 : Soit (Pykyel,une suite de matrices stochastiques sur E telle rue

PY Py' = PY pour tous Y et y' tels que vy > v'. Alors il existe
i) Une suite (ﬁlleE,r de partitions de E telle que Y > ¥' entraine que
SLY est plus grossieére aue Qﬁ, ’

ii) Des nombres strictement positifs (i), avec 1 € E tels cue

ncO.YmJ = ) T(k) < ® gt que
keQY[i)

pY(i. j) = m() / ﬂ[QY(i]] si iV j mod ClY ,

pY(i. j) =0 sinon

De plus, le.sQ,Y sont unigues et ['Ir(i])i €E est uninque & une constante

multiplicative preés sur chague composante de{? CLY'



“(A)
¥

-54-
Démonstration

Puisque P_ = P2 pour tout Y , on peut écrire :

Yy 'y

k
P = 1im P_ .
YOOy

Si on congidére sur E une chaine de Markov ‘ayant pour matrice de transition

PY (appelons-la la chaine Y), on déduit de la premiére égalité que chaque état

est apériodique (mais la chalne Y n'est pas nécessairement irréductible), et
on déduit de la deuxiZme que chaque état est récurrent-positif (on utilise
ici la théorie classique des chalnes, telle qu’elle est exposfe dans le livre
de W. Feller [3]). Désignons parfly 1'ensemble des classes de la chaine Y.

De la deuxieme inégalité, de nouveau, on déduit qu'il existe pour chaque

(A)

¥ [illiéfE telle que :

glément A de D.Y une suite (7

pY(i, J) = H[A)(i] si i et j sont dans A,

Y
avec : ﬂéﬁlfi] =0 si 1 # A
et ) nM gy =,

ien Y

Naturellement pY(i. j) =0sii%j mod Czy.
Utilisons maintenant P_ P_, = F 1y <Ly
aintenan v Py Y sl Y' &y
Cela s'écrit encore :

E pY(i. k) py,[k, j) = thi, )

De cette derniére égalité, on déduit que toute classe B de Cly, est contenue

dans quelque classe A de CZY et que si J €B CA :

(8 (A) (A)

T U (K) = ow

y @ keZB y (K= m

Supposons que B = A et que Y' < y. Comme Z w;A](ki = 1, on a donc
KEA

(A)

(j)=wy, (j) pour tout j. Ceci montre que ﬂiA) ne dépend que de A, non de Y.

Soit maintenant A une composante de la partition CZ!/Q\CIY , et fixons

1, dans A. S1 1€ A, 1l existe un v, tel que i " i mod QY sy »vy
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Par conséquent si vy ;Yi le rapport

pY'(i.i]

py(i.i) 5

“P

Y(io.iol

Py, (.1

ne dépend pas de Y mais seulément de i et de io. On le note i m(i), et c'est
défini- pour i dans A. On procéde de méme pour chaque composagie de (et on
pose 7(i) =:i w(i). I1 est clair que m a la propriété indiquée dane 1°’énoncé.
L'unicite de;}LY va de soi puisque les propriétés annoncées de &Y entraine
que éty,ne peut 8tre que la partition en classes de la chaine 7Yy . Quant &
1'unicité de 7 elle s'étudie de la maniére suivente :

Soit A une classe defl.. Si A n'a gu'un point 1°énoncé est trivial. Si A @ au
moins 2 points i et j il existe vy tel que 1 ~ j mod Ciy . Alors supposons que
deux suites (Tr(k))k e

et (ﬂ‘(k))k conviennent. On aurait, en posant :

E & E
s = ) m(k) et s’ = ) 7' (k)
kefa (1) kefr (1)
(?tY LCY
n'i “i T, m, T, T,
—_— —— ——%—= — et donc —L = ~—J-, ce gui montre que
s s s S ﬂj ﬁj

T et ™' sont proportionnelles sur A, et acheve la démonstration.

satisfait & 1l'hypoctheése fondamentale,

Corollaire 1 : Si la suite (PY]Y

el
alors :
P, P =P pour tous (y,y’) de F2 tels que Y'S Y.
Y Y
Corollaire 2 : Si le suite (P&JY,&'F satisfait & 1'hypothése fondamentale.

alors la suite [pY(i,i]] est décroissante.

yeTl
Remarque : Dans 1'exemple de 1l'introduction, on @ T = N, et ce qui joue le

role de Q{n est formé des translatés dans G du groupe Gn'

3) Mesures stationnaires et récurrence positive.

A partir de maintenant nous considérons que la suite (RY)Yﬁir

1'hypothése fondamentale et nous nous donnons une suite (pyl

satisfait &
Yy ET de nombras

> 0 tels que Z p.= 1. On pose

y ! ;
P = P
” Py Ty
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(convergence simple sur E x E)} st nous considérons une chaine de Markov, ap-
pelée chaine C, ayant E pour ensemble d’étaté et P pouf matrice de transition.
Compte tenu du théoreme 1, il est évident que l'ensemble des classes de la
chaine C est Cl =f\ éiY et gue chaque classe est &périodique.

Si T n'a pas de plus grand élément, le symbole 1lim est clair
‘Y++ o0

Théoreme 2 : T = [ﬂ(i))i EE définie au théoréme 1 est une mesure station-

naire de la chaine C. La classe A est récurrente-positive si et seulement

si ) m(i) < =,
i&A
Démonstration :
I ow) ptig) = § Py ) (i) p (3.3).
JjeE Y iea, () Y
Remarguons que z 7 (1) DY(j,j] = m(j)

1&6Y[3)

d'aprés le théoréme 1. On a donc montré que ¢ est une mesure stationnaire :
le reste est immédiat.

4) classification des états

Théoréme 3 : L'état i est récurrent-positif si et seulement si ou bien T a

un plus grand élément, ou bien lim p_ (i, i) > O.

‘Y—bq»oo
Si lim p.; (i,1i) = 0, 1'état i est transient si et seulement si
Y+ Y
I ' dx
— < © R
° p.
yerta ¥

od T(x) = {y ; pY(i.i) < x}.

Démonstration : Désignons par U, 1'entrée (i,i) de la matrice Pk(avec uo=1].

k=DI1D2).-.l
Introduisons un espace de probabilité auxiliaire sur lequel nous définissons

des variables aléatoires indépendantes X1, XZ,.Q., Xk,... 4 valeurs dans T

et de méme lol d&finie par

P [:Xk =Yl = pY .
On pose aussi Y, = max {X1. Xysones Xk} .
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Toutes les probabilités et espérances que nous écrivons maintenant sont rela-
tives & cet espace de probabilité.
Pour simplifier, nous posons m(y) = py(i.i). Par récurrence sur k, en

utilisant le corollairs 1 du théoreme 1, on peut écrire :

PR 7 pr [YK=Y]PY
yerl
et ceci implique que
u, = Ei(m[Yk}},

Si I' @ un plus grand é&lément Yo’ puisque pY > 0 alors presque-sirement il
0

existe un entier aléatoire ko tel que :

= 3 > .
YK Y, Pour k > Ko

Si T n’a pas de plus grand &lément, puisque p.
h

38

Yk '§T§?+w precque-sirement. Or d'aprés le corollaire 2 du théoréme 1, la

suite (mtyl]Yer est monotone. Donc, par convergence monotone :

> 0 pour tout vy ,

lim u, = m(y_ ) si T a un plus grand élément
keo K o]

= lin  mly) >0 sinon.
"{ > 400

Puisque 1 est récurrert-rozitif si et seulement si 1lim u, > 0, la premiére

k o k

partie est démontrée.
Supposons maintenant us  iawt pas de plus grand élément et que lim  m(y)=0

Alors, . puisque m(Y) ect dérnroissante :

H

Pr [m(y ) > x] =Pr[mX) > x5 mX,) > x5.0e 5 mX) > % .

it

[Pr (mx,) > ] %

Puisque u, = ﬂE(m[Yk)], on a

u = [+ Pr [m[Yk)>dex={)1 Pr E"(X1)>x:lkf3*

® 1 Pr Em(X1] > x] dx
k{ Ug T [, Pr [:m(x1]$ x ]

3

u, < et que la convergence

Puisque i est transient si et seulement si K

k=1

de 1'intégrale est équivalente & celle de



-58-

f 1 dx
0 Pr [mix,) ¢ ]

la preuve est faite.

L'application du théoréme 2 est particulierement simple dans le cas ou T est

tel que tout segment [}. y”] est fini, comme dans lecas ' =Zou T = Nj. car
la convergence de 1'intégrale est celle d'une série. Par exemple, la promenade
aléatoire sur les permutations de IN décrite dans 1'introduction est transien-

te si et seulement si
[2:]

1

<o ,
+III)

n=1 n! (pn+1+ Poe2

5} Calcul de la fonction de Green

Soit i0 AT § mod(ﬁ et supposons que la chaine C soit transiente en 10. Nous

allons calculer la fonction de Green

.7 (K
Gti, 1) = [ p

k=1
ol p(k) (1 , 1) est 1l'entrée (i_, i) de Pk,
0 0

(io.i)

+ 3 - . . 3
On pose T {io. i) = {v i, "~ i mod (ly}

et m (i , i) = sup P (1,1).
o o Y6F+[i0. 1)

+
(Remarquons que T [io, i) n'a pas nécessairement de plus petit élément.

Iln'y a pas d'inconvénient & convenir mo(io. i) si r+(io’ i) = T.

Posons aussi g(x) = I p si Ti(x) ={y:;p, {,1)gx}
YET (x) r

Théoréme 4 :
e [ OO i _ . : i o o
Gi, 1) = [, Foa dx - m_ (i, 1)

Fi(mD[iD.i]

Démonstration : On utilise les variables aléatoires Xk et Yk de la démonstration

du théoréme 3. Alors

(k) . . .
p (10, i) = lE[pY (10., i)).

k
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Cependant :

pY(io. i) pY[i,i? si i.e,QMY(iOJ

= 0 sinon.

Donc :
(k) _
K a] k
1 p, (i,1) > x] dx.
[o Pr Eﬂver"(i A4) 0 Tk -
K o
Introduisons alors la variable aléatoire M, = min p (1,1).
k X
1€ngk n
. + . . s
Alors : {YKE.F (10.1)} {Mk.s m . i)},
et {pY (i,1)} = {mK >x } .
k
(k) - (Mgli_,i) _ 1
Donc p[io' 1) f(J ) Pr [x < Mk] dx ID Pr Emo < Mk] dx

comme Pr [% < Mkj] = (1 - Fi(x))k comme dans la preuve du théoréme 3, on

ogbtient immédiatement par sommation la formule annoncée.

En application de ce théoréme 4, on pourrait montrer que si T = F% et si

les 6léments de E}Y sont finis pour tout 7Y (ce qui est le cas de 1l'exemple
de 1l'introduction) la frontiére de Martin [?]de la chaine C correspondante ne
comprend qu'un point. 11 est probable que la frontiére de Martin est liée aux
points d'accumulaticn de TI' . J'espére raevenir sur ce point dans une autre

publication.

6) Une remarque d'ordre combinatoire

-

Revenons & 1'exemple de 1'introduction de la promenade aléatoire sur les permu-
tations de FU. Nous allons faire une remarque dans ce cas qui serait facilement
généralisable a une suite croissante de groupes finis.

Si 0€ 6 wun pose k(0) = sup {k ; o(k) # k} , en convenant que k(e) = 0 od

e est la permutation identique. La probabilité u = Z P, un sur G peut &tre
n

caractérisée comme une probabilité sur G telle que u({o}) ne dépende que

k{0) seul, c'est a dire que
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p{o}) = Iy °

P p
ou qk = --—-'-‘- + .—l}:-l—- +yas
k! (k+1)1

8i on reprend la méthode des paragraphes 4 et 5, on obtient la fonction géné-

ratrice de la suite uxn ({e}) (ot x indique la convolution dans G)
Z[p1+- -o"'p ]

o n %" i 1 1 k
L2 w teh=1e ] G o)
n=o0 =1 1—z(p1+-..+pkl

k
w Z 1 31 (ay-ay,,)
J=1 ' (%)

k
k=1
1-2 ) 31 (q,-q,,,)
521 3
Si on introduit ensuite le semi-groupe S des mots non abéliens oonstruits sur ©
et 1'algebre réelle AS construite sur S, ainsi que 1l’algébre F des séries

formelles 3 coefficients réels et & une infinité de variables commutatives

01. Qz.... Qn. +«., alors on peut considérer 1'homomorphisque h : A_ + F tel

S
que -
h(o) % (0)
Soit Sn 1'ensemble des éléments de S de la forme (Gn. Oqroree 011 tels que
0,020,402 00, =¢ (composition au sens de G). On désigne par y, la somme

des éléments de Sn dans 1'algebre AS.
Alors le coefficient de z" dans (x), en remplagant q, Per Qk' donne la valeur

de h(Un).



-51-
BIBLIOGRAPHIE

P L L L R R X

Eﬂ W. FELLER : "An introduction to probability theory and its applications”

Tome 1,3&me édition (1967) Wilsy

[2] J.KEMENY J.SNELL and A. KNAPP : "Denumbrable Merkov chains®

{1967), Van Ncatrand,New-York.



