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FRACTIONS RATIONNELLES A VALEURS ENTIERES

P. J. CAHEN

Université de Tunis

RESUME : Soit A un anneau intégre de corps des fractions K.

On dit qu’une fraction rationnelle, a coefficients dans K, est a valeurs entiéres si elle prend ses
valeurs dans A. On veut généraliser une étude antérieure [(3)] faite dans le cas d’un anneau de
valuation discréte de corps résiduel fini.

Ici A est un anneau de valuation discréte quelconque et on étudie les fractions rationnelles qui
prennent des valeurs entiéres sur une partie arbitraire S de K. Elles forment un anneau, qu’on note
R(S), et on veut déterminer son spectre.

On montre d’abord que R(S) est un localisé de R(K). On étudie d’abord les idéaux premiers
au-dessus de I'idéal maximal de A, on montre qu’ils sont maximaux [ § 1]. On peut considérer les
fractions rationnelles de R(K) comme des fonctions continues de K dans A. Mais on peut compléter K
et lui adjoindre un point a Pinfini (de valuation - @ ), K est dense dans ce nouvel espace topologique
K’ et les éléments de R(K) sont encore des fonctions continues de K’ dans A. On met ainsi en évidence
des idéaux maximaux, appelés ponctuels, en bijection avec les points de K’:si o estun point de K,
idéal M~ est I'ensemble desfractions rationnelles dont la valeur en o est de valuation
strictement positive. Quand le corps résiduel de A est fini, le complété de K est localement compact,
donc K’ est compact et il en résulte qu’il n’y a pas d’autres idéaux maximaux dans R(K)

[§ 2et § 31.

Mais quand le corps résiduel de A est infini, R(K) est inclus dans I’anneau de la valuation v*
de K(X) définie sur les polyndmes comme I'infimum des valuations des coefficients. L’ensemble des
fractions rationnelles de valuation v* strictement positive forme dans R(K) un nouvel idéal maximal
Mv* . Si x est un élément de K, z un entier relatif e¢ T une uniformisante dans A, on définit un

automorphisme ¢ deK(X)enposant ¢(f) = f(x + =% X).Par restriction, ¢ estun

automorphisme de R(K). Ainsi ¢ '1(Mv*) est encore un idéal maximal de R(K), deux idéaux ainsi
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obtenus sont identiques si et seulement si Pentier z est le méme et la différence x - y, des éléments de
I.est de valuationaumoinsz | § 4et § 5].

Les localisés de R(K) en ses divers idéaux maximaux sont des anneaux de valuation, valuation
discréte pour cb'l(Mv*), ou pour I'idéal ponctuel M, quand o est transcendant sur K, valuation
de hauteur 2 pour M, quand o est algébrique. R(K) est donc un anneau de Priifer. Les idéaux

premiers de R(K) au-dessus de I'idéal (0) de A sont donc en bijection avec des valuations de K(X) :
précisément la valuation (1/x) adique et les valuations P-adiques quand le polyndme irréductible P

a une racine dans K. Pour terminer, on montre exactement quels idéaux se remontent dans le localisé
R(S). [§6et § 7].

Notations : A un anneau de valuation discréte ; K son corps des fractions ; v la valuation ; T une
uniformisante (donc v(m ) = 1) et k le corps résiduel A/ ; A Kle complété de K, A celuide A. On

considére v comme une valuation de K. On note X la classe d’un élément x de A dansk= A/ A.
IN 'ensemble des entiers naturcls. 7 ’ensemble des entiers relatifs.
§ 1.INTRODUCTION :
Soil S une partie de K. on note R(S) ’anneau des fractions rationnelles a valeurs entiéres sur 5 :
RS = {F € K(X) | f6) € A, Vs € S} .
On note v.f(x) la valuation de f(x), six € K;onaencore R(S)= {f € K(X)l vi(s) 20,Vs ¢ S,
D’abord parmi ces fractions rationnelles, il est intéressant d’examiner les polynémes a valeurs
enticres, soit R(S) N K[X] . On avait fait cette étude pour I'anneau R(A) n K[X] des poly-

nomes d valeurs entieres sur A [ (3) ] . Si A est un anneau de valuation de corps résiduel infini, alors
R(A) N K[X] est tout simplement ’anneau de polyndomes A [X] [cf. (4) § 4 Exemple 5.

LEMME 1.1. : L’anneau des polynomes a valeurs entiéres sur K n’est formé que des constantes entiéres ;
R(K) n K [X]= A.

Fn effet, un polynéme non constant prend une valeur de valuation négative en tout élément x de
valuation négative, assez grande en valeur absolue.
Par contre, dans tous les cas, R(K) est substantiel, et il est immédiat que R(S) contient R(K).

PROPOSITION 1.2. : Le corps des fractions de R(K) est K(X).
Preuve : Soit { € K(X).Onposefy =f%/ o et gy= f; o alors f) et g sont dans R(K)
etf = f, g'll.
PROPOSITION 1.3. : R(S) est le localisé de R(K) pour la partie multiplicative
Tg={g €RK)| vg(s) =0 Vs € s},
Preuve : Sif € R(K) et vg(s) =0 Vs € S alorsfgl € R(S).

Inversement sif € K(X),on pose gog = T + f2/Tr + £3

sivf(x) 2 0 alorsvgo(x) = 0
et sivf(x) < 0 alorsvgo(x) = -v.i(x) > 0
ainsi gg € R(K). Siméme f € R(S) alors gy € Tg.

Deplus fy =fgy €R(K) done f=fy.gl € T R(K).
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Montrons ’existence de fractions rationnelles qui «séparent» les points.
PROPOSITION 1.4: Soitx € Ketn € Z, ontrouve ¢, et ¥ . dansR(K) telles que
» ¥

V- ¥xn (y) 2 1 sietseulementsi v(y-x) 2 n

V. \yx,n (y) 2 lsietseulementsi v(y-x) < n.

3n-1 3
Preuve : Yy mof ¢+ (X-x)

,

."311-2 + (X N X)g

onaméme v (x,n) =1 quand v(y-x) 2 n.

11 suffit alors de faire ¥ “n - T/

Yx;n

On veut étudier le spectre de R(S), par localisation il suffit de déterminer le spectre de R(K),
toutefois on a souvent intérét a raisonner directement sur R(S). Comme R(S) est une A-algébreily a
d’une part les idéaux premiers qui contiennent T , d’autre part les idéaux premiers d’intersection
nulle avec A.

PROPOSITION 1.5 : Si M est un idéal premier de R(S) contenant 7 alors M est maximal.
Preuve :Si f ¢ M, soit g = f/Tr . 2 Onvoitqueg € R(S)(etmémeg € R(K)).Maisona:

f(l-fg) = £ ™, = g €M
T+ f2
donc (1 -fg) € M et M est maximal car f est inversible modulo M.

On commence 1’étude du spectre par la détermination de ces idéaux maximaux.

§ 2. FONCTIONS CONTINUES :

On peut considérer les fractions ratlonnelles comme des fonctions continues : si € K(X)
on peut considérer que f est A coefficients dans K c’est alors une fonction méromorphe de K dans A.
Sif € R(S), en particulier f n’a pas de poles dans S, ni dans sa fermeture topologique et c’est une
fonction continue 4 valeurs dans A. . .

Il y a lieu d’adjoindre au complété de K un point a I'infini. Si K est localement compact, il
s’agit du procédé de compactification d’Alexandroff [(1) § 10. Théoréme 4] .

En toute généralité on considére deux copies de K recollées dans le complémentaire de 0 par
Phoméomorphisme x -+ 1/x. On note K’ ce nouvel espace topologique, réunion de K et d’un point
a I'infini w , ce point a l'infini a pour systéme fondamental de voisinages

={w} U {x € K| Wx) < -n}. (ou n € N).

K est dense dans K. Si S est une partie de K, on note S la fermeture de S dans K, S’ sa fermeture
dans K.
-Si w n’est pas adhérent a S, alors S =8 (C’est le cas de A).
-Si w estadhérenta S,alors § = Su {w} dans ce cas :

vn € N, 3s € S et v(s) € -n.

Quand w est adhérent a S, on peut prolonger une fonction de R(S) de fagon continue, non

seulement sur S, mais aussi sur $’ : on pose g = f(1/X), g est une fraction rationnelle a valeurs
entiéres sur 1/S (soit I’ensemble des éléments 1/sotts € S). L’élément 0 est adhérent 4 1/S, ce n’est

donc pas un péle de g et on peut faire f(o ) = g(0), qui est dans A par continuité.
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On note (‘.(g’) I’anneau des fonctions continues de $” dans A. On a donc un plongement
naturel :

R(S) c C(S).
PROPOSITION 2.1: Si M est un idéal premier de R(S) contenant 7 , alors M se reléve dans (l(;f’).
Preuve : 1l est immédiat que 7T R(S) ¢ R(S) N = C(é’). Inversement sif ¢ R(S)et
£ €1 (S)alorsvi@s 2 1. Vs € Sdone f; € R(S) etf € = R(S).

Ainsi  7R(S) = R(S) N m (&), on adonc I'inclusion :

R(S) /TT R (S) < C(S’) // T C(éa).
Les idéaux premiers de R(S), contenant m , correspondant aux idéaux premiers de R(S), R(S)’

ils sont tous maximaux et minimaux [ proposition 1.5] et se relévent donc dans C(S) ¢ (;(g»)
[ (2) II. § 2. Proposition 1.6].

On est donc conduit @ examiner les idéaux premiers contenant m de C(S’), c’est-a-dire le

spectre premier de l’annf%au C(§’)/TT (:(gg). On note E(é’) cet anneau. C’est aussi I'anneau des
fonctions continues de S’ dans k muni de la topologie discréte, c’est-a-dire des fonctions localement
constantes de S dans k. Fn effet. si { est un élément de C(é’), la fonction ¢ (f) qui vaut fia)en o
est localement constante et a valeurs dans k ; on définit ainsi un homomorphisme
b (I(é’) - E(é’), surjectif et de noyau C(é’)

LEMME 2.2 : Il'y a bijection entre les idéaux propres de E(g’) et les filtres de (é’) dont une bhase
est formée d’ensembles ouverts et fermés.
Preuve : Si f est une fonction localement constante de S’ dans k on note X¢ I’ensemble des points ou
elle s’annule. Xy est ouvert et fermé.

Si I est un idéal propre, les ensembles Xg , oti f parcourt I, forment une base de filtre (il suffit
= @ ,on pose :

de vérifier que Xy N X, n’est pas vide si f et g sont dans I : en effet, si Xp N X

g g
A =1t sur Xg’ nulle sur le complémentaire de Xgﬁ
W = 1/g sur le complémentaire de Xg,nu]le sur Xg s

alors1 = A f +yug ¢ [, et In’est pasun idéal propre).
Si des ensembles ouverts et fermés forment une base de filtre, I’ensemble des fonctions f
telles que X; est dans le filtre est un idéal propre de C(®).
On vérifie qu’il s’agit d’une bijection entre idéaux et filtres.
LLEMME 2. 3 : Les idéaux premiers de .(‘(9") sont maximaux.
Preuve : Si P est premier, et sif ¢ P,onpose g = 1y 9 sif # 0;g = Osif = 0. Alorsgest
f
localement constanteetf (1 -fg) = 0 € P,doncfg = 1 (modulo P).

Ainsi les idéaux premiers de C(S’) correspondent aux filtres maximaux pour la propriété
d’avoir une base d’ensembles ouverts et fermés.
Parmi ces filtres maximaux sont les filtres ¥, des voisinages d’un point a (ils possédent une base

d’ouverts fermés car S’ est totalement discontinu).
Si le corps résiduel k de A est fini, alors K est localement compact et K’ est son compactifié
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d’Alexandroff [(2). VI §5. Proposition 2]. S’ est aussi compact car fermé dans K ; tout filtre F de
S posséde un point adhérent @ [(1) § 10. Définition 1] :le filtre F;, rencontre donc tous les
ensembles du filtre F, mais si F posséde une base d’ensembles ouverts et fermés, F  est alors plus
fin que F. Dans ce cas les filtres maximaux qui nous intéressent, sont les filtres F; . On retrouve le
résultat classique [(2) II  §4. Exercice 17

PROPOSITION 2.4 : Si S est compact, le spectre de C(3°) est en bijection avec les points de S. X
Si S’ n’est pas compact, il y a d’autres filtres maximaux, d’autres idéaux premiers dans C(S’).
§ 3. IDEAUX PONCTUELS DE R(S) :
Au filtre Fm de S’ correspond I'idéal maximal de E(S") des fonctions nulles sur un voisinage
de o , soit I'idéal des fonctions nulles en o . Puisque E(é’) est le quotient C(é’) /7 C(g’) ,ily

correspond I'idéal des fonctions de C(S’) qui prennent en o une valeur f(o ) dans I'idéal maximal m A.

Comme R(S) est inclus dans C(S’), cet idéal découpe un idéal premier de R(S), contenant 7 donc
maximal [proposition 2. 1] qu’on note M, . On dit que c’est un idéal ponctuel de R(S).

PROPOSITION 3.1. Soit o € S’ ; alors I'idéal ponctuel de R(S)
M= {f e R(S)| vif@@) =21}
ak pour corpsrésiduel. Si o # 8 alors M, # Mg.

Preuve : On a un homomorphisme € :R(S) >~ k telque & (f) = f(a ), son noyau est M, .
insi R(S = k.

ainsi  R( )/Moc ]

Si a # 8 dansS’,maisque o et B sonta distance finie, alors v(a -8 ) = n < =

On trouve x € S, prochede o (soit telque v( a-x) = n + 1) et alors bien sir, v(8 - x) =

La fraction rationnelle élémentaire ¢ [proposition 1.4.] est dans R(K), donc dans R(S),

x,n + 1

mais aussi dans K(X), on a alors

V- @y« 1(e) =1 donc Pxn+1 € Ma

mais V. $yn+ 1(8) =0 donc ¢ 1 €M

X,n + g "
Si maintenant on veut comparer M. etM =~ quand « est adhérent a S, on écrit

explicitement
Mw ={f ¢ RS) | 3Im €Zetvf(s) 2 1sis € Setv(s) < m}
On voit que si x est proche de o dans S (il suffit d’avoir v(x- o ) 2 1) alors
Yx,1 eEM o mais 1 ¢ M,
Remarque : Il n’est fait aucune hypothése sur la cardinalité de k.
COROLLAIRE 3.2. : Soient Sy et Sg deux parties de K, alors R(S7) = R(Sp) si et seulement si
Sj et Sg ont méme fermeture topologique dans K.

Preuve : Soit S la fermeture de S dans K. On a bien sir R(S) © R(S), mais inversement, si f prend

des valeurs entiéres sur S, f prend aussi des valeurs entiéres sur S par continuité. Ainsi R(S) = R(S)
et R(S1) = R(Sg) si Sl = Sz. Réciproquement, supposons que o est adhérent & S| mais non a
Sg , alors I'idéal M, de R(K) ne rencontre pas la partie multiplicative
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TSI = {g € RK) | vgs) =0 vs € Sy}

mais rencontre TS2 , en effet, une boule de centre o de «rayon n» assez petit est d’intersection

vide avec S2 ,six € K est dans cette boule alors € Moc n TS2 [ proposition 1.4 |.

? x.n
Ainsi R(S7) # R(S9) car ce sont les localisés de R(K) pour les parties multiplicatives TSI et T52
[ proposition 1.3.].

Si k est fini, ou si plus généralement S’ est compact (parce que S est fini par exemple) les seuls

filtres maximaux de S’ sont les filtres F . des voisinages des points [(proposition 2.4.] comme

tous les idéaux premiers de R(S) contenant 7 se relévent dans C(S’) on a :

THEOREME 3. 3. : Si S’ est compact, les idéaux premiers de R(S) contenant 7 sont les idéaux M,
en bijection avec les points de S.

Si k n’est pas fini on peut mettre en évidence d’autres idéaux de R(K).
Mettons en évidence un idéal maximal de son localisé R(A) :

La valuation v de K admet un prolongement naturel a K(X), qu’on note v*, défini sur les
polynomes par :
vE(a, + ap X + + ay XM = Inf; {v(a)}.

0

c’est encore une valuation discréte, on note V ’anneau de cette valuation dans K(X). Son corps
résiduel est k(X) [(2) VL. § 10. proposition 2].

LEMME 3. 4.: Si k est de cardinal infini, alors R(A) < V.

Preuve : Sif # 0,on peut écriref =" p/q oun € Z,p/q estirréductible et v¥(p)= v¥*(q) = 0.
On a alors v¥(f) = n. L’image de p dans k[X] n’est pas nulle et n’a qu’un nombre fini de racines.
sia € A esttel que a ne soit pas une de cesracines, alors v.p(a) = 0 tandis que v.q(a) 2 0, donc
vf(a) £ n.Maissif € R(A) alorsf(a) € A,donc v*(f) = n 2 vf(a) 2 0.

Ainsi I'idéal maximal de V a pour intersection dans R(A) (et aussi dans R(K)) un idéal premier
contenant 7 , donc maximal, qu’on note M «.

LEMME 3.5.: Sik est de cardinal infini, alors
My« = {f € RA) | v&(f) 2 1}
est un idéal maximal de R(A) qui n’est pas ponctuel (c’est-a-dire de la forme M, ).

Preuve : Soit o un point de Aeta € A tel quev(a- o ) = 1,alors

2 .
%+ (X-a)?

T+ (X-a)

Pal = vérifie: ¢, € Moc mais V*(‘pa,l) = 0.

Donnons maintenant une autre caractérisation de Uidéal M, :
Sif € R(A),onnote Xy I'ensemble des points a € A ot vf(a) 2 1.C’est aussi Pensemble
des points o1 I'image de f dans C(;&) /n C(A) s’annule. Par définitionf € M~ si et seulement si
a € Xg(oubien Xy € F_ filtre des voisinages de o ).

Sif € R(A)on note X’; I'image de X par la surjection canonique A> A /A =k
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Xyp={x € k| 3a € A telquev.f(a) 2 1 etT = x} .
Par exemplesif € M, alors a € X’f.

LEMME 3.6 : Si k est de cardinal infini, alors f € M« si et seulement si X’; est de complémentaire
fini dans k.

Preuve : Soitf € R(A)etf # 0 (biensir Xy =k)alorson écritf = 'n"'p/q oun 2 0.Sin = 0,
donc f ¢ M, & ,on voit que v.f(a) 2 1 seulement si 37 est racine de la classe de p dans k [X],
ainsi X’g est fini. S n > 1.donc f ¢ My« on voit que v.f(a) 2 1 pourvu que 7 ne soit pas racine

de la classe de q dans k [ X1, ainsi X’f est de complémentaire fini dans k.

Remarque 3. 7 : Sik est de cardinal infini, les idéaux premiers de R(A) contenant 1 se relévent bien
dans C(A)‘mais il n’y a plus bijection ! Les idéaux maximaux de C(A) correspondant toujours a des
filtresde A [ § 2], on va en fabriquer deux ; en considérant deux suites (xp) et (y,) de A, telles que

les classes X/, et'y,, soient toutes distinctes dans k.
OnnoteX, = {x € A | 3nz>r etvx-x,) = 1}

X, est I'union des boules de centre x;,n 2 1, de «rayon 1». Les ensembles X, sont ouverts et

n’
fermés et forment une base de filtre. contenu dans un filtre maximal F par le lemme de Zorn, il y
correspond un idéal maximal M de C(A). De méme on a des ensembles Y, , fabriqués a I’aide de la
suite (y,,), contenus dans un filtre maximal G auquel correspond un idéal maximal N de C(A). Ces
idéaux sont distincts, car les filtres sont distincts, en effet, Xr et Yr sont sans point commun. Mais si
f € My« alors X’ est de complémentaire fini, et on voit que X¢ contient a la fois X et Y, pourr
assez grand. Ainsif € M,etf ¢ N,onadonc:

M« = MN RA) = N n RA).

v
§ 4.FIBRE AUDESSUSDE 1 DFE R(A).

On détermine ici tous les idéaux premiers de R(A) contenant 7. On récupére aussi les idéaux
ponctuels mais il était plus conceptuel d’envisager ceux-ci a I’aide des fonctions continues. On en
déduira, au paragraphe suivant, la fibre au-dessus de = de R(K), donc de R(S), par localisation.

Bien stir cette étude n’est désormais utile que si k est infini.
Sif € R(A), onnote encore X¢ les points a de A tels que v.f(a) 2 1.Pourn 2 1, on note

Pp la surjection canonique : A ~ A, n o+ 0.Sin 2 m,onnotep, , lasurjection
Pom A/ o0 A > Ay qmp = O.tellequepy = py 0 pp- On aun systéme projectif et
A = lim (A ;n Q).

On note X'f1 'image de X; par p, c’est aussi I'image de Xy N A par p,, car A est dense

dans A, ainsi :

XF ={x € A/ n 5 | 3a € A telquevf(a) 2 1etp,(a) = % .

Si M est un idéal de R(A), on note XII:'I Pintersection Xrl\lll = . Q M X}‘ .

Sin 2 m,alors pn’m(X?) = X;n (car pyy = Ppm © Pp)etdone p, oy (XII\III) c X'ﬁ .
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On va montrer que la suite XIIVI ) eeeen Xrl\lll , - Caractérise les idéaux premiers de R(A) contenant m .

LEMME 4.1 : Soit M un idéal premier de R(A) contenant m, alors ou bien X:; = ¢  oubien X;
est réduit & un point.

Preuve : Si Xrl\l/l n’est pas vide, supposons que XKT contienne a la fois p,(a) et p, (b) (ot

a,b ¢ Aetv(a-b) < n).Lesfractions rationnelles élémentaires [proposition 1.4.]

P et ¥ =Y a,n Sont dans R(K) donc dans R(A), et on vérifie facilement que

®an

¢ . Y €1 R(A) ¢ M. Pourtant on voit, par construction, que
pab) ¢ Xg donc ¢4 M et
pp(@ ¢ X§ donc v ¢ M une contradiction !

En particulier, on a :

PROPOSITION 4. 2. Soit M un idéal premier contenant m de R(A) et @ un point de A.Ona

X:‘n = 1{p, (@)} , Yn21 sietseulementsi M = M, .

Preuve : Par définitionde M, ,sif ¢ M, alors o € Xg ,on a donc

XR}I = {pp(®)} , Vn 2 1. Inversement,si M est tel que XR’I ={py(e)} , ¥n = 1,il suffit

de rzontrer que M ¢ M, , car M est maximal. Si donc f € M, il suffit de montrer que v.f( a) = 1.

On raisonne par ’absurde :

Si vf(a)= 0,alorsv.f(a) =0 sia € Aestprochede o ,soittelquev(a- o ) 2 n pourn

assez grand ; mais alors p (o) £ X?.
LEMME 4. 3. Soit M un idéal premier de R(A) contenant 7 . Il existe f dans M tel que X? est fini

si et seulement si X n’est pas vide. Dans ces conditions, X" =1{p (a)} et ¢,, € M,
m m »
pour un élément a de A.
Preuve : Siil existe f € M et que X? est fini, alors X;‘ n’est pas vide (sinon f est inversible) et on

peut choisir f afin que X? soit minimal. Pour montrer que XR’I # @ il suffit de montrer que

X" c X", Vg ¢ M.
f g
f

- ‘v . g
h = an f Yan h est dans M, mais on vérifie que

Si ce n’est pas le cas, alors p(a) € X2 mais py(a) € Xg. On considére alors

six € A,et v(x-a) 2 n alors vh(x) = 0 donc p,(a) ¢ XE
siv(x-a) < n alorsvh(x) 2 1 entraine v.f(x) 2 1.
Ainsi XE g X? contrairement au caractére minimal de X?.

Si, réciproquement XII:’I n’est pas vide, Xrl\lfl ne contient qu’un point [lemme 4.1] p (a).
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Soit ¥ =V comme p,(a) ¢ X\ryl alors ¥ ¢ M mais ¢, . ¥ € m R(A),

a,n > a,n

donc € M.

Pan
Soit ¢ = Pan> X;‘ est fini puisque ne contient que p,,(a).

PROPOSITION 4. 4. Sik est de cardinal infini, I’idéal
M« = f € RA) | v¢(f) 211

v

est le seul idéal premier de R(A), contenant w, tel que XI{’I = 0.
En effet M« est aussi 'ensemble des éléments f de R(A) tels que Xf1 est infini [lemme 3.6].

PROPOSITION 4. 5. Soit M un idéal premier de R(A) contenant T, la suite d’ensembles

XI{’[ JX2 s XII\I/I ) eeens est d’un des types suivants :

1 - tous les ensembles Xll\l/[ sont vides,
2-Texiste o € A et X - {py(@)}
3-llexiste a € A etn € IN telque

Xﬁ={pm(a)} si m < n et XII\I’}=¢ si m > n.
Preuve : On al'inclusion p | m(X'l\‘/l) c Xrl\'/} ,sin 2 m ;alors si X'l\'& est vide, il en est de méme
des ensembles XR}I ,si n > m.Letype 15l existe correspond & M ». Si aucun ensemble Xrl\l/l
n’est vide, chacun est réduit a un point dans A/ n A - ces points forment un systéme compatible et
correspondant & un élément o de A qui est la limite projective des A/ ;. n 4 : c’est alors le type 2.

Enfin il se peut que Xrl\r’} = ¢  a partir d’un certain rang, soit m > n, les ensembles Xrﬁ sont alors

réduits & un point pour m < n, et déterminés par un méme élément de A, par compatibilité, c’est
alors le type 3.
Remarque : Sik est fini, tous les ensembles A/ n 4 sont finis alors X?est toujours fini, XK/[ n’est
jamais vide, seul le type 2 est possible. On retrouve alors que tous les idéaux premiers de R(A), conte-
nant 7 , sont des idéaux ponctuels.

Il nous reste a étudier le type 3.
On considére 'automorphisme ¢ de K(X)telque ¢ (f) = f(a + 7™ X). Sarectriction & R(A)
est un endomorphisme injectif, ¢ '1(Mv*) est donc un idéal premier de R(A), on voit qu’il contient

PROPOSITION 4. 6. Sik est de cardinal infini, I'idéal ¢ 'I(MV*) est le seul idéal premier de R(A),

contenant T, tel que XK/[ = {pn(a)} et XII\I/I t1l - ¢

Preuve :Soit M = ¢ -I(Mv*)’
-XII:’I= {pn(a) }, eneffetsi f € M,onpose g = ¢ (f),alorsg € Mv* ,donc 3 b € A

et vg(b) > 1, autrement dit
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vf@a + 7"b) 2 ldoncpp(a) « X?.

X0 1= ¢ Eneffetsif € M, vi(a *+ m™b) 21 pour une infinité d’éléments b de
M

classe distincte dans A/ mA-car () ¢ Mv* [lemme 3. 6.] et donc X;‘l *1 et infini
(ceci VI € M),alors XII\I/I l-g |lemme 4.3] .

Réciproquement si M satisfait aux hypothéses, alors ¢ an € M [lemme 4.3].Sif ¢ M

on voit que h = Y anf ¢4y estaussidans M etdone X}': * 1 est infini, car XYI\I/[ *l1 - ¢

Mais on vérifie que v.h(x) = 1 entraine que p,(x) = p,(a) et v.f(x) 2 1, autrement dit x est de la
formea + ™" bet vf(a+ m'b) 21 pour une infinité d’élments b de classe distincte dans
AjnA. Alors ¢ (f) € M«. En conclusion M & ¢l (M) et méme M = ¢'1(Mv*) car M

est maximal.

Les propositions 4.2, 4.4 et 4.6 décrivent tous les idéaux premiers de R(A) qui contiennent w .

§ 5.FIBRE AU-DESSUSDE m DE R(S).
a) Cas de R(K) :
Siz € Z,onnote A, la partie de K :

A, = Ix¢€ K| v(x) 22z} =rZA.

LEMME 5.1 : Soit M un idéal premier de R(K) contenant 7 et distinct de M| (I'idéal ponctuel a
Pinfini), alors il existe z € 7 tel que M se reléve dans R(A,).

Preuve : Comme M est maximal, M n’est pas inclusdans M, on trouve f C M tel que

vf(w) = 0,ouencore vf(x) = 0 Vxdansle complémentaire de A,, pour un z convenable ;

on montre que M se reléve dans R(A,) = T-1 R(K) ou T est la partie multiplicative
T = {g ¢ R(K)]v.g(x) =0 Vxe AL,

1l faut montrer que M ne rencontre pas T. Par I’absurde on suppose queg € M N T eton

3z-1 3
considére p = Tt X7 qui est telle que v.¢ (x) 2 1 exactement sur A,
T 3z-2 + X3
alors ¥ = ™o est telle que v. ¥ (x) 2 1 exactement en dehorsde A,,.

On vérifie queh = ¢ f + ¥ g est partout inversible, maish € M.
Contradiction.
LEMME 5.2. L’application ¢, définie par ¢ ,(f) = f( 7% X) établit un isomorphisme de A-algébres
entre R(A,) et R(A), d’inverse ¢ _,.

C’est clair. Le spectre de R(A,) est donc en bijection avec celui de R(A). L’idéal ponctuel
M, de R(A) a pour image inverse I'idéal Mz,  de R(A,) par ¢,. Les autres idéaux de R(A),
premiers et contenant T, sont de la forme ¢ 'I(Mv*) ou ¢ est un homomorphisme tel que

¢ (f) =fa + ™X) [ proposition 4.6]. Composant ¢, et ¢, on est conduit & considérer pour tout
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x « Kettoutz ¢ Z,'automorphisme de K(X) défini par ¢  (f)= f(x + 7% X), sa restriction a

R(K) définit un A-automorphisme de R(K) d’inverse ¢)€,z’ ouz’ = -z etx =-m “x.
THEOREME 5. 3.: Les idéaux premiers de R(K) contenant T sont :

- les idéaux ponctuels en hijection avec les points de K’

“lesidéaux My , = (€ R(K) [ v*(f(x + ™ X)) 2 1)
on x ¢ Ketz ¢ Z0na M, = Mx’,z’ siet seulement si z = z’ et v(x-x’) 2 z.

Remarque :  On peut encore noter My« Iidéal M, ;= {f € R(K) | ve(fy = 1.

Preuve : Tous les idéaux premiers de R(K) contenant 7 sont bien d’un des deux types indiqués
d’aprés les lemmes 5.1 et 5.2.Siz # z’,ousiv(x-x")< z = z’,onchoisitn ¢ N tel que
x mh = aety 7" =b soient dans A et tel que,deplus,z+ n 2 1 etz +n 2 1.

Mais alors les idéaux
My = {f € RA)| v¥d@@a+72""X)) > 1}
et Mg= {f ¢ RQA)| v +7%* 1X)) 2 1)
sont distinets dans R(A), soit parce quez + n # 2’ + n, soit parce que p,(a) # p,(b) dans

A | proposition 4.6.]. Ainsi les idéaux ¢'1 (M) et ) -1 (Mg) sont distincts dans
-n -n

‘(rn A
R(A ) qui est isomorphe & R(A), et comme R(A ) est un localisé de R(K), il en résulte que
Mi, = ¢ -I(Ml) N R(K) et M, ,» = ol (My) n R(K) sont distincts.
> -n 9 n

b) Cas de R(S) :
Il est immédiat qu’un idéal ponctuel My  de R(K) se reléve dans R(S) si et seulement si o est
dans S’. On veut étudier & quelle condition M, , se reléve, on examine d’abord le cas de M, .

LEMME 5. 4. : L'idéal M » = M, , de R(K) se reléve dans R(S) si et seulement si il y a dans S une
infinité d’éléments de valuation positive et de classe distincte dansk = A/ T A

Preuve : R(S) =T'g1 N RK) ou Tg=1{g € R(K) | vg(s) = 0 Vs € S}.

Sig ¢ R(K) on peut écrire g = p/q ou v¥g) = n 2 0 etv¥(p)= v¥q) = 0.

Sig © My« alors n > 0 etsidansSily auneinfinité d’éléments de classe distincte dans A/ ; 4
alors v.g(s) > 0 siSn’est pasracine de la classe de q dans k [X] ,donc g & Tg,ainsi Myx 0 Tq=¢
et M= se reléve dans R(S).

Au contraire, si S N A a dans A un ensemble fini de représentants modulo 7 A :

a1,89,.-., a4y, alors g = TI(X - a;) est de valuation strictement positive partout sur S et donc
2
Tt T oo
( ___ZL_) € Mys N Tg.
T *tg
PROPOSITION 5. 5. : L’idéal M, se reléve dans R(S) si et seulement si il y a une infinité d’éléments
s; dans Stels que v(s; - x) 2 2z et v(s;- sj) =z sii# j.

Dans la boule de centre x «de rayon z» on peut construire des «polygones réguliersy d’un nombre
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arbitraire de coté.

Preuve : M , est I'idéal ¢ -1 (M, ). Il rencontre la partie multiplicative Tg si et seulement si M, «
" X,Z

rencontre la partie multiplicative ¢ X,z (Tg) (Car 9y z €8t bijectif). Mais on voit que ¢x,z (Tg)
est la partie multiplicative Ty; des fonctions qui prennent des valeurs inversibles sur

U ={ulx +7%u € S}.Ainsi M, , se reléve dans R(S) si et seulement si M« se reléve dans
R(U) et la proposition résulte alors directement du lemme.

Note : Si les éléments s; € S répondent aux conditions de la proposition, alors v(s; - x) = #

pour tout i sauf au plus un d’entre eux puisque v(s; - s]) ~z si i#j.

§ 6. LOCALISES DE R(K).

LEMME 6. 1. Le localisé R(K)y . ost PPanneau V de la valuation v* de K(X).
v

Preuve :OnaR(K) © R(A) € V [lemme3.4.],sig ¢ My s dans R(K) alorsv¥*(g) = 0

ainsi R(K)p; , © V. Réciproquement sif € V, alors v¥(f) = n 2 0,on pose alors
v

72 9
> = 7 f On vérifie que f* = D S S | sont dans R(K) et que
1 1 ™+ 2 £1 T+ f’§" 1

g1 £ Mye ainsi £ = 1 rp gl € R@K)y,.

PROPOSITION 6.2. : Le localisé¢ R(K)p est 'anneau d’une valuation discréte de K(X) qui
X,Z
prolonge v, de corps résiduel R(K)/p isomorphe a k(T).
X,Z

Preuve : L’automorphisme ¢, , de K(X) définit un automorphisme de R(K), la proposition
résulte alors du lemme puisque i\llx,z = ¢;(1,z (My%). On sait que le corps résiduel de V est isomorphe
a k(T).

Si o est un élément de K, transcendant sur K, on peut définir une valuation discréte v |
de K(X), par la formule v  (f) = v.f(a ).
PROPOSITION 6. 3.: Si o est un élément de K, transcendant sur K, le localisé R(K)Ma est
'anneau d’une valuation discréte v, de K(X), prolongeant v et de corps résiduel k.
Preuve : Soit V, I’anneau de la valuation vy .Biensir R(K) © V, (si f € R(K) alors
vi(x) 20 vx € K),pardéfinitionM, = {f € R(X)| v, (f) = 1} donc
R(K)Mu cV, etREK)y ., =k [proposition3.1.].

Il reste a montrer que Va < R(K)Moa . Soitdoncf € V ,, on peut écrire f = f; ol

/gl
f; .87 € RK).

Si vgy(a) = 0,alors gy ¢ M_ on peut déja conclure, sinon v.g1(@ ) = n mais alors

v.fj( @) > n.Pour a assez proche de o , et pour une boule B de centre a de «rayon m» assez ¢levé

on a par continuité :

vfi(x) = v.fj(a) Z2vgy(@) = vgy(x) = n, Vx € B.
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lLafonction ¢, ,, esttelleque v. ¢, (x) =1six €Betv ‘Pa,m(x)= 0six £ B.
0 > d 2, = £,/ teg’y = gq/ 1 'y eteg’y € R(K), mais
npose donc f7y 1/ o0 ®am etgy = g1/ 40 ¢ am alors f’; etg’y (K)
ette fois v.g’ =0d f =1y, €R

cette fois v.g’y(a ) onc 1/g"y (K)Ma

Si o est un élément algébrique de K, on peut alors considérer son polynéme minimal P. Bien

que P soit différent de Oonav.P(a) = = etlaformulev , (f) = v.f( o) ne définit pas une
valuation de K(X).

Mais on peut écrire toute fraction rationnelle f, d’une unique facon, sous la forme f = P Ty

ot r est la valuation P-adique de f, notée vp(f ). Numérateur et dénominateur de g sont maintenant

premiers avec P et n’ont pas a pour racine, v.g( a) est donc bien défini.
On vérifie que la formule

wo @) =@ve@)  on = vyg = B

définit dans ce cas une valuation de K(X), de groupe des valeurs Z x Z ordonné léxicographi-
quement, dont on désigne ’anneau par W .

PROPOSITION 6. 4. : Si o est un élément de K algébrique sur K, le localisé R(K)y;  est 'annean
W, d’une valuationw,  de K(X) de groupe des valeurs Z x Z, contenu dans l(’lanneau de la
valuation P-adique ol P est le polynome minimal de o sur K.

Preuve : Si f € R(K), fn’apasde poledansK nidansK et donc r = vp(f) > 0.Si vp(f) >0,
alors par définition de I'ordre léxicographique w , (f) > 0,etsi vp(f) = 0 alorsf = get

v.f(a) = vg(a) 2 0 (mais v.f( o) est fini dans ce cas) donc w, (f) = (0,v.g(a)) = 0, Ainsi
R(K) © Wy ,biensir Wy est contenu dans I'anneau de la valuation P-adique de K(X), et méme

R(K)Ma C W, car M, estDintersection de R(K) et de I'idéal maximal de W, , par définition.
1l reste & montrer que WV, © R(K)Ma . On montre, pour o ¢€ A, que W, < R'(A)Mq

car M, se reléve alors dans R(A). Le cas général, donc le cas ot v(a.) = - n, s’en déduit en consi-

dérant automorphisme ¢, de K(X) telque ¢ ,(f) = f(n ™ X) qui échange les idéaux My

et M_rr n, . Soit donc f € W on peut écrire f= Pl gour 2 0 eton convient, en multipliant

P par une constante, de prendre P dans A[X]. On pose alors fl = g2/ . g2 et

g1 =8/ s g2 ; f] et g sont dans R(K) donc dans R(A). De plus vp(gl) = vp(g) = 0,et

vgi( @) = vg(e) =n est bien défini. On considére une boule B de centre a, voisin de e, de rayon m

ou m est élevé et on pose comme 2 la proposition précédente

f"1= fl/'n'n‘pa’m ’g’:l: gI/ .".n ¢a’m

Par construction, alors g’y € R(A) mais vg'j(a) =0, et donc g’y ¢ M,
- ou bien Vp(f) = r > 0, maisalors vP(x) » « quand x > a dans A et pour m assez élevé

PPy = P ofy/ est encore dans R(A) (P € A[X] et A [X] € R(A)).

@

a,m
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Alors f= P f’l/g,1 € R(A)Md

- ou bien vp(f) =0 alors f = getvfy(a) 2 vgy(a) ainsi )= fl/ﬂn € R\

¥a,m
(Comme a la proposition précédente) et f = f’

Vg, € RAW, -

PROPOSITION 6. 5. : Le localisé R(K)M est 'anneau d’une valuation de K(X) de groupe des

valeurs Z * Z contenu dans I’anneau de la valuation (1/X) adique de K(X).

Il reste en effet le cas du point a Dinfini de K’. Mais cette proposition résulte immédiatement
de la précédente en considérant I'automorphisme ¢ de K(X) tel que ¢ (f) = f(1/X) qui laisse
R(K) globalement invariant, € change les idéaux M, et M, , échange les valuations X-adique et

(1/X) adiques de K(X).

COROLLAIRE 6.6 :SiS ={a} estun point de K, alors I’anneau R(a ) = R(S) est un anneau de
valuation de groupe des valeurs Z * Z.

§ 7, FIBRE AU-DESSUS DE (0).

Il nous reste a étudier les idéaux premiers de R(S) d’intersection nulle avec A. Ils sont ¢n
bijection avec les points du spectre de R(S) ® 4 K.

THEOREME 7. 1. Les idéaux premiers de R(K) au-dessus de (0) sont
- Tidéal (0)
-Tidéal (X'L) formé des éléments de R(K) de valuation ( ..li) adique strictement positive.

N
- les idéaux (P) formés des éléments de R(K) de valuation P-adique strictement positive, en hijection
avec les polynémes irréductibles de K[X] qui ont une racine dans K.

Preuve : SiP a uneracine o dansK,onavu que R(K)p;  est un anneau de valuation de hauteur 2,
o
contenu dans ’anneau de la valuation P-adique, de méme R(K)y; est contenu dans I'anneau de la
w

valuation (1/X) adique [proposition 6. 4. et 6. 5] . Dans R(K) il y a donc les idéaux premiers au-dessus
de (0) décrits dans le théoréme. On note B 'anneau intersection des anneaux des valuations P-adiques
ci-dessus et de I’anneau de la valuation (1/X) adique, alors B est un anneau de Krull et

R(K) A K c B;ilsuffit de montrer qu’en fait B = R(K) ® K pour établir qu’il n’y a pas
d’autres idéaux premiers au-dessus de (0) dans R(K). Sif € B il faut montrer que v.f(x) est bornée
inférieurement quand x parcourt K, ainsi 7" f € R(K) (pour n assez grand) et f ¢ R(K) o K.
Comme f est de valuation (1/X) adique positive, f n’a pas de pole en © et v.f(x) est bornée
inférieurement sur un voisinage de w« . Le complémentaire de ce voisinage est un ensemble

A, LA, = Ixe K | v(x) 2 z }, il reste 2 montrer que v.f(x) est bornée inférieurement sur A,

donc que v.f(7% x) est bornée inférieurement sur A. On écritf = p /q SOus forme irréductible, alors

q n’a pas de racine dans K car f € B,etvp(f) 2 0 pour tout P irréductible ayant une racine dans K.

Onadonc f(12X) = p( 7% X) /q(ﬂz X) et q(m % X) n’a pas non plus de racine dans K. Pour

montrer que v.f( 7 % x) est bornée inférieurement sur A, on suppose (en multipliant haut et bas par
une constante) que p(7Z% X) et q( ™% X) sont dans A[X], et on établit que v.q( T % x) est bornée

supérieurement sur A. C’est ce que montre le lemme.
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LLEMME 7.2 : Soit g un polynome de A [ X] sans racine dans A, alors v.g(a) est bornée supérieurement
sur A,

Preuve : (Cest clair si k est fini car alors A est compact, mais ce n’est pas toujours le cas).

On montre que si v.g(x) n’a pas de borne, alors g a une racine o dans A. Si g = 0, g abien une
racine dans A, sinon on divise g par une constante pour obtenir v*(g) = 0. La classe de g n’est alors
pas triviale dans K| X] et n’a qu’un nombre fini de racines. L’une d’elle xq est telle que v.g(a) n’est

pas borné sur I'ensemble des éléments a de A qui relévent x;. On suppose par récurrence que v.g(a)
n’est pas borné sur 'ensemble des éléments de classe x, dans A/, n 4. On suppose que a, reléve x,,
ainsi vg(a, * " b) n’est pas bornée quand b parcourt A. Comme g # 0 alors

g,= g(a, + ™ X) £ 0, et en divisant au besoin g par une constante, on peut supposer que la
classe de g, dansk [X] n’est pas triviale. Celle-ci n’a qu’un nombre fini de racines dans k. Ainsi
vg(a, * 7 b) n’est pas bornée sur I’ensemble des éléments b de la forme b = b, + m b’

(les éléments de la classe de b)) et v.g(a) n’est donc pas bornée sur I'ensemble des éléments a de la

.
forme a= a, + Tr“bo + ot Ly (les éléments de la classe de a,, + | = a, * ™" b, modulo

n n
m*1 A). On définit ainsi une suite X] ooy Xy Xy + 15 - A’€léments de A/ p,..o, A/ m A Al g+ 1 g,

(xp +1 estlaclassedeay + ™ b )compatibles par les surjections canoniques et qui définit done

un élément o« de A = lim (A/qn p).Onabieng(a) =0 (sinon v.g(a) resterait bornée dans un

voisinage de o).

COROLLAIRE 7. 3. R(S) est un anneau de Priifer.

Preuve : Il résulte du théoréme que seuls les idéaux premiers contenant ™ sont maximaux dans R(K).
Les localisés en ces idéaux sont des anneaux de valuation [ § 6]. Les localisés aux idéaux non
maximaux sont aussi des anneaux de valuation : les anneaux de valuation P-adique et (1/y) adique.

Ainsi R(K) est un anneau de Priifer. C’est donc vrai aussi de R(S) qui est un localis¢ de R(K).

COROLLAIRE 7. 4. Lesidéaux premiers de R(S) au-dessus de (0) sont
- I'idéal (0)

- I'idéal ()?’1) R(S)si w est adhérent a S
- les idéaux P R(8S) en bijection avec les polynomes irréductibles de K [ X | ayant une racine dans S,
Preuve : Le cas de ()’(\',1) se raméne a celui de (i) en considérant ’automorphisme ¢ , tel que

¢ (f) = f(1/x)- Reste a voir que (ﬁ) se reléve dans R(S) si et seulement si P a une racine dans S.SiP
a une telle racine o ,etsif € (F) alorsf(a) =0, donc (F) ne rencontre pas la partie multiplicative

Tg={g €RK) | vgs) =0 Vs € S}.

Si inversement P n’a pas de racine dans S, on montre comme au lemme 6. 2. que v.P(s) est bornée
quand s parcourt S: 3n € N etvlP(s) <n, Vs € S.Alorson considere g= ]’2/1T 2n+ 1, p2 ,
g € RK), g € (ﬁ) car vp(g) =2, maison voitqueg € Tgq. Ainsi (’I\’) rencontre Tgq et ne se
reléve pas dans R(S).

COROLLAIRE 7. 5. Les idéaux maximaux de R(S) sont les idéaux premiers contenant 7 .
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