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FONCTIONS HARMONIQUES POSITIVES SUR LE GROUPE AFFINE
Laure ELIE

Université PARIS VII

Soient G un groupe localement compact et U une mesure de probabilité
sur G. Une fonction borélienne positive h est dite p-harmonique si, pour

tout g € G,

h(g) j n(gg') au(g').
G

La détermination des fonctions harmonigues positives et leur repré-
sentation intégrale est un probléme qui a été examiné sur certains groupes
d& croissance polynomiale ((2),(3),(8)) et sur les groupes semi-simples ((4),
(7)). Ici nous nous intéressons au groupe affine G de la droite réelle,:: -
exemple le plus simple de groupe & croissance exponentielle qui ne soit pas
semi-simple. Ce groupe G, groupe des transformations affines réelles
X — ax + b , peut &tre représenté par le produit semi-direct R x R
muni du produit (a,b)(a',b') = (aa',ab'+b). Nous désignerons par a et b
les projections respectives de G sur B+* et R et tout élément g de G sera

donc noté (a(g), b(g)).

Les fonctions exponentielles sur G, c'est & dire les homomorphismes
multiplicatifs de G dans R+*, sont du type hB(g) = a(g)B avec B ¢ R.

L'exponentielle triviale égale & 1 est toujours u~harmonique et il est aisé

de voir qu'il existe au plus une autre exponentielle y-harmonique. Elle

vérifiera nécessairement I hs(g) au(g) = 1.
G

Nous munirons R d'une structure de G-espace par l'application qui &
(g,x) € G x R associe g.x = a(g)x + b(g). Si v et m sont respectivement des
mesures de Radon positives sur G et sur R, nous appellerons V * m la mesure

sur R définie, si A est un borélien de R, par

v * m(A) = JJ 1A(g.x) dav(g) dam(x)
G xR

et la mesure eg * m sera noté g.m, pour tout g € G.

L'objet de cet exposé est de prouver le théoréme suivant:
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Théordme : Soit M une mesure de probabilité sur G vBrifiant les hypothéses
suivantes

- Le semi- groupe fermé engendré par le support de u est G.

- Il existe une fonction ¢ positive continue & support compact telle
que, si my désigne une mesure de Haar & droite sur G, la mesure U s'écrive

On distingue trois cas selon le signe de

o =J Log a(g) du(g) .
G

1) Si a < 0, alors il existe une unique exponentielle u-harmonique
non triviale hB et une unique mesure de probabilité m sur R telle que
MU *m = m, et toute fonction U~-harmonique positive h s'éecrit, si g e G,
n(g) = chy(g) + | &L gp
B R dm
ol ¢ est un &lément de R’ et o0 une mesure de Radon positive sur R uniquement

déterminés par h.

2) Si o = 0, alors il existe, & une constante multiplicative prés, une
unique mesure de Radon positive m sur R telle que U * m = m, et toute fonction

U-harmonique positive h s'écrit, si g € G,

h(g)=C+J g—%—“—‘ dp
R

~ Pd Pl + - . .
ol ¢ est un é€lément de R et p une mesure de Radon positive sur R uniquement

déterminés par h.

3) Si a > 0, alors il existe une unique exponentielle u-harmonique
non triviale h, et une unique mesure de probahilité m sur R telle que

B

hBu * m = m, et toute fonction u-harmonique positive h s'écrit, si g € G,

h(g) = ¢ + _hB(g)JG 11%1% dp

~S Pd Pd + . . -
ou c est un &lément de R et p une mesure de Radon positive sur R uniquement

déterminés par h.

La démonstration de ce théoréme est publiée dans (6). La méthode
utilisée consiste dans la détermination de la frontiére de Martin, et nous
étudions le comportement asymptotique du "noyau de Martin". La connaissance
du renouvellement sur ce groupe (5) nous apporte d'utiles renseignements sur

ce comportement.
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