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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ASSOCIEES A UN PROBLEME DE FILTRAGE
NON LINEAIRE

E. PARDOUX

Université de Provence, MARSEILLE

Résumé

On expose des résultats de [4] et [5], qui caractérisent la densité de
la lot conditionnelle —dans un probléme de filtrage non linéaire- par L'in-
termédiaire de la solution d'une équation aux dérivées partielles stochas—

tique.

I- INTRODUCTION

Soit Xt un signal markovien, que 1'on ne peut pas observer directement.
On observe le processus Yt donné par :
t
Yy = g’ h(X )ds + W,

ol le bruit d'observation, wt, est supposé étre un processus de Wiener,

éventuellement corrélé avec Xt‘

A chaque instant, on veut calculer la Toi conditionnelle de Xt, connaissant
Ys’ s gt. Grdce aux hypothéses que nous ferons, cette loi conditionnelle
admet une densité par rapport 3@ la mesure de Lebesgue, p(t,x). Nous ne

chercherons pas a établir 1'équation de p , mais une équation plus simple,
telle que p se calcule aisément en fonction de 1a solution de cette équation.

On expose le résultat général, puis on montre que dans le cas ou le bruit
d'observation est indépendant du signal, on peut, par une méthode simiiaire,
obtenir directement la forme "robuste" de 1'équation du filtrage. L'idée
générale consiste a chaque fois a considérer d'abord une &quation rétrograce,
dont on exprime la solution & 1'aide d'une formule de type Feynman-Kac. Pour
faire bien comprendre 1a méthode, on 1'applique d'abord & la dérivation de
1'équation de Fokker-Planck, i.e. on considére le cas ol il n'y a pas d'obser-

vation.
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I1- FORMULATION DU PROBLEME - HYPOTHESES

On considére le systéme différentiel stochastique :

dX

b(t,Xt) dt + o(t,Xt) dwt
h(t,Xt) dt + g(t) dwt + g(t) dw,

(2.1) t

dYt

W

ol Xt prend ses valeurs dans RN, Yt dans Rd, ( Wt

a valeurs dans RN+d. Nous écrirons tout comme si t d =1, et tous les
résultats seront vrais Wvd.

) est un Wiener standard

On ;upposera que Uij("') = Uji("') est continue et boraée sur
R, xR, bi("') et h(.,.) mesurables et bornés sur R,x R, gi(.) et
9(.) continus sur R, s 1,d=1... N
On pose a(t,x) = o(t,x) .o(t,x) . On suppose :

(2.2) 3a > 0 tel que a(t,x) > al Vi, x.

On supposera qu'on a normalisé le bruit d'observation de telle sorte que
g(t) g*(t) + (3(£))% = 1 ; et on suppose :

(2.3) 1 3(t) | >0, Vvt.

On considére le systéme (2.1) au sens faible , cf. STROOCK-VARADHAN [6].
On appelle Psx la Toi de la solution (xt’Yt)tzs ,» avec la condition
initiale :
Psx (XS =X , YS =0) = 1

On appelle P 1la loi de la solution (Xt’Yt)t:>0 , avec la condition
initiale :

P(X0 € B, Yo € C) = no(B) 1C(0)
v B borélien de RN, C borélien de R ; ol "o est une mesure absolument

continue par rapport @ la mesure de Lebesgue sur RN, dont la densiteé po(x)
est supposée de carré intégrable.
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On définit :
5 - 0 onesady -1 5 nsxidst . oz, = 20
t—exp£ (s,Xg)dY 2’£ (s,X )" ds} , Zy = Zy
s _ s _ -
?t—o{xe,Ye,ssest}, ?t' ch{Ye YS=5~<9 <t}
o
dP = (Z )-1 . dPSX = (ZS)'].
dpP |€}o t > dP | S t
t X% ¢
o o
gn noterg respectivement E, E, Esx’ ESX 1'espérance suivant la loi
P, P, Psx’ Psx' Soit f une fonction mesurable bornée sur RN. On montre
aisément :

E (£(X,) Z, /%)

(2.4) ELfX )P0 = .
ot E 2/,

Supposons que 1'on sache exhiber une fonction p(t,x) telle que :

- E G
[ f(x) p(t,x) dx = E[f(X,) Z, /%, 1.

Alors, d'aprés (2.4), o(t,x) = p(t,x) (J p(t,x)dx)'1 est la densité de

la Toi X, conditionnée par :uﬁt.

Introduisons enfin les opérateurs :

2

1 9 9
L, = T (teX) w2 +  E b.(t,X) =
t z i,j W axiaxj i X5
9
By = T cq(ta) g+ h(EX).

oi ¢ = go . On supposera :

3 00 N
(2.5) 5-);]'- G'ij € L (R+XR ).
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III- CAS SANS OBSERVATION

Supposons h = 0, g = 0. Alors le probléme se raméne & &tablir 1'équation
de Fokker-Planck pour la densité de la loi a prior: de Xt.

Soient T > 0, f continue a support compact de RN dans R. Considérons
1'équation aux dérivées partielles rétrograde :

(3.1) v% + Ltv
v(T)

0, t<T
f

Alors la solution de (3.1) vérifie :
(3.2) v(t,x) = Etx [ f(XT)]

On associe @ (3.1) son équation adjointe :

"
‘_’_r—*
©
L]
w
\ 4
o

(3.3) Pt
p(0) = p,

Alors :

(3.4) £ (v(t), p(t)) = 0; donc d'apres (3.2) :
(p(T)s f) = (pys v(0))

Sog(x) E,, F(Xp) d

Ef(XT), vf, VT.

On a montré que Vvt > 0, p(t) est la densité de la loi de Xt.

On peut alors remarquer que :

(3.5)  (p(t) > V(t) = ELEy X))

et (3.4) se raméne 3 la propriété de Markov de Xt‘

* (.,.) désigne le produit scalaire dans L2(RN).
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IV- LE RESULTAT GENERAL - CF, [4]

Au vu de (2.4), i1 suffit de savoir calculer le numérateur du membre de
droite, pour caractériser l1a loi conditionnelle. Par analogie avec (3.5),
on est amené a poser :

_ 2 t t
(4.1) v(t.x) = E. [ f(X) Z; /ET ]
v est alors la solution de 1'équation suivante, qui joue le réle de (3.1) :

dv(t) + Ltv(t) dt + By v(t) dv,
v(T)

n
o
v
ct
I/
—

(4.2)

]
-+

THEOREME 4.1- L'unique solution de (4.2) vérifie (4.1).

Le théoréme 4.1 établit une sorte de formule de Feynman-Kac pour les
équations aux dérivées stochastiques.

On considére alors 1'équation :

* *
dp(t) = Lt p(t) dt + Bt p(t) dYt
(4.3)
u(0) = p,
THEOREME 4.2- Les tragjectoires du processus {(u(t),v(t))} 0 sont
£tg?T
p.8. constantes
Remarque : La difficulté pour démontrer les deux théorémes tient d ce

qu'on manie d& la foils des processus qui, 4 l'instant t, sont adaptés au
passé de Ys depuis 0, et le processus v(t) adapté aux accroissements de
Y entre t et T. On n'a done pas de calcul différentiel stochastique 4

S
notre disposition.

On a alors, comme au §III :

(P (T), f) (pO’ v(0))

E f(xp) 22/ F 91
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Donc, d'aprés (2.4),

p(t,x) = p(t,x) ( Sp(t,x) dx)'1 est 1a densité de 1a loi
conditionnelle cherchée

Remarque : Ce résultat, conmcernmant l'équation (4.3), a été établi par
ZAKAT [7] sous des conditions assez restrictives, et récemment par
KRYLOV-ROSOVSKII (3] sous des conditions similaires aux ndtres, mais par
une méthode trés différente.

V- CAS OU LE BRUIT D'OBSERVATION EST INDEPENDANT DU SIGNAL-CF,[5]

Supposons :
(5.1) g = 0 , h eCl? (R xRY

Dans ce cas, ¢ = 0, 1'opérateur B se réduit a la multiplication
par h . Donc, si Y est en dimension d > 1, les opérateurs Bk(k=1...d)
commutent entre eux. On constate alors (cf. DAVIS [1]) que 1a solution de
(4.3) s'exprime en fonction de 1a solution d'une EDP, dont les coefficients
sont fonctions de Yt' IT en est de méme de (4.2). Ce résultat est semblable
d ceux de DOSS [2].

Posons u(t,x)
q(t,x)

v(t,x) exp [Yt h(x)]
p(t,x) exp [-Y; h(x)]

Alors q est la solution de :

d9 . oxp [-Y.h] L. { exp [Y.h] q } - h?
T P L=Tehl Ly vexp ITehlq v
q(0) = p,

Ecrivons cette équation sous la forme :

dq _ {*
(5.2) at t (t.¥¢) a
q(0) = p,
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Alors u est la solution de :

~ du Y
+ L
(5.3) dt

u + e(t,Yt)u
u(T)

t o OstsT

exp [YTh] f
D'aprés la formule de Feynmann-Kac, u s'exprime par :
T
(5.4)  u(t,x) = Etx [F(X;) exp {Yq h(X;) + ;t e(s,Y X ) ds}]

ol Etx est 1a loi du processus de Markov de générateur infinitésimal {.
En fait, (5.4) s'obtient & partir de (4.1). On remarque tout d'abord
qu'avec g =0, XS et Ys sont indépendants sous ;tx‘ Puis on intégre
par parties 1'intégrale stochastique qui figure dans Z% » et enfin on
utilise la formule de Girsanov pour supprimer 1'intégrale stochastique
par rapport a wt obtenue par 1'intégration par parties.

I1 résulte alors de la formule de Feynman-Kac que u est la solution
de (5.3), et 1'équation de q s'obtient par dualiteé.

Remarque : On dit que (5.2) est la forme "robuste" de 1'équation du
filtrage. Elle permet de construire une application continue qui, d chaque

trajectoire observée de Y,, associe la loi conditionnelle.

t
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