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UN PROCESSUS AUTOREGRESSIF A LOI MARGINALE EXPONENTIELLE
PROPRIETES ASYMPTOTIQUES ET ESTIMATION DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

A. RAFTERY

Université de PARIS VI

Résumé :

On considére un processus stationnaire 3 loi marginale exponentielle ayant la
structure de corrélation AR(1) et densité de probabilité discontinue. On démontre
qu'il est fortement mélangeant et asymptotiquement non-corrélé et on donne plu-
sieurs théorémes limites. Ensuite on démontre que 1'estimateur de maximum de vrai-

semblance est consistant, sous une condition donnée.

1. INTRODUCTION

On considére le processus suivant proposé par Lawrance [8] :

(1.1) Xn =e, * o avec proba. 1 - p
pX " P

0<p<l, 0<A<w, n=0,+1, +2,...

oi ¢ =|E avec proba. (l-p)(l-p+p2)—]
2 2,-1
p(1-p)E " p (1-p+p”)
ol les En sont indépendants de méme loi exponentielle avec paramétre A et

En est indépendant de {Xi =i <n-1} Vo Ce processus est stationnaire, a loi mar-

ginale exponentielle (1), est markovien d'ordre 1, et a la méme structure d'auto-

corrélation que le modéle AR(1) gaussien standard avec o = Corr (xn,xn+r) = p2r

Goir [8]).
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I1 fait partie d'une classe de modéles développés par le Professeur P.A.W.
Lewis et ses collaborateurs ([4] , [6] , [8] , [9] ) pour généraliser la théorie
gaussienne des processus ARMA 3 d'autres lois marginales et pour fournir une
classe d'alternatifs simples, analytiquement traitables et faciles & simuler au
processus de Poisson. Ce besoin est ressenti dans des champs d'application phy-
siques tels que l'hydrologie ol les processus & analyser sont souvent composés de
variables aléatoires 3 valeurs positives avec une loi marginale qui n'est souvent
pas gaussienne. Ces modéles trouvent également des applications comme représenta-
tions de processus ponctuéls, par exemple pour des files d'attente ol les temps

d'arrivées et de service sont corrélés (voir [5] ) ou pour les pannes, les demandes

et les exceptions dans un systéme informatique (voir [10] ).

Dans la section 2 nous étudions le comportement asymptotique du processus (1.1),
en particulier ses propriétés mélangeantes. Dans la section 3 nous considérons
1l'estimateur de maximum de vraisemblance (MV) et nous démontrons qu'il est consis-

tant.

2. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES ET THEOREMES LIMITES

. ... 2
Soit Fm = 0(eu., Xm—l’xm) et Gm = o(Xm Xm+l"") et considérons f € L (Em)

et g € LZ(Gm+k) au sens que E [le < et que E |g2| < oo,

Nous voyons de (1.1) que :

(2.1) Xm+k= z p €m+k— avec proba. (l—p)pJ j =0,1,..,k-1
1=0
k-

o

L1=0

k k
p m+k— +p Xm avec proba. p

Par [8] on a :

AO+8) 1 7 ((1-p) + pA(atps) )

E(exp(—sei))

A(A+ps) [ (M+s) (A+(1-p)ps) Vi

Y B
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Donc

k

(2.2) E [exp(-8(e . * PE  +o*P —]€m+l))]

k-1
= TI— E(ei:p(-spJ Em+k—j)) » puisque les g; sont indépendants

j=0
k-1

=-|T AOepd*lsy 1 Oepds) ((1-pypitls)
=0

k
= (upe) v [ A -paple)™!
j=1

k

Mais (Msp’) (ms) ! = pX + (1-p)2 / (i#s)

et est donc la transformée de Laplace d'une variable aléatoire qui est zéro avec
probabilité pk et qui a loi exponentielle (1) avec probabilité l—pk. (2.2) est

donc la transformée de Laplace de
k

Y = Z (l--p)p']wj + 10 avec proba. pk

J=1 WO ” l—p

ol les {Wj : j=0,1,...,k} sont indépendants de méme loi exponentielle (}).

Par [7] , Y a densité de probabilité
k[ & i-1 _ -x
dFy(y)/dy = (1-p ){ T a-a-p)p) " e v

i=1

1

k ;-1 K -1, 5 _ iyl { k-2
+ 3 ((-p)p-1)7 (TT a-p @ - pH 7 ) a-ppd)
j=1 i=l

>

. Kk .
eXp(-Ay/(l-p)pJ)} + 3 (T a-» M e-eh™h
=1 i=I

i4j

((1-p)pj)k-2 A exp (-Ay/(l-p)pj)

k . -
a-p5 (TT a-a-pphH™h 2™
i=1

k . k
. L ,
a2 2 2 (T 2760 -/ apipd-1a)
j= i=
i#]
exp (-Ay/(#-p)p?)

_)\ k
Ae y(Uk + D v, )
j=1

+

>
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L .
on U = (-p) T (1 - (-p)p")

i=1

<a-p TT a - a-mph™!
i=l

< a-p5 TT a-phH!
i=1
< a+3 ap T a-pdHt . a-phH7)  par (3]
i=1

=K une constante

1
Jo -1 K K T R T
et V.(y) =p (I-p) = (p" - (1-p)(1-(1-p)p™)) (Il »” / @-p™))

. i=1
A exp (-Ay (1/(1-p)pI-1))

k k had
omaS. V.(y) <S5 V.| < X V.|
=1 3 =1 d j=1 !

En outre, %im lvj+l (y)/Vj(y)l
J—)oo

tim [pa+pia-p)? @ -1-p* 3 a-pn7! )

j+oo
. ) ol
((p-pd) / (1-p?)) exp (~2y/p?™ )|
= 1|0 siy>o0
pk+l siy=0

Donc par la régle de d'Alembert, Z'Vj (y)|< © Vy. Donc on a
=l

(2.3)  dF () < re V(K +Ky)dy
oi Ky =2 [V.(0)] <.
j=r

Par la propriété markovienne de (1.1) on a que :

E(fg) - E(£) E(g) = E [£(E(g]X) - E(s))]

Si nous notons A 1'événement
k-1

- i
Xk = Eég PoCnek-i T kam

et A. 1'événement

X =

e 0,1,...,k-1

=
] | I'-l
o
b~
[N
Em
+
=~
1
e
o
o
=
2]
e
n



on voit de (2.1) que

k-1 )
- ] k
E(gl Xm) = j§=o (1-p)p’ E((gl Xm)lAj) +p E((ngm)lA)
k—l . k
et E(g =2 _  (1-p)p? E(g'AJ-) + p E(glA)
j=0

I1 est clair que pour j = 0,1,...,k-I

E((gl Xm)lAj) = E(gl Aj) me

et donc

E(glX ) - E(g) = pk [EC(gl X )1 A) - E(gl A)]

Mais
(2.4) IE((glxm)lA)l = IS E(gl xm+k=y) dFY(y—kam)l
PX_
< exp (Apkxm) S E(l glle+k =y) (K1+K2) Ae—Aydy par (2.3)
P
< exp(p Xm) E(lglIXm+k— y) (K]+K2)Ae dy
(0]
k

= exp(Ap Xm) (K1+K2) E (lgh)

Aussi

2.5 1B =1] B(@ X0 2 exp (- %) ax
0

< S exp(Akam) (K]+K2) E (gl) A exp(—AXm)de par (2.4)
0

- (K, +K,) E(lgl) / (1-p")

Donc
(2.6) |E(fg) - E(f) E(g)l = IE(£(E(glX) - E(g)))I

= 19" EIEE(IXDIA) - E(gl A)]I

< pMH Il (exp O™ ) + 1/01-p")) (K, #K,) E(1gl)] par (2.4) et (2.5)

< P & 4 )EED 2 El(expp*x )+1/(1-p")) %1 /2B ¢ ) par 1'insgalits de
Holder

v - 1
¢ 51/2pk(Kl+K2) E(fz)]/zE(gz)l/Z pour k > - log 15 / log p

I1 s'ensuit qu'il existe une constante C indépendante de k telle que
2 2,1/2
(2.7) IcCorr (£,g)l = | (E(fg) - E(£) E(g)) / (E(f-Ef)“E(g-Eg)") '“|

-é Cpk pour k = - log 15 / log p
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. _ _ 2
Si B € Fm et C € Gm+k et £ = lB(...,Xm), g = lC(X ) alors £ €L (Fm)

m+k’ "’

et g € Lz(Gm+k). Donc par (2.6) pour k = - log 15 / log p

e ncy) - pe) POl < 5'/2(1<l + K,) ok p(8)!/2 p(cy!/?
et puisque P(B) <1 et P(C) <1
(2.8) sup |PB N C) - B(B) P(C)| < 51/2\(K1 + K,) P >0 (k »w)
BEF
C€ Gm+k

c'est-d-dire que le processus (1.1) est fortement mélangeant et asymptotiquement

non-corrélé au sens de Rosenblatt [12] .

(2.6) nous donne aussi plusieurs résultats qui sont utiles quand les Xi sont
les intervalles entre les &vénements dans un processus ponctuel. Ainsi pour un

processus ol seulement {Xi , 1 =1} sont observés
n
lim l. :Z: Xk = A ! pP.S.
n?>° n k=l

par la loi forte des grands nombres pour un processus stationnaire [2].
n

En plus, si Nt = max {n : 2 Xk < t}, intuitivement le nombre d'événements qui
k=1
se produisent avant 1l'instant t, on a
Nt Nt+1
< <
(k2=:]xk) / N, < t/N_ (2 XN
k=1

et donc

lim (Nt/t) =) p.s.

t—)oo
Nous notons également que 1l'hypothése de théoréme (20.1) de Billingsley [1] est
satisfaite par (2.8) avec

2
o

Var X, + 2 E:: Cov (X,,X...)
1 3= 127143

A2 a + 2 p2 (l-pz)'l)
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Donc nous avons le théoréme centrale limite suivant :
n

-1
lim Pr[(E X. - n XA )/ o/m<x] = &)
n->o J=] J

- X
ot o(x) = (2m)~'/?2 kf exp (-y>/2)dy

=00

3 . ESTIMATION DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

La densité de probabilité d'une réalisation X = (X],... ,Xn) du processus (1.1)

est
2}

3.1 L (X|6) = m ' exp (=X /m) Py o
k=2

oim= A ], la moyenne du processus, 0= (m,p) et P o est la densité
t ]

conditionnelle de Xk étant donné Xk_] . (3.1) résulte donc de la propriété
markovienne de (l1.1). On a

1 1

3.2)  p g = U-p)? U-pp?)'m ! emp (X /m) + pC1-prp)) N

exp (-Xk/mp(l-p)) + & {p(1-p) (l-p+1>2)—'m-l

exp (-(X-pX,_)/m) + p*(1-p) ' (1-p+pH)'m!

exp (-(X -pX, _, )/mp(1-p))}

oi 8 =\l siX >pX

0O sinon
La fonction de vraisemblance (FV) (3.1) est discontinue en p et la théorie
classique pour l'estimation de MV ne s'applique donc pas, puisque les conditions
de régularité qu'elle impose sont violées, et que les observations ne sont pas

/N
indépendantes. Un estimateur de MV de & est une valeur © de O telle que

A N
L (x18) > L (X 16) VO+ 0O
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Supposons maintenant que nous sachions a priori que m < M pour un
M fixe. Nous allons démontrer que sous cette condition.l'estimateur de MV est

consistant. Soit 90 = (mo’po) la vraie valeur du paramétre et soient § = (6] 62),
t)

€= (EI,EZ) ol 6]’52’51,62 sont des réels avec 0 < 6] <m°’ 0 < 62 <M - mo’

0] <po - g <po + g <1 et notons

DO (8,¢) = B( 90’693) - B( 90,5,8)
ol 3(00,6,8) = {(m,p) : m - 61 <m <mO + 8, et p_ -~ g <p <po + ez}
et B( Go 8,€) est son adhérence dans la distance euclidéenne sur [0,M) x [O,1).
t]

. 2 . - . . e
Soient Ek—l @ et O o respectivement 1'espérence et la variance condition-
> o * Yo

nelle sous Py @ étant donné X.k__] .
?
o

Nous vérifions d'abord que
(3.3) lim _1_ 3 Ek e log p <w VY&e D (8,€)
n»e n k=l -1, %o k.9 °

En effet, par la stationarité de (1.1) E log p est une fonction de
k-1, & k,8
Xk_] qui est la méme pour tout k et qui appartient a LZ(Xk_l) puisque par (3.2)
K, m (l—p+p2)-l exp (-Xk/mp(l-p))~( p
3 k,0

< 4K4m_l(l—p+p2)-l + 8, exp (-(X-pX,_)/m) + (1-5)exp(-X, /m)

ot K, min {(l-p)z, p(1-p), pz(l-p)}

et K4 max {1, pz(l—p)_l}
Donc log K; - log m( 1-p+p?) - X /up(1-p) < log py g

< log 4K, - log m(1-p+p”) - & (X - pX,_)/m - (1-8)% /m
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2
Donc log K, - log m(l-p+p”~) - mo/mp(l-p) <Ek_l o log P, 0
t]
o
< log 41(4 - log m(l—p+p2)

- mo(l-pxk_l exp(-pxk_l/m))/m

Donc

(3.4) E_, b |10g Py 9|2 < max {(log K; - log m (l-p+p2) - mO/mp(l-p))z,
’ o ’
(log 4K, + [10g m(]-p+p2)| + lmo(l-—pxk_] exp(-pxk_]/m)/ml)z}

Donc par (2.7) on a

(3.5) Corr (Ek-l,QO log Py,g , Ek+j'|,9o log pk’V) < cp? pour k > - log 15/10g p

et (3.3) est vérifié par la loi forte des grands nombres pour les processus

stationnaires [2]. En outre, quand §, =8, =¢ =¢ =0
;| X
(3.6) lim — Z _ log p < oo
e k=l Ek l’&o k’90

Aussi, par un raisonnement analogue 3 celui qui méne 3 (3.4) on a que

2 2
%-1,8, log p g € L7 (X_p)-

En outre par (3.4) il existe une constante K5(9) telle que

2 2,
°k—1,90 log p g < E(log Py g) ) <K (&

Donc

= 2 = -2 2
(3.7) g ok_]’eo (log pk’glk) -g k ok_]’eo log Py 0

< KB 2 Ki<a YO € (8,¢)
k=1

En mettant 6] = 62 =€ =€, = O on obtient également

(3.8) 2 o o (logp, o /k) <w
k=1 ’o )



-158-

Pour tout B%EDO(G,e) > Py 0 est une fonction positive et Lebesgue-mesurable en Xk,
]

ainsi que P g ° Donc par 1'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelle
?
(e}
) 4
. < ¢e
(3.9 So 1og(pk,9/pk’%) pk’go dx, <o D (8,¢)

Par (3.7) il s'ensuit de [11] que VBOe Do(6,e)

l n
o lé (108 Py, = Fi-1,9_ 198 P,p) O Pes. (n>)

et par (3.8)

n
L >
- (log p -E _ log p )~30 p.s. (n > )
n 2 k, 9 1,8, kg P

Donc par (3.5) et (3.6)

n n
1 E:: 1
- (log p, o= logp, o) -— 2 (E_, o logp
n o k, 8 k@' T £ k1,0 k,®
Ek—l,9‘ log Py 90 )—o0 pP.s. (n > =)
Puisque par (3.9)
L5 @ “log p, g - 1 y =15 log(p, o/py o) <O
n k=]: k-lygo kge Ek-l.ygo og pk_’go .I-l k=l k_]’eo og pk,e pk’go
il s'ensuit que
n
Prlz > (log p, g~ e P ) <011 (@~ YOep (5,0)
k=1 ’ *Y

c'est-a-dire que

PrL (X|§) <L (X|8)]1—1 (+=) VFeD (s,¢)

La FV(3.1) est continue par morceaux en p et l'ensemble de définition de p
est compact, donc l'estimateur de MV est consistant en p puisque €, et e, sont
arbitraires. En plus, la FV(3.1) est continue en m et puisque € et 62 sont
arbitraires et 1'ensemble [0,M) des valeurs admises pour m est compact, l'esti-

mateur de MV est &galement consistant en m.
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