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DIFFUSIONS AVEC BRANCHEMENT ET INTERACTION

TH. EISELE

Universitat Zurich (Suisse)

Ici, nous traitons les diffusions avec branchement et interaction
dans ﬂ? I1 s'agit alors d'une généralisation de notre modéle de
diffusion avec branchement dans [3] et [4], ol nous n'avons pas permis
des interactions entre les particules. Bien sur, on ne peut plus
démontrer la "propri&té de branchement" camme en (4], mais autrement,
tous les théorémes importants restent valables, surtout le théorame
sur la transformation, et la representation des martingales camme
intégrales stochastiques.

Au contraire, le probléme général du contrSle recoit une forme
plus satisfaisante, parce que ici le contrSle peut dependre de toute la

configuration, et non pas seulement d'une particule singuliére camme en

[4].
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I NOTATIONS

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes.

Soit E 1'éspace de toutes les configurations finies de particules
dans tRp, c'est a dire

E est l'éspace de mesures sur lRp avec valeurs dans

N = {0,1,2,...}, 0 est la mesure zéro.

Prenons sur E la topologie faible, qui est métrisable, par la
métrique d(e,e') disons, e, e' € E.

Camme d'habitude, notons parg/xaR*', E) 1l'éspace de fonctions
continues a droite avec des limites a gauche (cadlag) et

= {w € Qm+,E), si Xs(w) = 0 € E, alors Xt(w) =0 pour tout t > S }

Ici, Xt est la projection de Q a E.

M= oix,rrshMi=01x,scrst
Soit @ la c-algébre des ensembles prévisibles de  x |R+. Une fonction
£ : RP— R est &tendue de deux facons en des fonctions f et £" de E dans
R par
£(e) = T £(y)°Y)

et

£ (e) =} ely} £(v) ,
ol y parcourttRp et © =1 pour tout o€ R.
Si H est un operateur sur un ensemble de fonctions £ : R° — R, nous
définissons

HE(e) = | ely} HE(y) £°WT 1 gynely')

Y y'Ay

Ainsi, ecrivons plus briévement les intégrales stochastiques

+

(T{'Tz) b(X )dxXr = g (Tl’{z) b(r, v;,./%) &;,

et
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[f ovex) ax = § I f£(y. ) VE(y, ) dy,
(1) 4T,) £or (Tl{rz) g T e T

ol (Yi r) est une énumeration continue de Xr dans 1l'interval stochastique
’
(‘El,Tz). De plus, posons
t
[fomiax, = ] I b(X )dX_
s

T4t (1T ™)

ouT =sett =mf{r>ri,xr7£xr_}

i+l
sont les temps de sauts pour le processus Xt‘
Nous faisons les hypothéses suivantes sur les fonctions définites
sar F=R X ({(y,e) €® XE ; ely} » 1} U {0})
Soit
a(t,yre) = (ay t,ye)ER ® R continue, symstrique et
ilyait M, 0 <M< ® , tel que
My [12 € < v aeyey> < Mly']|? pour tout v'e B
b(t,y,e) = B, (t,y,))ER® , et
(H1) 0 < p(t,y,e) €M soient des fonctions mésurables bornées.
Pour K = o,z,"3,...,Ko
0< qK(t,y,e) soit mésurable avec

K
) a (t,yse) = 1.
K#l
Posons pour une fonction réelle £ sur P K
e}

Kf(t,y,e) = p(t,y,e) z qK(tere) fK(Y) ’
k=o
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oﬁql=- 1l et, si £€ dan(L) =%12) (RP)

2
d 1 )
Lf(t,y,e) = ) b (t,y,8) =—£(y) +5 )} a,.(t,y,e) s £(y).
’ ¢ i ayi 2 i3 ij -4y ayiayj

II PROBLEME DE MARTINGALES

Definition :

Soit H un operateur infinitesimal sur un ensemble de fonctions
f : R — r.

]

Nous disons qu'une famille (Ps,e)s,e€ER+X E de mesure de
probabilités sur Q est une solution du probléme de martingales par
rapport a H pour les configurations sur &P , si
(1) (s,e) = Py e(A) est une fonction mésurable surR' X E pour

’

(i1) Ps,e{m' X () =e ¥r< s}=1,
(1ii) pour toutes £ du damaine de H,

t

£(X) - [ BE(X) &
° r
est une PS e martingale p.r. az//ls .
, .

Résumons les résultats de [7], proprement modifiés pour notre

situation de A configurations :

Théorame 1 (Stroock-Varadhan)

Sous les hypothése (H1), il y a une solution unique du probléme
de martingales par rapport & L pour les configurations sur RP,

En utilisant ce théoréme, on démontre d'une fagon aﬁalogue a celle

de [3] :
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Théoréme 2 :

Sous (Hl) . 11 y a une solution unique (Ps,e)s,eetR+ % E
du probléme de martingales par rapport 3 (L + K) pour les configurations
sur [RP,
Remarque :

Contrairement aux conditions dans [3] et [4], ici les coefficients
a, b, pet qQ, dependent explicitement des configurations Xt. On a alors
une interaction entre les particules, qui influe sur leurs mouvements,
et leurs camportements de branchement. Donc, la "propriété de
branchement", qui figure dans [5] et [4], n'est plus satisfaite.

Mais, came en [4], on a

Proposition 1

Le processus (PS e) est un processus de Hunt, qui a la propriété
4
forte de Feller., De plus, il y a une mesure de référence A' sur

[0,2) x E pour (2 ).

III TRANSFORMATIONS

Nous allons étudier, camment le processus (P s e) se change, si nous
14
modifions les coefficients b and q,-
'Soit alors

(P s e) le processus unique avec le générateur
’ .
2
1 )
3 2 aij r-s—yi Yj + K

ol K est comme dans le paragraphe 1. Et soit ( Pls)": ) le processus unique
’
de générateur (Lb+Kd) oﬁL§°=Lccxm\edans 1 et

KE(t,y,0) = plt,y,e) ] 9 (try,e) dp(t,y,e) £ (g)
K=o

avec des fonctions mesurables, bornées
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0<% dK(t,y,e) <M' pour K=0,2, ..., Ko et
d, (t,yse) = ] gty lt,ye).
K#1
On a alors la transformation de Girsanov sous la forme suivante (en
faisant usage des conventions du paragraphe 1).
Théoréme 3 :

Pl;’(ei est absolument continue par rapport a P esurg/”:, t <o,
’ ’

et
t
t -1
desed/dPs’e|,ﬂs=exp { f <bja "> (X)X,
t
1 -1 _+
-3 g{, d,a B (X )dr
ol * )
- (p (d,-1)) (X.)dr }.
[ 63 @mT e
{[, e(r,xr_,xr) '
ol 1 si X._ =X

e(r,xr_,xr) =

& ryy,X,) st (X ) E)=(x,X ) {y} = K-1# 0

Démonstration : Soit e(r) = e(r,xr_,xr) ’

t t
+
dX et (e(x)-1) + (p q,(d,-1)) (X)dr .
i r rzt £ 171 r

sont Ps e—martingales. Soit Zt 1l'unique solution de
’

t

_ -1
7, =1+ g z__ <b,a >(X)aX_ +

t
+
+ r\Zt Z, . (e(x)-1) + i Z..(p q@-1)) (X )dr .

Alors Zt est égal d la formule du théoréme.

2
De plus, on a par la formule 4'It5 pour f€%b =)
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t
7 £(X) = £(e) + fs+ Z,_ £(X) <b,a > (X)dX_+

t+ t b
+ [ z._ VE (xr)dxr + 2, L° £(X) dr
s s
7 + da +
[z [EX0 (o qp@ T+ FER) - ot ) E ]ar
S

+ Z__(EX)e(r) - £(X_))
rgt eer t

0 ~—t

7 (FEx) - o"(x)EX))ar

ol Fdf = de— pqldlf .

Ca montre, que ZdPl e est une solution du probléme de martingale par
4
rapport 3 (L° + k%), d'od avec 1'unicité du théorame 2. apPrd = 2dp_ _ sur
4 ’
Mt
s * A
L'intégrabilité de 2,, pour t < =, se montre came dans [4].
Notons le processus de saut, qui appartient 3 notre modéle par

H(w,dt x d(e,e")) = ]2: G(r,Xr-,Xr

XA

Sa projection prévisible duale par rapport a PISD’ (ei est
’

) (dt x d(e,e"))

Vg (0,dt x dle,e") = (K;IqudK) (€. /X, )dts, @8 . (@ J(x)

- -+ (K-1
t t (K-1)6 (.}
2
Ceci nous permet d'écrire nos martingales fondamentales, f eg b

£(x,) - £(X) - ? P E(x ) ar =
t ] s r

t
VE(X ) (d&X _-b(X )dr) + (f(e')-£(e)) (u=v ) (dr x d(e,e"))
[ @xnage s e xate
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Une consequence de l'unicité du probléme de martingales est que une

telle représentation est possible pour toutes (t,ﬂ:) -martingales.

Théoréme 4, :

————————

Soit (g.) une martingale par rapport & Pls)' 2
’

intégrable. Alors, il existe un processus prévisible g(t,y,w)€ ®P

, de carré localement

[c.a.d.eg) x Q (RP) - mesurable] tel que le processus croissant
/ <g,a,g>+ (r,w) dr soit localement intégrable ,
s
et un processus prévisible h(t,e,e',w) € R [c.a.d.g xg(Ez) -mesu.rable]

tel que

L b

h2(r,e,e') \)d(dr x d(e,e')) soit localement intégrable ,
et

t
g, = [ g(x,w (@X _~b(X )dr) + j , hirree’) (u-vy) (dr x d(ese"))

s s,t|xE

b,d

Ps,e - poSo

Came la démonstration du théoréme 4 est parfaitement analogue a celle

du théoréme 2 en [4], nous 1l'amettons ici.

IV  UN PROBLEME DE CONTROLE

Sur un interval fini [O,T] , T < ©, nous nous posons le probléme

suivant de contrdle :



(H2)
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Soient a, p et qy came dans (Hl1).
Soit U l'espace de contrdle , campact avec la métrique T,
Sur F x Uon a les fonctions mesurables, bornées suivantes,
les quelles sont supposées continues en U.
b(t,y,e,u)el.'Rp , O0< &(t,y,e,u)€ R et

0 < dK(t,y,e,u) K= 0,2,...,Ko .

Comme ci-dessus, on met 4, = kzl U e

Alors le prabléme est de trouver une fonction mésurable
v(t,e) € U, qui minimise la fonctionnelle

v T + .
Vs,e(v) = Es’e ( i 27 (X, v(r,X)) dr)-> min! ,

b _,d

\'4 ' v _sVviv
ol Es,e est 1l'espérance par rapport a Ps,e Ps,e

avec bv(t,y,e) = bv(t,y,e,v(t,e)) et

dK’V(trYre) = dK'V(tIYIeIV‘tIe) ).

Pour la solution de ce probléme on a besoin d'une série de définitions
et de propositions. Mais camme la méthode est - cum grano salis - la
méme camme en [4] nous ne donnons pas de détails ici.
Soit A' la mesure de référence de la proposition 1. Nous définissons la
mesure A sur F par la condition suivante :
Si A est une partie mesurable de F, telle que la projection pr: F —>lR+ X E
soit bijective sur A, alors A(A) = A'(pr(d)).

Nous donnons a l'espace de Banach Lm()\) des classes de fonctions réelles
A-essentiellement bornées sur F la topologie *-faible o(Lm()\) ’ Ll (A)).

De plus, notons par Lioc 1l'espace de processus optionnels (Zt) sur

(Q,.,/”: ’ Ps e) avec les semi-normes
’
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1/2
||Z|| = sup E[ ]
K <t<T tAT

./&{ioc ; l'espace des martingales de carré localement intégrable est

un sous—-espace fermé de L Sur(/ll 2 nous regardons aussi la
topologie faible o(e/l{ loc! 2 ), engendrée par les fonctionelles
g~ E(gTA'cK hTA‘I.'K h€ ‘ﬂloc

W 00 [¢ o] [ o] K
soit M= {(2,b, (@))€ L") x (L P x @won ®; 232o0, dy > 0.

avec la topologie *-faible dans chaque coordonée.
Alors on a came en [4]:

Proposition 2 :

Les fonctions suivantes sont bien définies et continues dans les
topologies indiquées :
(1) @), top.e—faible) — 5 @2 | ||y

t o
Lo ([ 2 (x)ar)

4 t<T

K
() (@)@ M) ©,top.x-faible) » (Mo (M2,

b8 —— 203 / @ | M

s,e

(iii) pour tout i
(W, top.x—faible) &
T/\T +
(R, 5 X ( f 2* (% )dr)

Corollaire :

La fonction
LW

(zbd)—Ebd(jz(X)dr)<oo

est bien déf:.nle et semi-continue inférieurement.

2
)
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Si nous donnons d 1l'espace ,ydes fonctions A'-mesurables
v [O,T] X E—U la métrique
Ty (V)= inf{a>0,A'{(t,e) w(v(t,e),v'(t,e))> a} = 0},
alors ( /V,n)\,) est un espace campact metriséble‘(vo;'_r Theorem A3 dans
[4]). On en d&duit avec le corollaire:
Proposition 3 :
(1) Ia fonction (¥/,m) > (O ,top.«-faible)

v > (80,04,

est continue.
(11) Ia fonction Vg : W/ — > R est bien définie et semi-continue
inférieurement. B
D'ol :
Théoréme 5 :

Le probléme de contrdle (H2) a une solution optimale
* * .
v E 1‘/ Vs’e(v ) = inf {Vs,e(V)’ ve%.

Pour arriver 3 une condition nécessaire et suffisante pour le contrdle

optimal, on remarque d'abord, que

t
V(t,X V) + j]zl(xr)dr
S

est une martingale de carré localement intégrable, dont les sauts sont
égaux a

V(Ti-l XTil V) - V(Ti-l xTi— ’ V)

Le théoréme 4 nous fournit d'un processus prévisible gv(t,y,w) € R’ ,

\'4
tel que Ps,e P.S.

t t
VX V) - Ve + [ LK dr = é‘“ g, (r,0 @ b, (X) +

]s K XEZ (Vv(r,e",v)-V(r,e',v)) (u- VV)
'
(dr x d(e',e"))
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De plus, la representation
v ' t/\’ti + tA'l'i
Es,e[ (V(taty, xtATi,v) + s[ 27 (X )dr) ( é’ 1, (r,X ) @ b (X )dr)) ]=

v t/\Ti +
= Es,e [ £ lA(r,Xr) <g,sad > (Xr)dr]

pour tout i et tout AéLﬂ[O,T] x E) , montre qu'il a une fonction
9, ¢ F +lR+, A-mesurable, telle que

gV(tIYIw) = gV(t'y'xt—) . dt x dP:’e - p.s.

Théoréme 6 :
ve est une solution optimale pour le probléme (H2) et tous
points initiaux (s,e) € [0,T] x E, si et seulement si pour A' presque

tout (s,e)€ [0,T] x Eon a

K
Rox(8,e)+ <g *,b x> (s,€) + (kz: U x 0 gl (sie)
+ = +
=min {£(s,e) + <gq*b> (s,0) + ( 17 Voxp 0 ad )7 (se)
ueu : k=0

ol GV*K(t’y’e) = VV* (t,e + (K—l)G{y}) sur F.

Démonstration :

Pour v € “V, regardons la fonction, (A') ® Q( U ) -mesurable

K ~
h *(s,eu) = 2+(s,e,u) + <gv*,bu>(s,e) + ( Zo Vo* P quuK)+(s,e)
k=0

qui est continue en u. Alors, par le théorame A2 de 1'appendice de [4],
on trouve W&, /V tel que
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h*(s,e,w(s,e)) = inf h «(s,e) g hv*(s,e,v*(s,e) )
ue u

avec 1l'é&galité )\'-presque partout si et seulement si la condition du
théoréme est satisfaite. On a PS- e = Pese
’

t
Vox (£,X,) =V *(s,e) + ,: g* (X )dx . +

+ (V *(r,e") - V *(r,e'))u(dr xi(e',e"))
]o,{::le.2 v v

t
- £ h * (r,xr,v* (r,,x:))dr
t . t, )
=V *(s,e) - £ g (X )ar + £ g, (X)) (dX -b_(X )dr)

+ (V_x(xr,e") =V *x(r,e')) (u-v ) (dr xd(e',e"))
| ]o,t{]sz v v w) ’

t
+ [ y* (e, X w(,X)) - h*(@,X V" (£,X)) Jar.
S

En appliquant E: e POUr t = T, nous deduisons
’

’ t
— - W - *
0 =V *(s,e) -V _(s,e) + Es,e[ é h* (r,X_,W) = h *(r,X ,v) ar ]

d'ol suit 1'optimalité de v" pour tout (s,e) € [0,T] x E si et seulement si
on é A'-presque partout 1l'égalité ci-dessus.
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