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INEGALITE DE SEMIMARTINGALE

E. LENGLART

Université de Rouen

Nous considérons un espace de probabilité filtre (f~F~~P) véri-
fiant les conditions habituelles et P une fonction convexe modérée

(croissante, nulle en 0), d’exposant p (p= sup où f est la

dérivée droite de P).
L’espace des x telles que MxM? == inf{c&#x3E;0 ; soit

fini est désigné par L 9 et c’est un espace de Banach quand on le munit
de la norme || Op 1. La fonction P étant modérée, une v.a. x appartient
à Lp ssi F(lxi) est intégrable. Nous appelons (resp. Ar(p), 
l’espace des P-martingales M telles que M appartienne à L (rea-p.
des processus adautés à variation finie, prévisibles- nuls en 0 pour
yp(P)p tels appartienne à On désigne par t!(P) le es-

paee des P-semimartingales égal à MF(P)+ A (P) = on

appelle S (P) l’espace dee semimartinga1es’ X telles que X* appartienne
à L 
Si X est une semimartingale spéciale t nous notons X son *compensateur"
prévisible, c’est à dire l’unique processus à variation finie, pré-
visible et nul en 0, tel que X- X soit une martingale localep que nous
noterons 1 et appellerons la compensée de X.

LEMME. Soit X une semimartingale spéciale. Si fy est un processus pré-
visible à valeurs dans {-1~+1~ tel que BdiB = fl. dl , on a 

DEMONSTRATION.

a) Si 7C est une sons martingale spéciale (i.e. Par arrêt, on

peut supposer que X est de la classe (D). On ~, alors, pour tout t.a. T

E(Ï~- X,) - E(:.- X~) ~ 
et on conclut par le de Garsia-Neveu.

b) Cas La semimartingale {fX dX admet pour compensateur pré-
visible le processus croissant )fv et est donc une 

martingale locale; on est ramené au point a).

De cette inégalité, nous pouvons déduire une généralisation des in-

égalités de Burkholder-Davis-Gundy aux semimartingales. Si X est une
semimartingale, nous notons le nombre +00 si X n’est pas spéciale

+ e~~ Spéciale; nous par 

Enfin, nous notons par p (X) le nombre 
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THEOREME 1. Il existe deux constantes universelles telles

Que$ pour toute semimartingale X,on ait

DEMONSTRATION. On peut encore supposer que X est une sous martingale
1 - d -

locale

b) si f est prévisible, borné par lt

COROLLAIRE 1. est une sous martingale locale, on a

COROLLAIRE 2. Si on pour X semimartingale, qF(X) = sup ||{I dXU S’
o~ A décrit les ensembles 1)révisibles, les normes p p et q p sÕn1
équivalentes. 

=

REMARQUE. yor a prouve dans 4 l’inégalité suivante, à l’aide du lem-
me de Kinshin. Posons NF(X) - p 

où f décrit les pro-

cessus prévisibles élémentaires de la forme a 0Ilol+ 1 
avec 0t ... tn ao et ai est Ft mesurable bornée par avec ... et a est p mesurable bornée par 1.

1 i n NF î =t 
Les normes || ||HF et Np sont équivalentes.

a:

COROLLAIRE 3. Si Q est une probabilité absolument continue par rap·port
à Pt de densité bornée, H’g(P) est inclus dans HF(Q), avec une norme
plus forte.

F F
C’est évident en comparant les normes pP et pQ.

Nous allons maintenant démontrer une inégalité due à Stein dans le
cas discret et pour F(x) = à Lepingle[1] dans le cas P(x) = x
et en temps continu, et à Yor dans le cas générale* Ce théorème est
démontré, dans les articles précités, par des techniques de dualité,
plus "savantes", mais qui donnent de meilleures constantes.

THEOREME 2. Il existe une aonstante telle ue our toute semi

martingale spéciale X on ait il [il ~~1 ~ ·
DEMONSTRATION; a) Si F(x) = a2, c’est bien connu et facile (Stricker
[2j) : on a .«(i,’iJ0153 ) ~ 
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b) Si X est à sauts prévisiblement bornés par un processus croissant

prévisible D, on a, pour tout t.a. 

+ appliquant un lemme sur les fonctions
concave [61 , on obtient 2 D~ ) .
c) Si P(x)= x. on obtient le résultat à l’aide d’une sorte de dècompo.*
sition de Davis, mais plus simple: on peut supposer que X~ est inté-
grable ; posons et [st Ale I{IAX |&#x3E;2 Ss_} · le
processus K a sa variation totale majorée par 2S ellg même majorée
par 2[X,X]~. On a alors X= Y+ K les inégalités

d’où l’ on déduit E(ri,i]~)4- 
d) cas général. Considérant la semimartingale par rapport à (P~p ~)m - Á Á .. 

* +

En appliquant le lemme de Garsia-Neveut on a alors

COROLLAIRE 1. Soue les mêmes hypothèses, on a 

COROLLAIRE 2. Soient Q une probabilité absolument conti-

nue par de densité bornée, une autre filtration.

Si X est une (q ,Q)-semimartingale, alors sa (q ,Q)-compensée 
et X appartient à 

&#x3E; - compensée appar-

DEMONSTRATION. Si X appartient à H 9’P), appartient à 
F 

2013 - . 00

et donc à le résultat se déduit alors du corollaire 1.

La semimartingale X est alors dans car tout processus pré-
visible à variation finie est localement borné.

REMARQUE. c P et X est G -adaptée, X appartient à 9Q) si
. 

= . 

F = . TR? 
= F .

elle appartient car il est clair que 

pp e 
= - 1&#x26; , 

-0 
,

UNE REMARQUE SUR LES CHANGEMENTS DE PROBABILITE.

Dellacherie a montré que si X est une semimartingale, il existe une

probabilité Q équivalente à P, de densité bornée, telle que, pour tout

tt xt appartienne à M 2(Q) 0 V 1(Q). Nous allons voir que les théorèmes
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1 et 2 entrainent un résultat plus fort, démontré par Bichteler dans

le cas p=2, et par Dellacherie (communication personnelle) dans le
cas général.

THEOREME 3. Soit une suite de semimartingales. Il existe une

probabilité Q équivalente à P, de densité bornée, telle que, pour

tout t et tout n, X n arrêtée en t appartienne à 0 P UP(Q) () !e(Q) -
DEMONSTRATION. Nous traitons, pour de~ simplifications de notations,
le cas d’une seule semimartingale X, l’argument étant essentiellement
le mdme pour une suite. Rappelons un lemme du à Dellacherie, et qui
résulte simplement du lemme de Borel-Cantelli: si (zn) est une suite
de v.a. p.s. finies, il existe une probabilité Q équivalente à Pe de
densité bornée, telle que, pour tout n, z n est Q-intégrable.

Soit Q1 une probabilité équivalente à P, de densité bornée, telle

que pour tout p et tout et soient Q i-intégrable
La semimartingale X est alors Q1-spéciale et, d’après le théorème 2,

pour tout t, sa Q compensée Il appartient à 

Si A est le Q i-eompensateur prévisible de X, on peut trouver une

probabilité Q équivalente à Q, tde densité bornéet telle que pour
tout p et t et soient Q-intégrables; alors,

t a v s 

pour tout t, At appartient à 0 e. d’après le corol-P = 

t t
laire 3 du théorème 1, il en va de même pour M et donc pour 1
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