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INEGALITE DE SEMIMARTINGALE

E. LENGLART

Université de Rouen

Nous considérons un espace de probabilité filtré Cl,g,gt,P) véri-
fiant les conditions habituelles et P une fonction convexe modérée
(eroissante, nulle en 0), d'exposant p (p= sup_ %%%%l , O T est la
dérivée droite de P).

L'espace des v.a. x telles que l|xllF = 1n1’{e>0 ;s B(PGx1/c) < 1} soit
fini est désigné par LF, et c¢c'est un espace de Banach quand on le munit
de la normellup . La fonction P étant modérée, une v.a. x appartient

a ¥ eet P(x1) est intégrable. Nous appelons EF(P) (resp. éF(P), IP(P))
lt'espace des P—martingales M telles que H;, appartienne & LF (resp.

des processus adaggéa 4 variation finie, prévisibles nuls em O pour
ZF(P), tels que SO dA ) appartienne 2 LP). On désigne par gr(P) 1l'es-
pace des P-semimartingales égal a gF(P)+ gP(P) = gF(P)e ZP(P)‘ $ on
appelle §1(P) ltespace des semimartingales X telles que X; appartienne
a ¥,

Si X est une semimartingale spéciale, nous notons i son "compensateur"
prévisible, c¢'est & dire l'unique processus & variation finie, pré-
visible eg nul en O, tel gue X- X soit une martingale locale, que nous
noterons X et appellerons la compensée de X.

LEMME. Soit X une semimartingale spéciale. Si T est un processus pré-
visible & valeurs dans {-1,+1} tel gue\d§\= fx.di s On a

Q0 ~ . »*
I §o1a% )0y < 20 HCSgrzaxiihy
DEMONSTRATION.

a) 81 X est une sous martingale spéociale (i.e. fy=1) . Par arrét, on

peut supposer que X est de la eclasse (D). On a alors, pour tout t.a. T
E(X, - X,) = E(X, - X,) ¢ B(2X) Tin. o} )

et on conelut par le lemme de Garsia-Neveu.

b) Cas général. La semimartingale SI dX admet pour compensateur pré-

visible le processus croissant Stk dX = |di\»et est done une sous-

martingale locale; on est ramené au point a).

De cette inégalité, nous pouvons déduire une généralisation des in-
égalités de Burkholder-Davis-Gundy aux semimartingales. Si X est une
semimartingale, nous notons ﬂXﬂHF le nombre +00 si X n'est pas spéciale
et”[g,gli + $g°ldisl g si X est spéeiale; nous notons |l XL“F par lixi gP-
Enfin, nous notoms par p¥(X) 1le nombre sup{ﬂsth“SF ;s £ prév.,lfl$1}=.
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THEOREME 1. Il existe deux constantes universelles 0<GF‘eP'<oo telles
que, pour toute semimartingale X,on ait

F
O ITU T & IS22axlgP « BF(X) ¢ ophXiyP

DEMONSTRATION. On peut encore supposer que X est une sous martingale
locale (i.e. fy=1) car ﬂSf ax| F = Xl F et p (sf ax) = pf(x) .

a) ll xuﬂrcll[i 212 |, + WX W pe aphBIP + 1KY, (B-D-0)
¢ aglXig F + (ap+ 1N IlF ¢ (a + 2p(a + 1))|lxll P (lemme).
b) si f est prévisible, borné par 1:
Ilsfdxll F ¢ Hsfdxlsr + llx | 5 ¢ by “[sfd% (raf)? 3 Nx o p (B-D-G)
¢ (bp+ 1) \!xllHr
COROLLAIRE 1. Si X est une sous martingale locale, on a
epllg? ¢ ITlgF < ey NXllg?

COROLLAIRE 2. Si on ose, pour X semimartingale, q (X)-sup“SI dI“s
ol A décrit les ensembles prévisibles, les normes HHHF ’ pF et qF sont

équivalentes.

REMARQUE. Yor a prouvé dans 4 l'iné§§lité suivante, & l'aide du lem-
me de Kinshin. Posoms Ny(X) = supllso_ f ax|l 5 ol f déerit les pro-
cessus prévisibles élémentaires de la forme apIj03 * z:aiI]ti’ti+lj
avec 0¢t14 ces 8% <00 et ay est F, mesurable bornée par .

Les normes ﬂ“ iy et Ny sont équivalen%es.

COROLLAIRE 3. Si Q est une probabilité absolument continue par rapport
4 P, de densité bornée, HF(P) est inclus dans H (Q), avec une norme
plus forte.

C'est évident en cbmparant les normes pg et pg .

Nous allons maintenant démontrer une inégalité due & Stein dans le
cas discret et pour P(x) = xP(pyl), & Lepinglel[1] dans le cas F(x) =
et en temps continu, et & Yor dans le cas généralls5l. Ce théorime est
démontré, dans les articles précités, par des techniques de dualité,
plus "savantes", mais qui donnent de meilleures constantes.

THEOREME 2. Il existe une constante c'.cun telle g pour toute semi
martingale spéciale X on ait || X, X] || péCh | [X,X] “F .

DEMONSTRATION; a) Si F(x) = 12, c'est bien connu et facile (Stricker
(2]): on = ®([X,X] ) ¢ E(IX,X]_ ) .
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b) Si X est & sauts prévisiblement bornés par un processus croissant
prévisible D, on a, pour tout t.a. T,E([X,X) I{T O}) < B([x,X] I{T>O§)
EC(([X, X]% + Dy ) I O}) En appliquant un lemme sur les fonctions

concave [6] , on obtlent E([X, X]% « 2 B([X, X]% o) *

¢c) Si P(x)= x, on obtient 1le resultat ) l'alde d'une sorte de décompo~
sition de Davis, mais plus simple: on peut supposer que X;L est inté-
grable ; posons S, = sup_ 18X | et K, = zsst AX, IﬂAX|;2 S le
processus K a sa variatlon totale majorée par 2S e118 m&m8 majorée
par 2[X, X] . On a alors X= Y+ K et \AY|¢ 2S_ et les inégalités

E( [Y, Y]%‘ )¢ 2E(lY, ‘f]‘]‘r + zso&)) ¢ 2E( [K, K]% + 3[x,x]% ) « 108( X, x]% )
£( &, K]% )¢ B(fglak ) ¢ E($Oldx 1)« 25([x,x] %)
d'ol 1'on déduit E([x,x]oo ¢ 12E([x,x]%°)

d) cas général. Considérant la semimartingale par rapport i (ET+t)
T p . -
X = (XT+t - XT)Ichoo}(T étant un t.a.), on obtient

B([,X15 - [%,%1% )« ((R,E] - K20 %) € 1280 (%%, 0] 2 )

¢« 12E([x,x] ‘ﬁo Tircoo})

En appliquant le lemme de Garsia-Neveu, on a alors

V220, ¢ 2o EAEN, . -
COROLLAIRE 1. Sous les m&mes hypothéses, on & “[X,X]%o“ pé (cl'?+IM[X’ﬂ%'F

COROLLAIRE 2. Soient XGEgF(g »P), Q une probabilité absolument conti-
nue par rapport & P, de densité bornée, et G une autre filtration.

Si X est une (G ,Q)-semimartingale, alors sa (G ,Q)-compensée appar-
tient & H (g ,Q) et X appartient & Hl (€ 4Q).

DEMONSTRATION. Si X appartient & EF(Q ,P), [X,X]%& appartient & LF(P)
et donc a LF(Q); le résultat se déduit alors du corollaire 1.
La semimartingale X est alors dans H§OO(G ,Q) car tout processus pré-

visible & variation finie est localement borné.

REMARQUE. Si @ ¢ F et X est § -adaptée, X appartient & F(G ,Q) si

elle appartlent a HF(F »P), car 11 est clair que p?G Q)* p?F Q)
y ’

e P(P ,P)

UNE REMARQUE SUR LES CHANGEMENTS DE PROBABILITE.

Dellacherie a montré que si X est une semimartingale, il existe une
probabilité Q équivalente & P, de densité bornée, telle que, pour tout
t, x* appartienne & gz(o) ® Zl(Q). Nous allons voir que les théordmes
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1l et 2 entrainent un résultat plus fort, démontré par Bichteler dans
le cas p=2, et par Dellacherie (communication personnelle) dans le
cas général.

THEOREME 3. Soit (X?) une suite de semimartingales. Il existe une
probabilité Q équivalente & P, de densité bornée, telle que, pour
tout t et tout n, X” arrétée en t appartiemne & (\pgp(Q){\ gF(Q) .

DEMONSTRATION. Nous traitons, pour des simplifications de notations,
le cas d'une seule semimartingale X, l'argument étant essentiellement
le m8&me pour une suite. Rappelons un lemme du & Dellacherie, et qui
résulte simplement du lemme de Borel-Cantelli: si (zn) est une suite
de v.a. p.s. finies, il existe une probabilité Q équivalente & P, de
densité bornée, telle que, pour tout n, Z, est Q-intégrable.

Soit Q1 une probabilité équivalente & P, de densité bornée, telle
que pour tout p et tout t,[X,X]g et F([X,X]%) soient Q,-intégrable.
La semimartingale X est alors Ql-spéciale et, d'aprés le théordme 2,
pour tout t, sa Q,-compensée M appartient & (\pgp(Ql)f\gr(Ql).

Si A est le Ql-eompensateur prévisible de X, on peut trouver une
probabilité Q équivalente & Ql’tde densité bornée, telle que pour
tout p et t (SOIdAsl )P et F(deAsl) soient Q-intégrables; alors,
pour tout t, A% appartient a (\p gp(Q)f\gF(Q) et, d'aprés le corol-

laire 3 du théordme 1, il en va de méme pour Mt et donc pour xt.
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