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ANNEAUX DE POLYNOMES A VALEURS ENTIERES
SUR UN ANNEAU DE VALUATION OU DE SEIDENBERG

Youssef HAOUAT

Soit A un anneau intégre de corps des fractions K. On s’intéresse a I'anneau des polynomes
a valeurs entiéres (polynomes de K [X]tels que f(A) < A) et aux sous-anneaux formés soit
des polyndmes dont les n premiéres dérivées sont a valeurs entiéres, soit des polyndmes dont

les n premiéres différences finies divisées sont & valeurs entiéres.

Le spectre de I’anneau des polyndmes a valeurs entiéres sur un anneau noethérien
a été étudié dans [7 ], celui de 'anneau dont les n premiéres dérivées sont a valeurs
entiéres sur un anneau noethérien intégralement clos a été étudié dans [4] , ’hypothése

de cloture intégrale a pu étre remplacée par (S9) dans [ 8] . Pour tous ces anneaux, on

montre d’abord ici que la propriété noethérienne,utile pour se ramener au cas local, peut étre
remplacée, pour le méme effet, par deux conditions : I'une de finitude (s’inspirant de [1] ),
l'autre similaire a la cloture intégrale mais plus faible ; et on se raméne ainsi au cas ou A

est local de corps résiduel fini.

On détermine alors le spectre, dans le cas des anneaux de polyndmes dont les n
premiéres différences finies divisées sont a valeurs entiéres [2] sur certains anneaux,
notamment les anneaux de Seidenberg [ 10] , en considérant comme dans le cas out A est
un anneau de valuation discréte, ’anneau € (A, /A\) des fonctions continues de A dans A.
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Notations : A désigne un anneau intégre unitaire commutatif de corps des fonctions K,

on note
A = {f €K[X]/ f(A) C A}
Pour f dans K[X] et hy dans A* (out A* désigne I’ensemble des éléments de A distincts de 0),

on pose :

) , f(x + hy) - f(x)
Ap f=f et Ay fx) - (_,h____.: (

Puis, par récurrence, on définit les différences finies divisées :

n-1

n-1
«h)- f
Shy,.h fGce hp)-Ap by 100

h

n

n-1

n
Ap,.hy ) -

On note AS(n) (resp. AB(n)) Panneau des polynomes dont les n premiéres dérivées

(resp. les n premiéres différences finies divisées) sont & valeurs entiéres et
AS( w) = . ;0 As(n) (resp. AB(m) =4 ; 0 AB(n)) :

on désigne par A I'un des anneaux AS(n)’ AB(n)’ AS( ») Ou AB( )"

I- LOCALISATION :
On a toujours pour toute partie multiplicative T de A, d’aprés [4] ,[ 5] ,et [ 8]
T1A), o (T14),

La condition noethérienne n’intervient quepour I'inclusion inverse. On peut la remplacer
par les deux conditions suivantes :

(Pp) Condition de finitude : Pour toute partie multiplicative T complémentaire d’un idéal

premier non nul de A, le A-module T'lA est tel que pour tout M sous-A-module de T'lA,
il existe un sous-A-module de T-1A de type fini By et un entier k positif tel que tout m de M,

ona mk dans BM'
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(Pg) Condition proche d’intégralement clos : Sia € K est tel que ak € A

pourk € N - {0} ,alors a € A,
Ona :
Proposition : Soit A un anneau intégre vérifiant (P}) et (Pg), pour toute partie

multiplicative T complémentaire d’un idéal premier de A, on a :
ThAy) = (T)),

Démonstration : L’égalité est vraie si T est le complémentaire de I'idéal {0} de A ;
sinon, il suffit de prouver que (T'lA)* C T'I(A)*. Soit f dans (T'lA)B(n)

(resp. (T'IA)S(n)) ;considérons le A-module M engendré par les valeurs prises par { sur A
et par les valeurs prises par les n premiéres différences finies divisées sur A (resp. par les

valeurs prises par les n premiéres dérivées sur A). Comme M est un sous-A-module de 1A,
d’aprés la propriété (P} ) il existe un sous-A-module By de type fini et un entier positif k tels que
pourtmtmdeM,mkestdansBMﬁommeBMeﬁtdetypeﬁrﬁ, il est engendré par

al a a

9 ooy

81" 8o P’

k k

On pose t = 8]« 8y 3 alors pour tout m de M, t m* est dans A, donc ik m™ est dans A,

P
et d’aprés la propriété (Py), t, est dans A ainsi que ses n premiéres différences finies
divisées (resp. ses n premiéres dérivées). Par suite, f est dans T-1 AB(n) (resp. 11 AS(n))'
La démonstration est analogue pour T'I(AB(OO)) et T'l(As(m )) : ceci montre 1’égalité

entre T'lA* et (T'IA)*.

Il - SPECTRE :

Sous les conditions énoncées plus haut, on peut localiser et étudier le spectre fibre par fibre :

la fibre au-dessus d’un idéal premier P de A de corps résiduel infini est alors celle de
(Ap)s = ApI[X] [5] . Elle est donc bien connue. L’étude de la fibre au-dessus d’un idéal
premier P de A, de corps résiduel fini, nous permet de nous ramener au cas ou A est local

d’idéal maximal Y| , de corps réeiduel fini. On suppose alors en outre que A vérifie la
propriété (P3) suivante :
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(P3) Propriété de finitude : 1l existe x, dans 7)) et k entier positif tel que

mk cax,
On peut alors déterminer le spectre de AB(n) et de AB(oo ) On a le théoréme :

Théoréme 1 (*) : Pourn > 0 lafibre de AB(n) au-dessus de N1 est en bijection avee

A/, - Ondécompose la démonstration en trois lemmes.
1Y

Lemme 1 : Soit g dans AB(n) et x, non nul dans M ; on suppose que g(x) appartient

a M pour tout x de A. Il existe alors s = k(n + 1) tel que :

gS (S AB(H) XO
Démonstration : [ 8 ]. deuxiéme partie, lemme 8.

Lemme 2 : Les idéaux premiers de AB(n) au-dessus de MM sont maximaux et de corps

résiduel A/\“ .

Démonstration : [ 8], Deuxiéme partie,proposition 9.

Lemme 3 : Pour tout n > 0, AB(n) s'injecte dans (. (/’(, /§) (ol A est le complété de A
pour la topologie 1Ml-adique).

Démonstration : Montrons que pour tout a dans A, f(a) est dans A. Il existe une suile

(ap)p >0 de A tendant vers a. Pour p et m assez grands, puisque f est dans AB(n)

sia, #ga,,ona:

P
f(ap) - f(ay,)

ap- am

= yp’m c A

Ce qui montre que la suite (f(::lp))p >0 est aussi de Cauchy, donc , E:nl ) f(ap)

est dans 1&

(#) Je remercie le référé  d’avoir signalé une omission dans une premiere version.
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i=s
Soit d non nul dans A tel que d f(x) est dans A[X]. Alors df(a)= | ¢ al
i=o0
i =s i l =8
et df(ap)= z ¢j ap ;par passage a lalimite d  lim I'(ap) = ) ¢ a
1=0 p»> + | =0

8 . .
et lim f(ap) = z EL a'. Ce qui montre que lim l'(ap) ne dépend pas de la
prt e i=o @ pr+
suite choisie tendant vers a. On pose f(a) = lim f(ap).

p> +e
Ainsi, si f est dans AB(n)’ ona f(A) C A. Montrons maintenant que ‘fest dans € (/A\,/’i) ;
soient x et y dans A tels que x - y est dans TTLQ . Il existe Xk, (resp. ykz) tel que X - X},
(respy - yk2) soit dans ﬁlg, ainsi que f(x) - f(xkl) (resp. f(y) - f(ykz)).

En effet, si (xp) S (resp. (yp )p > 0) est une suite de A tendant vers x (resp. y),

=

ona fxp) - xi) = B, p(xp-xp) (esp-Hyp) - fyke) = Lop (O ~Yieg))
v ’2 ) ° Alé )

dans W* pour p etk assez grands, ou 2k, p (resp. z kg, P) est un ¢élément de A.

En faisant tendre p vers +«, on ale résultat. Ainsi xy 1 kg estdans MY et il

en est de méme pour f(xkl) - f(yy 2) = a(xk1 ‘Yk2) (ol a € A).

Par suite, f(x) - f(y) est dans T?lg , d’ou1 la continuité de f.

Démonstration du théoréme : Comme AB(n) s’injecte dans ’@(A, 1&), alors les idéaux

premiers de Ay ® A/\\L se relévent dans ‘@(A, A) ® A= e A, Apg ) 1415

par ailleurs, les idéaux premiers de € A, A I ) sont en bijection avec les points de A

[3 chapitre II § IV exercices ] ;il en résulte que les idéaux premiers de AB(n) au-dessus
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de Y| sont dela forme
M, = {f€e AB(n)/ f(a) Eﬁl} ol a € A.

Deplus, si a = b modulo Y| alors M, = My [8].

a

Théoréme 2 : La fibre de AB(.») au-dessus de M esten bijection avec A / m

III - EXEMPLES :
ler exemple : Cas d’un anneau de valuation A, d’idéal maximal M, non nécessairement
noethérien. Etudions le spectre de AB(n)'
- Les idéaux premiers de AB(n) au-dessus d'un idéal premier P de A non maximal se
retrouvent dans Ap [X] car P est de corps résiduel infini [ 5]
- Considérons les idéaux premiers de AB(n) au-dessus de M

A) A/“1 est infini :alors AB(n) = A[X] [5]

B) A m est fini.

1) 8’il n’y a pas d’idéaux premiers juste sous "L :alors 111 & Ass(K/A),

Car Anny (1) C. 1 entraine x € M= U donc x € P, el Ann, (_',) cr,.
X pCcM X
P premier

D’aprés [ 5] AB(n) = A[X].
2) S'il existe P premier juste sous M . Alors W € Ass(K/A).
Carsi x estdans "M et pas dans P, I'idéal M. estun premier minimal contenant
Ann A (.).(.1_ ).
a) Si M non principal, alors Y| & Ass(K/A) et d’aprés (5] Al}(n) = A[X]
b) Si W' est principal, alors il vérifie (P3) et d’aprés les résultats précédents

la fibre des idéaux premiers de AB(n) au-dessus de 1 est de dimension 1.

2e exemple : Soient B un anneau intégre de corps des fractions K, K’ une extension
transcendante pure non triviale de K, V un anneau de valuation discréte v d'idéal maximal M

tel que V = K’ et de corps des fractions X .
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On appellera anneau de Seidenberg I'anneau A :
A={x € V/X €B}
ou X est la classe de x dans V = K’. 1 est clair que K est le corps des fractions de A,

que A est local d’idéal maximal M et n’est pas noethérien. Si t est une uniformisante de v,

Pun idéal premier nonnulde A et n > 0 le premier entier tel que t" € P,ona:

me C At; Ap= A AL A
t t"'l

Si B estdetype (n,m), alors A est de type (n+1, m +2) [10] . L’anneau A vérifie
les propriétés (P1) et (Pg). Par ailleurs, on a les équivalences

A est intégralement clos <==> B est intégralement clos

A vérifie (Pg) (===)B vérifie (Po)

On a donc I'exemple d’anneau A qui vérifie (Pg) et n’est pas intégralement clos dés que BB

vérifie (P9) et n’est pas intégralement clos. Il suffit de prendre par exemple :
B= Z[/d]d=1mod 8 [6], K = Q ( /d), K = K(X)

T=K(T); V= KI[TI]; A={ag+a) T +.t T8+ ../a € Z [/d}o; €K}

Comme A = Z [/E ] les idéaux premiers de AB(n) au-dessus d’un idéal premier de A

se retrouvent dans Ap [ X].
»

Résumé :

Si A est un anneau intégre vérifiant des conditions plus faibles que noethérien, intégralement
clos, on montre que pour I’étude du spectre d’anneaux de polynémes a valeurs enti¢res

dans A, on peut se ramener au cas local. On détermine alors le spectre des anneaux de
polynomes a valeurs entiéres sur A, dans le cas ot A est un anneau de Seidenberg ou

un anneau de valuation.
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