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SUL MOTO DI ROTAZIONE

DI UN GORPO RIGIDO

ATTORNO

AD UN PUNTO FISSO






INTRODUZIONE

Consideriamo due terne O (w y z) ed O(&n¢) di
assi ortogonali congruenti fra loro, e legate dalle rela-
zioni :

we==a &+ aynt ol
(1) Yy="Pb <+ Fn+pt
z=y &+ y0+728é
la prima sia fissa nello spazio e la seconda sia compo-
sta dagli assi principali di inerzia relativi al punto fisso
O di un corpo P che ruota intorno ad esso; esprimiamo

I pove coseni cartesiani «; ...y, per i tre parametri in-
dipendenti 6, ¢ , ¢ ponendo:

@y == COS ¢ cOS ¢ — sen ¢ sen ¢ cos § ,
By=cosgsen ¢ - sen ¢ co3 Y cos § , y, =sengsen b

(®) { @y = — sen p cos ¢ — cos ¢ sen Y cos §
Bo==—senp seny +-cos p cos Ycos , yg==cospsend

ag==sen Y send , By =-—cos¢send , y, = cos §
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ed il moto del corpo P sard completamente determinato
quando, note le condizioni iniziali, le quantita 6 , ¢ , ¢
siano conosciute in funzione del tempo.

Denotiamo con A , A, C i tre momenti di inerzia e con
p,q, 7 le velocita angolari di rotazione intorno a &,y, &;
supponiamo poi che il potenziale V delle forze agenti
sul corpo dipenda soltanto da 6 ed abbia la forma
H, cos? § + H, cos 6 con le H costanti qualunque, od anche
V=H, w*+ H, » quando per brevita si ponga w=cosb.

Gli integrali delle equazioni del moto del corpo P colle
fatte ipotesi sono:

—Adw
v=/vre
(Cry—gw) dw
©) ‘P"‘P’""")\ ) t")'“f(l-_wﬂ)w(w)
(Cryw—g)dw

=] A=y i)

nelle quali & stato posto:
4) F(w)= (2A(V+72)-—-AC7‘0’) (I1—w)—(Crw—g)*

e le costanti %4, g , v, esprimono, come anche si riscon-
tra facilmente, la costante delle forze vive, quella del-
I integrale delle aree relativo all’asse z, e la componente
della velocitd angolare di rotazione del corpo nella dire-
zione del suo asse di simmetria .

Se alla terna O(£»¢) si dd un movimento uniforme

intorno a ¢ colla velocitd angolare 7, (%-—1) ed indichia-
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mo con (5) ed () gli assi mobili sul piano £z, la posi-
zione degli assi (§) (n) & sard determinata dai parametri
8,9, , ¢ essendo:

P=p + (% = 1) (t—t);

potendosi poi scrivere:
®) 'Jz—x,b():——sh—% e @r—%‘=—‘4’1‘“ de

con

1 (Cr‘)‘_g‘)d&? —1 M
©®) ¢=1 (1_,}01/% do=14% (l—l—w)l/m

le quadrature da eseguirsi per aver le formole relative al
moto degli assi (£)(n)% sono le (6) e la prima delle (3).

E utile osservare che i «divisori uniti agli integrali»
ellittici di terza specie che rappresentano ¢, e ¢ sono
eguali a 2¢ e che quindi se componiamo colle formole
(R) 1 coseni cartesiani « , ...y; mediante 6, ¢, ¢, olter-
remo sempre delle espressioni razionali.

CAPITOLO PRIMO

1.9 Per eseguire le quadrature indicate dokbiamo con-
siderare le radici della equazione F (w) = 0, percio fare-
mo su di esse le seguenti osservazioni. Anzitutto dalla
forma di F (») si ricava che F( +1) ed F (—1) sono
ambedue negativi, ma siccome per certi valori di w (che
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oscilla fra 4+~ 1 e — 1) deve F (w) resultar positivo,
affinché non si abbia ¢ iinmaginario e quindi anche ¢ e ¢,
cid che contradice alla natura del problema che studiamo,
cosi dovranno esistere due radici reali comprese fra -1

e —1. Per le altre due radici osserviamo che se si ha
H, <0, e quindi:

F(4+) >0, F(4+1) <0, F(—1) <0, F(—o) >0,

saranno anch’esse reali e comprese, una fra 4+ o e 1,

I’ altra fra —1 e — oo; se poi abbiamo H, > 0 e con-
seguentemente :

F(4®) <0, F(4+1) <0, F(—1) <0, F(—») <0

esse potranno essere immaginarie coniugate, oppure an-
ch’ esse reali e comprese:

o tutte e due fra + o e -1
» » +1 e —I1

» » -1 e —w (¥).

(") Quando Hy, = O queste due radici reali, se esistono, debbono
anch’ esse stare nell' intervallo (41 , —1), poiché mancando il termine
in «® neil' equazione F(w) =0 la somma delle quattro radici deve esser
nulla; ma due di queste stanno di certo fra 4-1 e — 1, quindi le altre
due non possono esser reali e comprese ambedue fra ~-c0 e 4 1 op-
pure ambedue fra — o e — 1 perché in entrambi questi casi non po-
trebbe annullarsi la somma delle radici.

Per altro se sono immaginarie la loro parte reale verrd in que-

sto caso data dalla semisomma delle radici reali esistenti fra —+1e =1
cambiata di segno.
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Separate cosi le radici, denotiamole con a, a, ay a;
in ordine di grandezza crescente quando sono tutie reali;
altrimenti chiamiamo con a, a, in ordine crescente le ra-
dici reali e con A 4 4p , A— ¢ pu le due immaginarie.

Se la costante H, é negativa evidentemente si avranno
per ¢ valori reali finché la quantitd » si manterrd entro
i limiti @, e ay; e quando H, & positiva cid succedera
finché o si manterrd in quello dei due intervalli (a,, a,)
ed (a;, a,) che & compreso in (+ 1, — 1), se tutte le
radici sono reali; altrimenti nell'intervallo (a,,a,). Chia-
mando dunque 6, , 6, , 65, 6, gli angoli che hanno per
coseno respettivamente a, , a, , @, , a, ed immaginando
quattro coni circolari tutti col vertice in O, coll’asse Oz
e di apertura 6, , 6,, 6, , 6, apparisce chiaro che 1’asse
di simmetria del corpo, che & O %, non uscird mai du-
vante la rotazione dallo spazio compreso fra i coni 6, e
8, quando sia H, < O; che lo stesso asse oscillerd entro
i coni 6, , 6, oppure entro i coni 85 , 8, (a seconda
dei casi considerati) quando sia H, > O e le radici tutte
reali, altrimenti entro i coni G:e 6, se due radici sono
immaginarie. La posizione iniziale, come una di quelle
che il corpo prende effettivamente, deve esser tale che
nei singoli casi I’ asse O ¢ cada negli spazii indicati; ep-
percid se, avendosi H, > O con tutte le radici reali,
ambedue gli intervalli (@, , as) ed (a,, a,) cadessero in
(41, —1), come avviene quando H, == 0, dipenderd
unicamente dalle condizioni iniziali il fatto che durante
la rotazione I’asse suddetto rimanga entro i coni 8, , 8,
o piuttosto entro i coni 8,, 6,.

In F(w) scriviamo L al posto di — 2 A H,; avremo
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L>O0perH <O ed L <O per H > 0. Nel dare
agli integrali del problema la forma normale e nel com-
porre i coseni &, , ,... y3 separiamo i due casi:

1.9) Che F(w) abbia tutte le radici reali.

2.9) Che F(w) abbia due radici reali e due imma-
‘ginarie.

Nel primo di questi casi si potranno avere delle for-
mole pilt semplici eseguendo una trasformazicne reale di
secondo grado che dia per k% un valore reale, positivo e
minore di 1, come & necessario per introdurre le fun-
zioni ellittiche; e nel secondo caso per soddisfare a que-

ste condizioni adopreremo una trasformazione del primo
grado.

§ 2.° Primo caso.

[«] Supponiamo L <O ed @, < w < a,; potremo evi-
dentemente porre:

oy (ay—a) +0a,(a,—a)sen* s
_ (ay—as) + (ag— a, ) sen® 3
M lﬂ:—:(%_a') (a, — ay)
(ag—ay) (a,~— as)

m-==%zV__L(a3—-al) (ay—aq)

e dare alla prima delle (3) la forma:
Ads
T mYT —jRsent s

t— ty= la quale dopo aver fatto
m

®) S ==am u.
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€ per conseguenza:

a, (a,—a,) + a, (ag—a,) snu
(a;—ag) + (ag—a,) sn®u
_Cro—yg Cro—g (a;—a)(a,—a,)
d = 2m(l—a,) du+2m(l—a,)(a,,—ag)(l——a,)
sn? w du
(ag—ai) (1—ay)

Ccos § ==

®) : +( ay—a,) (1—a, )SnQ "
d Jo = C7'o+g Y C"'o +y (ag——a,)(a4—a‘)
P 2m(l4-a) 2im(14-a,) (a;—ag) (1 4-a,)
sn?u d u
(ag—a,) (1+a,)
\ M Ca=ay) (T4a )™

[8] Sapponiamo L < O ed a3 < » << a,; dovremo
nelle formule di [«] scambiare gli indici 1,2 ,3,4
respettivamente in 3,4, 1, 2.

(7) Supponiamo L > O ed a3 < «w < a;; dovremo
nelle formole di [«] scambiare gli indici 1,2, 3, 4 re-
spettivamente in 2,3, 4, 1.

Basterd dunque occuparci di [«], e per [£] e [7] non
avremo che da fare le sostituzioni indicate.

Gli angoli ¢, e ¢, resultano composti da una parte
proporzionale all’ argomento ellittico # e da un integrale
ellittico di terza specie cui abbiamo dato la forma

Msn?u du
1 + »nsn®u

ed a cui poteva anche darsi una delle altre tre forme
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M du Men2udu Mdntudu
1 4nsu2u’ 14 nsofu’ 14 nsn?y

(M costante ).

Se mediante la quantitd % si costruisce 1’ espressione
N = n(n+1) (n-+k*) le proprietd dell’ integrale dipen-
dono dal segno di N ( numero caratteristico) e segnati
sull’asse reale gli intervalli (— o0, —1), (—1, —&?),
(—k2,0), (0, + %) I"integrale ¢ di carattere loga-
ritmico se n € nel primo o nel terzo di questi intervalli,
vale a dire se ¢ N < O; ed & di caratiere trigonome-
trico se » & nel secondo o nel quarto, vale a dire se &
N> 0.

Nel nostro caso chiamando N, ed N, i numeri carat-
teristici degli integrali per cui si esprimono respettiva-
mente Y, e ¢, ed osservando che dalla forma di F (»)
resulta:

€ ry—9)? = — L (1—a,) (1—a,) (1—ay) (1—a,)
(C ry4-9)* — L (1+a)) (1+4a,) (14-a5) (14-a)),

I

avremo :

(a,—aq) (1-—a;) Zm(l—a,)

. (@;—a)) (a,—a;) Cro4+g 7% .
Ny = L(a,,-——a,,) (1+a,) 2m(] —{—a,)} !

per conseguenza gli integrali stessi saranno di carattere
trigonometrico, il che concorda col fatto che il divisore

PN

unito ad essi & una quantitd immaginaria.
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§. 8.° Per ridurre alle funzioni ® (forma canonica )
gli integrali esprimenti ¢, e J, bisogna introdurre in cia-
scuno una costante ausiliaria o legata alla respettiva
quantitd » da una delle relazioni:

[ . ( dn®i o
n=—UWk2sn? 1o ne=——
ag
[a] 1 (0] cn?2io
n == — RN 7’[/=—'k2 T
sn?zao dn27a

essendo O < ¢ < K'; e precisamente dovremo dare ad »
indifferentemente una delle forme [2] quando # & una
quantitd positiva; ed una delle [0] quando n & negativa
(compresa fra —1 e —k?). Bisogna dunque aver riguar-
do alla sitnazione delle radici per riconoscere i segni
delle quantitd »; ed n, che moltiplicano sn? u nei deno-
minatori dei secondi termini di ¢, e ¢,.
Pud darsi, ora che ci occupiamo di [«], che:

[«] a, ed a, stiano fra 41 e —1 ; ed a;, @, fra +1e +

[«]" a; , @y, a3, a, stiano tatte fra +1 e —1
( come per es. quando Hy =0).

Nel caso [«]’ resulta n;, < O ed n, > O, porremo
quindi :

ny=—¥sn? (o, + K) , ny=—4k*sn?iq,
cioé :

E*R'*en? o sn?io,

Ny = ny(m+1)(n,+#) =— dn® 79,

N, = ng (ng-+1) (ng+4k?) = — k' sn? ¢ 5, cn® ¢ o, dn® 7 035
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€ per conseguenza:

Cr,—y ¢ A2 % sne o sncio, sn? w du

dde = 2m (1—a )du RET TOT— su? ¢ g, en? u

Cry+ g ihk¥*snigycenig, dntoysn?u du
d 0 2 2 _ 2 .
¥e = ln(l—f—a,)du 1 — k2 sn?¢ 9y sn? u

Integrando le equazioni precedenti e facendo uso delle
(O) otterremo immediatamente per g, e ¢ le espressioni:
C r'o——gf_,_*_ dlog ©, (is)) _‘_(1 log@(a’a,)%u
m (a—1) d 7, d o,
4l g Qrlet o) O (i)

2,8 O (u—17) 0 (W—1i 5y

Py Po =

(10) by \Cre—g_dlog®, (iz) dlge(m)),
o m(l—-—a D) d oy d 74 %
+ 938 Gy (e
Nel caso [«]” resulta n, >0 , ny © O, talché porremc:
ny=—k¥sn?is , ny,=—k¥sn?iq,
e quindi
N,=—ktsu?io, cn’es, dn?is; , Ny=—Fk*sn?io,cn?y g,dn?ia,.
Se eseguiamo le integrazioni:
A= 2(3417(";——;[;4) du+ g Snli G—'CII:‘ is:; (:“Gf ::198[: e

d Cry+g d th¥snva,centoydnio,sn? wdu
o= 2n(14-ay) 1 — A% sn® ¢ aysn?u
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otterremo applicando le (5):

~__ (Cry—ga, dlog®(iz) , dlog @(272)
o ?m@ =
oo O(u+tiay) Ou- -~1)
° O(u—1is,)O(u-+t1q,)
dlog®iz)) | dlogB(ia,)
m(l—a,“—’)+ do, =, do, g
_1_ O(u--19,) O(u-tisy)
T 2318 Glu—iz,) O(u iy’

(11)
HL""%:

Si aggiunga che essendo: ( supponesi per fissare le
idee: Cry,—g< O, Cro49>0)

2(Crya —g)=
= \/ — L (14ay) z\/(l"“al) (1=—a;) (1—ay) (1—ay
+ (—ay V(1+a) (I4a) A+a;) (IF+a)}

R(Cry—ga)=
=— V=L (1+ay) {V(l—a) 1—a) (1—ay) (I—a,)
— (1—a,) V(I4a) (I+a,) (4a5) T +ap)

se ne ricava:

Cr “y—yg (1—ay) (1— as) (1—ay)
ml—al) (I—ay)(a;—ay) (a,— a,)
(1+a,) (14-a,) (14-ay)
(14-ay) (a3—a) (@y—ay)
Cry —9% __ l/(l"‘“e) (1—ay) (1-—ay)
m (as® —'1) (1—a)) (a;—a,) (a,—a,)
— (14a,) (l+a3)(l+a4).
(14-a,) (@g—ay)(a,—aa)
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E siccome per le posizioni gid fatte abbiamo:

snt 7o a__(a:,——a,)(l‘i'ad)
) (a, —a) (1 +a)
L. (ag —ay)(l —a,)
sn (zc,+K)‘=—‘(ai_a;)(l—a.)
=::(a‘i'--at)(l‘{“as)

(a, —a) (1 +a,)
(a4——0h)<l"‘“8)
(a,—ag)(1—a)
(a,—a) () 4+ ag)
(a,—ag) (1 44ay) °

9/ s (e, —a,) (1 —a,)
dn (201+K)= (a4—a,)(l—al)

cn? i,

en? (io0y 4+ K) =

dn’id‘, ==

ed inoltre (*):

a‘—-a,__(l-{—aﬁ—(l—}—al)____l 1

14+a, 1 + a, —Ic’sn"z’rsn’ia,;
a4—a,m(l—a,) — (l——a‘)u 1 -
1—a, l —a, k¥*sn%s t sn®(i oy +K) ’

cost resulterd:

(14as) 14a,) (1+a,)  ik*sn’itsn éo, cn igy do io,

(1+a,) (as—a,) (@—ay) 1 —k¥snizsn?iq,
d.on(irt,4d9)
- dr
(I—ay) l—a3) (1—a,) ik?sn%rsn(i7,4-K)en(io,4-K)dn(ia, 1K)
(1—a,)(ag—a,)(a;—as) 1 — k¥ sn?7¢tsn? (¢, + K)
d.on(it,10 4+ K),
= dr ’

(*) Vedi al principio del seguente numero il significato di i7.
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{alché le (10) possono anche scriversi:

d log@| (20’1)

dlog®(4
?’4'—%:“% e [n(er, 10,4 K)4-n(ir,i0)]+ +Z g - Gz)%

@1(u+za,)®(u—|—zog)
+§71 g@, (h—10)O (u~109,)

12)

d o L. dlog®, (s dlog ©(ia,)
‘P"""PO‘_‘:% oA ['n(zr,’wi+K)—TE(2T,“2)]_ “—Oi ;‘(’Ga) + OZ 03( : %u

1 O, (u—ic, ) O(u+tia)
+ 375 8¢, (oo ) OQu—ivy) "

§. 4.° Alla prima delle espressioni (9) si pud dare la
forma:

a,sn*u —a,sntirx
sn?u —sneit

cos § =

introducendo la nuova costante ¢t definita dalla relazione:

a,—a o N :
S =sniz, il che pud evidentemente farsi per es-
1 H
a,—a .. .
sere ———2 < 0; avremo altrest it < 1 K'.

~—

1
Per tal modo resulta esser cos 6 una funzione dop-

piamente periodica coi periodi 2K e 27 K', avente nel .
rettangolo dei periodi i due poli del primo ordine wu==iz
ed u=1tK'— ¢ t; coi residui eguali e di segno contra-
rio. Se li calcoliamo osservando « che il residuo di una
funzione che in un punto diventa infinita del primo ordine
¢ eguale al valore in quel punto dell’ inversa della deri-
vaia dell’ inversa della funzione stessa » si trova per essi
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g&l—iar——%—sr:l—i? essendo positivo quello relativo al polo 7x,
negativo 1’altro.
Applicando dunque la nota formola di Hermite si po-

trd esprimere cos 6 mediante le funzioni ZF , di seconda

’

specie, ed avremo denotando con € una costante:

(a;—a;)sn ez

cosf=C- - -
T 2cnizdngz

Zyy (u4iK'—i7) —Zyy(u—iK' 47 1)

facendo u==0 si trova immediatamente per € :

(a;—a,)sn ¢z ' ) o
B c‘n'i:‘dnir Zl"(zt'): (ZT,—”‘—“lK-—zr)

C=aqa, -

quindi :

(a;—ay)sn it
cnttdnet

cosf=q,—

Zui7) =34 Zig(uti') 4 $Zug(u— i)

espressione eguale a quella della velocith angolare di
rotazione della projezione sul piano invariabile di uno
degli assi principali nel moto di un corpo non soggetto
a forze, o meglio in un moto di Poinsot che sarebbe de-
finito dalle quattro costanti ay ag az a, (¥).

Siccome abbiamo posto al §. 3. caso [«]’, (i calcoli
che seguono subiscono leggera modificazione sulla costan-
te s, per il caso [«]"):

(*) ( Cnf. il teorema di Jacobi, riportato nelle «Gesammelte Werke »
vol. 2.°, pag. 439).



— 181 —
(a,—a,) ( 1—}—014

(a,—ag) (1+a )“- T kntig
(ay—a,) (1—ay) gcn? i oy 9 o
(ay—ag) (1—a,) —k dn’z’a{=—k9 Sn-(26‘+.K)

cosi ricordando la espressione di sn® ¢t si ricava:

l—a 1
l___m:z:lﬂsn2 it snt(eo,+4-K) , —+——== k% sn®¢tsn?s g

I+a,

dalle quali emerge :
Esn?iz[sn®(dy+K)4sntis|]—2
F'sn? it [sn? (4o, 4+K)—sn®ig)

2 k? sn? it sn®(do, +-K) sn? ¢ g, —sn?*(47,4+K)—sn? ¢ g,
sn? (da, +K)-——sueia,

==

a4=

Introducendo questi valori di a, ed a; nell’ espres-
sione di cos 6 si pud eliminarne queste due quantitd e
trovare dopo alcune riduzioni:

(1—k? sn?(¢o,+K)sn?u) (1—Ek%sn? ¢z sno,)
k? (sn® u—sn? 4r) (sn*( 1 o, +K)—sn? ¢ 05)

+ (1—k?sn%ioysn2u) (1—E%sn?(i oy +K)sn? i 1)
k*(sn? u—su® it ) (sn® (i o,4K) — sn? ¢ gy)

(13) cosb =

dalle quali si passa facilmente alle funzioni Jacobiane
adoperando le formole: '

©%(0)O(a+-£)O(«—p)
O*(a) O%(B) ’

8%(0) H(a + £)H(«—p)
k 6%(a) ©*p)

1—#i?sn? asn? =

sn? ¢ —-sn? B =



— 182 -—

Ricaviamo pertanto:

8 O(iog+1i1) O (5. —77) Oy (u—13,) O, (u-tisy)
€08 ¢ = H{,(iog~197) H,(17,—ia,) H(u+-1r) H(u—ir)
0,(i7,4-17) O,(to,—1i7) O(u+1ig,) O (u—1igy)
H,(ioy+19,) H,(iog — i5,) H(u+i7) H(u—1it)

(14

e siccome da questa si deducono le altre due:
—20 (g, 4i7) O(iz,—ir) O,(u—1is,) O (u+ ig,)
H, (403 + 154) Hy(va3—ic,) H(u~-27) H(u—17)

2 0,(ia,+1i7) 8,(toy—i7) O(u-t17,) BO(u—izy)
H,(i0y4194) Hy(ta,—i7y) H(u—+17) Hu—i1)

1 —cosf=

1+4-cos f=

cosi ricaviamo ancora:

2V MNV 0,(u—t-19,) 0, (u—1ia,) O(u +isg) O(u—iay)

(I8) senb—=—q 230y H, (i3 — i) Hl (12 H (u =)

dove per brevitd si & posto:
M = 0,(ig,+7) O,(15,—17)
N = O (¢oy-}1it) Oizg—17) .

8. 5. Per la relazione che lega ¢, all’ angolo ¢ cui
I’ avevamo sostituito si ha:

A—C
p=" v U+ 9y

considerando adesso in luogo di ¢ e ¢ gli angoli ¢’ e ¢
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ad essi legati dalle relazioni:
e=0u+ g +9¢ , ¢=%u4 g +¢-

nelle quali é

L (nic i o dl s
= g i de ) (i, i) )+*%%‘(2—’)

dlog O(in) | A--C
- 7

. d ag m 9
(19) d dlog®,(is,)
. . . . g
LY - (T:(H’, i, +K)—n(it, zaﬂ))——_%;’;__!_
dlog ©(i ay)
+ T de,
avremo:
[, __-i] . @ (utia)O(utiag)
P TR0, (u—t,) 0 (1 -10,)
anj

y b g @iz O(utin) .
¢ PO (utio )O(u—ia,)

e si riconosce facilmente che ¢ e ¢ sono, al pari di 6,
dele fanzioni periodiche del tempo che riprendono gli
stessi valori dopo il tempo T = — ;‘% . 2K.

La rotazione del corpo P si pud quindi considerare
come composta di tre movimenti periodici; cioé due rota-
zioni uniformi progressive attorno all’ asse di simmetria
di esso, ed all’asse fisso delle z, ed una rotazione oscil-
latoria degli assi principali di P attorno ai tre fissi @ y 2.
Per trovare la vera posizione che prenderd il corpo al
tempo ¢, dovremo immaginare un triplice spostamento:
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19) dopo aver sostituiti i valori di 6, 9", " corri-

*

spondenti a questo tempo ¢ ( cui pud aggiungersi un

multiplo qualunque positivo o negativo di T) nelle espres-
sioni :

a, == cos ©' cos ¢’ — sen ¢ sen ¢’ cos §

B, ==cos¢ sen ¢’ 4 senp cos $'cos § , y, ==sen ¢’ sen 6
@, = — Sen @ cos ¢’ — cos ¢’ sen ¢ cos 6 ,

Lo = — sen ¢’ sen ' - cos ¢’ cos ¢’ cosh , yo = cosp’ sen 8

ay =sen ¢ senf , ;= —cosy senf , y,==cosf

si determinerd la posizione corrispondente del corpo me-
diante le formole:

w=a,5+a2n+a3§ 3 yﬁﬁﬁ-{-ﬁw-{-ﬁsf» ’ Z=’71£+727’+73":'

2% si fard girare il corpo attorno all’ asse 2z di un
angolo eguale a W u + ¢, (o di un angolo che ne diife-
risca per un multiplo di 2n).

3% si fara girare il corpo attorno al suo asse di sim-
metria di un angolo eguale a ®u-+¢, o di un angolo che
ne differisca per un multiplo di 2m.

A completare la soluzione del problema aggiungeremo
le espressioni degli otto coseni cartesiani «, .. .ys per le
funzioni jacobiane degli stessi argomenti u+1g, , u + 17y ,
u+tit , 1oy +er , d5,+ 1t , 45,4+ 10, che compariscono in
cos §, ossia in yp,; espressioni sviluppabili in serie con-
vergentissime equindi atte al calcolo numerico.

§. 6.° Dalle (17) si ricava:
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oiv! I/@.( u-t10,) O(u+is,)
O(u—ia, )O(u—1is,)

- e — 8(7"""’4)@(“‘{"‘%)
0,(u—10y) O( u—1a,)
e quindi: N
sen @ gi‘i’/z : 2i®l( U417 ) O u—l—io‘g) Vm

H, (¢3,+15) Hy(1o,—15y) H(u +17) H(ie—ir)

200,(u—is)0utio)VMN
H,(15y+1a)) Hy(tog—1ia,) H(u—+-11) Hlu—1iz)

r
sen § etV =

Dalle due relazioni precedenti si traggono i seguenti
valori per i quattro coseni az, 33, 71, 7a:

/ac (0,(u—17,)0(u+i5,) + O J(u+isy) (H)(u——-w@) )V MN
T H,(2 3,41 7,) H(i7,— —13,) Hu4et) Hu—i7)

O.(w —ia1) O(udt-isy) — Oy(utio, ) @(u—1iay) )WMN

as) Pa= «H (15, 1 9,) Dy(19,—15 ) H(u~+17) Hu—17)
_(0,(ut13,) O(uA-i 09) 4O (u—13y; O(u— 1 a,) )WMN
T T H (ot ) H,(¢0y—13;) Houti1) Hu—:17)
y I, (u+75,) B(uti7,)— 0, (u-—is )B(u—is, W)W MN
g ="

WH,(¢ a3+ 5y) H,(i 55— a4) H(u—+-27) H(ee—17)

I valori dei rimanenti quatiro coseni a;, £, «2 , ff
si calcolano facilmente partendo dalle formole seguenti
che son dedotte da quelle che legano i coseni stessi agli
angoli 6, 9", J':
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2 ay=cos(p —¢) (1 —cos 8) + cos ( +¢') (14-cos 6)
2 By=son(p'+¢') (14-cos 6) — sen(p'—') (1—cos §)
(19) R ag=—sen(¢'+') (1 4-cosb) —sen(p’ — ¢')((1 —cos 6)
+ 2 Py=c0s(3 ') (14-{cos 6) — cos(p'—4") (1—cos 6)

avendosi infatti:
O ut-i 0,)— O u—i3,)

210 (ute o) Ou—iay)
0,2 (u-+t1is) —0 2(u —iay)

sen(g'+-¢') =

sen(p'—y") = 210,(utisy) O,(u—19))

L ©(uAisy) + O u—izy)
cos(p'+¢)= 20 (41 a9 O -1 ;:z)
cos(p'—¢') = O, (w4190 40 (u—1iy)

20, (ut+10,) 0(u—1ay)

basterd sostituire nelle (19) questi valori e quelli di
1'4 cos 8 che abbiamo gia trovato, per ottenere:
_ M(0%(ut-ioy) +0%(u—10,)) —N(O *(u-+17,)+0,* (u—1i3)))
a2 H (4 7g 1 ay) Hy(@ 7g—7 7,) H(w+2 1) Hiu—u 1)
By — M(®®(u+15,)—0(u—isy) ) +N(O,2(u+1i5)—8 2 (u-~1s,))
! 2 H,( 0u+1 04) Hi(5 0p—1 7,) H(u+1 =) Hlu—1 <)
M(0*(x+i0.) —0(u—1s,) ) —N(®,*(u+ i7,)—8,*(w—1a,))
T T 20 H,(togti0y) Hy (1 0,—1 ay) H(u1 1) Hu—ir)
Be— M(O(u+17,)+ 0% (u—riagy) ) 4-N(O 2(u4-i7,) 40, 2(u—1iq))
YT T 2H,((oyti o) Hy(G ag—i o) H (w4 t) H(u—i )

(20)

2‘;:

§ 7.° Secondo caso.
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Supposto_ che I’ equazione F' (w)==0 abbia due radici
reali a, ed a, e due complesse 247 , d—-i p; che sia:
a, < o < ag 6d L<O, sostituiamo alle costanti a,, aq,
2, ¢ le altre 7', 77, 9, 9 colle relazioui:

3" —iy
ay —a,=7'e , G —a;=7ye¢

cow .
e—-—us , 13
Py a/. — aQ = 7 e

(in queste si ha ag=>)+4ip ¢ ay = % — i p). Osser-
viamo poi che da esse resulta:

)

DO

S " (e )2 : "
g — yh , il cos? =+ 3"
277

e che per conseguenza ponendo:

(@ +ay/) (a7 —asy")cos 3
'+ 4+ ' —7)cos &
(21) <k9_____l g 1 — 7P - (ag—ay )
27’ 71’

oo,

'/ TL_'—"
m 77
\ A

siamo certi che K% & positivo e < 1.
Alla prima delle (3) si pud pertanto dare la forma:

ds
t—towjm\/l—-k’bengs

la quale dopo, aver posto anche in questo caso u=m(t—1,),
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da:
S =amu
e quindi

(22) o = @7 Fa) @y —a, ) enu
7'+7") + (F=7")enu

Considerando poi che:
1o — [d—a)y +(1—aq)y" |+ [(1—a)y—(—ay) Jy” cnn
G+ + =) cn u

__ [ 4a)y'+ (Va9 1+ [(14-a, 7y —(1+a" )y Ten u
'+ + (=2 enn,

| I

e che per conseguenza, mediante le posizioni:

ly=y"+7" y my=y'—7"
R ly=(1—a)y + (1 —ap)y” , me=(1—a)/'—(1—a.)y"
La=(4a)y + (14ae)y” , mey=(+4a)y—1+aq) ;"

si ottiene :

l,4mqcn w
loFmyen u

lg+mzenu

1-——0):1:
li+myenw’

ed l4o=

dedurremo dalle (6) le seguenti:
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lymy — myly

/ 1w V Cry—g (m1 1, m,?
b b, gl — 2
; VRV Ly bmy, g ly—my® . 2
3 + sufu
Lm, — m,/
1
Rk e
7y?
I ]l 2 P du
tg" — II’iQ'
——5— +sn?u
THg
(24) { ‘
\ lymy — nyl,
Al - 3
" L Cro+4g (m, 1, ma?
(A 2 e T —— — 3
2V —Lyy {mg lg2—m,?
77 3 3 3 T8 + sn?u
1g?
Ling — myl,
3
—)*—3—”—' —= e u 2
, 2
3 ,
Ty 2 du
37 —Mg 2
s + sn?u
my

Si osservi adesso che essendo a; < a, e prendendosi
per le y i valori assoluti, avremo y' > y”; quindi poiché
a, ed a, stanno fra —1 e 41 potremo in virth delle (23;
concludere che /, , m, , [, satanno quantitd sempre posi-
tive, e che my potra esser tanto positivo quanto negativo:
per altro sard sempre evidentemente [y >m, ed [3> my.

Se ¢ my > O potremo porre:

ls = mg cn 7 g, ed ly = mycn ia,
da cui
(o2 —m,? [ 32—y
? .
= —sn?i5 el T—F% = —sn?is,.
My mg



— 190 —
Se & my; < 0 porremo:

ly = m, cn @ gy ed .Jy=— myecnia,

Le costanti 75, ed g, si prendono minori di ¢K’ :
le trasformazioni che seguono si riferiscono all'ipotesi di

mg > 0, sard poi facile dedurne le formole valevoli nella
seconda .

Ai denominatori comuni ai due ultimi termini entro
parentesi nelle espressioni (24) si pud dunque dare re-
spettivamente le forme:

sn? 4 — sn? ¢ g, e sn? u — sa? ¢ gy.

Per riconoscere quale forma assumano i numeratori
quando si introduca anche in essi le costanti-ausiliarie g,
cominceremo dal trasformare la quantita C r, — g, che
esprimendosi con | —L(1—a,) (1—ay) | (1—2)* 4 u?}
contiene a, a3 ) e p, in maniera che vi compariscano sol-

tanto Iy, m,, ls ed my. Tale trasformazione si eseguisce
facilmente partendo dalle relazioni :

1 ly 4 my ) limy — a?+a,?
a’_-— l; + m. L 2(“1“(12)
1, — my . (bi4m,)? g lLimy — af—{-aﬁg%
a=1— Li—m, "7 4 T% 2(ay—ay) )
e si ottiene

e 2 )
(C"o*—‘y)’-————L(lf——m;)( [ 2 —my myly +Limy, )

(L2—m,2)2 o 4(mly—1;my)
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Analogamente poi servendosi delle relazioni.

_=l3+m3_ a=13—7n3_1
Ly -+ m, T — m,

a,

si ottiene:

12 —m,? myly 4+ Iym
Y | % I (l2—m ) =32 3 1°3 1™
(Crot9) (fa?—m )((/,9——172,’2)'z 4(:71,/3-1,17?.3)) '

Al quadrato del modulo pud darsi la doppia espres-

sione :

g 2(myly — 1, my)
2

2
2
, -—m
62 — m? !

k? = -
‘2 — W“:

%2(7)’&1 Iy, — I, my)

2
2
—m
[, — m? !

’

liQ - 7”12

per cui apparisce chiaro essere :

Cro—yg dnio
_— Y y  J— 2

\/———Ly'y"( limy ~ my lg) ==1 (1§ mgy )snza,
Cro+g I oy dn 7 gy
VoL, e T ) = i (s ) G

Portando questi risultati nelle espressfoni di d{y e di,
( formole 24 ) noi otteniamo cosi:
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1 m/(C 70—0) snio,entoydnio, du
A = 2 mV p +2 i(sn?u —snia, )

1 sn¢s,dnio cnudu
2" i(sn*u —sniioy)

ddy — + m,((ro-}—q) 1 snigyceneo,dn o du
LA mV —T1, Ly " +§ 1 (sn? uw —sn? i gy)

1 snioydnigycnudu
2" i(sn®u— sutigy)

talché integrando e valendoci delle (D) si ricava per gli

angoli ¢, e ¢ i valori seguenti:

wsntadnu isnizydnu
~—-— - arctang
dnig,snw /

@, —Po =M, u-4- 2(arc tanbdnw1 .
. O(u--1 ') O(ut-1d'y)
4 8 B(—14,) O(u—¢ ag)
isnisydnu
dniggsuu

(25) 1 |
25[]10' anu

(p—n(p,:.\rlgu—-Q(alclanomb ar tang

O(u+i4d")) O(u—iay)

+4 2108 G070y Bt 7y

quando per brevitd si ponga :
Wy =1 K — 10 ) 1dg=1K — g,
M 1 m(Cry —g) my(C 7y + y)
1 = — R
2 7712 l/.__.[ /’ 7” 77?31/ L-y' "
d log H(@ ) | dlog H(idy)
+ d O' + ) O"Q

’M,(C?O—-—/]) |<C7 +‘7)
NIQ = ———— —_
(me V—L 755" mJV L — Ly
+d lob}i(i o) d log H(i ')
d G" - d U"Q g




w"zﬁ

w=
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§. 8.° Poiché ogni arco w si esprime per la sua tan-
gente W mediante la formola:

W
e 8T W

se poniamo:

tsn¢o dnu 180 2o, dnw
w == 5| arc tang ——————— + arctang ————
2\ dn ¢ o, sn u dn ¢ gy sn w

e denotiamo con w, e w, i valori di questa quantitd guan-
do si preude respettivamente il segno superiore ed il se-
gno inferiore, noi avremo :

(dnio,sn u—sneo, dnw) (dniaoy,sn u +sn T, dn w)
(dn to;8n u+snia,; dn ) (dn ¢ gy sn u+sn <o, du w)

log

od anche, adoprando la formola:
dn «

— =then(a—+1K):

sn o«

(cn(w,+zK )—cn(u+K"))(c n(wg-}- 1K) Fen(u+41K")
(cn(w,+zK Ycn(u4-K))(en(iog+1K) £ cn(u—1K))

Si introducono agevolmente le funzioni jacobiane ricor-

dando che:

cn(a+4pf)—cn(a—p)  snasnfBdnaxdnf
cu(a4-p)Fen(a—p) cn acn fB ’
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resulta per tal modo :

1l PP 1, P.Q
%o 0 T4 %P

quando per brevitd si ponga:

za,-}—u 1o, —u

+ K’ ’ b=

’ ?’Gi+u

1G9, — U
a' = + K' , b’=== 2

P=H(a)H(5)8,(2)®,(})
Q=H,(a)H,(5)8(2)0(5)

»  P'=H(a)H(6)8,(a")8,(6)
,  Q=H,(a)H,(h)8(a)8(?).

Possiamo quindi sostituire alle (25) le altre:

P, — % = M, u
P.P.0(2a—iK') 8(2a'—iK") =i
” +47"°ng Q 0(2h—iK)0 (20 —iK) ‘K
()¢—%=Mu
L [PQ 0(2a—1K') O(2b'—iK') =i
T4 %8 Q.. 0(2—iK') 020 —iK ) K

(Ra-4a/— 4EKI)]

(2a—~2a’)]

cui daremo una forma pilt semplice riducendo le quantitd
sotto il logaritmo a quadrati perfetti, cid che prevediamo
potersi fare perché abbiamo gid mostrato che il divisore
unito agli integrali che davano ¢, e ¢ era semplicemente
2 ¢ e non 417 come dalle (26) apparirebbe.

§. 9.° Prendiamo la seguente formola :
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2 O(u,) O(ug) H(uy) H(uy) =
= 8(v,) 8(vy) H(vy) H(vs) — H(v,) H(z,) 8(25) O (v4)
+ 8,(v1) 8,(vg) Hi(v;) Hy(v,) -= Hi(v,) H(v,) 8.(25) 8,(v))

la quale insieme a molte altre analoghe fu data da Jacohi
( Theorie der elliptis:hen Functionen aus den Eigenschaf-
ten der Thetareihen abgeleitet ) e vale quando fra gli
argomenti si ha:

Rog==uy + tg + uy + u, 2w =0, 40,4 03+ v,
Rvg=u, + uy— uy —uy; 2u, =0, 4 v, —vy— 0,
Rovg =t — Uy + Uy — Uy 2 Uy =10, — 0y 4 V3 — U,
2o, =uy — ug — ug + u, 2u, = v, — vg — vy 4 v,

Le funzioni 8 , H , 8, , H, non divengono mai infinite
a distanza finita, ed invece si ha:

O K)=0 , H0)=0 , 8,(K+4iK)=0 , H,(K)=0

se quindi in qualche termine del secondo membro di tale
formola alcuno degli argomenti v avesse precisamente
quel valore che annulla la funzione corrispondente ,
tutto il termine sparirebbe. Se diamo agli argomenti u
i valori:

w=v , U=—0—2K—IK' , y=0—K—iK' , y=0-—-K

otterremo:
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V=2 0v—2 K—iK', v=0 , v,=K , v=K+4+7/K

e la formola di Jacobi si riduce a:

2 8(v) O(v—2 K—i K) Hv—K—i K') Ho—K) =
— 8(2 v—2 K—i K') H(K) H(K+: K)

che per le equazioni caratteristiche delle funzioni jacobiane
pud anche scriversi:

@7 26(v) 8(v—i K') Ho—K—i K') H(o—K)
= 9(2 v—i K') H(K) H'K-+i K').

E poiché sappiamo dalla teoria delle Funzioni ellit-
tiche che:
21_9’ ™ ; .
Bv—iK') = — i e 4K ¢ 2K " K)y(y)

=K’ xiv

H@p—K—iK')e= —- ¢4K £2K 0,(v)
Hv—K)= — H,(v)

K

H(K)xl/ 2—?—{ , HEK+4IK) — ¢ 4K l/ 2K
3

cosi portando questi valori nella (27) ne trarremo:

oK/ =i

T = T
(28)0(20—K) — —2i_ Vl =e " 1Ke 2K =9\ H (1) (v)H, (1)
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laonde sostituendo nelle (26) i valori che si ricavano da
questa facendo v successivamente eguale ad @ ,a’, b, &’
si giungerd ai seguenti resultati:

™ . . . ’
?’—?0=1\f,u+m(zc4+Zoi+4u+27K)

1 H(z) H(a') ©,(a) ©,(a’) 72
+ Elog[ e(b) 0 (8" Hy(b) H,(b) ]

T . .
¢—¢0=Mgu-—m(i6,——2%) ¥

L. [e®) H(b) Ha) 0,@) T
+E“4@WHMMH@@MJ

od ancora:

/ ’?l —_ ?0 == M, U ——I—- ;Tté
1 @[_‘9(@—@1{') O(a'—iK’) H,(a—iK'YH,(a/'—iK")
Taie oy () H,(5) H,(0) ]

(29)
¢ — gy =M, u

1 O(b)H,(b) O’ —iK") H,(a' - iK")
T35 Iog[ O(6) H,(b) O(a—i K )H,(a—iK ')]

§. 10. Definiamo una nuova costante ¢ r mediante la
relazione:

Y+ =G —7)cmix

con i = < ¢ K, ci6 che possiamo evidentemente fare per
S. N. 14
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essere la quantitd —yﬁ_’_‘_—i,, reale positiva e > 1; e so-

stituiamola nella (22), cosi essa diverra:

a1/+ae?’ + aa?'_a:"/ on

7 =7 y—=7

COS § =mm y, ==
7s cnirt 4 cnu

E poiché abbiamo posto :

ly _ 747 —ay—agy”

= e =7 — a/tay”
. l o' " 'a / a ”
an’:_s_s__=/+/+ 17 Ay

my Y=y Fary—ayy”
dalle quali resulta:

a, 7’—a,7”_cn to, +cnio,—2cnirx

” . .
y T 4 cn ¢ g —cniag,
a,y -I-a, 7" '20n to,Cn¢og—CNt gy CN L T—CN LGy CN ¢ T
7y =" cnio,— Chtag ’

cost avremo ancora:

(cndo,4-cnu)(cnisy,—cn'ir) + (cnio,4-cnu)(cn io;—cnir)
(ecnto,—cn i ) (cnet -4 cn u)

(30) cosf =

Ne seguono immediatamente le altre due:
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(cn ¢ o, —cn 77) (cn ¢ gy +cn u)
(cn2ao,—cnioy) (cn ¢t 4 cnu)

l4cosf =2
31

(cnit—cn¢agy) (cn 2o 4-cn u)
(ecn 2 gy —cn i ag) (cn ¢t -+cn u)

1 —cos g me= 2

ohe rientrano I’ una nell’ altra scambiando tra loro ¢ g,
ed ¢ gy .

Invece degli argomenti ¢a,,¢a3, ¢7, u si pud far
comparire nelle (31) gli argomenti:

to+it (o,+it tatis, {7+ u

2 ’ 2 2 b2

b , ¥ , a—iK , a—iK'

gli ultimi dei quali son gid stati precedentemente adope-
rati, purché si applichino ad esse le formole:

2 sn(a;ﬁ)sn (a;ﬁ) dn (a—i—ﬁ) dn %——ﬁ)

1 — 5 sn‘(%ﬁ)sn’(a—;——p>
o (44 (5
1 — k2 sn’(a%ﬁ) sn? (“—;—@>

cn a—cn == —

cna - cnf=

Se cid fatto si passa alle funzioni jaoobiane si gim-
gerd ai seguenti risultati:
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2
1 + cosd = —TEH,(a’—-z'K’) H,(b")8(a'—K"H0e(b")

(32) 25
1 —cosf=— & H,(a—:K") Hy(b) 8(a—iK")0(])

quando per brevitd si ponga:

_ to+it 10— > zo-.—l»—z‘c zc,—ir‘
R H( )H( @,( > )
g — H(t oa+1 1>H<z Gg— z‘r)@’(z +z z) to,——ir)
! 2
T —H (z “4+i°e>H<i G|;169)® ZG’:"“"%) ((cl—z ag> %
< H, zr—{—u)H (zr-—u Q(irg—{—u>e<ir—2—u‘)

Moltiplicando tra loro le (32) ed estraendo la radice
quadrata dal prodotto si ottiene:

63) sen 6 e 1V BS

VH(a—iK)H, (@ —K) (), (0)0(a—iK y8(a —iK )0(b)8(5).

§. 11. Prendendo, come nel §. 5. a considerare in-
vece degli angoli ¢ e ¢ le loro parti periodiche ¢' e ¢/,
avremo attualmente:
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A0 LI
Y= A +Mi+3% o V=M,

1 [ ©(a—iK")®(a'—iK')H,(a—iK') H,(a'—iK'):l
T © (b) 0(b) I,(5) H,(b)

,_ 1 OO 8@ —iK) H(a—iK)

¥ =57 98 )1, (7) 0 —iK) H,(a—iK)

Anche in questo caso la rotazione del corpo P si pud
considerare decomposta in tre movimenti periodici e pos-
siamo applicare quanto fu detto al §. 5.

Ci occuperemo adesso di costruire i valori dei coseni
cartesiani «, .... 7, mediante le funzioni jacobiane. Dalle
(32) trarremo intanto:

(34) 3 — JT— R Hy(a'—i K') Hy(b") O(a’'—i K)O(b")
+ S Hy(a—i K') H,(b) O(a—i K') @(b)% ;

poi servendoci della (33) e dei valori ¢’ e ' per costruire
. =g/ =i/ . .
le quantita sen § e , senfe , mediante le quali

si compongono immediatamente i coseni a3, B3, 71 5 725
noi avremo :
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gen 6 ez? =— VlR S@(a 1 K)H,(a—iK"8(a'-—iK")H,(a'—iK’)

senbe " — QVf-S () H(b) (") Hy(b)

L e e
send e’ =2’VTRS 8(b) H,(b) 8(a'—i K H(a'—i K))

—1! 1/DQ
sen b ! 2";?‘39(5/) H,(b') 8(a—i K') Hy(a—iK’)

€ per conseguenza :

o =V? [8(b) Hy(b) 8(a'—i K') Hy(a'—iK’)
-— 8/¥) Hy(b) 8(a—i K') H(a—i K') ]
b= LRS00 1,00 (7 —i K) W, (@ — i K)
- + &) H,(b) 8(a—i K) H (a—i K') |
Y= — VRSr@xa ~iKY) Hy(a—1KY0(a’ —i K H,(a'—iK)
+ 8(b) Hy(b) 8(') H,(b"))
- KE‘E [0(a—i K') (e —iK')8(a'—i K)H (¢ —i K)

— @(b) H,(b) 8() Hy(51)]

Per i quattro coseni rimanenti osserveremo che aven-
dosi:
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1 [eh @ —iKYH (=K — 046 HAR)
sen(¢'+¢) =3 [ SIL() 8la'—iK) Hyla—iK) ]
1 [@%a -iK') H3(a—iK' )—@’(b)H,*(b)]

sea(y' —¢) = é[ o), (5)0a— Ky H,@—iK)

Yo' —K"H (o' —iK")4+-0%()H,*(b)
O(b) H,(b') 9(@—iK) H,(a'—i1K") ]

@ a—iK")H }(a —iK')+0%(3)H, '(b)]
8(b) H,() ©®(a—iK") H,(a—iK')

Q
(=3
7]
—~
-9
<
\.? A
| —1

basta applicare le (19) per dedurne:
/’ S [50%(a— ) H,}(a—ik') +8(0)H, ()}

—R{0%(a/—iK') H (a'—iK') 4020 ) H2(b") | }

B =g [S{8¥a—iK ) (a—iK )= 0¥ HA(D)]

JR {92 (0 —iK'H M@l —i K) — 0(b)H &) 1

1y =g | 81876 - iK) H 2 a—iK)— @ (D) (B) |

—R{6*a'—K)H2, (0"~ K’) — 8B ) H (b)) ]

b —— g | 19K H i a—iK) + (DD

+R{8%a'--1K") Hf(a'—K")4-8(b")H 25"} ]

(36)

Le formole (34) , (39) , (36) sono scritte per gli ar-
gomenti ¢’ —i K, a—iK', b, ¥ |
iogtit tmtit 17,419, ittu C .
— 5 5 2 T e poiché abbiamo:

17+ u ;
a—i K ="t g =T

1 gy—u 1 Gy
h = 2

2 b= 2 >
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cosi i resultati del secondo caso si possono raccogliere
nel seguente quadro (37):

- Tﬁ (5 me( ”‘“)W(”’ )H*'”‘““)
— s () () +er ()
=g} (S (g e ()
zf'{r (g Yme () e e ()
VRb M._u)H (za,——u>® /zaf—{—l&)H‘ Lo',gﬂ)

_O/za, >H ch—-u> (z c‘+u>H, (z a,2+u>

S
ﬁ;==2T g@)’ zq—}—u)H g, +u Og(zaé u>H‘2<wG u)

R 2og+u 15y +u i5
+21‘ g" ‘ )H ( 2 > q u>ng<zo u

S ( /i, 4u ta,4u , ' — )\
b QTg@z( 2+ Jr(5E ) e T )]

2
‘ Gz—}»-lt

>H,“’ 1722+u> ®)<zc, u)H <l7g
B, — V-}r{l\b%” 1oy — u)H‘ <zo| u>® 10'2+u>}1 (wz—}-u)

2

+ ®<2%2 U >H. <z cé—u)g (z a,—[—u\ (zo,z—%u) .

2 zT




=

7y =

S iy
=T

(38)
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_@% @(%fﬁ)m (i °'2+“>(~)<i1*2—+—>ﬂ, (57'2‘*‘“)

o (2 (125, (127

Z_’l_.;_{_gg (t UH—“)II (z “4‘{‘“) (t fquru)H‘ w.+ u)
e (z op— )H, (w, u) (z Tg— ) ‘<z,o,2——u>

% 1+ u)Hi <z a,g—u)e} (z 6:12—{-%)@(2,2—@4) g

E{T g a?-}—u)H (z g (z a;—u)p z'oz——u) .

. A—C 1 (dlog (enir—cnia,)
S TN 1 as
d log (ecn it—cnia, dlogH(is/) d logH(iaQ’)%
d g, doa’ T d 5’y
__dlog(enic—cnis) | dloglcnit—cn i)
e ) 2
V=1 d o, + d
+ dlog H(id'\) dlogH (75} g
dO"1 dﬁgl )

Fra le rotazioni alle quali rispondono le formole (37)

e (38) dobbiamo segnalare quella della Terra attorno al
suo centro di gravita. Fu infatti mostrato dal Tisserand,
nei Comptes rendus tomo Cl, 1885, che se si tiene conto
dei termini pit considerevoli nello sviluppo del potenziale
delle forze agenti su di essa, si pud el esso dare la for-
ma H, cos?8 (con Hy > 0), e che inoltre la equazione
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di quarto grado F(cos 6) ha necessariamente due radici
immaginarie.

§. 12. Le formole [ (14) , (18) , (18) , (20) ] o le
[(BT), (38)] a seconda dei casi risolvono completamente
il problema della rotazione del corpo P, quando si con-
sideri il problema stesso come diretto alla determinazione
analitica della posizione del corpo ad un’epoca qualunque.
La rappresentazione cinematica della rotazione si ottiene
mediante le considerazioni seguenti.

Poiché la componente della velocitd angolare di rota-
zione nella direzione dell’ asse di simmetria del corpo
(asse ¢) & costante ed eguale ad r,, 1 estremitd del-
I’ asse di rotazione ( polo istantaneo ) descrive nel corpo
una curva situata su di un piano normale all’ asse &, e
distante dal punto fisso O della quantitd »,. Se chiamia-
mo poi: Ue V le due terne di assi uscenti da O e com-

poste respettivamente da § ,7, % ed w,y, s ; Uy Uy Uy
n

le componenti della velocitad angolare nelle direzioni §,n, §

ed w , u , wu le componenti stesse nelle direzioni
@ Y ¥

o,y , z per il moto di U rispetto a V; » ,vy Y,
X
le componenti della velocitd angolare secondo x, ¥ , 2

edov ,v , 2, le stesse componenti nelle direzioni & ,7 , &
s n

per il moto di V rispetto ad U, & facile riconoscere
che si avra:
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Se 6,0, ¢ sono gli ang»li Eualeriani cha definiscono
le posizioni di U rispetto a V nel primo moto, saranno
respettivamente 2« -6 , 2n—¢ , 21—y quelli che de-
finiscono le posizioni di V rispetto ad U nel secondo
moto, quindi avendosi :

d 8 dy
uEucos?dt—i—sencpsenOdt
db d
u,, —-——-senqaa——t—fsenacos?d—(’i
de
Uy == +cosejf

se ne dedurra :

de
== o8 § +sen¢sen9d

dt

dé do

uy=sen n,bd—t—— senecos\pg—i
dy de
u ==-=dt+ cosedt

L’ integrale delle forze vive da:

(39) u’+u9+u’=u’+u’+u’

(H, cos?6 4+ Hycos 6 4 A) + é-—qro

e poich¢ dalle (3) ricaviamo:
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dy Crycos b —g
dt = 7 Asen®¢ ’
do A—C Cry—gcosb

|

P A—+ A sen? §

S

e quindi:

\
(40) cosb = ———u —— ,
r (A=0C) % ~ 5 (A—C)

cosi se dalle (39) e (40) eliminiamo cos 6 otterremo:

2 AH, /7, Hy(A—C)—2H,g
On:uew+ u9y+ (l o ;’;m> uz‘?_“gk r(A—C)* ) e

1 H, g*—7y g Hy(A—C)
— i (2hHa—0) re 2 LR T )

Ma «® , Uy » U, SO0 le coordinate rispetto agli assi
fissi del polo istantaneo di rotazione; dunque esso si
muove su di una superficie di secondo grado di rivolu-

zione attorno a 2 e col centro a distanza:

72, Hy (A—C) — 2 H, g
72 (A—C) —2AH,

dal pnnto figso. La superficie é:
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un elissoide di rivoluzione se & #, > w‘
A—C
V2AH,
A—C
V2 AH,
A—C

un paraboloide » » 7,

un iperboloide ad 1 falda » ry <

Abbiamo dunque il Teorema:

« La rotazione di un corpo simmetrico rispetto ad un

« asse, attorno ad un punto fisso del suo asse di sim-

«

A

A A AR R A ¥ »

metria per I’ azione di forze il cui potenziale &
H, cos* 64+H, cos 6 essendo le H costanti qualunque e
6 I’ angolo che I’ asse del corpo fa con una retta fissa
passante per il punto fisso, si pud rappresentare me-
diante il rotolamento di un cono il cui asse coincide
coll’ asse del corpo, su di una superficie di secondo
grado di rivoluzione attorno alla retta fissa che a se-
conda dei casi & un elissoide, un paraboloide od un
iperboloide ad una falda ».

Se fosse Hy==0 la superficie si ridurrebbe ad una

sfera, come & noto secondo un Teorema del Darkoux.

La curva descritta dal polo istantaneo nel corpo, ri-

ferita ad un sistema di coordinate polari p e 3 col centro
al punto d’incontro coll’ asse ¢ del piano su cui giace,
ha per equazioni:

P2 e —15 (2 H,cos? 642 Hy cos 642 A — C r?)

(41)

{ =—_q>~t—arctangsen9ﬂ R
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La curva & lutta compresa fra due circonferenze con-
centriche i cui raggi dipendono dai limiti entro cui oscilla
cos 6. Si riconosce facilmente che I’ angolo polare viene
espresso da un integrale ellittico di 3.* specie, e precisa-
mente :

S— 3y =—r(t-1t)
+ fCro(Cro"——Qh)-—-H,g——-(QH,g-{-roCHQ)w _iﬁ_
2H, o' +2 Hy w42 h—C 42 "VF ()

Per H;=0 questa curva si riduce ad una erpolodia.

Equazioni del tutto simili alle (41) si hanno per la
projezione sul piano x y della curva descritta dal polo
istantaneo nello spazio, riferendola alle coordinate polari
¢ e 97 col polo nel punto fisso:

ot 1.513 (2A H—r3 (A—C)) cos* 6
(42) +(2AH;—2g7s(A — C))cosf+(2Ah—g2 4 Ar }(A—C))
de

3" == ¢ — arc tang sen 93—3.

§ 13° La forma del potenziale delle forze agenti sul
corpo & slata supposta essere:

V = H cos? 6§ 4+ Hycos 6.

Se immaginiame che in essa H, tenda verso zero, il
potenziale tende evidentemente a divenire quello di un
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corpo pesante; ma considerando che alla funzioue F(w) la
quale comparisce sotto radicale negli integrali (3), si pud
dare la forma:

F(s) = — 2 AH, a, (27—) (65—) a—o) (1—

noi vediamo che affinché convergendo H, verso zero, essa
rimanga finita e si riduca ad una funzione di 3.° grado
quale & quella che comparisce sotto radicale negli integrali
del moto di un corpo pesante di rivoluzione, bisogna che
a, vada verso oo di guisa che il prodotto H, a, con-
verga verso una quantitd finita. Quindi la rotazione di
un corpo pesante di rivoluzione ( e di un corpo soggetto
ad una azione eguale e contraria a quella della gravita)
si presenta come caso limite di quella da noi studiata;
e le formole ad essa relative si deducono dalle [(14),
(16), (18), (20)] facendo @==c0 .

In particolare le formole dei coseni che Jacobi e
Lottner dettero per il problema di Lagrange derivano da
quelle ora citate facendo i7=1¢ K’; giacché per essere

a,—a,
Qy—0Qq

== sn?z¢ 1

si vede che per a,==00 sard ir=iK’. Cosi la funzione che
rappresenta cos 8 le cui caratteristiche abbiamo trovato
esser quelle di funzione doppiamente periodica coi periodi
2K e 2:K' coi due poli del primo ordine w==t1,u=2/K' —i7
ed i relativi residui conseguentemente eguali e di segno



- 212 —

contrario, ha per ér=¢K’ gli stessi periodi precedenti col-
I’ unico polo nel rettangolo dei periodi »=:K' che allora
¢ di secondo ordine e col residuo zero; le quali caratte-
ristiche coincidono con quelle della quantitd cos 6§ nel
problema di Lagrange ec

Ora poiché abbiamo:

K/

H(u+i K') H(u—i K') = ¢2K 6% (u)
71_I§I

815, ~iK") 0(i5;—i K') = ¢2 K H(; q,)
K/

0,(i,+1K') 0(i5,—iK)==e 2 K H2(i s,)

cosi le [(14), (18), (20)] per ¢ r=1¢ K’ si convertono nelle
seguenti:

[i5))[ O (u-f10,) + 0 (u-1s,)]-H2(17,)[0,*(u+-ia,) 4O, ’(u-w,)]
2 H,(iog+-io,) H (¢ 3,—i 0,) 8%(w)

b= 2 ¢ Hy(io,41 o)) H,(7 0g—i a,) 0%(u)

__ Hi(ay) H(igy) [ 0 u+t1s,)0(uigy) 40 (u—1i3 )O(u—7=3;)
H,(isg4ia, H (20'3"“10’2) 0%(u)

71
(43)

d’vz

2:H (iog—-i51) H,(ioy—1s,) 0%(w)

g, Mo [0 (i) |4 HY i[O, (i) +-0, i)

RH,(t0y4-19,) H (do3—13,)03(u)

H,(i2,) H(izy) [ O,(utis) O(utios) — O,(u—isy) 6 (u—isy)]

(i, [®*(uFing)— 0% (i) -H(i5 [0, i) Ok (u=iz)] |

e i H,(izat-7,) H,(179—1y) 0%(x)

H,2(45,)[0%(u~4195) —-O u—1ioy) |+ H2(ia)[ 0,2 (1-}-15,) -0 2(u—w,)]
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H,(v7)) H(773) {® (16 —i7,) O(u +17,) + 9, (u+417)) O(u—1i1,)]
H, (135 +131) H,sz—lc,) @ 2(u)

§53 H,(iz)H(¢a,) [0,(u—1ia,) O (utizy) — 0, (u+tis,) O (u—isy)]
\7

i H,(wb_)—r i7)) Hy(453—17,)0% ()

II‘-’:;iq,ﬁ 0,(u—3,) O,(u+t1s,)+H,2(i5)) & (u1-is,)0( —isy)
3 H,(ira-t-i7,) H(irg—iz,) 0°(n) ©

Avendosi inoltre per z=1K’:

II( i5,+K)
% 0(i 5 +K)_
d o,

d log

[—-— n(it, ¢ c,—{—K)]

1 r=1K/

(*) Riguardo alle formole (14) (18) (20) aggiungiamo che quando si
.
faccia ir= % e contemporaneamente ig+ia,=:K/ esse rispondono alla
rotazione di un corpo soggetto a forze che si fanno equilibrio.

Infatti la funzione che comparisce sotto gli integrali del moto es-
sendo in questo caso 4i secondo grado in cos?(, le quattro radici (tutte
reali e comprese tra —1 e 1) sono due a due eguali e di segno con-
trario, e quindi riducendoli alla forma normale come si & fatto al §. 2.
non dobbiamo che supporre: @, = — a; ed a, = — a3, cid che porta:

ag—a,\? —_—
At = (2{2::071) , m=14% (a+a) V—L
2 T8y
1

sn?i7 = = %
(ﬁx_ + ag) { l—l-‘al_)
(ay—a,) (1=a)’
(ay+ay) (1—ay)
(a; —a,) (I +ay)
K/
ed intanto si riscontra essere ¢ 7= 2{2— poi ricavando: sn¥%g,=

sn? i g ==
sn? 7 g, =
k%sn%iq,
ed osservando che ¢g, e igy sone inferiori a ¢ K/, deduciamo ancora ;

3’0’4 -+ 2‘0'2 = ¢{ K/
S. N. 15
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dlogH,(ic,)+dlog9.(17,)
- da, d o,
. H( 7,)
[, in] 410 § (i)
—n(it,ts =— ==
d'cﬂ N 8 i e K da,

dlogH(icg) dlog @(iay)

d aq ’

lim M = 1 lim I/QAH a(a,— ai)(l— ~>=—:
a0

‘ %I/QAG(a,—a,)-:n

I

+

(G & la quantitd finita verso cui si suppose convergere
H,a,), le (16) si convertiranno quindi in questa ipotest
nelle seguenti:

p _dlogH (o)  dlogH(is) A—C

" d o, don TR T
) llI____ollogH, (ta) , dlog H(7ay)
- do, + d o,

Le formole (43) e (44) coincidono perfettamente con
quelle di Iacobi e di Lottner.

Fra i resultati dunque cui si perviene per la rotazione -
propostaci del corpo P, quando la equazione F(cos 6)=0
ha tutte le sue radici reali, e quelli cui si perviene per
la rotazione di un corpo pesante di rivoluzione G attorno
ad un punto del suo asse ( problema di Lagrange) non
vi & altra differenza che quella del valore della costan-
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te ¢7. Ma siccome gli angoli ¢’ e ¢’ della rotazione oscil-
latoria degli assi principali di P non dipendono da 7t
formole (17), cosi, supponendo che non cambino ne u
né o, e gy, essi e quelli della rotazione oscillatoria
degli assi principali di G sono perfettamente uguali.
Lz due rotazioni non diffeviscono che per il valore dei
respettivi angoli 6, dei quali quello corrispondente a P &
sempre minore di quello di G come si riconosce facilmente
dall’ essere la quantity (14) decrescente per t crescente.
E se immaginiamo che le due rotazioni si. eseguiscano
contemporaneamente noi vedremo gli assi di simmetria dei
due corpi rimanere sempre in uno stesso piano normale
alla comune linea dei nodi e passante per I’asse fisso z;
talché dando ad ogni istante al sistema & , % , &' degli
assi di (> una conveniente rotazione attorno a questa linea
essi coinciderebbero col sistema £, », & degli assi di P.

« La rotazione del corpo P, nel caso che qui consi-
« deriamo, non & altro che quella di un corpo pesante di
« rivoluzione, accompagnata da una nutazione. »
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CAPITOLO SECONDO.

MOTO DI UN CORPO SOLIDO IN UN FLUIDO

OMOGENEO INCOMPRESSIBILE .

§. 1. 1l movimento di un corpo rigido di qualsivoglia
forma e distribuzione di massa in un fluido incompressi-
bile omogeneo limitato da una superficie chiusa fissa gia-
cente all’infinito conduce alla integrazione di sei equa-
zioni differenziali simultanee , costruite da Kirchholf,
ponendo che il fluido sia senza attrito, che non possieda
moto vorticoso, che sulle sue particelle non agiscano
forze, che la velocitd varii in esso con continuitd e non
ne esista altra che quella dovuta al moto del corpo: con-
dizioni che permettono di applicare il principio di Ha-
milton .

La forza viva del fluido resulta allora, analogamente
a quella del corpo, una funzione omogenea di secondo
grado delle componenti » , v, w secondo &, »n, & della
velocitd dell’origine di un sistema di assi ortogonali &, », ¢
fissi nel corpo, e delle componenti p,q ,» delle velocita
angélari di rotazione intorno ai medesimi; talché la forza
viva totale T del corpo e del fluido & anch’essa una fun-
zione omogenea di secondo grado delle stesse quantita
u,v,w; p,q,r la quale contiene ventuno coefficienti
costanti dipendenti dalla forma e densita del corpo e dalla
densitd del fluido.

11 Kirchhoff dette anche gli integrali del moto del
corpo nella ipotesi che su di esso non agiscano forze e
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.che la sua massa sia simmetricamente distribuita rispetto

ad un asse; preso per asse 4 I’ asse di simmetria la T
prende la forma:

(1) 2T =0, (u+0%) + a5 w* + a,(p*+¢*) + ag 7*

e le integrazioni si eseguiscono colle funzioni ellittiche. In
seguito Clebsch segnald un altro caso nel quale le equa-
zioni sono integrabili per funzioni ellittiche, quello in cui
scegliendo gli assi £, », ¢ convenientemente nell’interno
del corpo, la T assume la forma:

*) RT = a, (W*40%) + ag w* 4 ay, (p°+¢7)
F+ 2ay, (wpto q) +2 aywr 4+ ag r?

ed il corpo non é soggetto a forze. Per a,,=a,,==0 si
ritorna al caso di Kirchhoff.

In questo capitolo risolveremo il problema del moto
di un corpo in un flnido che soddisfi alle condizioni enun-
ciate in principio, supponendo che T abbia la forma (2)
e che sul corpo agiscano forze il cui potenziale V abbia
la espressione H, cos?8 <4~ H, cos 6 essendo le H costanti
qualunque e 6 1’angolo che ¢ fa con una direzione fissa;
se non che invece di partire dalle equazioni di ICirchhoff
o da quelle che Clebsch ha loro sostituito cambiando le
incognite con delle relazioni lineari, noi partiremo dalle
equazioni canoniche e ne dedurremo gli integrali col noto
metodo di Jacobi .

I sei parametri indipendenti mediante cw definiremo
la posizione del corpo saranno le coordinate «, 8, y del-
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I origine O del sistema % ,n, ¢ rispetto ad una terna
fissa @, v, 2z, e gli angoli euleriani 6, ¢, ¢ delle due
terne .
§ 2. Le quantith w,v,w ; p,q ,r sono legate ai
parametri « , #, 7 ; 8, 9, ¢ dalle relazicni:

! db diy
[ p==cCoS ¢ Ez—[—sengcsenea—t

db dyd
(3)/ q = — sen ¢ -+ sen Ocosqaa—t ’

d ) [ d ap
U=C0SQ (cowd—j—}—sengb%) —senypcosh ksem{;ﬁ—cosq) Zzl% )

dy
-+ sen ¢ sen § T

— y yﬁlﬁ'f d—@)— @—— S CE@\
4) sem;o(cos«,zdt—}—sen,bdlf €0spcosd senpdt cosy (“)
dy
-+ cos¢ sen 6 Tt

i

L1 — sen 6 (seng % — @)- 2
\\w — sen § Qsengbdt cosqzdt -rcosedt.

Si ha inoltre:

N L T
(5) y=ﬁ+ﬁl£+ﬁgn+ﬁ3z;
Z=7+7|£+727)+73€'
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Se per dare alla forza viva la forma (T) che le con-
viene nella funzione caratteristica H delle equazioni cano-

niche poniamo:

T 3T )T )T
a(d—"‘ T T e
dt

DT 3
7dpN bu,
()

YT T 3T )T

po=

T
Dﬁ’+)—l—l)ﬁ3 ’

ps—-:;(@— salt ity
dt
T ) 3T
1y Ps- a(‘ﬁ)’ Ps="7dpN > (N»
di dt

resulta :

da
) Ji= [, v sen? 0 sen® Y44 2) py—ay v gen2 0 sen . U cos P Py

~+a,4 vsen 6 cos 8 sen ¢ Pa—t-[aqydcos Bsen d—ay ) coslp,
— [ Acotg B (g, cos Y41, cos 8 sen §) g 12 sen Gsen ] ps
4 [y, h cosec 6 cos ¢ -+ ayydcotg Gsen ] p;,
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d«
l“di

4 ) s -
==—a,, vsen® § sen ¢ cds Y py4-[a,, v sen® 6 cos*b+-a,, 2] p,
— ayq v sen 6 cos 0 cos P ps—I[a1, 2 sen Y4-az, hcosfeos ] p,
—+ [ % cotg 6 (a,, cos 8 cos p—ag, sen ¢)F-ay; u senfeos ] pg

~+ [ @y X cosec 6 sen ¢ — dy, 2 cetg O cos ] pg

d .
}_‘ud_z_-—_a“ysené'cosesen(’bp,——a“usenGCOSGcOS&[Jpg

4 [y 2sen? 0 4= ag; ucos? 6] py—a,,2sen 6 p,

+ [ay 2 — ager]cos 0 pg — a2 pg;

di
Ap T [@g,hc0s0send —a, ,2c08d] pr—[a,, 2 send~+-aq ) cosgeosd] pa

— ag,sen 0 py 4 ay ) py,

2w gjg ==— [)cotg B(ay,cosa, b+ cos 6 sen )--az; . sen fsen ] p,

+ [X cotgb(a,, cos 0 cos f—a,, sen ) +ag posen 6 cosP ] p,
[ @y d— ags 2] cos 6 py + [ @y w + a,; 2 cotg? 8 ] ps

— a 4, ) cotg G cosec 0 pg ,

dd
Ap cTS; ==)cosech[ (g cos¢+a,,cosBsend)p (g, sen Y-a, ,cos9cos)p,]
— Gy Xk py— @y, A cotg B cosec 0 p; + ay, A cosec? B pg ;
essendo :

— 2 2 — —
A==y Qg — 0Py , ==y Oy — 0%, , Qv ==0g; [t —0y * -



Conseguentemente avrenio :

1
(T):Q)—#[a“)(p,2—{—19.2‘2—{—1)32)+(aGG p—ay))cos® 6pt4adp?

Fagy u pt - (ags vy, 2 sen? 5 (py sen g—pg cos §)?

a,
-l-—;(—}ir:_‘e(pc, — P08 6)2—2a,,2.p:(pg —p5c086) —2a451c080 py p*

.. cos @
F((aggir~ay,) )senfcosbp;=aggusenips a2 cond (pe—pscos6))(pseng-p,cosg)

—Ra,;)p,(prcosy + pgsen )]

Sostituendo quindi nella (T') a p,, 9y 5 P3s Pas P55 Ps
. W YW YW W )W yW
respettivamente Y’ ——a—ﬁ'— , ~57 Byl SP— R T,’T e futto

poi, con & costante:
H=(T) - H,cos?§ —Hycos 6§ =7

la equazione a derivate parziali che cosi si ottiene, un
integrale completo della quale,

W=W(a,f,7,9,9,¢,,a,b,e,[,g) con-
tenente oltre & le cingque costanti arbitrarie @,b,e,f, g,
da tutti gli integrali del moto, uon viene a coutencre
«, f,7 ma soltanto le derivate rispetio al esse della
funzione W; ne segue che ad essa si soddisfa prendendo:

W=aa+bB+cy+ W,
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con W, inlipendente dv «, 8 e y. Per conseguenza
Pis Pas Py SOn0 sempre costanti ed eguali respettivamente
0T T T
Y30 " w
le componenti secondo £, v, & di una Velomta, noi rico-
nosciamo dalle (6) che py,p, , p; resultano eguali alle
componenti di questa stessa velocitd rispetto ad o,y , 2z
¢ basta quindi dare all’ asse fisso z la direzione costante
di essa per avere py==0, p;==0, cosi la equazione a de-
rivate parziali gid accennata verra:

YW, ay h (QW, W,
® a(T) e u(ry) - B s o
YW

YW W
—2a, C%W' —cos f _3—?71%_— 2 a5 pcos b a—q}i 4 a0 sen? §

ad ¢, b, c; e siccome, consulerando comse

+ g c*peos® § —— 2 ). ¢ { Hycos? § 4 H, cos § 4+ h) =

Alla equazione precedente si soddisfa evidentemente
prendendo:

Wy=="r9+g¢+ WV,
con W, indipendente da ¢ e ¢; quindi avremo:

We=cy+fo+g9y+ W,
1

g

™ %2? ¢[H,cos?64Hacos §4-1]—c?aggucos?s

wo_ | 40
P sene( —caydsen?d—ayuufid-2a,clg

—-20fcos6(a“7-amy)g(l-cosfe)-gg-fcosﬂ % )



Poniamo adesso cos § = ¢ ed indichiamo con F(w) la
funzione di cos 6 che & sotto il radicale, introduciamo
poi le nuove costanti 7,,9y 5 Yo € fo » %, By ed avremo
per integrali del moto:

1 L dw
/7“70 = mf(au)x’/‘/'(“l‘)-""*ac.‘*)""c(aﬁe‘“‘aul)wg‘C“ul)‘/—ﬁ

(g-fw)odn 1
o~ [ (L-w*)VE () mﬂ.f (s et =taak )y

.(w)
)

. *f d o (/] fw)n/m
Y0 JVE e eV

w

Vot ==
\ z o Cl“ Vl‘ (o))

1: a—aozm %\/m) sen l]’J — COS q/ (f““g O))?

. sen ¢ d o
+ .k fm_m @ H, o+ ) e

(10) 1
bt == %v F(w) cos ¢ + sen ¢ (f—g "’)2

cos¢do

V F (m\

,,_,fm_wa (RH, o + Hy) —

<

Le ultime tre delle equazioni (9) danno il moto del
corpo attorno al centro O degli assi &, %, §: si ricono-
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sce facilmente che sostituendo a ¢ e ¢ gli angoli ¢, e ¥,
ad essi legati dalle relazioni:

. ¢(agp—a, ) rodo
P1="9 ) Vﬁfn)

m‘f"‘l‘ (t_l‘o)

(il che corrisponde al sostituire alle terne =, y, s ed
£, n, & respettivamente (x) (y) z ed (%) (n) ¢ essendo ()
ed (y) due rette ortogonali ruotanti nel piano @ y colla

(s a,c
velocitd angolare costanteﬁ%« ed (§) e (n) due rette or-
togonali ruotanti nel piano £» colla velocitd angolare

claggp—ay )
(g 04, 7) ®) avremo :

Lp
[J.
= be(m)
(go—f)do
(11) p1—9 = = (% 1 703’ #) f(t—l‘o\) +/ # AV F(w)

b gy — (fo—yg)do,
Y1 0 — (5“-&)?)‘/]-1_‘—@

Poniamo :
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I & ) 1 »
A, Lo, —y=y, r=Cn
)

33

212+§(2a,4g——-a“0):2/7

(12) " 7
Hy + m(au r—ag p) = H, ,
cr —_
H, + ﬂ{'(%ﬁ p—ay, ) == Hy
avremo in luogo delle (11) le altre
; ; rAde
T fV If (o)

C (C 7 +g w) dw
—_— —p | ] — — — . 0
oo =1 Jow) T —7) Vi)

b — Crood-g)dw

Ly, — = e
tTR T U= ) VW

con :

F@={2AM*+Hyo+h) —ACrd} (1—u?
—(Cryo+g)*.

Ma queste coincidono colle (3) del capitolo primo ,
dunque si conclude che, astrazione fatta dalle rotazioni
intorno a z ed intorno a &, la rotazione, attorno all’ori-
gine O degli assi £,7, & di un corpo soggetto a forze
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di potenziale H, cos? 8 - H, cos 6 immerso in un fluido
¢ identica a quella che prende nel vuoto un corpo di
rivoluzione fissato per un punto del suo asse, soggetto a
forze di potenziale I, cos?§ 4 H, cos 6 per il quale i
momenti di inerzia A e C, le costanti g , vy , b ed
i coefficienti H, , H, del potenziale si compongono me-
diante i coetficienti @ della forza viva totale T, i coeffi-
cienti H; ed Hy, e le costanti e, f, g, & nel modo dato
dalle for mole (12).

Le rotazioni che abbiamo delto sopra intornc a ze§

- spariscono quando, il corpo essendo di rivoluzione,
Uy = Agg =)

Dott. BERNARDO PALADINI.
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