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SULLA 

RAPPRESENTAZIONE ANALITICA

DELLF FUNZIONI DI PIU VARIABILI REALI

ESTRATTO DALLA TESI DI LAUREA

RODOLFO BETTAZZI





Il chiariss. Prof. Dini, nel suo libro: « Serie di Fourier
ed altre rappresentazioni analjtiche delle funzioni di una

variabile reale espone un metodo col quale si può svi-
luppare una funzione di una variabile reale, y data in un
certo intervallo nel quale soddisfa a certe condizioni, in

una serie i cui termini siano funzioni date . Il processo
che egli segue è in sostanza il seguente. Sotto conve-

nienti condizioni per le funzioni e T(x , h) dimostra
la formula

indi se la funzione ’1’( ai , h) è tale che sia:
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con G indipendente da a, finito e diverso da zero, pone
sotto forma di serie il secondo membro della relazione

che si deduce daila prececlente , e la quale mediante
trasformazioni di coordinate può darci il valore di 

in un punto qualunque dell’ intervallo in cui vale la for-

mula stessa. Dando poi alla funzione cp(x, h) forrne con-
venienti, egli mostra come per i termini di questa serie
si possano prendere a priori delle funzioni speciali, purchè
soggette a certe determinate condizioni.

Il medesimo processo è suscettibile di essere applicato
al caso generale delle funzioni di più variabili reali e ci

dà per esse analoghi resultati. Scopo della presente nota
è appunto di mostrare questa applicazione, li mitatamente
peraltro alla prima parte del metodo, senza occuparci
cioè della forma che prenderà la serie che rappresenta la
nostra funzione; con che potremo giungere all’ importante
teorema : « Ogni funzione finita e continua di n variabili
« reali, definita in un certo campo finito, y ha sempre in

« questo campo infinite rappresentazioni analitiche ».
Richiamerò dapprima alcune proprietà degli integrali

multipli, riferendomi a quanto in proposito ho esposto
nella mia nota « Sul concetto di derivazione e d’integra-
zione delle funzioni di più variabili reali » la quale sta

pubblicandosi nel Giornale di Matematiche del Prof.

Battagl,ini .
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1. Si chiama inte,qrale assoluto esteso .d un campo
C a-1 n dimensioni di una funzione f ( ~i , ~~ , ... 
di n variabili, finita in tutto quel carmpo C in cui essa

è data, il limite della somma n-pla

dove f 
v1 , v~ , ... v~, 

è un valore qualunque compreso fra

il limite superiore e l’ inferiore dei valori della funzione

X2 , ... nell’elemento di spazio (~) :Vi’ 112’ .. , y~
che appartiene al sistema in cui è stato diviso ~ intero

campo C mediante gli spazi ad ( n 1 ) dimensioni

X1 = cost , X2 ==== cost , ... cost, essendo il limite

preso all’ impiccolire in un modo qualunque delle quan-
e s’ indica con

Si dimostra che condizione necessaria e sufficiente af.

finchè una funzione f(xl , X2 , ... xn) sia atta all’ inte-

grazione assoluta in un campo C è che sia zero il limite

della somma n-pla
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. v.. 
è l’oscillazione della funzione

nello spazio w 
1Ii , 112 ... 11ft 

essendo il limite preso all’im-

piccoli re in un modo speciale qualunque degli i spazi M. Si
dimostra ancora che quando una funzione xi ... ~)
è atta all’ integrazione n-pla assoluta in un campo C,
ed é anche atta all’ integrazione ordinaria nel

campo stesso, il valore deli’ iategrate calcolato colle due

definizioni è lo stesso (*) .
Dell’ integrale assoluto possíarrio dimostrare alcune

proprietà le quali ci torneranno utili in seg u i to .
2. Se x~ ... xn) ~ una funzione finita ed atta

all’’ integrazione n-pla assoluta in un campo C dato, in

questo campo è pure atta all’integrazione assoluta la fun-
zione Xcj ... xn) dei suoi valori 

. 

assoluti, e si ha,
in valore assoluto:

- Se ) sono due
funzioni finite ed atte all’integrazione assoluta in

un medesimo campo C, nel quale si abbia sempre
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- Se in un dato campo C la funzione, i

è finita ed atta all’ integrazione n -pla assoluta e lo

stesso accade per f ( , , , ae2 , ... al n1eoo per il

numericamente inferiore a un numero finito, indicando

respettivamente con ,
le funzioni dei valori assoluti di /
e con L il limite superiore dei valori di ; i
nel campo C, allora, essendo il prodotto i

atto all’integrazione n-pla assoluta nel

campo C, si ha, : 
°

e quindi anche :
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- Sotto le medesime condizioni e di più ammesso che

x~ ... xn~ nel campo ove si considera abbia sem-

pre il medesimo segno, se L ed l sono i limiti superiore
ed inferiore di f(x1 , X2 ... xn) nel campo dato, allora,
poichè negli inteàral i

le differenze
. , - - - -, .. , . _ ...._

sono mai negative e quindi i due integrali hanno il me-

desimo segno di g(xi 5 xg- - - - xn) o sono zero, avremo le

disuguaglianze

avendo luogo i segni superiori o gl’ inferiori secondochè
p(x1 , 5 ae2 ... dove non è zero è positiva o negativa.

In generale si potrà scrivere :
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essendo f un conveniente valore compreso fra il lirnite

superiore e 1’iuferiore dei valori della funzione 
nel cainpo dato (questi valori litniti inclusi).

3. Se la flitizio,,ie 9 nel campo in cui è data è sempre
finita e TO è il limite superiore dei suoi valori assuluti o

un nuinero maggiore, essendo allora P(X1 , X2 ... 

sempre positiva o nulla, la formula precedente darà :

cioè

essendo Co il valore dell’integrale J
(il quale esiste sempre, se per il campo C supponiamo
verificata 1’ ordinaria condizione al contorno (*) ) , D la

(*) V. mia nota § 12. Questa condizione (la quale limita alquanto
la natura del contorno del campo per togliere ogni ambiguità sul modo
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massima oscillazione della funzione f nel campo C , f un
valore conveniente di f~x~ , x~ ... Xn) preso fra il suo

limite superiore e 1’ inferiore e 0 un nurnero determinato

compreso fra O ed 1 ( questi limiti inclusi ).
4. Passiamo ora a vedere quale espressione debba

sostituirsi all’ integrale assoluto, quando in esso si faccia

un cambiamento di variabili indipendenti, sostituendo alle

... xn le altre variabili p, , 9 pi - p. legate alle
prime da n equazioni della forma

nelle quali supporremo per semplicità che le funzioni del

secondo membro siano finite e continue insieme alle loro

derivate parziali del primo ordine almeno nel campo che
si considera , e il deteruiinante funzionale formato colle

derivate di Xi’ X2 xn rispetto a i P2 - - - I 0,, sia

differente da zero per tutto, fuorchè al più in un numero
finito di punti speciali.

Limitiamoci per semplicità d’ esposizione al caso del-

1’integralP doppio assuluto delle funzioni di due variabili;
il caso generale si tratterà in modo simile.

di prendere i valori degli spazi ?v1 1 V2 - - - che sono al contorno, nely1 , v2 ... "’t
calcolo del valore degli integrali multipli) è che la somma di quelli fra

gli spazi aXt 8x2... 8xt1 = m in cui si divide il campo,
, ....&#x3E;n

che sono intersecati dal contorno, tenda allo zero, comunque impiccoli-
scano le ... 

In tutto quello che segue, anche quando non sia esplicitamente
detto, supporremo che i campi di cui è parola verifichino sempre questa
condizione .
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Consideriamo allora l’integrale ci dx dy esteso a un
campo qualunque C, che sia compreso nel campo C e che
sodisfi al contorno alle solite condizioni ed a quelle per l’ n.

tegrabilità ordinaria, le quali verranno sempre verificate
se il contorno di Ci è formato da elementi p --~- cost. Questo
integrale esisterà e sarà anche eguale all’ititeorale preso
successivamente prima p. es. rispetto ad y e poi rispetto
ad x. Allora si sa, per il teorema di Jacobi (*), che se

indica il determinante funzionale formato colle

derivate delle x , y prese rispetto a p, , p2 sarà :

dove gl’integrali sono nei due membri calcolati come in-

tegrali semplici succ;essivi ed i limiti dell’ integrale del
secondo membro sono convenientemente dedotti da quelli
del primo membro. Siccome ora, per la ipotesi fatta circa

le relazioni che legano le x, y colle p, , p,, sarà D una

funzione continua di p, , essa sarà anche atta all’ in-

tegrazione assoluta nel cati po dato rispetto a queste va-
riabili, e 1’integrale assoluto coinciderà con quello ordi-
nario ; talchè la relazione precedente sussiste anche fra

gl’ integrali assoluti estesi al campo C~ , cioè

(*) V. Dini - Lezioni di Analisi Infinitesimale .
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ove C 
p 

indica il campo C, su cui è stata fatta la trasfor-
P

mazione di coordinate.

Ciò posto, supponiamo la funzione f(x , y) definita in

un campo C nel quale essa è atta all’ integrazione asso-
luta rispetto alle y. Dividiamo questo cam-

po in rettangoli m per mezzo d~ parallele agli 
ed in quadrangoli curvilinei ~, P per mezzo di linee 

Se L 
P 

indicano i limiti superiori dei valori

della funzione data rispettivamente nei punti di m e 

e se consideriamo tutti i quadrangoli del sistema p con-

tenuti per in un dato rettangoio w, sarà per essi:

se M è il limite superiore dei valori assoluti della fun-

zione f nell’ intero campo ed a quel che rimane di m,

quando se ne sono tolti tutti i quadrangoli a 
p 

che esso

contiene per intero. Ma se (1 indica un numero più grande
di tutte le rette inscrittibili nei quadrangoli W 

Il 
dell’ in-

o (J
tero campo C, ed h , , sono le lunghezze dei lati del ret-

tangolo c~ sarà:

Sei-ivendo questa relazione per tutti i rettangoli w del

campo e somrriando , nel primo membro comparisce la
somtna relativa a tutti i quadrangoli w p del campo, tran-
ne quelli al contorno del campo e quelli che giacciono
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lungo i lati del sistema m. Dai primi si può prescindere,
perchè la somma dei termini corrispondenti al diminuire di

o) tende a zero, come è facile vedere a causa delle con-
P

dizioni che sempre supponiamo verificate circa il contorno

del campo C; aggiungendo i secondi i si ottiene :

dove P e Q indicano due numeri eguali o superiori alle
lunghezze dei lati di nn rettangolo parallelo agli assi

circoscritto al campo totale C, indicano il nu-

mero delle parti in cui si dividono i lati di questo ret-

tangolo per :ottenere, conducendo dai punti di divisione

le parallele agli assi, il sistema di rettangoli m. Pren-

dendo d sufficientemente piccolo, cioè avendo sufficiente-

mente impiccolite le ~~ ~,, potremo scrivere:

... 1

con a piccolo a piacere. Cos  indicano i limiti

inferiori dei valori della funzione f’( x, y ) negli spazi

o) 5 W, sarà anche:P «

e sottraendo questa relazione dalla precedente,

. 

dove D ’ , D’ indicano le oscillazioni della funzione 
P 

’ ’
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nei respettivi m. E poichè essendo per ipotesi
P

la funzione f(x , y) atta all’integrazione assoluta rispetto
ad x, y nel campo dato si ha che lim 2 D’ cù=-0 quando
il limite sia preso all’ impiccolire delle co, sarà anche:

allorchè le wptendono a zero in un modo qualunque; giac-
chè prese le w abbastanza piccole perchè sia

e poi le M anch’esse tanto piccole che sia ; / , avre-

mo, quando le m 
p 

sono di questo grado di piccolezza e

anche più piccole:

e a1 è piccolo a piacere. Potendosi poi scrivere, per le

relazioni precedenti :

e potendosi a rendere piccolo a piacere quando , fissate

le co, s’impiccoliscano le W , siccome per ipotesi esistono e
P

sono eguali i limiti di presi all’ impiccolire
di 

2 avremo che esisteranno e saranno eguali i limiti di

 presi all’impiccolire comunque delle m . .&#x3E; p
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Possiamo quindi intanto concludere che esiste il

dove f 
P 
è un valore qualunque compreso fra il limite su.

periore e l’inferiore dei valori della funzione f nel qua-
drangolo e che questo limite è eguale al valore del-

P
1’ integrale

esteso al campo dato C.

Osserviamo ora che, per la definizione stessa di area,
si 

. 

ha :

essendo l’ integrale del secondo membro esteso ad un

campo limitato da due coppie di linee pi =cost , p,--cost.
Ma, per quanto si è dimostrato, per ogni campo C~ com-
preso nel campo C s  ha:

se per C1 prendiamo dunque un campo 60 compreso fra
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clove D , per quanto si è detto al . 2, è un valore con-
P

veniente compreso fr°a il limite superiore e 1’inferiore dei
valori di D nel quadrangolo (V . Avremo per conseguenza:rD 

p 
e)

e quindi :

quando per D 
p 

i n ogni successivo sistema di valori di

prenda un valore conveniente. Ma D è fun-
zione continua di P1 e P2; quindi, per il teoreina di Car tor,
può scompors  il campo C in aree C) p taiito piccole che in

ciascuna di esse 1’ oscillazione di D sia minore di 7, nu-

mero piccolo a piacere; se quindi D 
Pi P2 

indica un valore

qualunque compreso fra il limite superiore e I’ inferiore

di D in W sarà:
P

e perciò la differenza del primo membro può rendersi

piccola a piacere all’impiccolire di a e quindi di , cioè:
P
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È quindi evidente che esiste il limite della sornma doppia:

- 

dove (f D) è un qualunque compreso fra il limite
- 

superiore e l’ inferiore del prodotto f(p, p2) D(p, p,) nello

spazio A P, ~ó p, e che questo limite è eguale al valore

sia fÌnaln1ente può (lirsi che

dove g’r integrati dei due mèmbri sono integrali assoluti,
che è la formula (’he cercavamo.

Nel caso generate delle finzioni di n variabili , y se

s’indica con D(p1 , p2 ... Pn~ il determinante funzionale

della trasformazione , si di mostra in modo perfettamente
identico la formula analoga:

indica la trasformata della funzione

i n coordinate p, , po questo
teorema non è che un’ estensione del teorema di
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Jacobi sul cangiamento di variabili indipendenti negli in-

tegrali multipli, fatta per il caso degl’ integrali multipli
assoluti.

lI.

5. Sia 9( x, , X2 ... xn , h~ una funzione che per ogni
valore finito di h sia atta all’integrazione assoluta in un
campo ~~ ad n dimensioni nel quale essa è definita come

funzione delle n variabili ... xn e si mantenga
tale anche al crescere indefinito di h ; di più per og ni
valore finito di h sia finita in tutto il carripo C, eccetto

in un intorno del punto (0 , 0 ... 0),’nel quale prenda
anche valori crescenti al crescere di h. Si consideri allora
l’ integrale assoluto:

esteso ad un campo finito C che non contenga l’origine,
ma che del resto si estenda comunque nella porzione di

spazio ad n dimensioni in cui sono soddisfatte le condi-

zioni precedenti. Per un campo qualunque W che non

contenga l’origine e nel quale per conseguenza la fun-

zione ? è sempre inferiore ad un numero finito, potremo
applicare la formula (3) del §. 3 e scrivere:
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dove dw indica l’elemento dx, (Ix’).... d~» di spazio, f ú)
un valore conveniente compreso fra il limite super~ore e
l’inferiore in m della funzione f ; la quale si suppone
finita in tutto C , 9 D ú) l’oscillazione di f 

0, W 
il

limite superiore dei valori assoluti della flinzione cp nel

campo 2 8’ un valore conveniente compreso fra 0 ed 1

( questi limiti incl.) non è che il valore dell’ inte-

grale esteso al campo rò. Al-

lora siccome nel campo C , le variabili X2 .., xn va-

rieranno negli intervalli respettivi 
si dividano questi intervalli respetti vamente in 

parti qualunque; immaginando per ciascuno dei punti di

divisione costruiti i respettivi spazi ad (n-1 ) dimensioni
... che passano per essi,

verremo a scomporie il campo C in tanti elementi w, di

spazio ad n dimensioni o loro porzioni (*) in ciascuno dei

quali varrà la formula precedente : sommando tutte le

equazioni che cos3 si ottengono, si ha:

dove le somme che qu  
’ 

compariscono sono somme 

(*) Questi elementi di spazio sono i corrispondenti dei rettangoli
e dei parallelepipedi in cui, nelle ordinarie coordinate cartesiane, si

seompone un campo a due o tre dimensioni mediante rette o piani paral-
leli agli assi o ai piani coordinati.



20

0 è compreso fra 0 ed 1 (questi linliti e po è il

limite superiore dei valori assoluti della fuuzione cp in

tutto il campo .C. Ora poichè si ammette che la funzio-

ne f sia atta all’integrazione n-pla assoluta nel campo C,
e che quindi si abbia in esso ( ~. 1. )

quando m, m’a ... ynn siano sufficientemente grandi l’ul-

timo termine della (1) sarà minore di (1, numero piccolo
a piacere, poichè 90 è fini to . Avendo poi supposta la

funzione f finita in tutto il campo, in modo da poter
porre, qualunque sia 5 A, con A numero finito,

ariimettendo che per ogni porzione p del campo C che si

possa estendere anche fino al contorno di esso si abbia:

allora scelti valori convenientemente gran ’ i per i numeri

rn2 ... rnn, come già si è osservato, e dati ad essi

questi valor ,  n modo che nel primo termine del secondo
membro della (1) comparisca la somma di un numero

fisso e finito di termmi, a causa della (2) potremo pren-
dere h tanto grande che ogni termine della somma del

secondo membro sia m nore di or A e quindi per valori

sufficienternpnte grandi di ~c si può rendere il secondo

membro della (1), e perc’ò anche il primo menibro, pic-
colo a piacere, ci(,è si ha il teorema:
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~ Se la funzione cp( x1 , X2 ... x. , A) per valori co-

« munque grandi di h e per ogni sistema di valori di

« x, , X2 ... x,, compreso nel campo C ad n dimensioni

« che non cont iene l’origine, si mantiene minore in valore

« assoluto di una quantità finita cu e per ogni porzione
« del campo dato ( che può estendersi Uno al contor-

« no) si ha :

« allora, quando x2 .., sia una funzione finita
« ed atta alî’ integrazione assoluta nel campo ~;, avremo
« che :

Itl quello che segue supporremo sempre che la fun-

zione 9, presa come si è detto in principio del paragrafo
precedente, soddisfaccia alla () , d1nlodochè ogni qual-
volta ... x sia atta all’integrazione assoluta,
avrà luogo la (3).

6. Supponiamo ora che ~ origine ( © , y 0 ... 0 ) sia

nell’ interno o sul contorno di un campo C ad n dimen-

sioni, nel quale la funzione ((Xi’ ~~ . ~ . xn) sia atta all’in-

tegrazione assoluta, e nel punto (O y 0 ... 0) sia anche

Escludendo allora questo punto con un intorno

picculo a pia ere mia diverso da zero, e indicando co l C’,
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il rimanente campo, avremo:

essendo fo il limite, che per ipotesi esiste, dei valori di

1»(X 1 xtj ... 31n) quando Xt, x2 ... ~,~ si avvicinano a zero

nel campo dato 00. Ora se le due funzioni f , p, che si

sono supposte atte all’ integrazione assoluta e la prima
anche finita in tutto il campo, soddisfano alle condizioni

di validità della formula (3), avremo che il primo inte~.

grale del secondo membro tende a zero per se

poi si suppone x~ ... h) atta all’integrazione assolu-
ta nel campo Co anche ridotta alla funzione 
dei suoi valori assoluti, allora quando e è sufficientemente
piccolo, essendo in tutto £ , per la continuità arnrnessa ,

5 sarà per la forrnola (1) del §. 2 :

talchè se l’integrale j è sempre

inferiore ad un numero finito anche all’indefinito crescere

di h, J tenderà a zero anche il secondo integrale del se-
condo membro, e si potrà quindi enunciare il teorema:
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« Se la fnnzione g~(x1 , X2 , ... 2 h) per valori co-

« munque grandi di h e per ogni sistema di valori di

« Xt , X2 , xn compresi in un campo C’ che non con-
« tiene l’origine si rnantiene in valore assoluto inferiore

« ad una quantità finita, e per ogni porzione del campo
« C’ è verificata la (2), e di più ~ integrale

o

« funzione dei valori assoluti di g(x, , x,, . - - Xn &#x3E; h) esteso
« ad un intorno dell’origine esiste e resta sempre minore

« di un numero finito anche al crescere di h , allora

« essendo f(xl , ... rn) una funzione atta all’integra-
« zione assoluta nel campo dato Co il quale contenga nel-
« 1’ interno o sul contorno I’ origine ( 0 , O ... 0 ) e nel

« quale essa a vvicin1ndosi al punto (0 , O ... 0) tenda

« verso il valore fo, avremo la formula:

- Se la funzione ~~ ... xn) senza essere continua
nel punto (0 , 0 ... 0) fosse tale che condotti per questo
punto un numero finito di campi ad ( n---1 ) dimensioni
venisse con essi a dividersi il campo in m campi parziali
C~ , C, ... Cm in ciascuno dei quali essa sia continua in quel
punto, eccetto al più lungo i campi ad (n 1) dimensioni
che abbiamo costruiti , la formula precedente varrà per
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ciascuno di essi , purchè in tutti i punti di ciascuno dei

campi e, che si ottengono dalla porzione d’ intorno del

punto (0, 0 ... 0 compreso nel campo parziate Cs esclu-
dendo da esso l pezzo di contor-no, lungo il quale la

funzione non è continua, mediante campi piccoli a piacere
ma la cui piccolezza non influisce su quella di E., sia

essendo fQ, ~ il valore che prende la funzione f nel punt,o
~o , o ... 0) del campo pzrziale C’s ; poichè in tal caso la

mancanza di continuità lungo il contorno dei campi par-
ziali equivale ad un cambiamento del valore della fun-

zione lungo canipi ad (n-1 ) dimensioni negli integrali
precedenti in cui si supponga la funzione f continua in

tutto C , il che non altera il valore degl’intPgrali stessi.
Sommando le formule che cos  vengono ad ottenersi, ri-

sulterà in tal caso:

7. Possiamo ora cercare come deve modificarsi la

formula (4) per il caso in cui il punto (0 , 0 ... 0) sia

un punto di discontitiiiità. Ci limiteremo a studiare punti
di discontinuità speciali, che godono della proprietà seguen-
te : che cioè, preso un sistema di coordinate u, v~ , v, ... Vn-1
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tali che per u =-- U sia,

versa (*), per ogni sistema di valori v,===cost , ...

la funzione trasfurmata 3 o, , V2 ... 2in_1)
quando u s’ avvicina a zero tenda verso un limite deter-

minato. Questi punti potremo indicarli col nome di punti
di conttnu£tà semplice secondo u. L’ insieme dei limiti

verso cui tende la funzione per u 0 per ogni sistema di

funzione di n-1 vár abili definita per ogni
sistenma di va ori che le v possono prendere uscire

dal carrzpoj e potremo chiam,-trla la funzione dei valori

Supporremo ora che il campo d’integrazione contenga
il punto di continuità semplice ( che ora prenderemo per
origine delle coordinate) Aiiii-netieido 

che la funzione f possa avere nel C. altri di que-

sti i punti di continuità s(,, r plice, Sl1ppOrrerDo che il punto

(0 , ... 0) sia lso1ato, cioè non s;a punto irmte di punti
simili nol campo dato C,). Per la funzione cv , V2 ... vn-1)
dei valori di f nel punto richiederemo che sia atta

a11’ integrazione assoliita in un e mpo Cr,’ ad n 1 dimen-

sioni formato dall’ insieme dei sistemi di va ori che pos-

(*) Di tali sistemi di coordinate ne esistono effettivamente ; e ne
daremo più tardi un esempio, il quale è analogo alle coordinate polari
nel piano e nello spazio.

(**) Il sig. Du Bois Reymond nella sua memoria « Bemerkungen
úber die verschiedene Werthe etc. ( Borchardt-Journ: Bd. 70 ) » studia

questi punti per il caso delle funzioni di due variabili; e, nel caso che

la funzione dei valori sia continua, egli dà loro il nome di Stetigviel-
dautigkeitspunkte.
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sono prendere le coordi nate v per u=cost nel campo C4 .
Abbiamo, come nei casi precedenti , da esaminare 1’ in-

tegrale :

essendo Co il campo totale , C un intorno del punto
(0 , 0 ... 0) che prenderemo limitato da u-u,-cost con
U1 piccolo a piacere (poichè evidentemente per le ipotesi
fatte sul sistema di coordinate u , v~ ... il cam-

po ad (n - l) dimensioni u === cost limita un campo che

contiene 1’ origine all’ interno ) e Co’ essendo il campo
rimanente. Ora siccome il limite dell’ integrale

preso per h=oo è eguale a zero, perchè Co’ non contiene
~ origine e la funzione f si suppone atta all’integrazione
assoluta in Co ( §. 5. ), basterà cercare il limite per
h ao di

il quale eviclenleii ente deve risultare indipendente 
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essendo tali il primo membro e il limite del primo ter-
mine del secondo membro.

Per esaminare questo integrale, facciamo in esso un

cangiamento di variabili, prendendo per nuove coordinate
le u, Vi , 1)2 ... per il che supporremo che le formule

che ci danno le x in funzione delle nuove variabili soddi-

sfIno alle condizioni che abbiamo indicate per la ;alidità

del teorema del ~.4. Allora, in forza di questo teorema,
se D(~c , V2 ... vn.~1) indica il determinante funzionale

della trasforn1azione, i
quello che divengono le funzioni f’ e q~ operando in esse

questa trasformazione, avremo :

potendosi, come ho già notato, un integrale assoluto cal-

colare anche come integrale ordinario _successivamente pri-
ma rispetto ad alcune e poi rispetto ad altre variabili ,
quando per le funzioni da integrare questo secondo inte-

grale abbia un significato , ipotesi che qu  supporremo
verificata. L’ integrale del secondo membro della fora- ula

precedente potrà anche scriversi :
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Ora se per la funzione f si pone la con-

dizione che f~(u , v r , v~ ... v~ _~) tenda, v2... vn- ~)
uniformemente, in Ul0 Io ci&#x3E;è che scelta cr piccola. a pia-
cere esista un valore u, di u diverso da zero e tale che

quando sia in valore assolnto u  U1 e per ogni siste-

ma di valori per v~ , v~ ... compresi nel campo C

sia fo 2013 ~ ~ 7, tornando a trasformare il secondo degli
integrali ora scritti in coordinate cartesiane, si vede che

esso si mantiene inferiore a

essendo ~1~~;~ , x~ ... 5 h) la funzione dei valori asso-

luti, la q iile si suppone atta all’ integrazione assoluta
almeno in iiti intorno dell’ origine e quindi in iutt,o il

campo essendo la fiiiizione 9 finita nel rirnanente spazio.
Se dunque per la funzione cp si ammettono le mede-

sime condizioni del paragrafo precedente , e quindi quel
valore è piccolo a piacere anche al crescere indefinito di

h, si ha che il limite per dell’integrale

si riduce a quello int0grale
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e qiii idi si può dire che:
« Se la tunz’one X2 ... J,,) nel punto 0 ... 0)

« ha la continuità seinplice secondo u , essendo

« u, vi 9 v$ ... v~-4 un sistema di coordinate tali che

« e che di più per esse si verifich no le condizioni ne-

« cessarie per la validità del teorerna del §. 4, e se la

« funzione dei valori di fne  punto (0,0...0)
« è finita ed atta all’mtegrazione assoluta nel campo C‘u
« ad n-1 dimensioni definito da u-cost, allora essendo

« verificate per f e g~ le medesime condizioni del teorerna

« precedente più quella che la funzione t~,(u,z~1 , v~ ... v,- 1)
« tenda uniformemente ai valori corrispondenti di

« ~(~4 ? v,2 ~M-i) nel campo C’u e l’altra che il pro-

« sia atto all’ integrazione semplice rispetto ad u fra O
« ed ui , potrà scriversi la foumula:

« dove Co è un campo che contiene l’origine all’interno,
« C’u è il campo ad ( n-1 ) dimensioni in cui possono
« variare le v nei campo dato quando è una

« valore convenientemente piccolo, e vi ~ ... ’l’n-i)
« indica il determinante funzionai della trasformazione

« di coordinate ».
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È evidente che in questa formula I’ integrale n-p ’o
del secondo membro si può anche considerare esteso

all’ intero campo Lo , poichè la differenza nei due casi è
un’ espressione che a causa della formula (3) è zero.

8. Sotto certe ipotesi speciali per la funzione

m(x1 , ~3 ... xn , h), la formula (6) può porsi sotto una

forma più semplice.
Si prendano ... le coordinate

legate alle x.... xn) dalle relazioni:

Esse sono analoghe alle ordinarie coordinate polari
( che ne sono un caso particolare ) e verificano tutte le

condizioni imposte alle ~.~ , v~ , v~ ... vn.~~ . Il determinante

funzionale della trasformazione si trova eguale a

e per conseguenza il secondo membro della (6) prende
ora la forma :
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Supponiamo che la funzione ~~, . , x~ ~ h) sia taie
che esista il

e sia indipendente da p1 , 91 ~ ... On-1 , cioè sia una quan-
tità costante B, e 1’ integrale

tenda ad essa uniformemente in tutto il campo C’ . Al.
P

lora si vede facilmente che , essendo i limiti dell’ inte-

grale (6’) indipendenti da h , a causa delle condizioni

precedenti possiamo in esso al linlite dell’ integrale so- 

stituire 1’ integrale del limite della quantità sotto il se-

gno (*), cioè potremo scrivere la (6) sotto la forma :

e la funzione F è atta all’ integrazione assoluta rispetto alle variabili

in un campo C ad ( n-1 ) dimensioni qualunque sia h,
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Se ora si osserva che a causa della convergenza uni-

forme dell’ intey°ale verso il suo limite si ha:

e nel medesimo tempo è atta all’ integrazione assoluta anche la funzio-
ne (D, se la F tende alla + uniformemente, preso A sumcientemente pros-
simo ad h. (o sufficientemente grande ) sarà in valore assolut :

cioè il limite del primo membro preso per h=hi ( o per h-co ) è lo
zero; ossia

u

come si voleva dimostrare.
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e se si pone

potremo evidentemente scrivere la formula:

Nel sistema di coordinate

trodotte, se F origine è, come si è supposto, in un punto
interno al campo, le variabili e~, 82 ... °J1_1 possono va-
riare tutte fra 0 e ~c, eccetto Gn-1 che varia fra 0 e 2r;
e se si considera il campo ad (n 1) dimensioni definito

nel nostro spazio ad n dimensioni da p - p, ~ cod. ( il

quale è analogo alla circonferenza nel piano ed alla sfera
nello spazio ordinario ), si trova che:

è 1’ elemento del suo spazio in coordinate ... ~~1-~;
si vede quindi che nella formula (7) la quantità 1 indica
la media dei valori nel campo

SS N. Lib. 7V.
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E siccome si ha anche :

perchè per la validità della (6) e quindi della (7) si è

supposta la convergenza uniforme di fo v’erso §, ne vie-
ne che la quantità ~~o è il limite, calcolato per p=0, della
media dei valori che la funzione f(x! , X!j ... x") prende
nel campo ad (n--1) dimensioni p-cost = P, .

111.

9. Vediamo ora come nel caso in cui valgano le for-

mule (4), (6) , (7) si possa dedurre lo sviluppo in serie di
una funzione ((Xi’ X2 ... di n variabili .

La funzione p( X~ , Xi ... x" , h ) considerata fin qu
supporremo più generalmente che contenga anche n nuove
variabili «, , (xi ... an ; considereremo cioè la funzione

... X» , ai ... un hm) dove hm sono numeri positivi
crescenti sino all’ infi ito con m, numero intero e posi-
tivo. Questa funzione , J dovendo godere di tutte le pro-

prietà generali stabilite nel capitolo precedente per la
funzione tp, la prenderemo tale che in campi qualunque
e, cbe non contengano l’origine, facenti parte di un certo

campo dipendente in generale dai valori di a~’ «~ ... cc" ,
si mantenga, per ogui valore finito di nuniericamente
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inferiore ad una quantità finita che può variare con que-
sti campi ; di più gl’ integrali

estesi a questi campi tendano a zero al crescere di in,

mentre gl’ integrali

clove e è un intorno cornunque piccolo che comprende nel
suo interno l’origine, al crescere di rn tendano verso una

quantità finita diversa da zero G("~’ ... an) indipen-
dente da E .

La funzione ("X~ , ~~ , ... rn) da considerarsi sia data,
in un certo campo ad n dimensioni 00 nel quale sia finita
ed atta all’ integrazione assoluta anche moltiplicata per
la funzione , ... ~"-J" , «~ , ... «,t , e le quan--
tità lxl 9 22 ... oco possano assumere tutti i valori del cam-

po Co , 9 inclusi quelli del contorno. I campi C~ di cui si
è fatto parola, supporremo che, per ogni sistema di va-
lori di 

y X2 9 ... possano prendersi comunque nel
campo che risulta dal campo Co trasportando l’origine in
(al,"2 , ... «~) (*), purché non comprendano nè all’interno

(") In quello che segue, parlando di un simile campo, non star,9,mo
a ripetere come si ottenga dal campo Co dato. Questo notiamo perché
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nè sul contorno questa nuova origine, e che di questo
campo possa far parte anche tutto o parte del contorno
di C~. Questo giustifica 1’ aver detto in principio che il

modo di prendere i campi C, poteva dipendere da

a2 9 ... aH.

0ra, siccome dobbiamo cercare lo sviluppo in- serie

della funzione f(x, , X2 ... conxi:&#x3E;cereino collo svilup-
pare in serie il primo membro delle (4) , (6) , (7) del

Cap. 11; ed allora , mediante le formule stesse , avremo

lo sviluppo del valore della funzione X2 ... Xn) nel

punto che abbiamo preso per origine, 3 o della media dei

valori in questo punto.
A tale scopo si consideri la serie :

Siccome la somma dei suoi prim  nt termini è data da

quando diremo campo Co, e l’origine sia stata posta in ( «3 , Gt2 ... ),
non debba intendersi quello che si otterrebbe col formare attorno alla

nuova origine un campo identico a Co e situato rispetto ad (oc, «2 ... 
come Co lo è rispetto all’ origine ( 0 , 0 ... 0 ); ma bensi quello che ri-
sulta da Co trasportando 1’ origine in u2 ... a»). Quando ci si voglia
riferire al vero campo Co, useremo la parola campo originario.
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avremo elio la somma (lella quando esiste, sarà il

limite di questo termine preso per potremo cal- 
’

colarlo servendosi delle formule foodamentali (4) e (7)
del Capitolo precedente, nei casi in cui queste sono ap-
plicabili .

Si ponga

allora diverrà origine delle nuove coordinate u il punto
di coordinate -. x1 , ... Xt1 = at appartenente al campo
origiuario Co e che snpporrerno per ora interno al campo

La somma delle serie è data in tal caso da:

dove s rappresenta un catiipo piccolissirno clualunqiie, irl-

torno dell’origine, la qualP cade nel suo interno. Allora

poichè i sono

atte aal’iotegrazione assoluta nel campo originario, per la

formula (3) del Cap. II. il lirnite del pritmo integrale del
secondo membro è zero; se di più la funzioiie p soddista
a quelle condizioni colle quali , in relazione colle condi-

zioni cui soddisfa ... ~)~ è applicabile ia formula
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(4) (Cap. II.), quando il punto (IX I «~ , ... è un punto di

continuità, si avrà evidentemente che la somma della

serie è data da ott ... Ctn).
Dunque si può concludere intanto che, per tutti i punti
ai ... «n) interni al campo originario in cui è data

la funzione e nei quali essa è continua, la serie (1 )
costruita precedentemente rappresenta il valore della

funzione nel punto (~ , «, ... 

10. Cerchiamo ora quali resultati si ottengono quando
il punto a~ ... «,,), nel quale supporremo ancora la

cantinuità, giaccia sul contorno del campo originario.
Anche in tal caso la somma della serie potrà scri-

versi sotto la forma :

intendendo peraltro che e sia un intorno dell’origine che
contiene questa sul contorno, poiché ora 1’ origi rle appar-
tiene al contorno di Co. Allora , anche in tal caso, il

primo integrale ha per limite lo zero a causa della (3)
del Capitolo precedente; l’altro, per la (4) del medesimo

capitolo, avrà per limite :
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essendo f(«i , a:g ... a..) il valore della funzione nel punto
del eontorno, nel quale si è supposta con-

tinua.

In tal caso dunque la serie ci dà il valore della fun-

zione all’ infuori del fattore

il quale dovrà riuscire indipendente da s, ma varierà a
seconda della forma del conturno del campo e dei diversi

punti di questo contorno stesso.
] ~. Passiamo al caso il cui il punto («~ , 9 oci ... 

supposto ora interno al campo originario, è per la funzio-
ne f(:~~i , xi ... un punto di continuità semplice secon-
do p nel sistema di coordinate, y p, 01 , , 9’2 ... 6t1-t del §. 8.

Presa ancora a considerare la somma dei primi m
termini della serie (1) e ripetendo i ragionamenti pre-
cedenti, si concluderà che la somma della serie è ancora

essendo - un campo piccolo a piacere che comprende nel
sao interno il punto 3 a~ ... 01:..). Allora se si suppone
che per le funzioni ~’ e g~ siano verificate le condizioni ac-

cennate al §. 8. per la validità della (7),
è la funzione dei valori di x$ ... x" ) nel punto

e se s’indica con A il valore dell’integrale
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1

esteso al campo a dimensioni C’ 
P 

di cui è parola

al ~. 8, in forza della (7) stessa la somma della serie in

questo punto è:

Quindi in un punto di continuità semplice secondo p
la serie ha per somma il limite per P1==Û della media dei
valori che la funzione prende sopra il campo ad 

dimensioni p = cost -= p, .
Riassumendo , si vede quindi che , quando sono sod-

disfat.te convenienti condizioni per le funzioni f e 9, la

serie (1) clle abbiamo costruito ha un significato in tutti

i punti di continuità assoluta e ’di continuità semplice
secondo p interni al campo originario, ed in essi rappre-
senta il valore della funzione o una media dei suoi V(t-

lori. La serie ha anche un significato per i punti di con-
tinuità del contorno , ma in essi non rappresenta in ge-
nerale la funzione stessa; resta incertezza per i punti di

discontinuità assoluta all’ interno e sul contorno e per

quelli di continuità semplice al contorno. Per avere an

espressione analitica che, anche per i punti di continuità

del contorno, abbia per valore il valore dAlla fiinziot-ie,
potremmo prendere a considerare un cainpo il quale
comprendesse nel suo interno il campo Co ed il contorno

di questo: indi, immaginando una funzione ... xn) la
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quale nell’ interno di Co e sul suo contorno coincidesse

con .... e nel rimanente clel canipo C,,0
fosse arbitraria, purché tale da essere o ~;: ’ nei punti
del contorno C. e da soddire Fn tu condi-

zioni indicate precedenternente, potremmo cercare coi ne-
todi esposti lo sviluppo in serie della funzione 
e poiché la serie che cos  si ottiene nei punti di conti-

nuità di (1 a Col rappreseuta la funzione, ci rap-

presenterebbe il valore e per conseguenza di f,
anche nei punti del contorno di Co.

11. Ricerchiamo ora se delle funzioni

i el-i,3 ci cotilu(,,ario ai

resultati dei paragr~afi precedenti ne esistano o no.
.E facile vedere che esistono sempre tunzioni p che

soddisfano alle condizioni richieste dai teoremi dei ~~. 6,
7, 8, mediante le quali i saranno dunque sviluppabili i tutte
le funzioni 1 X2 - - - che nel campo dato Co sod-
disfano alla sola condizione di essere atte all’integrazione
assoluta, salvo a fare per i punti di discontinuità e per

que~li del contorno le osservaz~on~ già accennate.
Si consideri la funzione

dove si stabilisca di prendere per il radicale dell’ espo-
nente il segno positivo. Essa in qualunque campo finito

che non comprende Forigine è prende nell’intorno
dell’ origine anche valori crescenti al crescere di h~ , e

per finita è anche atta all’ integrazione assoluta in
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qualunque campo, poi(,,,hè è continua. Di più , usando le

coordinate p, 9, , 9., ... 0n-1 che già ititroducemmo al . 8
e cabotando il suo integrale n-plo assoluto esteso a un
intorno dell’ origine, in cui sia P1 piccolo a

piacere, se si rammenta che in questo intorno le varia-

bili 6 ~ , 82 ... variano da 0 a ~r e 9»-1 da C~ a 2 «

e che il determinante funzionale della trasformazione delle

x nelle p , 0, , 01 ... è

e notando infine che, a causa delle formule di trasforma-

zione ( ~. 8. ) si ha :

resulta che integrale, il quale in questo caso può
anche calcolarsi come un integrale ordinario essendo con-
tinua la funzione da integrarsi , è dato da

avendo dato ad A il medesimo significato che nel para-
grafo precedente. E quindi evideute che il limite di quel-
1’ i nteg rale, preso per . per qualunque valore d i P 1

A
diverso da zero è A dove A è evidentemente una 

n

tità finita, costante e diversa da zero. L’integrale
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esteso ad un campo C che non comprende 1’ origine, ha

per limite lo zero ; poichè se p’ è un valore minore del

più piccolo valore che nel campo C prende p nel sistema

di coordinate p , 8 ~ , 02 ... 6~ , sarà i n tutto C

anche in valore assoluto; quindi avremo, anche in valore

assoluto:

e I’ espressione del secondo membro tende a zero per
Notando poi che funzione dei valori assoluti

coincide in questo caso con la funzione stessa e che quin-
di 1’ integrale della funzione dei valori assoluti esteso ad

un intorno dell’ origine si mantiene sempre finito anche

al crescere di ni, potremo concludere che la funzione
ora considerata soddisfa a tutte le condizioni richieste per
1’ applicazione della (4) del §. 6, quando per la funzione

r( Xl , xi ... Xta) si richieia la sola condizione che sia

finita ed atta all’ integrazione assoluta nel campo in cui

è data. Si vede chiaramente come soddisfi anche a quelle
richieste per la validità della (7) del §. 8, poichè si ha:
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e quindi 
’ 

il limite per di questo integrale è i ,
n

quantità cost,, t te, e 1’integrale stesso tende uniformemente
a questo limite.

Evidentemente alle medesinie condizioni soddisfa la

funzione più generale

dove Cfm è funzione solo di al a2 ... an, positiva, finita

e che non si ac;costa a zero più di un certo numero per
tutti i valori di ai , a2 ... an nel campo in cui è data

Un’ altra clxsse di funzioni che sodd;sfino a tutte le

condizioni precedenti è data da:

dove 9,,, gode ancora delle proprietà ora esposte. Per esse
infatti si ha evidentemente che :



45

e quindi il lirnite deli’ integrale per

più F integrale

esteso ad un campo C che non comprende I’ origine ha

per limite lo zero come per la funzione precedente, e la

funzione dei valori assoluti coincide ancora colla funzione

stessa. Le condizioni per la validità della (7) del §. 8.

sono pure poiché ,

e perciò il suo limite per è 2013 ~ 9 indipendente

quindi da p, , e l’integrale tende ad esso unifurmemente.
Si può quindi concludere che qualunque funzione

x2 ... xn) data in un campo Co qualunque in cui
soddisfa alla condizione di essere atta all’integrazione as-
soluta, potrà in tutto quel campo svilupparsi in serie di

una delle forme seguenti :
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in ciascuna delle quali sia posto h- ===O. Questi sviluppi in
ogni punto di continuità interno al campo daranno il va-

lore della funzione f( ... in quel punto : nei

punti di continuità semplice, le due serie avranno per
somma il valore

che non è altro che la me’Ua dei valori che la funzione

... 8n) ( la funzione dei valori nel punto che si

considera ) prende per p=0, cioè anche il limite preso

per p =-0 della media dei valori che la funzione data

prende nel campo ad (n- 1 ) dimensioni p = cost, supposta
1’ origine nel punto considerato .

Per i punti del contorno non possiamo in generale as~-
serire nulla circa la somma di queste serie e lo stesso si

dica pei punti di discontinuità assoluta, per i quali nean-
che si sa se esse hanno un significato.

Se ci limitiamo alle funzioni X2 ... {XJt~) finite e

continue in tutto il campo, siccome esse in quel campo
sono atte all’ integrazione assoluta, potremo applicar loro
il teorema ; e ponendo mente all’ arbitrarietà delle fun-



47

zioni ~pm e delle quantità hm che compariscono nell’espres-
sioni precedenti, potremo concludere:

« Le funzioni f( x,, Xij ... xn ) di n variabili reali

« date arbitrariamente in un campo finito qualunque Co,
« purché in esse siano finite e continue, hanno sempre
« infinite espressioni analitiche che valgono per ogni
« punto del campo, eccetto al più per i punti del con-

« torno ~ .

Pisa, Marzo 1884.


