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I SISTEMI DI DARBOUX
ALLE

DERIVATE PARZIALI

ENEA BORTOLOTTI





INTRODUZIONE

I. -- Oggetto del presente studio-solio di 

alle ad n variabili indi-

pendenti ed m funzioni incognite, che rientrano nel tipo

ove gli indici z ed h possono assumere - l’uno indipendente-
mente dal ’ altro - valori diversi, (i 1, 2... ; h = 1 , 2 .., n),
e le designano funzioni delle variabili indipendenti, e

delle funzioni incognite (eventualmente, anche di uno o

più parametri).
Tali sistemi del 1. o ordine, i-ispetto a tutte le 

vate che vi godono, per la loro forma particolare,
di proprietà molto semplici e notevoli, che li avvicinano

ai sistemi differenziali ordinari : notevolissimo soprattutto
è il fatto che essi ammettono un Teorrema generale di esi-

stenza e unicità degli soddisfacenti a certe condi-

zioni iniziali, nelle ipotesi di continuità e 
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lità relativamente alle funzioni che figurano nei loro se-

condi membri e nelle condizioni iniziali: senza bisogno di

presupporne 1’ analiticità. Essi trovano poi svariate appli-
cazioni nel campo della Geometria differenziale, segnata,-
mente nella Teoria dei sistemi tripli (od 

È appunto nel suo libro sui « Sistemi ortogonali.» che
il Darboux 1 ha - per il primo introdotta la consi-

derazione di tali sistemi : (anzi egli è l’unico finora ri-

tengo che ne abbia fatto oggetto di particolare studio).‘’
Per questo desigiierò, d’ora in poi, i sistemi (D) come si-

.stemi di 

Richiamo qui brevemente i risultati che il Darboux

stesso stabilisce per essi. Egli considera anzitutto i due casi

particolari, in cui per ogni funzione incognita figurano, nei

primi membri, 2cna t2ctte le derivate prime, (prese ri-

spetto a variabili indipendenti). (Il 1.° caso é quello dei

sistemi che nel seguito chiamerò sistemi semplici del Dar-
boux : il 2.° quello ben noto dei sistemi ai diRerenziali

totali). Per ciascuno di questi due casi estremi il Darboux

enuncia e dimostra, sotto condizioni assai poco restrittive,
un relativo teorenia di esistenza e unicità degli integrali
che soddisfano a certe condizioni iniziali. Indi egli enuncia
un analogo teorema il caso generale: lo dimostra però
soltanto pei sistemi a 2 o a 3 variabili.

Per le applicazioni geometriche che il Darboux ha in

1 DARBOux. Leçons sur les et les 

cU1’vilignes, 2.e éd. Paris 1910, Livre III, Chap. 1.er, pag. 32~-3~3.
! Il BiANCHi nelle sue lezioni di Aualisi Supe -iore, anno 1919-

1920, 1a esposto (Q§ 18-20) i risultati stabiliti dal Darboux per questi
sistemi (D), con raggiunta di alcune notevoli osservazioni di cui

mi sono valso nel presente lavoro.
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vista -- nello studio dei sistemi a linee coniugate, ed in

particolare dei sistemi tripli ortogonali nello spazio ordi-

nario - è sufficiente, in effetto, fermarsi al caso n 3, ma

negli i studi analoghi negli ipersparî si presentano pure si-

stemi di Darboux, del tipo generale, ad un numero qua-
lunque di variabili 1. Quindi era opportuno cercare una

dimostrazione generale, valida per n qualunque: e insieme,
completare l’enunciato del Darboux, il quale non precisa
le condizioni di continuità e derivabilità da richiedere ai

secondi membri e alle funzioni arbitrarie che figurano nelle
condizioni iniziali : nè il campo in cui viene assicurata

1’ esistenza ed unicità degli integrali.
Lo scopo principale che mi sono proposto, nelle presenti

ricerche, è stato appunto di enunciare sotto form2a completa
e precisa) e di dimostrare nelle ipotesi piÙ generali) il teorema
di esistenza e unicità degli integi-ali pei sistemi (D) di Dar-

boux. Di questo teorema (enunciato al § 7, n. 22-24, e com-

pletato poi dal teorema dato al § 12, n. 49) ho stabilito

due differenti dimostrazioni (vedi §§ 8-9 e 14). La prima
di esse, richiedendo la preventiva dimostrazione di una

proprietà relativa ai sistemi semplici,’ mi ha condotto ad

occuparmi in particolare di questi interessanti sistemi.

1 Vedi ad es. i sistemi (III), (VII) nella memoria di BIANCHI
« Le trasformazioni di Ribaucour dei sistenii it-li ortogonali e il

teorema generale di permutabilità blat. Tomo XXVII

della Serie III, 1918).
~’ La derivabilità degli integrali rispetto alle variabili para-

metriche (vedi Introd. II) per le corrispondenti funzioni incognite
(vedi ~ 5, n. 18; ~ 7, n. 27; ~ 8, n. 35). Di questa proprietà si vale

implicitamente il DARBOUX per le sue dimostrazioni, relative ai casi
n = 2 ed n - ~3. Ad es. a pag. 338 il DARBOUX determina le risol-

vendo il sistéma W’,, = 0, e i valori trovati dt~ come valori ~ni-
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La parte del presente lavoro è Rppunto dedicata
ai sistemi semplici del Darboux. Dopo aver riportato l’ e-

nunciato e un brevissimo cenno (§ 1) della dimostrazione

(ottenuta mediante estensione del noto metodo di Picard,
delle approssimazioni successive) del teorema di esistenza

ed unicità degli integrali dato dal Darboux per tali si-

temi, io estendo (§§ 1-6) ad essi alcune note proprietà dei
sistemi differenziali ordinari. Diinostro (§§ 1-2) la continuità

degli int,egrali, in certi campi, rispetto ai valori iniziali e

ai parametri contenuti nei secondi membri : e poi la deii-

(9 5) rispetto agli stessi argomenti, e rispetto a tutte

le variabili indipendenti. Alla dimostrazióne della derivabi-
lità premetto alcuni cenni (§ 3) sue sistemi alle variazioni

relativi ai sístemi semplici di Darboux., (che sono nuovi si-
stemi dello stesso tipo, lineai-  nelle funzioni incognite), e

la dimostrazione (§ 4) di due interessanti proprietà relative
.. B

alle serie delle approssimazioni successive.

Questa prima parte è, in sostanza, una introduzione e pre-
parazione alle seguenti, in cu i mi occupo dei più generali
sistemi del Darboux. Nella seconda anzitutto eniincio

(§ 7) il teorema fondanie&#x3E;itale di esistenza ed unicità degli
integrali per tali sistemi (sotto certe condizioni iniziali), e
stabilito un sistema di notazioni abbastanza semplice ed uni-

forme, dimostro tale teorema per conclnsione da ad n

ziali alle iv, nelle (31). Ma poi, per dimostrare che le funzioni

w, ottenute con 1’ integrazione delle (31) soddisfano in effetto alle

0, egli deve presupporre tali rispetto ad y,
e questo non è evidente : soltanto per x = x°, riducendosi alle w0,
lo sono senz’ altro, ma x, occorre dimostrarlo (vedi BIANCHI
1. c. ~ 20).

1 Di cui la prima è l’estensione di un noto teorema del LICH-
(vedi 4, n. 12).
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(§§ 8-9). Dalla dimostrazione stessa segue (§ 10) un metodo

per integrazione di un sistema di Darboux: precisa-
mente, tale integrazione viene ricondotta a successive inte-

grazioni di soli sistemi semplici. 1 Questo risultato mi

permette di completare il teorema del § 7, determinando
un campo di esistenza per gli ntegrali (9 12) ; e poi di esten-
dere ai più generali sistemi di Darboux la maggior parte
dei risultati stabiliti nella prima parte pei sistemi sem-

plici (§§ 12-13).
Nella pa11te dò una seconda dimostrazione (s 1-4)

del teorema fondamentale del § 7, a cui è pure collegato
un metodo per I’ eff’ettiva integrazione. (Questa viene ora

ricondotta a successive integrazioni di sistemi di un tipo
noto : precisamente, di quelli che io chiamo iperbolici (i si-

stemi (3) del n. 58) perchè sono evidente estensione degli
ordina,ri sistemi del 2.° ’ordine del tipo iperbolico).

Il procedimento usato nella seconda dimostrazione, e il ,

metodo che ne segue pel calcolo degli integrali, sono suscet-
tibili di estensione a sistemi di una classe molto più vasta,
di ordine superiore al primo, che comprendono i sistemi di
Dariooax come caso particolare : anche per tali sistemi

«III) del n. 65) riesco cos  a stabilire un teorema di esi-

stenza e unicità degli integrali e un corrispondente metodo
di integrazione (§ 15), che applico ad alcuni esempi (§ 16).
Infine mostro (§ 17) come tali sistemi si possano ricondurre,
mediante 1’ introduzione di nuove funzioni incognite, a si-

stemi di Darboux equivalenti : il che permette di verifi-

care in modo semplice e chiaro i risultati per essi già
-ottenuti. 

_

’ Il metodo è dato sotto una forma generale e poi sotto una

forma modificata, più utile nell’ applicazione ai singoli casi partico-
lari (~ 10, n. 37-42 e 43-46).
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Allo svolgimento degli argomenti indicati premetterò
alcune avvertenze sulla nomenclatura che userò costante-

mente nel seguito, e alcune considerazioni di carattere gene-
rale, relative ai sistemi di Darboux e a classi assai più
vaste di sistemi, che li comprendono come caso particolare.

II. - Per un qualunque sistema Z di equazioni alle

derivate parziali, risolte rispetto ad un certo numero di

derivate delle funzioni incognite che vi figurano, (in par-
ticolare pei sistemi di Darboux), diremo, con Méray e

Riquier, 1 principali le derivate delle funzioni incognite,
che coincidono con qualcuno dei primi membri o con qual-
cuna delle loro derivate : parametriche tutte le altre. Poi

col Riquíer,2 detta risultante di due derivate di una qua--

lunque funzione di più variabili, ogni loro derivata comune,
per ogni sistema del tipo Z accennato diremo derivate cacr-
dinali delle sue diverse funzioni incognite tutte le risultanti
di ordiiie minimo dei due primi membri di due qualunque
equazioni del sistema, che diano derivate di quella stessa
funzione - incognita.

Inoltre, pei sistemi Z, del l.o ordine appartenenti al- tipo,
in considerazione (i sistemi di Darboux sono sempre conl-

i MÚRAY, «Dómonstration génerale de 1’ existence des inté-

grales des équations aux derivées partielles » Jc 

pures et, appl. 3.e série, t. VI, 1880, pag.’337): MÉRAY et RIQUIFR,
Sur la convergence des développements des intégrales d’ un sy-

stème d’équations différentielles partielles », l’ .Éc. 

Sup. 3.e série, t. VII, 1890, pag. 23): RIQUIER, « Les systèmes d’ é-

quations aux dérivées partielles », Paris 1910, Chap. VI, n. 90,
pag. 16 9 .

2 RIQUIER, libro ora citato pag. 174.
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presi) diremo col Bourlet 1 principale o una

variabile x, rispetto ad una funzione incognita zi , secon-

4 

è principale o para,metrica, (ossia, figura o no

x,

nei primi membri).
Il Bourlet distingue anche, per tali sistemi, le derivate

principali di una stessa funzione incognita in derivate

semlJlicemente, doppianzente, , 7° - uplamente principali,
secondochè tra le variabili rispetto a cui scono prese figu-
rano 1, 2, ..., 1. variabili, principali per quella stessa funzione

incognita, (distinte o coi nciden ti).
Le derivate cardinali per un tale sÎsten’1a Z, sono tutte e

sole le derivate seconde miste doppiamente principali. 
°

Una classe particolare di siatemi del 1.° ordine che

rientra nel tipo indicato Z,, (e che comprende ancora, in

particolare, ogni sistema di Darbou-.), è data dai sistemi

canonici (B) del Bonrlet, t sistemi che si possono scrivere

sotto la forma

dove le crsx sono funzioni di 

Il teorema stesso di esistenza e unicità degli integrali,
che il Bourlet dimostra per questi sistemi (B) nel caso ana-
litico3 vale pei sistemi di Darboux in ipotesi più generali,
come vedremo distesamente in seguito.

I sistemi di Darboux appartengono anche alla classe

i BOURLET, « Sur les équations aux dérivées partielles simul-

tanées qtii contiennent plnsieurs fonctions inconniies’». (A1UL. de lÉc.
Noi- t. Sup., 3.e Série, t. VIII, 1891, Supplément pag. S. 28. 

’

i BOURLET 1. c. pag. S. 27.
3 BouRLETy L. c. pag. S. 35.
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molto estes*, di sistemi alle derivate parziali che Riquier
chiama 1

Pei sistemi ortonomi ~51° i cui secondi membri siano fun-

zioni analitiche di tutti i loro argomenti, entro certi campi,
il Riquier dà un teorema generale 2 di esistenza e unicità

degli integrali che soddisfano a certe condizioni iniziali 3:

la condizione (necessaria e sufficiente) sotto la quale egli

1 RIQUIEB,1. c. pag. 201. Ricordiamo brevemente che cosa intenda
il Riquier per s stei ia ortononio. Essendo x, y, ... ii, v, ... notazioni
che indicano nn certo numero di variabili indipendenti, e di fun-
zioni di tali variabili, egli immagina di far corrispondere a ciascuna
delle quantità x, y, ... u, v, ... un numero intero (~ 0) che chiama
la quota di tale qmnntita : mentre clllanla quota di una qualunque
derivata di delle ii, l’ 7." rispetto alle variabili x, y,... la soninma

delle quote della funzione e delle sue variabili di derivazione, (di-
stinte « coincidenti). Ciò posto, egli chiama ortono1no un sistema

alle derivate parziali se : è risolto rispetto ad un certo numero
di derivate ossia è un sistema della classe che abbiamo indicato

con Z) : 6) contiene nei secondi mèmbri derivate principali:
^() è p~~ssibile, per esso, attribuire a ciascuna delle variabili indipen-
denti e delle funzioni incognite uno stesso nuii;ero, convenientemente
scelto, p, di (sotto la condizione che le prime quote delle varia-
bili indipendenti abbiano tutte come valore comune in modo

che dette C2 ... c~, le quote del 1.° membro generico, c’~, c’2 ... e’, le
quote di una qualunque tra le funzioni incognite o loro derivate

contenute nel corrispondente secondo membro, le differenze

non siano tutte nulle, e la, prima di esse che non è nulla, sia posi-
tiva. Pei sistemi di Darboux, le condizioni sono soddisfatte

per la loro stessa definizione ; la terza si verifica assegnando alle

variabili indipendenti ed alle funzioni incognite un solo sistema di
quote, tutte eguali ad 1 per le variabili indipendenti, a 0 per le

funzioni : con questo la quota (unica. di ogni derivata risulta eguale
al suo ordine.

2 RIQUIER, I. c. pag. 254.
~ 

RIQUIER, 1. e. pag. 126-168, 170.
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stabilisce l’esistenza e unicità delle soluzioni, è che il si-

stema sia _passivo, (ossia che da esso, prolunga-o Il illimitata-
mente per derivazione, sia possibile ricavare, per via d’eli-

minazione, espressioni uniche per tutte le derivate principali
di tutti gli ordini in funzione delle variabili indipendenti,
delle funzioni incognite, e delle loro derivate parametriche).
Il Riquier non esae mai dal caso analitico, e la maggior
parte dei suoi risultati perde significato, in ipotesi più
generali sulla natura delle funzioni che vi figurano. 8Ia la
definizione di sistema ortonomo è del tutto indipendente
da tali ipotesi: è lecito considerare sistemi orto-

nomi più generali di quelli del Riquier, pei quali non s’ in-
troduca la restrizione dpll’analiticità per le funzioni dei

secondi znembri.

Precisamente prendiamo in considerazione un sistema

ortonomo pel qllale sia assicurata la derivabilità dei

secondi membri, rispetto ai loro vari argomenti, fino a

certi ordini determinati, cos  da render possibile di pi-o-
il per derivazione fino a t1ttte le 

sibili equázzoni, nei cui figurino derivate 

pali di 1.a quota C: essendo C un maggiore
od eguale ad Q, quota I’ delle derivate cardinali del

sistema. 
°

Per S~ non sarà più valido il teorema del Riquier, e

neppure avrà senso parlare di passività di un tale sistema.

Però, anche nelle attuali ipotesi,’ si può osservare che ogni
eventuale sistema di integrali (finiti e continui, e che am-
mettano tutte le derivate dei vari ordini di l.a quota  O
del sistema deve necessariamente verificare tutte le condi-

’ Cfr. RIQUIER 1. c. pag. 223-224. .
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zioni che si ottengono, eguagliando due qualunque le espres-

sioni ultime i-icavabili dal sistema qualsivoglia derivata

parziale di 1.a quota C C di una funzione incognita. Espies-
1 delle derivate principali chiama il Riquier le

espressioni che per esse si ottengono dal sistema stesso

prolungato per derivazione, eliminando dai secondi membri
tutte le derivate principali che vi ngurano).

Se si vuole che le (eventuali) soluzioni del sistema non
siano legate da altre relazioni, all’ infuori delle equazioni
del sistema, ossia che la generalità delle soluzioni sia la

massima che può competere alle soluzioni di un sistema

.~" che abbia -- dal punto di vista formale la stessa com-

posizione del dato, (in altri termini : che ne differisca sol-

tanto per la natura delle funzioni dei secoudi membri) si

dovrà supporre che tali condizioni siano tutte identicamente

verificate dalle variabili indipendenti, dalle funzioni incognite,
e dalle loro considerate come altrettante

variabili indipendenti. In tali ipotesi diremo che S" è com-

patibile: (come caso limite, se C tende all’ i sistemi 80

comprendono i sistemi del Riquier : le condizioni per la

compatibilità divengono allora le condizioni di passività).
Per assicurarsi della passività di un sistema ortonomo

S° non occorre fare un numero infinito di veoifiche : il

Riquier diinc&#x3E;stra, che condizione stifficiente perchè un tale
sistema, sia passivo, è che dal sistema, prolungato per deri-

. 
vazione fino ad ottenerne tutte le equazioni che hanno nei

primi membri derivate principali di quota ~ S2 quota
massirna, delle denivate cardinali), sia possibile ricavare in

i RIQUIER 1. c. pag. 215.
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modo, unico le espressioni ultime di tutte le derivate car-

dinali.’

Ora la, dimostrazione che dà il Riquier di questa pro-

prietà, come è facile constatare, non presuppone necessaria-
mente l’ esistenza di tutte le derivate successive dei secondi

membri : si può, senza mutamenti sostanziali, ripetere la

stessa dimostrazione per un sistema fino a concludere

che: condizione sufficiente perchè uii tale sistema sia 

è che

õ) « tutte le espressioni ultime che dal sistema So stesso pio-
lungato per dei-ivazione si possono ciascuna delle

sue derivate cardinali, siano identicamente eguali ». Diremo

perciò le b) condizioni di compatibilità pel sistema, 80.

Pei sistemi di Darboux 2 le condizioni di compatibilità
si riducono alla identità delle due espressioni ultirne otte-
nibili per ciascuna derivata cardinale: esse coincidono con
le condizioni sotto le quali il Bourlet -3 chiama competa-
mente integrabile un sistema canonico : ma si vede subito,
andando a scrivere tali condizioni, che le derivate para-

mtriche che eventualmente potrebbero apparire nei due

membri di ciascuna di esse sono essenzialmente distinte

(prese rispetto a variabili differenti), onde per la identità

è necessario che le condizioni di compatibilità risultino in
termini finiti, che nessuna derivata parametrica vi appaia
effettivainente.

’ RIQUIER 1. c. pag. 213-223. Il risultato che il Riquier ivi stabi-

lisce, è da lui enunciato sotto forma un po’ divTersa, ina risulta dal
corso stesso della sua dimostrazione che esso può esprimersi anche
sotto la forma qui indicata.

2 Pei quali siano soddisfatte certe condizioni di continuità e deri-
vabilità relative ai secondi membri (vedi a) n. 21).

’ 
BOURLET, 1. e. pag. S. 28.
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Questo porta ad una limitazione riguardo alle funzioni

incognite che possono effettivamente figurare nel secondo
membro delle singole equazioni del sistema. Precisamente,
si verinca subito che : ~ perchè un sistema di Darboux sia

compatibile, è Jtecessa9.io che, se per una funzione incognita
z si hanno più variabili principali, se-

condo membro della equazione

che ne dà la derivata rispetto ad una qualunque di esse,

possano figurare (al più) quelle z, (e quelle soltanto),
per le quali (almeno) le variabili

(ossia le variabili principali relative alla z del primo mem-

bro, eccettuata al più la sono ancora variabili prin-
cipali ».

. Le condizioni di compatibilità pei sistemi di Darboux,
- che sono dunque, sotto questa ipotesi, equazioni in ter-
mini finiti tra le x, z - si possono dire anche, col Dar-

i condizioni di integrabilità : questa denominazione è giu-
stificata dal fatto che, come vedremo se esse sono soddisfatte
il sistema di Darboux è realmente integrabile, e possiede

, 

uno e un solo sistema integrale che soddisfi a certe condi-
zioni iniziali.

. 

i I)ARBOU;, 1. c. pag. 336. ,



PARTE PRIMA.

I sistemi semplici del Darboux

§ 1 a

Sistemi semplici. Teorema generale di esistenza ed unicità.
Gli integrali come funzioni dei valori iniziali.

1. - Tra i sistemi alle derivate parziali del Darboux l

sono soprattutto notevoli, per la, grande semplicità delle

loro proprietà, che li riavvicinano ai sistemi differenziali

ordinari, quelli in per ogni funzione incognita vi è una
e una sola derivata principale. Se rappresentiamo con Zo.

genericamente le funzioni incognite che hanno come
n

variabile principale, (ove À = 1,2... t’q numero

1

delle funzioni incognite), potremo indicare un tale sistema
nel seguente modo :

’ I sistemi (D) dell’ Introduzione.
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Questi sistemi (1), che diremo anche sernplici del

Darboux, comprendono come caso particolare, per n l,
i sistemi differenziali del primo ordine del tipo normale,
ossia risoluti rispetto alle derivate. Una prima proprietà
fondamentale dei sistemi (I) è espressa dal Teorema di esi-

stenza ed unicità degli integrali, stabilito dal Jsarboux 1 e

da lui dimostrato mediante estensione del noto metodo del

Picard,9 delle approssimazioni successive : che dà anche

l’indicaz one di un procedimento per la effettiva determi-
nazione degli integrali, sotto forma di serie convergenti
in egual grado entro certi campi. Per quel che riguarda il

campo di convergenza, riesce opportuno però modificare

la dimostrazione del Darboux, (che applica il processo pri-
mitivo di Picard), nel modo stesso indicato dal Lindelòf3

pei sistemi differenziali ordinari : infatti si può cos  assi-

curare la convergenza, in eguai grado in campi in gene-

rale assai piú estesi.

Esporremo 1’ enunciato del Teorema cos  modificato,4 e
un rapido accenno alla sna dimostrazione.

2. -- Detto teorema si enuncia:

« Dato un sistema del tipo (I) di Darboux, se nel campo
(ad dimensioni) definito dalle lirnitazioni

’ È il primo dei tre teoremi dati dal DARBOUX nel già citato

capitolo (Chap. I, Livre III, pag. 326) dei o -thogonattx,
2,a ediz,

2 PICARD, Math., t. 6, 1890, pag. 145.
3 LINDELÖF, de t. 10, 1894, pag, l17.
~ L’ applicazione della modificazione del Lindelöf non presenta

difficoltà. Vedi BIANCHI, 1. c. ~~ 18-19.
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~e, (per ciascun sistema di valori delle x nel campo (1) ),

(ove le zii rappresentano funzioni scelte ad arbitrio, purchè
finite e continue in (1),

delle variabili parametriche relative alle corrispondenti z=~),
1~ funzioni sono finite e continue rispetto a tutti i loro

argomenti e soddisfano alle condizioni di Lipschitz rispetto
alle z, cosicchè entro tale campo si ha insieme

e

essendo M, L numeri finiti, il sistema (I) ammette uno e un

solo sistema integrale che soddisfi alle condizioni iniziali

_Gii integrali sono dati dalle serie delle approssimazioni
successive 

-

i cui termini sono formati coi successivi sistemi di sola-

zioni approssimate, o sistemi 

N.
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e il di conue&#x3E;.genza in g°ado di tali serie, ossia

il campo in cui è assicurata Inesistenza ed unicità degli

integrali, &#x3E; detto õ il minore dei nurneri a &#x3E; 2013. è definito

dalle limitazioni

Il sistema (I), insieme alle condizioni iniziali (5), equi-
vale al sistema di equazioni integrali

è su questa osservazione che si basa la costruzione dei suc-
&#x3E;

cessive sistemi i ausiliari (7). Ove occorra, indicheremo con
c,k i valori delle nel punto iniziale (~,~~), e con c il 

giore’ degli ~m nnrneri c,&#x3E;,. Le e~À, (finite e continue in (1))~
apparterranno, nel loro campo (1) di definizione, ad un certo
imtorno (d) dei corrispondenti numeri ct,,, cosicché sarà in (1)

. Per dimostrare il precedente teorema anzitutto si prova
la convergenza in egual grado delle serie (6) nel campo (8).
Questo è il punto essenziale, e si raggiunge osservando

in primo luogo che le funzioni ausiliarie z(")i, definite dalle

(7), per comunque grande restano seinpre nel campo (2),
(quando le x; restino nel campo (8)): stabilito ciò, dalle (7)

stesse., con successive applicazioni delle diseguaglianze (4)
di Lipschitz ed integrazioni si ricava pel termine generale
della serie (6) generica la limitazione (valida in (8) )
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il che prova appunto che nel campo (8) le serie (6) delle

approssimazioni successive convergono tutte più rapida-
mente dell’ unica serie (esponenziale) a termini fissi

Ciò posto si verifica immediatamente che le somme di

tali serie sono effettive soluzioni del sistema (I), soddisfa-
centi alle (5): cos  risulta dimostrata la parte relativa al-

l’ esistenza : 1’ nn ici tà si prova poi subito seguendo lo stesso
metodo seguito dal (,otirsat’ i per le equazioni dífferenziali
ordinarie.

3. - D’ ora innanzi, parlando di sistemi sei ipliel del

Darboux, snpporremo sempre soddisfatte le condizioni del

precedente teorema, nelle quali è assicurata Inesistenza ed
unicità degli integrali. Nel cago particolare dei sistemi li-

rispetto alle funzioni incognite, (e più in generale
per l’atti i sistemi pei quali le condizioni di continuità e

di Lipschitz per le sono soddisfatte illimitatamente ri-

spetto alle z,~,), I’ esistenza e unicità degli integrali è assi-

curata in tutto il campo primitivo (1).

4. - Nello stesso campo (8) gli integrali sono fitnzivni
finite e continue delle variabili indipendenti, e soddisfano
essi stessi alle limitazioni (2).

Ma si presenta subito il problema della loro dipendenza
dai iniziali, (dalle coordinato del punto iniziale,
e dalle corrispondenti funzioni z(’).,,,), da cui sono univo-

mente determinati. Come nel caso particolare dei sistemi

1 GOIlRSAT, d’Analyse, t. II, 1905, pag. 372.
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differenziali ordinari, tale questione si risolve dimostrando

che sotto certe condizioni, ed entro certi campi, anche ri-

spetto a tali argomenti gli integrali sono funzioni finite,
continue e derivabilie

Sulla derivabilità torneremo più innanzi (vedi § 5) : per

quanto riguarda la continuità. non presenta alcuna difficoltà
l’estendere ai sistemi (l  la dimostrazione che di tale pro-
prietà dà il Goursat 1 pei sistemi differenziali ordinari: si

giunge cos  a stabilire che « se nel campo
1

è definito un sistema di funzioni finite e

1 

continue nel campo stesso, e nel campo (1)* per le x, nel

campo

per le sono soddisfatte le condizioni (3), (4) per le 

nel campo

(col solito significato per h), le serie (6) sono convergenti
in egual grado rispetto a tutti gli argomenti x,, 
da cui vengono a dipendere i loro termini, quando i valori
iniziali x,10), z(Oh. non si suppongano prefissati ». E ciò equi-
vale a dire che nelld stesso campo (13) gli integrali sono

appunto funzioni finite e continue degli stessi argomenti.

1 GOURSAT, I. c. 2e éd. t. III, paà. 7-8.
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Se soltanto le x./)) o le Z(0)1 si suppongono va,riabili, la

continuità è assicuratr rispettivamente nei campi

§ 2.

Sistemi dipendenti da parametri. Integrale geiierale.

5. - Per rendere variabili le z‘°;~ o le x§°J si può, in

particolare assegnarle come funzioni determinate di un certo
numero di parametri variabili. Ma possiamo supporre che
anche esplicitamente nei secondi uno a

più (~-~ 1, 2, ... , v ).
Indicheremo, ove occorra, con (I)~’ tali sistemi più

generali i

che conlprendono, (per v 0), i sistemi (I).
Supporremo in ogni caso che le ft;_, le le z(,», 

funzioni finite e continue dei (x,, che in esse eventual-

mente figurino, in un campo finito



22

Siano le condizioni (3), (4), per le f;; soddisfatte nei campi
(1)*, (2)*, (16) rispetto agli argomenti da cui tali funzioni

dipendono : la diniostrazione del teorema generale del n. 2
anche nelle attuali ipotesi più generali si può ripetere senza
mutamenti notevoli, e si ottiene che « gli integrali z~~ del

sistema (I)* corrispondenti alle condizioni iniziali

sono funzioni finite e continue, univocamente determinate,
di tutti gli argomenti ~f°~~ ~~°;~~ a,,) da cui dipendono,
nel campo 

-

Qui intendiamo che ò abbi?) il solito significato : minore

dei due numeri a b . Per la supposta continuità delle
àI

rispetto ai parametri alM se indichiamo con 1110, 00 i va-

lori corrispondenti al caso particolare in cui si faccia

a~, a~~~, si potrà prendere c~’ c 6 i n modo che per

il corrispondente valore 6’ differisca da 80 tanto poco quanto
si vuole.

Se i valori iniziali si suppongono prefissati, e
non dipendentri dai parametri a‘,., e le condizioni (3), (4),
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soddisfatte nel canipo (1), (2), l’esistenza, unicità e con-
tinuità degli integrali è assicurata nel campo

Pei sisterni lineari) il campo di convergenza degli inte-

grali è tutto il campo primitivo ( 1 ), (16), in cui è assicurata
la continuità dei coefficient .1 1 ,

6. - Consideriamo ora il caso, in cui .sZ supponga 
noto un sistema integrale 

che soddisfi alle (I)*’ per (Xp.. -

Possiamo proporci di trovare gli integ1aali di (I)* che _pei-
si agli integrali noti 

Sia (xjO)) un punto, interno al campo di continuità di

questi integrali (21), tale che entro certi intorni delle 

delle zt°;~ (Z"~J(Xi=.~O)) e di particolari valori dei para-
metri siano soddisfatte le solite condizioni (n. 2, 5) di con-

tinuità e di Lipschitz per le f,.~. Pei risultati indicati al

numero precedente, avremo che basta - per risolvere il

problema ora posto - prendere come valori iniziali per le

zi~ i rispettivi valori z(O~À a cui si riducono le Zi). per 

gli integrali corrispondenti si ridurranno in effetto per

a~==: alle Zi~’, e saranno funzioni finite e continue delle

x, a, in uno campo (20).2 .

1 Se però anche le 0;x si suppongono finite e continue in (1).
~ Ove a s’ intenda tale che il campo sia interno

.al campo di continuità degli integrali Zi),.
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risultati più precisi si ottengono procedendo diret-
tamente.’

Supponiamo che gli integrali particolari zi, supposti noti
siano finiti e continui in un campo

supponiamo inoltre che nel campo

le funzioni f;, siano finite e continue e soddisfino, rispetto.
alle alle condizioni di Lipschitz : cosicchè si avrà, in
tale campo,

con N, L, determinati e fini.ti, e sti potrà sempre determi-

nare 11 C a tale che per .

sia

con h arbitrariamente prefissato.
Ciò premesso, costruiamo direttamente, col metodo delle

approssimazioni successive, gli integrali cercati, che per

u’p. =~: a~ si riducono alle corrispondenti ~ 2013 con questa
madi fccazione, che appi-ossimati prenderemo-
le stesse invece che le Questo sarà lecito, purchè 1t3’

3 Vedi GOURSAT, 1. c. pag. 14.
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serie (6) risultino ancora convergenti : sotto questa condi-
zione è immediata la verifica, che le somme di tali serie

sono ancora effettive soluzioni del sistema, soddisfacenti

alle condizioni iniziali irnposte, e che non ve ne è altre.’

I successivi sistemi ausiliari saranno dati da

D’ altra parte gl’ integrali Zo. soddisfano alle equazioni

Costruiamo le differenze successive

successivamente possicmo fare in

modo che tali differenze restino tutte; per 1~ comunque

grande, entro il campo (22), (25), inferiori al numero b. In--

fatti si ha

’ Vedi più innanzi, ~ 4, n. 13.
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e da questa si ottiene, successivamente,

e in generale (per ogni i- :~~t 1)

purchè 11 venga successivamente ristretto, s  rendere

valida la (26) per valori

Dunque basterà prendere il tale che la (26) valga per
un valore
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perchè per ogni i- si abbia appunto

Ciò stabilito, non presenta alcuna difficoltà il ripetere
per le serie delle approssimazioni successive costruite coi

nuovi sistemi ausiliario la solita dimostrazione della conver-

genza in egual grado: e si ottiene cos  il seguente risul-

tato : «gli integrali del sistema (I1)* che per up. == a;1) si

riducono agli integrali particolari supposti noti sono fun-

zioni finite e continue delle e delle a in tutto il campo

ossia, rispetto alle x, in tutto il campo in cui lo sono gli
integrali z,,; mentre applicando i precedenti risultati si

assicurava (rispetto alle .x) un campo di convergenza, in

generale assai più ristretto/ i

7. - Gli integrali considerati nel precedente teorema
non sono gli integrali piú generali di (I)* che per 
si riducono alle Z,5,. Infatti possiamo considerare gli inte-

grali che per

si riducono alle

essendo le E) parametri arbitrari, e le funzioni arbitrarie

(finite e continue) delle x, con la, restrizione che i valori

assoluti lqí5,1, siano opportunamente limitati. Tali inte-
grali per

1 Il contrario accade rispetto ai parametri 2.



28

si ridurranno appunto alle e se nel campo

sono soddisfatte le solite condizioni (vedi numero prece-

dente) per le e le f,-;,, nel campo

saranno funzioni finite e continue di tutti i loro argomenti.
8. - Dato un sistema (I)*, supponiamo di avere effetti-

vamente determinato le espressioni

degli integràli corrispondenti alle condizioni iniziali gene-
riche, e ai valori generici dei parametri : le (32) ci dànno

del sistema (I)*, nel senso del Darboux ~

infatti colla opportuna specializzazione delle arbitrarie~ dalle
(32) si può ottenere ognuna delle soluzioni di cui il teo-

rema generale del n. 2 e i successivi corollari ci assicurano

1’ esistenza.

~ DARBOUX, des IT, Uhap. IV, pag. 98.
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Però nelle (32) si possono anche dare alle valori

fissi, senza diminuire la generalità: dalle espressioni che

cos  si ottengono

si può ancora ricavare, disponendo opportunamente delle
funzioni arbitrarie zJ~~, ogni integrale particolare del si-

stema (I)* ottenibile dalle (32).
Di più: se in qualunque modo si è trovato un sistema

di soluzioni del sistema (I)* proposto

dipendenti dai parametri a, e da m funzioni arbitrarie

delle n - 1 variabili indicate e dei parametri stessi, po-

tremo dire che le (32)** rappresentano ancora l’ integrale
generale del sistema, sotto la condizione che sia possibile
disporre delle Q,, .,3 in modo, da fare assumere agli integrali,
quando alle rispettive variabili principali si dia il valore

iniziale, valori arbitrariamente assegnati in funzione delle
rimanenti variabili (parametriche). " ,

~ Questa condizione ’sarà soddisfatta in particolare se:

1) nella (32)** generica, corrispondente a zil, figurano soltanto
le Q,~:=l,2,...~). 

_

2) gli n Jacobiani, di ordine ovvero,

che è lo stesso, 1’ Jacobiano di ordine che è il loro pro-

dotto, non si annullino in un certo campo finito.
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§3. ,

Sistemi alle variazioni relativi ai sistemi (I)* di Darboux.

9. -- Abbiamo visto ai n. 6, 7, come snpposto noto un

particolare sistema integrale di un sistema (1)*, sotto

certe condizioni di continuit,à sia assicurata l’ esistenza di

molteplicità più volte infinite e cont,inne di integrali del
sistema stesso, che comprendono quello dato: in particolare
F esistenza di vicini quanto si vuole ad esso. Ora l’ar-

gomento degli integrali di un dato sistema differenziale-

infinitamente vicini ad un da,to si collega, come è noto, a

quello dei suoi sistemi alle Sianio Cos  condotti
ad occuparci i brevemente di i quest’ ultimo argoinen±o.

10. - Introduciamo una ipotesi, che d’ ora innanzi

supporremo sempre soddisfatta : che le funzioni f;;, 
derivate parziali prime rispetto alle z;~,, finite e continue nel

campo (1), , (2) relativo alle z,,,,. (Questa condizione com-

prende manifestamente le condizioni (4) di Lipschitz pel
sistem’a ~I)~‘). Supporrerno inoltre che se nelle f~, e nelle

sono contenuti uno o più a¡u, anche rispetto
ad essi le f ~ f~, x)°~, z i (queste ultime anche alle x~°~,
.~~e ne dipendono), ammettano le finite e continue.

11. - Ciò posto, sili

1 Vedi POINCARÉ, de eéleste, 1, Paris

1892, pag. 162. DARBOUX, les aux clérivées l)artielles,
(Comptes rendus de l’Acad. de Scieiices, Paris, t. XCVI, pag. 716), e
Thén’ie des IV, note XI, pag. 506-16. GOUPSAT, d’A-

nalyse, 2e éd., t. III, pag. 14-19.
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un sistelria integrale, supposto noto, del dato sistema (I)*,

corrispondente ai valori iniziali

(34) 
’

j i 1/. , ..

Facciamo variare, infinitamente poco, le arbitrarie (34):
se gli integrali (33), insieme alle funzioni fii,1 soddisfano a
certe condizioni di continuità, (indicate ai n. 6, 7), sarà

. 

assicurata Inesistenza di nuovi integrali infinitamente vi-
cini ad essi, corrispondenti ai valori variati. Detta E una

costante infinitesima del 1.0 ordine, potremo sempre indi-

care, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo, con

i nuovi integrali, e con

i nuovi valori delle arbitrarie che hanno variato. 
’

Le u;, saranno soluzioni del alle rela-

tivo al dato sistema (I)*, costruito rispetto al sistema integ1’"ale
noto (33) e se le o,, ’J1)., sono del tutto arbitrarie, ne rap-
presenteranno anzi la soluzione più generale.

t noto come si costr uiscano i sistemi alle° variazioni

relativi a un dato sistema differenziale 1: nel nostro caso

1 Vedi DARBOUX Tcéo?ve IV, note XI, pag. 506.

(La costruzione - nel nostro caso - è questa : i si sostituisce, nel

sistema (1)*, ad ogni funzipne incognita ~~~~~-e~~: ad ogni
parametro contenuto esplicitamente nei secondi membri, a, + 
indi si deriva ciascuna equazione del sistema rispetto ad E e si

pone e==0 dopo la deri~ 
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otteniamo il sistema

(Nelle derivate che figurano nei secondi membri, dopo
la derivazione si debbono intendere sostituiti alle z;, i, cor-

rispondenti integrali (33), funzioni note delle x; ed alle uN~
le a,0

Come si vede, questo sistema dipende dal integrale noto

(33) rispetto a cui è costruito e inoltre contiene, in gene-
rale, i nuovi parametri P,., ossia dipende anche dal modo di

dei parametri a~: le sue singole soluzioni do-

vranno essere in relazione anche col modo di variare delle

x;°~ e delle z")?,, ossia dovranno dipendere dalle Bp., Qj, 
Su questa dipendenza torneremo in seguito (v. § 6, n. 20).

Il sistema (13’°i°) alle variazioni è un nuovo sistema sem-

plice del lineare nelle funzioni incognite : onde segue
(n. 2, 6) che in tutto il campo, relativo alle x, in cui è assi-
curata 1’ esisten za e la continuità degli integrali (33), (e delle

con le loro derivate prime : vedi n. 10), esso ammette

uno e un solo sistema d-integrali, corrispondenti a condizioni
iniziali prefissate. ad arbitrio

e rappresentati dagli sviluppi in serie, sempre convergenti
in tale campo

Finora abbiamo supposto che il sistema integrale (33)
sia un sistema integrale particolare, corrispondente a con-
dizioni (34) prefissate, ma evidentemente possiamo anche
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supporre che alcune (in numero qualunque) delle a~ ,
o anche tutte, non siano prefissate, e prendere in conside-
razione il sistema alle variazioni relativo, dato ancora dalle

(37) (in cui si intendano poste per le le espressioni at-
tuali degli integrali e i corrispondenti valori dei parametri).
In base ai risultati dei precedenti §§ avremo, anche in tali

ipotesi più generali, che gli integrali del sistema (37) sa-
ranno funzioni finite e continue delle x e delle arbitrarie

da cui dipendono i corrispondenti integrali del dato sistema
(1)*, in tutto il campo in cui questi stessi integrali lo sono.

. § 4. ,

Due proprietà delle serie delle approssimazioni successive,

_ pei sistemi (I) di Darboux.

12. - Questi brevi cenni sui sistemi alle variazioni

relativi ai sistemi (I)* troveranno tra breve applicazione
nella risoluzione di una notevole questione: quella della
derivacbilità degli integrali, considerati come funzioni dei

valori iniziali aejO) , e dei parametri up., rispetto a tali
argomenti. Ma prima di venire a questo prémetteremo an-
cora la dimostrazione di due _proprietà delle serie (6) delle

approssimazioni successive pei sistemi (I): di cui la prima
è l’ estensione, a questi sistemi, di un noto risultato stabi-
lito dal Licht®nstein’ 1 pei sistemi dif’erenzali ordinari.

Considereremo per semplicità, il caso dei sistemi (I) in

1 LiCHTENSTEiN, Zur Theorie der ge1vöhnlichen Differentialgleichungen
der partiellen Diflerentialgleichungen xiveiter Ordnung, Rendic, del

Circ. Mat. di Palermo, t. XXVIII, 1909, pag. 267.

Ann. S. N. 3
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. cui non figurano parametri : ma tutto ciò che diremo vale
anche pei più generali sistemi (1)*. 

Nel formare i successivi sistemi ausiliari (7), alle fun-
zioni r~À z~‘~), sostituiamo altre (x, z~~)?
variabili con l7 indice t, come le finite e continue nel campo

( 1 ), (2), e tali che al crescere indefinito dell’ indice t, conver-

gano in egual grado verso Le £.x, cosicchè preso E ad arbitrio,
sufficientemente grande si abbiam, per k za O

in tutto il campo (1 ), (2), ora ricordato.
Dimostriamo che le serie (6) delle approssimazioni succes-

sive, costruite col processo ,modificato, ossia coi nuovi sistemi
ausiliari

(che per semplicità indichiamo con le solite notazioni),
convergono ancora in egual g14ado verso gli integpali zi, del

sistema proposto, che soddisfano alle (5), nel campo

essendo Q il minore dei numeri a, b ed N il limite su h e-
riore- dei valori nel campo (1), (9). i

Infatti : valendoci delle (9), (4I ), costruiamo le differenze

’ Sarà in generale N ~ M, ma finito, per le ipotesi fatte sulle

.
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ZiI. 2013 ~~x ! ... Zii.. 2013 ~~x ~ applicando le diseguaglianze (4)
(di Lipschitz) e (40), troviamo, pei loro valori assoluti, la
limitazione ricorrente

Ora, detto A il massimo valore assoluto delle differenze

nel campo (42), dalla (43), scritta per k = 1, 2,..., con suc-
cessive sostituzioni nei secondi membri ed integrazioni, ab-
biamo facilmente l’ altra limitazione

onde a fortiori (per ogni k)

Dunque posto preso 7~o tale che per

Sia B, avremo, nel campo (42), (in

cui i successivi sistemi ausiliari (41) hanno un significato),
per k &#x3E; 7~a

Nel caso lineare le convergenza delle serie modificate è

assicurata in tutto il campo primitivo (1).
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13. - Ma si può fare di più : anche alle funzioni ini-

ziali 6,À, (~1,~3,...~,_i,~+i~...~J~ nella costruzione delle suc-
cessive funzioni ausiliarie (7) si possono sostituire funzioni

variabili con l’ indice t, finite e continue nel campo (1),
(o anche soltanto in (8) ), e convergenti in egual grado in

esso, al crescere indefinito di t, verso le con la sola re-

strizione che le restino sempre nel campo

Le nuove funzioni ausiliarie saranno

Dimostriamo che anche i nuovi sistemi ausiliari (46) con-

ve1"gono in egual grado, al crescere di t, verso gli integrali ~~~
nel campo

La dimostrazione di questa seconda proprietà è analoga
a quella della prima; si verifica subito che in questo campo
(8)* i secondi membri delle (46) hanno un effettivo signifi-
cato : ciò posto si prenda E piccolo ad arbitrio, ed i- tale

che nel campo (8)* sia, per l~ ~ 0



37

Dalle (9), (46) abbiamo facilmente (per ogni k)

e da questa, detto ancora A il massimo valore assoluto in

(8)* delle differenze ztg 2013 1’ altra

onde segue subito quanto volevamo stabilire.
1Jn caso assai particolare di questa modificazione è quella

di cui ci siamo serviti al n. 6. 
_

~ 

§ 5.

Derivabilità degli integrali di un sistema (I)* rispetto ai

valori iniziali x;°’ e z~°~~. Derivabilità rispetto ai para-
metri up. e alle variabili indipendenti parametriche,. _

14. - Possiamo ora facilmente’ risolvere la questione
gia accennata, della derivabilità degli integrali di un sistema

(I)*, considerati come funzioni dei valori iniziali x;°’ e 
e dei parametri a~, rispetto a tutti questi argomenti.

Mostreremo che in effetto, lJ esistenza delle derivate finite
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e continue degli integrali rispetto ad uno qualunque di essi è
entro gli stessi campi in cui è agsicui-ata, rispetto

ad esso, la continuità degli integrali medesimi, e nello stesso

tempo l’ esistenza delle derivate prime finite e continue

delle e 60..
Per la dimostrazione, non c’è che da constatare che di

tale proprietà godono i successivi termini delle serie (6)
delle approssimazioni successive - il che è immediato -
e poi che nei detti campi è assicurata la convergenza in egual
grado delle serie delle derivate.

Cominciamo dal considerare gli integrali come dipen-
denti dalla generica. Derivando rispetto ad essa le fun-
zioni dei successivi sistemi ausiliari (7) abbiamo (suppo-
nendo, per maggior generalità, che anche le possano

dipendere dalla 
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Le successive derivate sono finite e continue nel campo

(18) (vedi n. 10).
Ora lasciando invariate tutte le altre arbitrarie, i mu-

tiamo la ae1°) in x;° + s, (ove s indica, al solito, una costante
infinitesima del 1.0 ordine), il che equivale (vedi le (36),
n. 11) a porre

Dette E ~~~ le corrispondenti variazioni prime degii inte-

grali, le UiÂ. soddisferanno al sistema alle variazioni

ma ammesso per- un momento che si sia provata l’esistenza

delle derivate - a finite e continue, a meno di infinitesimi

d’ ordine superiore al primo abbiamo, per ogni i,

Dunque se poniamo

~ s’intende, a meno delle variazioni che conseguono dai legami
,che esse possono avere con la 

1 insieme alle loro derivate rispetto ad x .
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le formeranno un sistema integrale del sistema (51) alle
variazioni : precisamente, quello che corrisponde alle con-
dizioni iniziali

Ora se, indipendentemente da ogni ipotesi sulla derivabilità

degli integrali andiamo a costruire il sistema integrale
del sistema (51) che corrisponde a queste condizioni iniziali,
modificando (secondo i risultati del § precedente) nella costru-
zione delle lme funzioni ausiliarie, le funzioni

nelle altre

e, per le sole funzioni incognite per le quali è i =j, anche
le funzioni iniziali .

nelle

nelle

verifichiamo subito che le cos  costruite coincidono t

per tutti i valori dí 1-7 con le date dalle (50) o (~0)’~~.
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Ma le serie (39) delle approssimazioni successive pel sistema

(lineare) (51) convergono in egual grado, (anche col processo
modificato), nel campo (18) ’ 1 di continuità dei coeB cienti.

Risulta cos  dimostrato l’ asserto, per quanto riguarda la

x§°&#x3E; generica.

15. - In modo perfettamente analogo si possono otte--

nere le dimostrazioni relative alle ’z(’)11 e ai parametri ap.:’
basterà darne un rapido cenno.

Sia z1°~ la generica funzione iniziale : conveniamo di-

indicare con ê(ip),Clq) 1’ unità se i -.p, Â q, lo zero in ogni
altro caso. Dalle (7) derivando abbiamo ,

Tutte le successive derivate sono finite e continue in

un campo (18) (in generale: in un campo (15) se le ae)O) e
le a, sono prefissa te).

Ora se si costruiscono le successive funzioni ausiliarie-

pel calcolo degli integrali di quello stesso sistema alle varia-
zioni (50), che corrispondono alle condizioni iniziali

1 o nel caso dei sistemi (I), nel campo (13) : se poi le non.

dipendono dalle nel campo (14).
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modificando, nella costruzione delle l’"e funzioni ausiliarie,

nelle

si ha per ogni 7.

onde risulta appunto che nel campo (18) [o (15): vedi poco
sopra] gli integrali zii ammettono derivate prime finito. e

continue rispetto alla generica 

16. - Sia ora ocp il parametro generico (tra i v parametri
che figurano nelle Oil). Abbiamo subito

Il sistema alle variazioni (37) corrispondente al sistema
integrale generico z,, e ad una variazione, di E, del solo

parametro a~ (onde P¡.t == Ep.p) ha la forma particolare



43

Se costruiamo gli integrali di questo sistema corrispon-
denti alle condizioni iniziali

modificando, nella costruzione delle funzioni ausiliarie

B i

per nelle

e

nelle

per

eri6chiamo subito che risulta

onde resta provata, anche rispetto ai parametri a~,, l’ esi-

stenza delle derivate degli integrali Zo., finite e continue

nel campo (18).

17. - Risultati del tutto analoghi si ottengono - se-

guendo la stessa via - per gli integrali dedotti da un

integrale particolare zix supposto noto : anche per essi, sotto
le ipotesi indicate al n. 10, negli stessi campi (29) o (31)
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(vedi n. 6, 7) in cui è assicurata la continuità, è assicurata
anche l’esistenza delle derivate prime finite e continue

rispetto ai vari argomenti da cui essi dipendono.

18. - Lo stesso procedimento, accennato al n. 1~,- che
serve a provare la derivabilità degli integrali z,, rispetto
ai parametri a,,, ripetuto senza mutamenti sostanziali, porta
a stabilire, sotto certe condizioni, anche la loro derivabilità

ris petto a tutte le variabiZz indipendenti. E precisamente si ot-
tiene che « se, nel campo (8) le x, le fil e le 00. ammettono

derivate prime finite e continue i-ispetto a tutte o ad alcune

delle variabili, indipendenti, della stessa prop&#x3E;.ietà godono anche

gli integrali z,,, nello stesso 1 ’

Infatti in questo campo è assicurata la continuità degli
integrali, e l’ esistenza e continuità delle derivate delle suc-
cessive funzioni ausiliarie rispetto ad esse : ora nulla vieta
di considerare il sistema alle variazioni corrispondente ad
un integrale particolare, e a date variazioni delle stesse

variabili indipendenti: dette (~==1,2,...,~) le parti
principali delle variazioni delle x,, esso ha la forma

(O

(ove il simbolo sommatorie indica che F indice varia-
j

bile j deve percorrere tutta la serie 1, ~, ... , n, con e8clu-. 
‘

~ Questo nelle ipotesi, che le arbitrarie da cui dipendono gli inte-
grali siano prefissate : altrimenti, nel campo (18).

~ notazione introdotta da BIANCHI (vedi: « Lo di

Annali di Matem. Tomo XXVII della serie III, 1918,
p, 186-187). , 

,
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sione dell’ indice fisso i). Ciò posto, non presenta difficoltà

il ripetere le stesse considerazioni svolte pei parametri a~,
per le variabili indipendenti x,.

Qui è opportuno osservare che nelle primitive ipotesi
sul sistema (I), o (1)*, dalla dimostrazione stessa dell’esi-

stenza degli integrali seguiva la derivabilità di ciascuna

z,~ rispetto alla sua variabile principale x,, ma non rispetto
alle variabili rimanenti (parametriche). Della proprietà ora
stabilita ci varremo nello studio dei sistemi -più generali
di cui ci occuperemo tra breve.

~ 

§ 6. 

~ 

’

Altri cenni sui sistemi alle variazioni.

19. - Prima però di lasciare l’argomento dei sistemi

(I)*, aggiungiamo a quanto già si disse al § 4 alcune altre
osservazioni sui loro sistemi alle variazioni.

Applicando al nostro caso particolare una osservazione
generale dovuta al Darboux,1 notiamo che se per un si-

stema (I)* è conosciuta l’espressione (32) o (32)* dell’ inte-

grale generale, risultano noti senz’ altro gli integrali generali
di tutti i suoi sistemi alle variazioni.

Infatti eguagliando le variazioni prime dei due membri
di ciascuna delle (32), o (32)*, (ottenute facendo variare tutte
le arbitrarie, costanti e funzioni, che vi figurano, si ha

appunto ,

à DARBOUX, Théorie des surfaces, t. ~v, note XI, pag. 506.
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o

(61)*

Ponendo nella (61)* generica x)°1, essa diviene

Dalle (62)* ricaviamo subito i valori da porre per le

j nelle (61)* onde ottenerne la soluzione che corrisponde
a condizioni ai limiti

~ 

arbitrariamente assegnate : cos  verinchiamo 4, n.

8) che le (61)* dànno effettivamente l’ integrale generale
del sistema alle variazioni (37) generico relativo od (I)*.

20. - Notiamo infine che le (62)*, (in cui non figurano
più gli integrali generali (32)*), o - ge anche le x;°~ si sup-
pongono variabili, - le formole più generali che si otten-

gono analogamente dalle (61),

dànno le condizioni iniziali da al sistema (37) alle

variazioni per ottenerne gli integrali corrispondenti a supposte
variazioni - definite dalle funzioni "-Vil e dai Qi
- delle arbitrarie: risolvendo cos  in modo preciso la que-
stione - che già ci s’ era presentata (ved  § 3, n. 11), -

della dipendenza degli integrali del sistema alle variazioni
dal modo di variare delle arbitrarie zcoh, xi(0).
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PARTE SECONDA

I sistemi intermediari (11) di Darboux.
Prima dimostrazione del Teorema generale

. di esistenza ed unicità.

§ 7.

Enunciato del Teorema d’ esistenza e unicità degli integrali
pei sistemi (II) di Darboux. Convenzioni e definizioni.

21. - Premessi questi studi sui sistemi di Darboux del

tipo (I), o sem plici, andiamo ad occuparci dei più generali si-
stemi del Darboux, i che rientrano nel tipo

sistemi che dànno di ogni funzione incognita, almeno una,
ed in generale derivate, espresse per le funzioni inco-

gnite e per le variabili indipendenti.
Valendoci dei risultati ottenuti pei sistemi del tipo (I),

possiamo anche per questi sistemi (II) più generali dimo-

1 DARBOUX, Systèmes orthogonaux, 2e éd. 180-182, pag. 335.
Vedi Introd. I.
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strare un teorema di esistenza e unicità degli integrali sotto
certe condizioni : vedremo poi come molti altri dei risul-

tati fin qui stabiliti si possano estendere ad essi.

22. - Porremo le seguenti ipotesi : .

a). I secondi membri delle equazioni del sistema siano
funzioni finite e continue, con le derivate prime, rispetto a
tutti i loro argomenti x, z, in tutto il campo di variabilità
loro assegnato (che preciseremo in seguito, n. 24).

(3). Le condizioni di compatibilità,’ o di integrabilità
che si scrivono eguagliando le due espressioni ultime ~ ot-
tenibili per ogni derivata seconda doppiamente princi-
pale,4 (ossia, per ogni derivata cardinale),5 di una funzione

incognita, non introducano alcuna derivata nuova, e siano
identicamente verificate dalle x, z, considerate come altret-

tante variabili indipendenti.
La prima parte di questa ipotesi, (come già s’ è notato

nella Introd. II), equivale all’ altra che: « se per una fun-
zione z si hanmo più variabili principali, x 2, ... , x t, nel

secondo membro della equazione

che ne dà la derivata rispetto ad una qualunque di esse, x~;,
possano figurare (al più) quelle z, (e quelle soltanto), per le

.quali (almeno) tutte le variabili 

1 Vedi Introd. II.
2 DARBOUX, 1. c. pag. 336. Vedi Introd. II.
i RIQUIER, 1. c. pag. 215. Vedi Introd. II.
4 BOURLET, 1. C. pag. S. 27. Vedi Introd. II.
á RIQUlliJR, 1. c. pag. 174. Vedi Introd. II. 

°
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(ossia le variabili principali relative alla z del primo membro,
eccettuata al più la xh;), siano ancora variabili principali ».

23. - D’ ora innanzi, ove si faccia cenno di sistemi del

ti po (II), s’ intenderà senz’ altro, (salvo contrario avviso),
che per essi valgano le a), (3).

Tali sistemi, come osserva il Darboux,i si possono consi-

derare, in certo modo, di una forma intermedia tra quelle
dei sistemi del tipo semplice (I), e dei sistemi ai differen-
ziali totali, (che pure sono sistemi di Darboux) : nei quali
di ogni funzione incognita sono date, rispettivamente, le

espressioni di una o di tutte le derivate. Perciò li indiche-

remo talora con la denominazione di sistemi intermediari del

Darboux.

Nelle ipotesi indicate a), (3), dimostreremo che :
« Fissato un sistema iniziale di valori per- le variabili indi-

pendenti, ogni sistema alle derivate _parziali del tipo (II) di

Darboux ammette uno e un solo sistema integrale, tale che cia-
scuna funzione incognita z, quando vi si _ponga - ciascuna

variabile _principale il suo valore iniziale, si riduca ad una fun-
zione assegnata ad arbitr2o, (finita e continua con le derivate

delle sue variabili _parametí--iche: e tali integrali sono
alla loro volta funzioni finite e continue, con le derivate 
di tutte le variabili indipendenti Xl... xn ».

24. - Precisiamo il campo in cui si dovranno supporre
verificate le condizioni a) :

Poniamo per semplicità l’origine delle coordinate (nel-
1’8,, delle variabili Xi, x2, ... , x,,), nel punto iniziale (x0»:
ossia poniamo == ... 

1 D,&#x26;RBc&#x3E;ux, I. e. § 180, 335.

S. N. 4,
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Chiamiamo 0 le funzioni arbitrarie a cui si debbono

ridurre le z, quando vi si pongano eguali a zero le relative
variabili principali, e c i valori delle 0 (e quindi delle z

stesse) nel punto iniziale, (convenendo fin d’ora di attribuire
a ciascuna 0, c gli stessi indici che si apporranno alla cor-

rispondente z). Ciò posto : intenderemo che il campo in cui

le condizioni a) sono verificate sia definito dalle limitazioni

e, (per ogni sistema di valori delle x in tale campo),

25. - Per semplicità di notazioni, indicheremo d’ ora

in poi con

una funzione incognita che abbia le s variabili indipendenti

ed esse soltanto, come variabili principali: essendo (hl h~... h,),_
con

una qualunque combinazione semplice della classe s

( 1 ~ s _C_ n) degli indici 1, ~, ... , n, nella quale gli elementi
si suppongano disposti in ordine di grandezza crescente.

Questa notazione non si presta per indicare generica-
mente che possono figurare (in forza delle j3)) nei se-
condi membri di una data equazione del sistema: ma sic-
come per la z del 2.° membro dell’ equazione che dà
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sono variabili principali almeno le

viene naturale, estendendo la precedente notazione, di indi-
care con

o con

tali funzioni essendo (~20131)-)--~~ ed intendendosi an-
cora che gli indici h’i, h’ 2, ..., h’,,, siano posti in ordine di

grandezza crescente.
La funzione incognita generica Z h 1 h ~... h s ha le s varia-

bili principali x h 1, x h 21 ..., X h 8’ ed n - s variabili 

che indicheremo analogamente (sempre relativamente ad
essa) con

26. - Quando occorra distinguere le varie funzioni

incognite che hanno le stesse variabili principali, si aggiun-
gerà un nuovo indice, separato col segno ; dagli altri : indi-

cheremo con

la funzione z generica che ha le variabili principali indi-
cate : dove

il numero delle funzioni z che hanno le

i ed esse soltanto, come variabili principali.
Il compreso i1-a 0 ed m, (estremi in-
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elusi), essendo m il numero delle funzioni incognite : e l~,

somma di tutti i numeri p relativi a tutte le possibili com-
binazioni delle classi 1,2,...,n degli indici (1,3,...n)
dovrà naturalmente essere

questa sarà l’ unica limitazione imposta alle p in un si-.

stema (II) generico.
Disponendo opportunamente delle p si ottengono, come

casi particolari :
1) I sistemi differenziali ordinari del tipo normale,

quando per una certa x; si ha p,= nz, e tutte le altre p

sono nulle :

2) I sistemi semplici (I) di Darboux, quando tutte o in

parte le o, sono # 0, e le altre p con più di un indice sono
nulle, sicché 2 Qi m :

3) I sistemi ai differenziali totali, quando QU~...n == m, e

tutte le altre p sono nulle.

27. - Sono note le dimostrazioni del teorema enunciato,
(sotto ipotes  meno restrittive, ma che rientrano in quelle
da noi poste), pei tre casi particolari sopra ricordati 1 : su

di esse non occorre ritornare. Ma osservando che per n 1

si ha, appunto il primo dei tre casi ora indicati, ricorre-

remo per la dimostrazione generale al _procedimento _pei-

induzione: supporremo di aver dimostrato il teorema pei
sistemi del tipo (II) ad n --1 variabili indipendenti, e pro-
veremo che in tale ipotesi esso risulta vero anche per

quelli ad n variabili.
Per n = 2 ed n ~ la dimostrazione è stata data dal

~ V. PICARD, DARBOUX, 1. C.
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, Darboux,1 che riconduce, per ?~==:2~ la integrazione del si-

stema a quelle, successive, di un sistema differenziale ordi-

nario, e di un sistema semplice: e per n 3 a quelle di

un sistema del tipo (II) con n 2, e di due sistemi sem-

plici, uno a due variabili, uno a tre.2

Però, per completare tali dimostrazioni e renderle del

tutto rigorose occorreva 3 l’estensione del metodo di Lich-
tenstein al caso dei sistemi semplici del Darboux, (da noi
data al § 4), che dà il modo di provare la derivabilità degli
integrali di tali sistemi rispetto a tutte le variabili indi-

pendenti (vedi § 5, n. 18).

~ 8. 
,

Dimostrazioi e delF unicità degli integrali.

28. - Consideriamo un sistema (generico) del tipo (II)
, di Darboux, ad n variabili ; che indicheremo abbreviata-

mente, con le notazioni introdotte , (tralasciando per brevità

gli indici r) nel seguente modo

ove distinguiamo le funzioni dei secondi meinbri cogli
stessi indici delle funzioni incognite che sono ai primi? e

1 DARBOUX, 1. c. 9~ 181, 182.
’ Id. i sistemi (34) e (31); (41  bis, (39) e (38) rispettivamente,

pag. 337-342.
3 Vedi Introd. I, nota 1 a pag. 5, e BIANCHI 1. e. § 20.
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1 

a onendo, per ciascuna, il segno ’ all’ Lndice della variabile

rispetto a cui è pi-esa la derivata che è al 
Le condizioni iniziali che imponiamo alle eventuali solu-

zioni del sistema sono le seguenti:

o usando la notazione

(che generalizza l’analoga notazione usata dal Darboux),’ 1

Nelle a) (od a)*), in conseguenza delle convenzioni fatte,
h2... h. k.+~... k.) è una qualunque permutazione degli

n indici (l 2... n), in cni i primi s indici si suppongono
ordinati per grandezze crescenti.

29. - Cominciamo dall’isolare le equazioni che di ciascuna
funzione incognita z la derivata rispetto alla variabile

principale di indice minore, 
Gli integrali del sistema A se esistono dovranno in parti-

colare soddisfare a tale sistema parziale B. Ora questo è

evidentemente un sistema semplice di perchè di

ogni funzione incognita dà una ed una sola derivata.

D’ altra parte le funzioni dei suoi secondi membri soddi-

sfano tutte alle condizioni a) (n. 22), e a maggior ra,gione
alle condizioni del teorema del § 1, n. 2, relativò ai sistemi

~ DÄRBOUX 1. C. § 182, pag. 341.
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sen1 plici: ne segue che tale sistema B ammette un sistema

integrale, Z, unico e determinato, tale che indicando con ~
-certe funzioni arbitrarie, (che supporremo però finite e continue
con le derivate prime rispetto a tutti i loro argomenti), sod-
disfi alle condizioni iniziali

Anzi, per le ipotesi u) sulle f, e quelle fatte ora sulle

~, anche gli integrali Z stessi (vedi § 5, n. 18), risulteranno
funzioni finite e continue, con le derivate prime, rispetto
a tutte le variabili indipendenti.

1 

30. - Possiamo imporre agli integrali Z di soddisfare

anche alle primitive condizioni iniziali a) i basterà per

questo imporre alla variabilità delle ~ le limitazioni

in particolare, per s 1 porre

Supporremo senz’ altro di prendere le Ch, 1 in modo da
soddisfare alle (7) : quanto alle rimanenti ~, (per le quali
s &#x3E; 1), mostreremo ora come esse possano venire determi-

nate, (appunto quali funzioni finite e continue con le deri-
vate prime rispetto a tutti i loro argomenti), in modo da
soddisfare alle relative condizioni (6), col tener conto di tutte
le equazioni di A, anche di quelle finora trascurate (non

poste nel sistema parziale B). 

31. - Riprendiamo l’intero sistema A, e formiamo con
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le sue equazioni n - 1 gruppi

con la seguente regola : poniamo in 
le equazioni di A che dànno derivate di funzioni z ~ ~....... , aventi
almeno due variabili _principali e t14a queste la x,,, rispetto alle
rimanenti variabili principali., esclusa la x,.

Ciascuna delle equazioni di A allora viene a trovarsi

almeno in uno dei gruppi CI), fatta eccezione per quelle
che dànno la derivata rispetto ad xt (t -- il 22... , n - 1),
delle Zt,", o la derivata rispetto delle zh;: le quali sono
evidentemente comprese in B.

Indi facciamo, in ciascuna equazione di ciascun gruppo
C’~’’~, z Z, ossia scriviamo che gli integrali Z del sistema
B debbono soddisfare ad essa. Infine diamo ad xr il suo

valore iniziale, ossia poniamo x,= 0. Gli integrali Z, (e cos
i valori Z(’) a cui si riducono per xr 0), vanno considerati
come funzioni incognite, finchè non è fissata la forma dei

valori iniziali ~. Ora se indichiamo le funzioni in-

cognite per le quali hi ~~, ossia, per le quali x, è la

variabile principale di minimo indice, (ed s ~ 1), e osser-

viamo che è

per le b), e infine se ricordiamo che in forza delle condizioni

p) del § preced. (supposte soddisfatte per A) nei secondi

membri delle equazioni CCr) non possono figurare che fun-
zioni incognite aventi la xr tra le loro variabili princi-
pali, abbiamo senz’ altro che ogni gruppo di equazioni CCr),.
(1. == l, 2, ... , n - 1), dà luogo ad un sistema D,") del 1. o ordine,
del tipo (II) di ad n - 1 variabili, nelle funzioni
incognite Z;~i... ,..._ ; ~r....
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Infatti, nei secondi membri di DCrB per quanto ora s’è
osservato riguardo a CCr), non possono figurare che le fun-

zioni stesse ~r... che figurano, ciascuna con una o più
derivate, nei suoi primi membri, e inoltre, eventualmente, in
alcune equazioni del sistema le Z;.~&#x3E; ~, 
che sono funzioni note, per le a).

Le condizioni a), P) del § prec. essendo supposte verin-
cate per A, lo sono anche per ciascuno dei nuovi sistemi

di Darboux Der).

Dunque, avendo noi supposto vero il Teorema di esi-

stenza ed unicità degl  integrali, (enunciato nel § preced.)
pei sistemi di Darboux ad n - 1 variabili, potremo sen-
z’ altro concludere che sotto le condizioni iniziali

(ove intendiamo, al solito, gli indici (1"’, z1, ... , hs) ed

... h’a, ... h"$) disposti in ordine d. grandezza cre-1....,1" .’+2 ... s disposti in ordine l gra-nclezza cre-
scente, e naturalmente con s, s’ indichiamo numeri qua-

lunque purchè soddisfacenti alla condizione ~  s  n, e

per le funzioni della seconda riga anche alle 1 ~ s’ m n - 2,
s ~ s’ + 1), il sistema ammette uno e un solo sistema inte-

grale, e gli integrali sono funzioni finite e continue, con le de1-.i-
vate prime, rispetto a tutte le variabili indipendenti da cui 
dono (ossia alle x,, x f) ... X,.-~, Xr+~, ... y x ) . ri

:32. - Ciascuna delle ihi per s~ 1, figura in uno
-e i~~ uno solo dei sistemi D r~, e precisamente nel sistema

1 . Dunque se si integrano i sistemi ne,.) sotto le condizioni
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ottengono per ciascuna 1 J~ 2 ,. h. espressioni uniche
’ 

e determinate, finite e continue con le derivate prime, in
funzione delle variabili x,, x,, ..., soddisfano

alle condizioni (6). 
’

Poniamo le funzioni ~hl...h~ cos  determinate nelle b),
ossia assegniamo le funzioni stesse, (insieme alle 
relative alle come funzioni iniziali alle corrispondenti
z per 1’ integrazione del sistema B: questa integrazione darà

luogo a integrali Z, pure univocamente determinati, finiti e

continui con le derivate prime rispetto a tutte le variabili indi-

pendenti, e soddisfacenti alle condizioni iniziali a).
Ma da questo segue subito che se gzi integrali 

del sistema A esistono, essi sono unici e determinati.

Infatti : se gli integrali cercati esistono, essi debbono sod-
disfare in particolare a tutte le equazioni dei singoli gruppi

(e quindi anche a quelle dei singoli sistemi D’), e alle

corrispondenti condizioni iniziali e insieme, alle equa-
zioni B e alle condizioni iniziali relative b), (nelle quali si
intendano poste per le ~ funzioni soddisfacenti alle condi-
zioni (6)): e siccome le integrazioni di tali sistemi DCr), B,
sotto le condizioni rispettivamente indica;te, sono tutte ope-
razioni a carattere uuivoco e determinato, gli integrali di
A coincidono necessariamente con gli integrali Z di B, deter-
minati nel modo detto, ossia :

1) integrando i sistemi sotto le condizioni ini-

ziali 

2) integrando il sistema B sotto le condizioni b), nelle

quali si intendano posti per 1 h Y ...h, i corrispondenti va-
lori dati dalle a) per .9==1, calcolati invece mediante l’ in-

tegrazione dei sistemi DI) per s ~ 1.
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33. - È ottenuta cos  la dimostrazione della parte del

Teorema, relativa all’ unicità, (e insieme, alla continuità e

derivabilità) degli integrali,’ e abbiamo anche visto come

l’ integrazione di un sistema del tipo (II) ad n variabili,
(sempre sotto l’ipotesi dell’ esistenza degli integrali), si

possa ricondurre a quella di n 1 sistemi di Darboux

dello stesso tipo (II) ad n 1 variabili, e di un sistema

semplice ad n variabili.
Questo risultato verrà applicato nel seguito (vedi § 10) :

ora andiamo a dimostrare la parte del Teorema generale
relativa all’ esistenza degli integrali. 

§ 9.

Dimostrazione dell’esistenza degli integrali.

34. - Le funzioni Z determinate nel modo indicato nel

precedente § soddisfano, per la loro costruzione stessa, ad
alcune delle equazioni del sistema A, (a quelle poste nel si-

stema parziale B), ogni sistema di valori delle n varia-

bili indipendenti, (corrispondente a un punto interno a un
certo campo ad n dimensioni, che preciseremo in seguito,
vedi § 12): evidentemente pe9. la dimostrazàone dell’esistenza

i in particolare abbiamo che tutti gli integrali relativi

a funzioni incognite che hanno la Xr tra le loro variabili principali,
si riducono effettivamente per x,. = 0 alle funzioni Zh~~‘.r .‘ che si

ottengono integrando il sistema D’’’). 
’
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sarà sufficiente che le Z stesse (in tale

campo), anche a tutte le i-imanenti equazioni di A.-

35. - Poniamo, intendendo per un momento che le z

rappresentino funzioni qualunque delle x, soltanto finite e
continue con le derivate prime,

Se in particolare nelle Q mettiamo per le z i corrispon-
denti integrali Z di B, posto

per ogni possibile combinazione (h,, h2, ... risulterà

identicamente

mentre per i-- &#x3E; 1 sappiamo finora soltanto che Ie 
si i annullano sugli iperpiani che coi2tenqono l’asse delle Xhr, e

quello delle x., in particolare sull’iperpiano x,1 = 0.
Tutto si riduce a dimostrare che anche per 1~ qualunque

è identicamente

Qui è opportuno notare che la sostituzione degli inte-

grali Z al luogo delle z nelle (9) è lecita, in quanto si è

1 Per ora sappiamo soltanto che soddisfano ad esse su certi iper-
piani coordinati, le cui equazioni si ottengono annullando una qua-
lunque delle variabili principali relative alla corrispondente z, esclusa
la xn , 2 se ne fa parte, e la variabile di derivazione del lo membro.
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dimostrato che essi sono funzioni finite e continue, con le
derivate prime, di tutte le variabili indipendenti

a6. - Siano r, 1 due indici qualunque tra 1 ed s, ad es.
sia 7. ~ l. Insieme alle (9) possiamo scrivere anche

e dedurne, derivando

Queste equazioni sono soddisfatte identicamente dalle

x, z, in forza delle (9), (9)*. Eliminiamo dai secondi mem-

bri delle (10), per mezzo delle (9), (9)* stesse, le derivate

1 Vediamo dunque come, almeno per questa dimostrazione del-

1’ esistenza, siano necessarie le ipotesi fatte sulla derivabilità dei

secondi membri e delle funzioni iniziali, e la preventiva dimostra- ’
zione della derivabilità, rispetto a tutte le variabili indipendenti,
degli integrali di un sistema (I), sotto analoghe ipotesi (vedi Intr.
I, nota già citata, e ~ 7, n. 27). Tutta la dimostrazione del Teorema è
essenzialmente basata sulla premessa, che il teorema sia vero per

n = 1, e inolt1’te pei sistemi seinplíci del Darboux.
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scuna delle nuove identità che cos  si ottengono si può
sopprimere la parte che non dipende dalle Q, infatti egua-
gliata a 0 dà la condizione generica di integrabilità rela-
tiva alla generica funzione e quindi, nelle
nostre ipotesi circa il sistema A, è identicamente nulla.

Restano cos  le identità

(nelle x, z), che possiamo considerare come un sistema di

equazioni lineari alle derivate parziali del 1.° ordine nelle
funzioni Q, a cui queste debbono soddisfare in forza della
loro definizione (9) o (9)*, (e delle condizioni di integrabi-
lità pel sistema A).

Ma supponiamo, in particolare, che nelle (11) sia ~=1.

Allora se in esse poniamo z -- Z, essendo, come già s’è no-

identicamente, (ed anche Q o

se h, è ancora il minimo tra gli indici delle variabili

principali per la relativa z : mentre se ciò non è, la Q

corrispondente rientra tra quelle indicate dalla notazione
~L h l...h’t ... hs~, ne otteniamo il sistema di equazioni
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(in cui dopo le derivazioni, nei secondi membri si dovrà

intendere posto z Z). Le (12) debbono essere soddisfatte

dalle funzioni note delle x, che soddisfano, per
quanto abbiamo già notato, alle condizioni

Ma possiamo anche considerare, entro le (12), le S2 h 1.·.h’~...h=
come funzioni incognite, da determinare, sotto le condizioni
iniziali (13), mediante l’ integrazione del sistema (1 ~) stesso :
ora questo è un ,""istema omogeneo del tipo (I) di Dar-

boux, onde segue subito che è sempre

e con ciò, il teorema d’ esistenza resta dimostrato.

§10. ,

Integrazione effettiva di un sistema (II) di Darboux.

Metodo generale. Metodo delle aggiunte successive.

37. - Introduciamo una convenzione, utile per la con-
cisione del linguaggio.

Riferendoci sempre alla interpretazione delle x"

come coordinate cartesiane ortogonali in un Era euclideo,
per ciascuna funzione incognita conveniamo di

chiamare principali gli assi delle e ogni
spazio coordinato che contenga almeno uno di essi: 
metrici tutti gli altri spazi coordinati di qualunque dimen-
sione, in particolare 1’ /S~, (.r~=.r~=...= che è
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quello di dimensione massima, e contiene tutti gli altri.

Secondo tale convenzione, il teorema del § 7 si enuncierà

dicendo che « un sistema (TI) ammette uno e zcn solo sistema

integrale tale che ogni z assuma valori prefissa ti (in funzione
delle sue variabili parametriche) nello spazio coordinato 
metrico di dimensione massima ad essa 

38. - Ciò premesso, andiamo a stabilire, come conse-

guenza e completamento del Teorema generale di esistenza
e unicità, un effettivo metodo di integrazione per un si-

stema del tipo (II) di Darboux, o più precisamente, un
metodo per la sua integrazione a quella di soli

sistemi semplici del Daí-boux,-ehe sappiamo integrare.’ l

Abbiamo visto, al § 8, come l’ integrazione di un si-

stema A del tipo (II) di Darboux ad n variabili, sotto date
coudizioni iniziali a), si possa, ricondurre a quelle di n 1
sistemi D’1~, D 2B, ... , dello stesso tipo, ad n - 1 varia-

bili, seguite da quella di un sistema semplice B ad n varia-
bili. L’ integrazione dei sistemi D serve soltanto a procu-
rare i valori iniziali che occorre aggiungere a quelli dati
dalle condizioni iniziali a), assegnate per A, per ottenere le
condizioni iniziali relative al sistema B. Ora per ciascuno

dei sistemi D, si potrà ripetere la stessa cosa : col procedi-
mento indica.to al ~ 8 si potrà ricondurre la sua integra-
zion e a quella di n - 2 sistemi del tipo (II) ad n - 2 varia-

bili, seguita da quella di un sistema del tipo semplice ad
n - 1 variabili : cos  proseguendo, si giungerà appunto a
ricondurre l’integrazione di A a quelle di soli sistemi sem-

plici ad 1, 2, 3,..., n variabili.

i s’ intende bene, sotto date condizioni iniziali : col metodo delle

approssimazioni successive, vedi ~ 1.
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39. - Non presenta alcuna difficoltà il determinare la

legge di f01"mazione di questi sistemi semplici : basta appli-
care ripetutamente lo stesso procedimento indicato al § 8:
si giunge cos  a stabilire la seguente i-egola per la

integrazione di un sistema A del tipo (II) di Darboux :

1) Si foi-mino ~i seguenti sistemi semplici del 

sistema Bl ad 1 vai-iabile, 
.

sistemi B~ a 2 

s2stemi Br ad 1/1 

sistemi Bn-t ad n 1 

Histerna, Bn ad n variabili,

ove il sistema Br generico è costituito dalle equazioni del sistema

proposto A, che contengono ai membri le derivate di tutte

le funzioni incognite che in A hanno un determinato 

di n 1~ variabili, scelte tra le X~,:1:2,..., ~".1, come variabili

ed oltre ad esse almeno variabile 

rispetto ad una delle rimanenti, e _precisamente, rispetto a quella
di indice minimo : nelle quali equazioni s’ intenda posto, pe111
ciascuna di quelle n r variabili, il suo valore iniziale (lo
zero). 

’

n 1
Siccome in (n - 1) modi si può scegliere un tale gruppo

n r

s. 1{. 5
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di variabili, i sistemi Br (1~ == 1, 2,..., n 1 ) sono appunto
n i

in numero di 
- 

. Il sistema qui indicato con Bn non
n -1 ’

è che il sistema B del § 8 (n. 29). ,

2) Si integrino successivamente le Bi coi valori iniziali

dati, per le loro funzioni incognite, (le ~~...~), dalle condi-

zioni iniziali a) imposte al sistema A (v. § 8), poi le Bz,
con valori iniziali dati dalle a) od ottenuti mediante l’inte-

grazione delle B~, con valori iniziali dati dalle a),
od ottenuti mediante la integrazione delle Br_1, ... le Bn con
valori iniziali dati dalle a), od ottenuti mediante la integra-
zione delle delle B. dà gli 
cati, soddisfacenti a tutte le equazioni del sistema proposto
A, ed alle condizioni iniziali a).

1

10. - Facilmente possiamo verificare come la integra-
zione delle fornisca in effetto tutti i valori iniziali che

occorre aggiungere a quelli dati dxlle a), per avere le

condizioni iniziali relative alle Br. Infatti l’integrazione
dei sistemi dà i valori di° ogni funzione incognita per
la quale il numero delle variabili principali è 

sugli spazi coordinati le cui equazioni si

hanno ponendo - 0 n - i- -L 1 delle variabili principali
relative a quella Unzione incognita (comunque scelte, sol-
tanto esclusa la x,,, se ne fa parte), ove 

-

secondochè Xn è, o non è, variabile principale per la fun-

zione stessa. - 

i dati dalle a per le mentre i valori vengono.1 2" n-17 12...tt

determinati integrando le Bl.
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Ora le condizioni iniziali da imporre alle ~ sono le

seguenti : bisogna assegnare i valori di tutte le z per le

quali sugli spazi coordinati le

cui equazioni si ottengono ponendo - 0 n - r delle rela-
tive variabili principali, (comunque scelte, esclusa eventual-
mente la Xn: con lo stesso significato, indicato poco sopra,
per la 8’), e inoltre, tra le rimanenti, quella di indice
minimo, 

’

T al i valori per le per le quali è proprio
rt ~°-~-- I, sono dati dalle a), che assegnano per tali fun-
zioni incognite il valore -

nello spazio coordinato (param.) 
per le altre funzioni incognite, essendo ~ n r + 1 e

quindi ~~ &#x3E; n ~~-~- ~, per quanto poco sopra abbiamo detto,
i valori occorrenti, (ed anche altri, in generale, che ora non

servono), sono ottenuti appunto con 1’ integrazione delle

Br_1. Il caso in cui quella variabile principale rimanente
di indice minimo, a cui ora si è accennato, sia proprio la

~~2, non fa eccezione: perchè allora oltre alla Xn stessa ed

alle variabili poste a non possono esservi altre varia-

bili principali per la funzione di cui trattasi, e quindi si

ricade nel 1 caso ===2013-j-1.

41. - Il metodo stesso col quale abbiamo determinato
la legge di formazione dei sistemi B1, .5~... B,,, basato sulla
dimostrazione data nei §§ precedenti pel teorema generale
di esistenza e unicità, ci mostra chiaramente che le fun-
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zioni che si ottengono con l’ultima integrazione, (quella
del sistema j9J, sono appunto gli integrali cercati.

Del resto, si può osservare in generale, (e questa osser-

, 
vazione risulterà utile anche nel seguito), che se in qua-

lunque 1nodo s  è costrui.o (con equazioni tratte da A, in
cui a certe variabili opportunamente scelte, volta a volta,
si sia dato il valore iniziale), un gruppo di sistemi semplici
del Darboux 1, ~, ... , 7 11 variabili rispetti-
vamente, tali che :

Y) 1.- Nel sistema ~(r==l,2,...,~20131) generico, fi-

gurino quali funzioni incognite i valori di un gruppo di

funzioni incognite del sistema A, in un certo Sr coordinato,
e in B,, tutte (e sole) le funzioni incognite di A :

2. - ciascuno dei sistemi B sia necessariamente soddi-

sfatto dagli integrali cercati del sistema A, (la cui esistenza
e unicità è assicurata dal Teorema generale) :

3. - la integrazione dei sistemi B1, sotto condizioni ini-
ziali b,) tratte dalle a) relative ad A, (e quindi soddisfatte

dagli integrali cercati), dia tutti i va,lori iniziali che occorre

aggiungere alle c~) per avere le condizioni iniziali bl) da im-

porre alle Bl: la integrazione dei sistemi Br(~° ~,3,...,n 1),
° 

[sotto condizioni iniziali br) ottenute in parte dalla a), in

parte dall’ integrazione dei sistemi fornisca (in modo

unico) tutti i valori iniziali che occorre aggiungere alle a)
per avere le condizioni iniziali br+1~ da imporre alle Br+i,l i

l7integT’azione successiva delle B1,B2, .., B", sotto le 9-ispettive

i Qui naturalmente intendiamo che le condizioni iniziali i b,.)
(r= 1, 2,..., n) dal punto di vista formale siano quelle clie occorre

e basta assegnare alle B per la loro integrazione, secondo il Teo-

rema generale del ~ 1.
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condizioni iniziali b~), b J, ..., b.), dà come risultato’ appunto

integi-ali cercati di A.
La dimostrazione è immediata: basta ricordare (v. § 1)

che la integrazione di un sistema semplice del Darboux

sotto date condizioni iniziali è sempre una operazione a
carattere univoco e determinato: da questo segue successi-

vamente che gli integrali cercati di A soddisfano non sol-
tanto alle condizioni iniziali bl) ma anche a tutte le ~J,...,~),...
e infine alle siccome d’altra parte soddisfano alle equa-
zioni B,,, essi coir.cidono appunto con gli integrali di tali

equazioni, sotto le condizioni bn).
Nel caso attuale, è evidemte che le condizioni Y) sono

soddisfatte. e ,

4~. - Abbiamo cos  stabilito, per ùn qualunque sistema.
(II), un effettivo metodo di integrazione, che consiste, in

sostanza, nella determinazione successiva dei valor’i di cia-

scuna funzione incognita r su tutti gli i spazi coordi-

nati, principali per la funzione stessa, che contengono lo

spazio parametrico di dimensione massima (di e’lua-

... ad essa relativo, (nel quale
essa è assegnata dalle condizioni iniziali , e inoltre 1 ~ 0,...s
degli assi coordinati principali xfa l,xh 1,...,~~. S, compreso sempre
tra qnesti l’ asse delle x,,, se esso è principale : in altri ter-

m i n i, su tutti gli 8~_,+1 , ~-~2?... 8n-sls == Sn peq. essa prin-
cipali, che contengono insieme lo spazio cooi-dinato 
di dimensioiie ad essa relativo, e l’asse delle x,,.

43. - Insieme al metodo ora indicato per l’ integrazione
di un sistema A del tipo (II) di Darboux, o più esattamente :

per la determinazione dei sistemi seinpllc  di Darboux a

cui essa si riconduce, ne esporremo un altro, che pur pre-
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sentendo maggiore complessità formale, può riuscire più
utile nella sua applicazione ai singoli casi particolari.

Disponiamo le equazioni del sistema A in un quadro
Q7 ponendo nella stessa orizzontale le equazioni che dànno
le derivate di una stessa funzione incognita, e per la fun-
zione incognita generica zhl h2...h&#x26;, (1 ~ s c n), ponendo al

I°, 2°, ... , ,smo posto a partire dalla destra, ossia nella nmo,
verticale, (numerando le verticali

della sinistra), l’equazione che ne dà la dArivata rispetto
ad Cosi nella verticale ugneranno -nei

primi membri tutte le funzioni per le quali ~~~2013~-t"~
ed esse soltanto. Nella verticale ~~’"a, (r - 1, 2, . ... , n - 1),
poniamo, in ciascuna equazione, per ciascuna delle n -1’1

variabili principali relative alla funzione

incognita che è al primo membro, (le prime n - r nel-

1’ ordine di grandezza crescente degli indici), il suo valore
iniziale (lo zero). Cos  veniamo a separare le equazioni poste

nella verticale r ma in n 1 ) gruppi che indicheremo gene-n - 118 /
ricamente con G~, (in quanto la è una qna-

lunque combinazione (ordinata) degli indici 1, 2,... , n - 12
della classe n -r). Non è escluso che qualcuno dei gruppi,
o anche qualche intera verticale possa anche non conte-

nere alcuna equazione).
Il gruppo G~ generico è un sistema del primo ordine

ad i- variabili, che nei primi membri contiene le derivate

nei secondi membri esso potrà contenere soltanto funzioni

i 
un quadro a scacchiera o a reticolato rettangolare.
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che hanno quello stesso gruppo (~ ~ I , ~ h ~, ... , ~ h "_T) di varia-

bili, tra le loro variabili principali : ma in generale non ac-
che tutte le funzioni incognite contenute nei secondi

membri anche nei primi, entro lo stesso gruppo. ,Se

questo particolare caso si presenta per tutti i gruppi Gr
(r == l, 2, ... , n), [ciò accade ’sempre pei gruppi G,, Gn], tali

gruppi di equazioni sono altrettanti sistemi (I) di Darboux,
ed è facile constatare che per essi sono soddisfatte le con-

dizioni Y) : onde la loro integrazione successiva (vedi n.

41) conduce senz’ altro alla determinazione degli integrali
cercati.

44. - in generale, nei secondi rnembri delle equa-
zioni appartenenti al gruppo G, generico, (r - 2, B,,..,n - 1),
potranno figurare funzioni incognite

che oltre alle (ed alle altre variabili prin-
cipali per la z del 1.° membro, esclusa al più la 
ammettono variabili principali di indice minore di almeno
uno degli indici hl, 7t2,...,h~_r: ossia, ciò che è lo stesso, minore
di Supponiamo al solito (vedi n. 25) hi’ h’~ ... h’,, disposti
in ordine di grandezza crescente: sia ~(1~~~~) il più
grande dei numeri h’ che non superi hn-r. Aggiungiamo al

gruppo G,. le equazioni (tratte da A), che dànno le derivate di

quelle funzioni incognite i-igpetto alle relative variabili 

pali di indice minimo, all’infuori delle x 1,, 1 x h~ ... X 

che anche in tali equazioni porremo 0: con queste ag-

giunte, (di la specie), - ripetute poi, se occorre, una o più
volte sul sistema complessivo --, giungeremo infine ad ot-
tenere che tutte le funzioni incognite che figurano nei se-
condi membri (delle equazioni primitive di Gr, o delle equa-
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zioni aggiunte), figurino anche nei primi. L’ operazione ha
termine dopo un numero finito di aggiunte : al più potrà
accadere di doy‘ere far figurare nei primi membri tutte le
funzioni incognite che come variabili

principali i: ossia, al più, dopo le aggiunte di ja specie, il

gruppo generico Gr potrà venire a coincide -e col corrispondente
sistema Br costruito con l’altro metodo prima indicato.

Le condizioni iniziali per le equazioni del gruppo Gr pri-
mitivo, in altri termini i valori

sono dati dalla integrazione delle equazioni della colonna

precedente 2: ma altrettanto non si può dire, in generale,
delle condizioni iniziali relative alle equazioni aggiunte :
infatti i valori

si hanno integrando le soltanto se (hl h’2... hn-r h/1) sono
i più piccoli indici relativi alla funzione incognita indi-

cata : ossia, se per essa è t l. Però, qualunque sia t, pos-
siamo osservare che i valori

risultano dati dall’ integrazione di equazioni della colonna

dunque basterà aggiungere, rispettivamente nelle

i escluse naturalmente le z h jt2...hn-,., perchè i valori

cono noti, per le a) n. 28.
2 s’ intende bene quando sia reso possibile effettuarla.
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colonne (~’2013~-)-1)~, ... (r20131)~)~ (ciascuna nel gruppo cor-

rispondente alla combinazione di indici relativa alle varia-
bili che in essa sono poste 0), le equazioni (tratte da A),
che dànno le derivate

per rendere possibile la successiva determinazione dei va-

lori di quelle funzioni incognite su spazi di dimensione

sempre maggiore, contenenti lo spazio 
- X 7,1, -- ... - X h’, --0), e infine, precisamente i valori che oc-
corre dare come condizioni iniziali per le equazioni di Gr.

Diremo di seconda specie queste nuove aggiunte : ve-

diamo che un’ aggiunta di 1 ~ specie, effettuata in una co-

lonna, ne porta in generale una’ o più di seconda specie,
da effettuare nelle colonne precedenti. 

"

45. - Pt-’r la colonna come abbiamo già notato, non
occorrono aggiunte: il gruppo Gn coincide col sistema par-
ziale B del § 7. Si effettuino le aggiunte di la specie oc-
correnti per completare i sistemi della colonna 

e le conseguenti aggiunte di 2a specie nelle colonne pre-

cedenti : poi si ripeta la stessa operazione sui sistemi, cos

modificati, della colonna (n 2)’a, ... cos  proseguendo si

giungerà infine al sistema (unico) G1 della 1" colonna, che
non richiede aggiunte di la specie, nè può essere modifi-

cato da aggiunte di 2a specie relative alle colonne seguenti:
come è evidente se si pensa che le sole ~’..’~ possono figu-
rare nei primi mermbri delle sue equazioni.

Chiamiamo Q* il quadro che risulta da Q, quando siano

eseguite, nel modo ora detto, tutte le aggiunte di 1 a e 2a
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specie: indichianio con B’,, B,~ ... , .~", i sistemi complessivi
ottenuti dai corrispondenti gruppi GI , Gz,...,G~. È evidente
che tali sistemi - contenuti rispettivamente nella L a, 2a,..., nma
colonna di Q~ - soddisfano alle condizioni ~r) del n. 41 : ciò

segue dalla luro stessa costruzione.

Dunque : successiva dei sistemi contenuti nella

a, 2a, ... , colonna del Q* conduce _pi-ecisamente alla
detei-minazione degli integrali cercati.

46. - Distingueremo, ove occorra, il metodo ora esposto
con la denominazione di « metodo delle aggiunte successive »,
per distinguerlo dal primo metodo indicato, che diremo

metodo non perchè comprenda l’altro come caso

particolare, il che non è, ma per il cara,ttere di maggiore
generalità ed uniformità della sua definizione, del tutto indi-

pendente dalle particolarità che può presentare ogni s‘in-

golo sistema a cui esso si applichi.
Come abbiamo già osservato, le equazioni di ciascuno

dei sistemi Br costruiti col procedimento delle aggiunte
successive sono sempre tutte contenute anche nel sistema

corrispondente, costruito col metodo generale. Soltanto nelle

ipotesi più generali, in cui i secondi membri si pensino
effettivamente dipendenti da tutte le funzioni incognite che
in conformità delle condizioni (3) (n. 22) possono figurarvi,
e inoltre, vi sia almeno una fttnzione incognita corrispondente
a ciascuna combina,zione (h, hj...h.), i due metodi conducono

a formare gli stessi sistemi B.

In tali ipotesi più generali, in altre parole, se si applica
il ‘~~ metodo il numero delle aggiunte da eseguire per come-

pletare i singoli sistemi B, (per ogni n, e per ogni composi-
zione formale del sistema dato), è massin2o. L’ altro caso

estremo è quello, già notato, in cui non occorrono aggiunte:
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questo caso si presenta sempre per n-2, infatti nè alla

1,~, nè alla colonna occorrono mai aggiunte: e anche si

presenta per tutti i sistemi, in cui le funzioni f dei secondi
membri non dipendono che dalle variabili indipendenti, ed
eventualmente anche dalla z del 1° membro, o più in gene-
rale, dalle z che hanno le stesse sue variabili principali
(eccettuata al più quella rispetto a cui è presa la derivata
nel 1 ° membro), ed esse soltanto.

§ 11.

Eseinpi dell’ applicazione del metodo

delle aggiunte successive.

47. - Applichiamo il procedimento ora indicato - delle

aggiunte successive - a due esempi.
In primo luogo consideriamo il più generale sistema (II)

pel quale sia n 3. Tralasciando di distinguere 1 le diverse
funzioni aventi le stesse variabili principali, (come fa anche
il Darbou-x I2 nelle sue notazioni), costruiamo per tale si-

stema il quadro Q* :

i 
con gli indic &#x3E;. : edi § 7, n 26.1 
con gli indici ’1°: vedi 7, n. 26.

2 DARBOUX, Systèines 182.
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Verifichiamo come in questo caso ciascuno dei sistemi

B~ sia appunto quale si otterrebbe applicando il metodo

generale. ,

Non sono occorse aggiunte di seconda specie, come era

prevedibile, essendo ~==:3: in quanto tali aggiunte non

modificano mai la nma, né la nè la 1~ colonna.

48. - Consideriamo ora un sistema particolare, pel quale
è n = 5. (Come per l’ esempio precedente, non scriviamo

esplicitarnente il sistema proposto, perchè esso risulta chia-
ramente dal seguente quadro) :
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Per questo sistema, nel quadro primitivo Q alcuni dei

gruppi Gr non figuravano Tffatto : e anche in ~~‘ non figu-
rano alcuni dei sistemi Br.

§ 12. 

’ 

Campo in cui è assicurata l’esiste11za ed unicità degli
integrali. Derivabilità rispetto alle funzioni iniziali e

rispetto ad anno o più parametri contenuti nei secondi
mèmbri. 

49. - Abbiamo visto (§ 10) come sia sempre possibile
ricondurre ~ integrazione di un sistema (II) di Darboux

a quella di soli sistemi del tipo (I), Bl~ B:II ... IB.,,, ad l, 2,...,n
variabili. Valendoci di questo risultato possiamo facilmente
estendere ai sistemi intermediari (II) varie proprietà stabi-
lite (§§ 1-6) pel caso particolare dei sistemi semplici.

Per prima cosa completiamo il teorema generale del § 7
con la determinazione di un dimensioni, conte-
nente il punto iniziale (0 0 ... 0), ent1/io cui sia assicurata

Z’ esistenza e degli integrali di un sistema (Il), che

corrispondono a date condizioni iniziali (del tipo a) n. 28).
Insieme risolveremo anche la questione della dipendenza
degli integrali dai valori iniziali.

Abbiamo supposto finora (vedi n. 24) che le condizioni

a) (n. 22) pei sistemi (II) considerati fossero soddisfatte

entro il campo

le 0 essendo funzioni arbitrarie, ma 
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Possiamo considerare’ anche il caso in cui non si as-

segni alle 0 una forma determinata; ma soltanto si imponga
ad esse di variare entro certi intorni di funzioni prefis-
sate cp : in tale caso intenderemo che il campo in cui sono

valide le a) sia per le x, il campo stesso (1B per le z il campo

Le funzioni come le 0, si intenderanno sempre finite
e continue con le derivate prime nel comune campo (1) di

. 

definizione.

Ciò posto, andiamo a dimostrare che :

« nel caso in cui le 0 abbiano fopme prefissa te, gli inte-

grali di un sistema (II), soddisfacenti à certe condizioni ini-
ziali a) sono funzioni (univocamente determinate) unite e

continue col le derivate prime nel campo

essendo 5 il minore dei due numeri ed 31 a sua

volta il massimo valore assoluto delle finzioni f dei se-

condi mem bri mel campo (1), (2) : e se invece le 0 non sono

~ basta imporre alla loro variabilità le limitazioni

(col solito significato di 8, relativo alla corrispondente z :

numero delle sue variabili principali), perchè l’ esistenza

e unicità degli integrali del sistema sia assicurata nel campo

e gli integrali stessi risultino funzioni finite e continue,
con le derivate prime, rispetto a tutti i loro argomenti 0,
nel campo (17) rispetto alle x, nel cam po (16) rispetto alle 0 ».
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50. - Indichiamo con Zs genericamente le funzioni inco-

gnite ad s variabili principale con 0~ le relative funzioni

iniziali : con ~~"-sTl~, z~’~_’T~~, ... , z~"-’~, i valori delle z,, (su spazi
^-’n-.-~-!,~»-~y-~,...,~5’,~-, coordinati principali ad esse relativi), che si

ottengono con la integrazione dei sistemi B"_s+l,Bn-s-~-y,···,Bn-~’ :
e ricordiamo che nel sistema B, possono figurare (vedi n.

39 o 43) quali funzioni incognite soltanto le nei sistemi

le nei sistemi

nei sistemi le nel sistema B,, tutte le

funzi,oni z,, zl, ... , z", ossia le funzioni incognite stesse.

Ciò posto, occupiamoci dapprima del caso in cui le e-sono

prefissate 
Notiamo che i valori iniziali che imponiamo alle z),1 per

la integrazione del sistema B1, sono le corrispondenti 6~:
cos  i valori iniziali che imponiamo alle per la inte-

grazione dei sistemi B~ sono dati dalle 0,,-, corrispondenti:
ma quelli che imponiamo alle sono le funzioni zl’l otte-
nute con la integrazione dellé B, : analoga osservazione

può farsi pei sistemi B3,... in generale per la integrazione
dei sistemi imponiamo alle quali valori iniziali

le corrispondenti 6~.~~ e alle invece le

funzioni z~rr ? ~, ... , ottenute con la integrazione
dei sistemi 

Ora queste funzioni si riducono alle relative 0 quando
per alcune delle variabili Q vi si ponga il valore iniziale

( 0) : mai non coincidono con esse, mentre il campo (2)

per le z, in cui sono soddisfatte le ipotesi a), è relativo alle

i costruiti con l’ uno o 1’ altro dei metodi indicati al ~ 10 : questo
è ora indifferente.

2 le variabili, principali per la corrispondente z, che in esse non
sono già poste - U.. ,
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0. Dunque non si potrà senz’ altro applicare successiva-

mente il teorema generale del n. 2 ai sistemi B1, B,,..., B,,.
Tuttavia basterà stabilire che gli integrali dei sistemi

Br(~° - li 21... , n - 1) :
1) sono funzioni finite e continue, con ,le derivate 

delle variabili indipendenti :
2) restano stando le x nel carnpo (15) - ent1l1o

certi intorni delle 0, perchè ai sistemi possano appli-
care i risultati stabiliti ai ~ê3 1, 5, pel caso delle funzioni
iniziali non _prefissate. E in effetto, abbiamo successivamente 1

che nel campo (15) gli integrali del sistema Bl soddi-
sfano alla condizione, 1) e alle limitazioni

nel campo

gli integrali dei sistemi B2 soddisfano pure alla 1)
e alle limi tazioni

e con maggior ragione alle

e supposto dimostrato che gli integrali (~==0~1,...~20132)
dei sistemi Br-1 soddisfano alla 1) e restano nel campo

1 
per le oc) n. 22, le note proprietà dei sistem°i differenziali ordi-

nari, e qnelle indicate ai ~~ 1, 5 pei sistemi semplici di Darboux.

Ann. 
’ 

6



82

vediamo che alla loro volta gli integrali (~=0~ 1,...,i - 1)
dei s i stemi Br, nel campo

soddisfano essi pure alla 1) e alle limitazioni

e a maggior ragione alle

Per ~~ rt abbiamo dunque che gli integrali z. di B.,
ossia gli integrali del sistema proposto A, soddis fano, nel

campo (15) rispetto alle x, alle condizioni 1) : onde risulta ap-

punto quanto volevamo dimostrare : e inoltre resta stabi-

lito che nel campo (15) stesso gli integrali soddisfano essi
stessi alle limitazioni (2).

51. - In modo analogo si procede per la dimostrazione
della 2a parte del teorema enunciato al n. 49, relativa al
caso in cui le funzioni 0 non siano prefissate, ma soddi-

sfino alle limitazioni (16). Indichiamo partitamente con (16)(1’)
(í- - 1, 2,..., n)j i campi concessi alla variabilità delle 6n-r+ .
Supponiamo ancora ricondotto il sistema A ad un gruppo
di sistemi sem plici B,, Bl , ... , B", in uno dei modi indicati

nel § 10: abbiamo subito che gli integrali del sistema

differenziale ordinario B1, nel campo (17), (16)’, sono funzioni
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finite e continue, con le derivate prime, rispetto alle varia-
bili indipendenti ed alle 0,,, e soddisfano alle l mitazioiii

e a maggior ragione alle

poi, che gli integrali dei sistemi B, nel campo,

sono funzioni finite e continue con le derivate prime ri-

spetto alle x ed alle relative 6n-~ e (e quindi anche ri-

spetto a tutti i valori iniziali 0,,, delle funzioni inco-

gnite che vi figurano, nei rispettivi campi (1~)’, (16)"), e

restano nel campo

onde in ogni caso soddisfano alle limitazioni

e a fortiori alle altre

E supposto dimostrato che nel campo (17),(16)~(16)~...)(16)~
gli integrali (t 0, 1, ..., r - 2) dei’ sistemi sono fun-

zioni finite e continue con le derivate prime rispetto alle

x e a tutte le funzioni iniziali relative alle loro funzioni
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incognite, e soddisfano alle limitazioni

e quindi a maggior ragione, per le alle

abbiamo che nel campo

rispetto alle x, 6~-1 , (e quindi anche nel campo (17),
(16)~ (1~)", ... , (1ö)Cr) rispetto alle ed ai valori iniziali di

tutte le funzioni incognite), gli integrali (~ 0, - 1)
dei sistemi B1. sono pure funzioni finite e continue con le

derivate prime, e soddisfano alle limitazioni

onde in ogni caso alle altre

e a maggior ragione, per le alle
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Per 1"=:=n abbiamo appunto quanto volevamo dimostrare:
e vediamo inoltre che gli integrali, restando le x, 0 nei

rispettivi campi (17), (16), restano nel campo (14).
1 il teorema ora dimostrato comprende note

proprietà dei sistemi differenziali ordinari. _

52. - Andiamo ora ad estendere ai sistemi (II) le altre

principali proprietà stabilite nella I parte (§§ 2-6) pei
sistemi semplici.

Possiamo supporre che nei secondi membri delle equa-

zioni del sistema (II) di Darboux che si considera, ed even--
tualmente anche nelle funzioni 0, figurino uno o più para-
metri a, (~t- 1, ;?, ... , v), di cui le f, 0, siano funzioni finite-
e continue in un campo

Se chiamiamo ancora M il massimo valore assoluto delle

z, a) in (1), (2), (18), e 8 il minore dei dne y

avremo subito che nel campo

nelle ipotesi più generali, e se le funzioni 0 sono prefis-
sate e non dipendono dai parametri a,, nel campo

anche gli integrali sono, rispetto ai parametri stessi, fun-
zioni finite e continue : e se nello stesso campo (18) le f, 0
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posseggono anche derivate priine finite e continue rispetto
alle a,, della stessa proprietà godono, nel campo (19) o (20),
gli integrali del sistema.

Distingueremo, ove occorra, con (II)* (vedi n. 5) i sistemi

intermediari di Darboux più generali, in cui i secondi

membri si pensino dipendenti anche da parametri.

53. - Finora abbiamo sempre supposto, per semplicità,
che il punto iniziale sia ma evidentemente è

lo stesso supporre che sia un punto qualunque : o anche

(vedi n. 4), che esso non sia prefissato (ossia che le siano

parametri variabili), purchè resti entro un certo intorno di
un punto fisso (a,).

Ricordando i risultati ottenuti pei sistemi semplici (vedi
~~ 1, 5) abbiamo subito che se le condizioni a) rispetto alle
~ si suppongono verificate nel campo

anche rispetto alle supposte variabili gli integrali sono
funzioni finite e continue con le derivate prime, almeno
nel campo

nel caso più generale : se le 0 sono prefissate e indipen-
denti dalle ~$°~, e non figurano parametri a, in esse o nelle

f, nel campo 
- -



87

54. - Di un sistema (II)* si supponga noto un sistema

integrale particolare z, che soddisfi alle (II)* pei valori ct")
dei parametri estendendo i risultati del § 2, (n. 6, 7) -
abbiamo subito che sotto certe condizioni 1 posto

le z sono i valori, corrispondenti ad 
’

di integrali più generali z (x,, e, ufl)’ finiti e continui

con le derivate prime rispetto a tutti i loro argomenti,
entro certi campi.

Osserviamo infine che nel caso particolare dei sistemi

lineari del tipo (11)*, nel campo stesso in cui i coefficienti

delle funzioni lineari f e le funzioni arbitrarie 0, oppure
gli integrali supposti noti z, sono finiti e continui con le

derivate, lo sono anche gli integrali del sistema, rispetto a
tutti i loro argomenti.

r 
precisamente : che in un campo [r - x;°)[ p l z siano finiteprecisamente: che in un campo siano finite

e continue con le derivate prime rispetto alle x : e che nello stesso

campo rispetto alle x, in campi ~ b per le z, a - al’) ~ a
per le fY..1u, le v f siano pure finite e continue con le derivate prime
rispetto alle x, z, ,
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§13.

Sistemi alle variazioni relativi ad un sistema (II)*.

55. - Anche i risultati stabiliti ai §§ 3, 6 pei sistemi

alle relativi ad un sistema (I)* si possono 

mente estendere al caso dei sistemi (II)*.
Dato un tale sistema, che potremo sempre indicare

il suo sistema alle variazioni generico, relativo all’integrale
(z) che corrisponde alle condizioni iniziali generiche

e ai valori generici a, dei parametri, è il sistema

ove la prima somma del secondo membro è estesa a tutte
le z che figurano nella funzione f ~ i...hs,.... h8, e nelle derivate
dei secondi membri s’intendono, dopo le derivazioni, sosti-
tuiti alle z i corrispondenti integrali (z), e alle (l/L. i valori

prefissati supposti : le (3~ rappresentano nuovi parametri
. arbitrari.

Il sistema (23) è un nuovo sistema del tipo (II)* di 

boux, lineare, e per esso sono soddisfatte identicamente le
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condizioni di integrabilità, in forza dell’ ipotesi che 10 siano

quelle del sistema primitivo (n. 22). Infatti, basta, per ot-

tenerle, applicare a queste ultime lo stesso procedimento 1

che si applica alle equazioni (II)* per ottenerne le relative

equazioni alle variazioni. La condizione d’integrabilità gene-.
rica pel sistema (II)v si può scrivere, essendo i- ed 1 (9-::~ 1)
due qualunque dei numeri 1,2,...,8:

Se a ciascuna z sostituiamo a ciascuna (J.p.,

a~+E~p., e deriviamo entrambi i membri rispetto ad s, indi

poniamo 8== 0, la nuova identità che cos  si ottiene è 

punto la condizione d’integrabilità gener.ica pelativa al sistema

(23) alle variazioni, infatti il suo primo membro non è che
la derivata rispetto ad xhi del secondo membro della equa-
zione generica (23), scritta tenendo conto del fatto che le
z soddisfano alle A)*, e le u alle (23) stesse. 

’ 

,

56. - Dato un sistema supponiamo di aver potuto
determinare le espressioni dell’inteorale corrispondente a

valori iniziali X~O), 0 non prefissati, e a valori non prefissati
dei parametri ape Tali espressioni

i Vedi ~ 3, n. 11, e DARBOUX, des IV, note XI~

pag. 505. 
-
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daranno (vedi 11. 8) generale del sistema A* sup-
posto. Ora se a ciascuna delle (35) sostituiamo la sua varia-

zione prima, ottenuta facendo variare le arbitrarie conte-

nute nel secondo membro, otteniamo (vedi n. 19) l’integrale
generale del più generale sistema alle variazioni corrispon-
dente al dato sistema. Precisamente, indicando (come al

§ 3, n. 11) con

i valori variati delle arbitrarie, abbiamo

Se in ciascuna di queste diamo il valore iniziale alle

variabili prineipali relative alla u che è al primo membro,
(ossia alla corrispondente z~, ne otteniamo (come al 9 6,
n. 19, 20) 1 e relazioni che legano i valo1’"i iniziali da assegna1’"e

alle variazioni, con le funzioni ’4J e i 
che determinano il modo di delle 



PARTE TERZA.

Nuova dimostrazione del teorema d’esistenza

e d’unicità pei sistemi intermediari di Darboux.

Estensione a sistemi più generali.

~ §14. ,

Nuova dimostrazione del teorema di esistenza e unicità
1 

per un sistema (II).

57. - Daremo ora una nuova dimostrazione del teorema

generale enunciato al § 7 (n. 23) per un sistema del tipo
(II) : notevole soprattutto per la possibilità, che presenta,
di una facile estensione a sistemi più generali (§§ 15-1 ( ).

Consideriamo dunque il sistema generico

Come al § 7, supponiamo per ui-t tale sistema soddisfatte
le condizioni (3) (n. 22), e al posto delle a), invece, le altre

(più restrittive): 
_

a’) Le funzioni f’ dei secondi membri siano funzioni

finite e continue, e ammettano tutte le derivate parziali di
ordine (complessivo) ~ n, prese rispetto ad un certo nu-
mero {~ 0) di variabili indipendenti, tutte diverse tra loro
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e da quella rispetto a cui è presa la derivata che è al prima,
membro, e inoltre, rispetto ad un eerto numero (:2:: 0) delle

funzioni incognite che figurano in esse.

Se consideriamo le x come contenute nelle f anche in1pli-
citamente per rmezzo delle z, ciò equivale a supporre che
si possa prolungare il sistema per derivazione successiva

fino ad ottenere, da ogni equazione che dà una derivata

di una funzione incognita zi, le equazioni che ne dànno
7 
tutte le possibili derivate principali miste, prese rispetto
a variabili tutte distinte, una delle quali sia la fino

all’ equazione- che dà la

58. - Ciò premesso for miamo, con la derivazione suc-

cessiva, per ciascuila z, le equazioni che ne dànno tutte le
derivate principali seconde, terze, .... n"’/° miste: (d’ora in poi,
per brevità, diciamo dei-ivate miste le derivate delle funzioni

incognite prese rispetto ad un certo numero di variabili

indipendenti, t1"a loro distinte). Nei secondi membri delle

equazioni cos  ottenute sostituiamo successivamente alle

derivate principali che vi appaiono le loro espressioni, date
dalle equazioni già scritte, fino a che non restino nei se-
condi meznbri che derivate parametriche. In altri termini,
calcoliamo le espressioni ultirne 1 di tutte le derivate prin-
cipali miste: le quali, essendo il sistema (II) ortonomo e

compatibile 2 in forza delle ipotesi a)’, (3), sono uniche e

determinate) qualunque sia 1’ ordine in cui si eseguono le

successive derivazioni e sostituzioni.

Riunendo tutte le equazioni cos  formate e quelle del

Vedi Ryum:R, 1. c. pag. 215. Introd. II, pag. 12.
~ Intiod. II, pag. 12.
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sistema primitivo (II), abbiamo un sistema P, delI’ ordine,

~z, equivalente al sistema (II) stesso, e insieme ad esso or-

tonomo e compatibile. Le sue equazioni, a seconda del loro

-ordine, si potranno dist,ribuire in n gruppi

in Rr essendo contenute le equazioni che dànno le espres-
sioni ultime di tutte le derivate l"me principali miste. Il

gruppo J?i coinciderà col sistema (II) primitivo.
ù evidente che dimostrare l’e-sistenza e unicità

degli del che soddisfano alle condizioni

iniziali 
,

ossia, che prendono valori assegnati ad arbitrio sui rispet-
tivi spazi parametrici di massima dimensione, perchè ciò
risulti provato pel sistema (II) proposto. (Anche per le fun-
zioni 0 supporremo ora 1’ esistenza di tutte le loro derivate

miste).
Entro ciascun gruppo R, di equazioni R, dell’ ordine

:m ., 2,...,n), separiaao gli 
(:) 

sistemi parziali formati

dalle equazioni che dànno le derivate

essendo una qualunque combinazione semplice della
classe i- dei numeri 1, 2,...,n. Le funzioni incognite che 
reranno nei primi membri di tali equazioni saranno tutte
e sole quelle che hanno almeno una tra

le loro variabili principali.
Nei secondi membri potranno figurare, direttamente o
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per mezzo di loro derivate parametriche (di ordine com-

plessivamente inferiore e singolarniente - cioè rispetto
alle singole variabili - non superiore a quello della deri-

vata che è nel 1.° membro), oltre alle funzioni che figu-
rano nei primi membri, anche altre funzioni incognite, che
non hanno alcuna tra le loro varia-

bili principali: se nelle equazioni in considerazione poniamo

(supponendo qui di nuovo, come al § 7, il punto iniziale

nell’ origime), queste ultime funzioni incognite si riducono,
in forza delle a), a funzioni note delle rimanenti.

Dunque il sistema parziale generico, tra gli (n ) j otte-
r

nuti nel modo detto da diviene, con la posizione (2),
un sistema I,. che ha per fun-

zioni incognite i valori, coordinato (2), di tutte e

sole le funzioni incognite di (II) per le quali tale spazio
è principale : e per ciascuna di esse contiene Una e una sola

equazione, che ne dà Ia 
x ; 

al 
r- 
x ; 

espressa in fun-axi,axi, ... éxi,
zione delle x, e dei valori su q nell’ Br dclle z e di loro deri-
vate parametriche di ordine complessivamente inferiore e

singolarmente non superiore. In altri termini tutti i sistemi

Ir appartengono al tipo

ove

ed (j~j.¿...jÎ") è una qualunque combinazione della classe r/
di (i~ i’2... ir).

. 
Diremo iperbolici questi sistemi (3), evidente gene-

ralizzazione dei noti sistemi di equazioni iperboliche del

2.o ordine. Tali sistemi (3) sono stati oggetto di svariati
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stu,li ’ : è noto ehe « entro un certo campo, interno a quello
in cui é assicurata Zcc continuità e la de&#x3E;.irabilità clei secondi

almeno alle ul e alle loro che vi 

essi arnmetLono un solo sistema integrale, tale che

(nello spazio S, ciascuna z si riduca, su
ciascuno degli a valori

assegnati in funzione delle rimanenti variabili ».

(Ai sistemi i (3) stessi i è stato anzi e s t e s o 3 il metodo di

Picard,4 (delle approssimazioni successive), che dà il modo

di ottenere le effettive espressioni degli integrali sotto

forma di serie convergenti in egual grado, e nel caso lineare
il metodo del Riemanu,v basato sulla considerazione del

sistema aggiunto). 
’

Nel caso particolare dei sistemi I,., le condizioni del teo-
rema ora citato sono soddisfatte, in forza delle (’).

i Vedi ad es. tre memorie di BIANCHI (Atti della R. Accad. dei
Lincei, vol. IV (1895), pag. 8, 89, 133) e tre di NiccoT,ETTI (id. pag.
197, 330, e negli della R. Accad. delle Scienze di Napoli, vol.

VIII, serie 2a, n. 2, 1895), la niemoria « Sull’ estensione dei metodi
di Picard e di Riemann ad una classe di equazioni a derivate par-
ziali &#x3E;&#x3E;. In quest’ ultima memoria l’A. studia una classe di sistemi

assai più generali, che comprendono i sistemi (3): mentre le me-
morie prima citate riguardano equazioni e sistemi di equazioni, che
rientrano nel tipo (3).

2 Vedi NiccoLETTi, memoria ora citata, n. 6. Precisamente, è nel
caso lineare, per la dimostrazione dell’ unicità che l’A. richiede
Il applicabilità del teorema degli accrescimenti finiti alle funzioni

dei secondi n2embri, considerate come funzioni di tali argomenti, e
quindi la derivabilità rispetto ad essi.

3 Vedi per queste estensioni le memorie ora citate di BIANCHI

e di NICCOLETTI.

~ 

4 Nota I del t. IV della Théorie (les di DARBOUX - l

~ 1890.
5 t. VIII, GÖttingen Abha dlitgen, 1860. Vedi DARBOUX, Théo14ie

des t. II, Chap. IV, png. 71-98.
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59. - Vediamo ora come, supposta, per un momento

dimostrata l’ esistenza degli integrali cercati del sistema ~,
soddisfacenti alle a), ne segua la loro e insieme

1’ indicazione di un procedimento pel loro calcolo effettivo.
Osserviamo nel punto iniziale, ossia nell’ origine, per le

r~) tutte le z sono note: in particolare sono note le condi-
zioni iniziali i,) pei sistemi (differenziali ordinari) It. Sotto
tali condizione l’ integrazione di questi sistemi dà i valori

di ciascuna z lungo tutti i rispettivi assi coordinati prin-
-cipali : lungo i rimanenti (parametrici) esse sono già note,
per le a). Ottenuti cos  i valori delle z lungo tutti gli assi,
restano fissate le condizioni iiiiziali i~) per tutte le equa-

zioni dei sistemi 1:,: che integrati dànno i valori delle z

sui loro piani principali, ossia sui piani, sui quali esse non
erano già assegnate dalle a).

E allora, note le z sw tutti i piani coordinati, restano
, fissate le condizioni iniziali i3) pei sistemi 13.". Si comprende
bene come si possa proseguire, e giungere alBne a deter-
minare un sistema d~ funzioni

che sotto condizioni iniziali in) date in parte dalle a), in

parte dalla integraziône delle risolvono il sistema In,
(o, che è lo stesso, il sistema 

Le (4) soddisfano alle a) stesse, e siccome le successive

operazioni ora indicate per ottenerle sono tutte a risultato
unico e determinato, abbiamo senz’ altro che se esiste un

-sistema delle R (e quindi delle (II) ) soddis facente alle
a), esso coincide necessariamente col sistema (4).í

~ Infatti ogni eventuale sistema di soluzioni delle R, soddisfa-
centi alle a), deve soddisfare anche a ciascuno dei sistemi I, , sotto
le stesse condizioni iniziali Vedi analoga dimostrazione al n. 41.
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Cos  è provata la prima parte del Teorema enunciato

gal § 7, quella relativa all’ unicità degli integrali : e non resta
che a provare, che le (4) soddis fano in effetto a tutte le equa-
zioni di R, perchè anche l’ altra parte, relativa all’ esistenza,

~ 

risulti di nuovo dimostrata. 

60. - Introduciamo, per semplicità di parola, ancora
una convenzione (in aggiunta a quelle note di Méray, Riquier,
Bourlet ~ t e a quelle qui poste al § 10, n. 37). 

,

Diremo che per una equazione di R, e in generale, di
un qualunque sistema risolto rispetto ad un certo numero
di derivate, è principale ogni spazio coordinato che contiene
tutti gli assi relativi alle variabili rispetto a cui è presa la
derivata che è nel 1.° membro, pa1ametrici tutti gli altri:

per una funzione incognita in ogni tale sistema diremo che
,è _principale ogni spazio tale per una (almeno) delle equa-
zioni del sistema che ne dànno le derivate principali,2 _para-
metrici i rimanenti.3

Ciò posto : per ora sappiamo soltanto che gli integrali
(4) soddisfano alle Rr, relative ad un certo gruppo 

variabili, quando sono poste 0 le rimanenti, ossia sul rela-
tivo coordinato principale.

Per dimostrare che in una regione dell’ ,Sn tali integrali
soddisfano a tutte le equazioni di R, ci varremo del pro-
cedimento per induzione: mostreremo che non soltanto essi

soddisfano alle R1 sui relativi 81 principali, ma alle sui

~ 

i Introd. II pag. 8. 
~ in altri termini, ogni spazio che contenga tutti gli assi relativi

ad una (qualunque) delle sue derivate principali.
3 Nel caso particolare dei sistemi di DARBOUX questa definizione

.coincide con quella data al ~ 10, n. 37.

,4nn. S. -Y. , 7
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relativi s_: poi che se si suppone che soddisfino alle 
sui relativi Br principali, ne segue che soddisfano alle

1~,, ~~, ~ ~ ~ sui relativi ~r+1: onde risulterà appunto
che soddisfano a tutte le R in Sn’

L’ equazione generica di ~(~==1,2,...~) si può indi-
care brevemente:

In questa, almeno uno dei numeri i~ i~ .. , i~ dovrà essere

eguale ad uno dei numeri relativi alle variabil  princi-
pali xh della z che è al primo membro.

Ora - inteso per un momento che le z rappresentino
funzioni qualunque delle x, purchè finite e con tinue con

le derivate miste fino all’ ordine n - poniamo (v. n. 3õ)

Se in queste al _posto delle z poniamo gli (4) ab-
biamo .identicamente, posto (n. 35)

61. - Ciò posto, deriviamo la generica

rispetto ad un’altra variabile qualunque avremo, (distin-
guendo momentaneamente con z, z* le funzioni incognite
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che non hanno od hanno la Xi2 tra le loro variabili prin-
cipali), 

ossia, con notazione evidente

Ma d’ altra parte è

ove le f* indicano i secondi membri delle equazioni di (II),
9

(ossia di R1) che danno per la stessa co-
UXi2

struzione di -R, in delle equazioni di si

deve avere

se indica una qualunque delle rimanenti variabili,
escluse le 

Sottraendo, membro a membro, dalle (8) le (9), abbiamo

ossia

dove le A sono funzioni delle x, z, e delle loro derivate

prime parametriche, e la somma è estesa a tutte le 
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aventi xí, 2 tra le loro variabili principali, che figurano
nelle F’,),: infatti nelle nostre ipotesi sono applicabili le

formule degli accrescimenti finiti ai secondi membri delle

(8). Ma le differenze

sono, per le (5), le relativ e alle funzioni stesse 

Dunque si deve avere

Se in queste formule poniamo per le z gli integrali (4),
e facciamo poi 

, 

o

essendo per le (7)

1

otteniamo infine le equazioni

(ove le A indicano funzioni note alle quali
possiamo associare le altre, ottenibili in modo del tutto

analogo, scambiato con i1,

A queste equazioni (13), (13)*, le Q’) relative alle equa-
zioni che dànno la derivata rispetto 1 (o ad x i 2) di
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una qualunque delle funzioni incognite che hanno x i 1

tra le loro variabili principali, debbono soddisfare
in conseguenza della stessa definizione (5), e del fatto che
in esse si sono posti gli integra.li (4) di calcolati nel

modo indicato. Per ogni possibile coppia (i~ i~) le (13), (13)*
formano un sistema lineare omogeneo del 1.° ordine, del tipo (I)
di Darboux, onde applicando il teorema di esistenza e uni-

cità indicato al § 1, e ricordando che per le (7) è identi-

camente

abbiamo che è anche identicamente

cioè che le R~ sono in effetto soddisfatte dagli integrali (4)
non soltanto sui rispettivi assi principali ma’anche sui piani
(coordinati) che passano per tali assi, ossia appunto su tutti

i loro _piani principali) come lo sono (per le (7)) le ~z.

62. - E ora supponiamo provato che- gli integrali (4)
stessi soddisfino alle R~, ... ~r su tutti i rispettivi Sr
coordinati principali. Se deriviamo le S~t,; ~ i ~...gr rispetto alla

variabile generica scelta tra le rimanenti (escluse
le e confrontiamo con la corrispondente

, abb aino subito una formula analoga alla (11)*,1" 1 ’ 2 " " r í,-r i
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ove j, j, ...jr’ indici (0 --- 1~’ c r - 1) comunque

presi tra la prima somma è estesa a tutte le zi,

rispetto alle quali (dopo la derivazione eseguita rispetto
nei secondi membri delltt equazioni ottenute sono

apparse derivate principali.
Per le (5) le (14) possono scriversi :

In queste poniamo al posto delie 2; gli integrali (4), e

poi facciamo

in forza delle 7) esse di varranno

Notiamo che in queste equazioni (16), (i~ i~ ... ir) è una

qualunque combinazione della classe p degli indici 1, 2, ...,n:
mentre ir+, è uno qualunque degli indici rimanenti. In altri

termini, (i~ io¿... è una qualunque disposizione della

classe 1+ degli indici l, 2, ... n, conlSiderandosi _però come
distinte due di tali dispo8i---ioni solo ae pei- 

lettera.

Nei secondi membri delle (16) in generale figureranno
alcune Q’B con ~~~: perciò agginngiamo alle (16) steise
tutte le equazioni, analoghe alle (15), che si ottengono de-
rivando una qualunque rispetto ad (ove 
è una qualunque combinazione della classe t (t- 1,2... r-l)
degli indici (i,, z=,..., ~r, ir+t), e j,+, è un indice scelto ad ar-
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bitrio tra runanenti) : ponendovi poi per le z

gli integrali (4), e infine facendovi ~; r~, ... ~ ~"

Le (16), (17), scritte’ per ciascun gruppo determinato di
~-{-1 variabili osserva preced.)

un sistema ed omogeneo del tipo (I) di 
boux : ora per le (7) è identicamente ,

. "

e per l’ipotesi fatta, che gli integrali (4) soddisfino anche
alle (come alle su tutti i loro S, coordi-
nati principali, abbiamo anche

perchè 1’ Sr (~~=~,~:=:...:=r~.:=0), contenendo l’8,

(X i t+i -- X) 

per la corrispondente equazione di Pit, è pure principale
per essa. D unque su tutto r~~(~,~=~...===,r~:=:0) le

à stesse sono identicamente nulle, e ciò dimostra che le

sono, come le soddisfatte dagli integrali
(4) su tutti i loro coordinati principali.

Per quanto abbiamo già osservato, ne segue che anche
il teorema di esistenza è cos  pienamente d2mostrato.

, 63. - Questa seconda dimostrazione, come la prima, dà
subito (come già risulta da quanto si è detto al n. 59) un
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metodo per risoluzione di un sistema (II) : precisa-
mente indica come si possa ricondurre l’ integrazione del

sistema (II) a quelle di sistemi 7i,~,...,~ del tipo iperbo-
lico (3), degli ordini 1, 2,..., n t, ad l, 2,..., n variabili.

Però ~ applicazione di questo metodo non risulterà in

generale opportuna nella pratica, in quanto l’ilitograzione
di un sistema iperbolico, (ad es. col metodo delle approssi-
simazioni successive), per n &#x3E; 2 è in generale assai più dif-
ficile e laboriosa di quella di un sistema semplice di Dar-
boux con lo stesso numero di variabili.

Poi questo metodo richiede il successivo calcolo di’ o-

gnuna delle z sue tutti i suoi S, (1 rn) coordinati prin-
cipali, mentre gli altri metodi indicati al § 10 richiedono

(vedi n. 42) soltanto il calcolo successivo di ciascuna z su

spazi, di dimensione sempre maggiore, contenenti lo spazio,
coordinato di massima dimensione, su cui la z è

assegnata dalle condizioni iniziali, e delle x..

Pure è degno di nota il legame cos  messo in luce tra

i sistemi di Darboux e i sistemi iperbolici, che dividono

con essi la notevolissima proprietà di ammettere classi molto
vaste di soluzioni in ipotesi e sotto condizioni iniziali anche non
anaZitiche. 

Nei §§ successivi studieremo sistemi più generali, che

comprendono appunto queste due classi di sistemi come,

casi particolari.

1 
e quindi ad applicazioni successive del metodo di Picard, o

anche, se il sistema (II) è lineare, del metodo di Rieinann. Vedi la

memorie già citate (n. 58) di BiANcHi e di NICCOLI1JTTI, in cui tali

metodi sono estesi ai più generali sistemi iperbolici.
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~ 

§15.

Estensione del teorema di esistenza e d’unicità.

a sistemi più generali (III).

64. - Dato un sistema (II), (pel quale valgano le a’), {3)
dei §§ 14, 7), supponiamo di avere costruito per esso (nel
modo indicato al § precedente) il relativo sistema R, co-
stituito da equazioni ~1, R~, ... , Iin, degli ordini l, 2 , ... , n.
Possiamo disporre tali equazioni in un quadro T, ponendo
nella stessa verticale ~°~‘~ (ad es. dalla sinistra) le equazioni
appartenenti ad Rr, ed in uno stesso gruppo (lmo) di oriz-

zontali consecutive tutte le equazioni Ti che danno deri-

vate (tutte le derivate principali miste, ossia prese rispetto
a variabili tutte distinte, fino all’ ordine n) di una stessa

funzione incognita zl. Il quadro avrà cos  n colonna, ed m

gruppi di 
Le equazioni, di una stessa colonna o di colonne diverse,

appartenenti ad uno stesso gruppo sono tra loro legate
da determinate relazioni, le condizioni di compatibilità : pre-
c samente, tutte le espressioni ultime di ciascuna derivata

cardinale) 1 ossia, per la particolare forma del sistema R,
di ciascuna derivata principale mista (2 ~ r ~ n), otta-

nibili dal sistema stesso (o direttamente, o per derivazioni
e conseguenti sostituzioni) debbono identicamente coinci-

dere. Oltre a ciò, i secondi membri di I~ godono anche di
altre proprietà, di continuità e derivabilità rispetto ai loro

1 Vedi Introd. II, pag. 8: -Pbiqttie - !.e. pag. 174. ,
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vari argomenti, conseguenze immediate delle ipotesi 
fatte sul sistema (II). ,

Ora è evidente che possiamo anche supporre dato a

prioi-i un sistema R dello stesso tipo, pel quale valgano le
le stesse propriPtà ora accennate: tutto ciò che si è detto

pel sistema dedotto da (II), si potrà ripetere senza alcun
mutamento. Poste le equazioni di tale sistema jR in un

quadro T, nel modo indicato, assegnate ad arbitrio le con-
dizioni iniziali a) (vedi n. 28), ~ integrazione delle equazioni
contenute nelle successive colonne (eseguita sui rispettivi
spazi principali di minima dimensione, sotto condizioni date
o dalle cx) o dalla integrazione delle equazioni della rela-

tiva colonna precedonte), dà, come risultato finale, uno e un
solo sistema integrale di R.

65. - Ma di piÙ: possiamo considerare i sistemi R’ di

tipo assai più generale, che si ottengono da un tale sistema
R nel relativo quadro, T, in modo un

numero qualunque (&#x3E; 0) di equazioni, con la sola condizione

che ognuna delle funzioni incognite resti nei membi-i

almeno una derivata : e notate, (il che è immediato), le pro-
prietà caratteristiche del sistema residuo R’, proporci anche
a un sistema dello stesso tipo

dove

(i, i~ ... iT) è una qualunque combinazione (semplice) della

classe r dei numeri 1,2,..., n, indipendente dall’ indice 1 (a
differenza di ciò che accadeva pei sistemi (iperbolici) (3
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del § in cui per ogni funzione incognita si aveva una.
ed una sola equazione): (}j...jr-t) è una qualunque eOffi-

binazione (semplice) della classe r -- t dei numeri i~ i! ... in

colla condizione però che 1~, derivata 
1

sia 

ramet1"ica per la funzione z,, nel sistema :

2) le funzioni f,il....f dei secondi mernbri sono ’Suite ø
continue e ammettono tutte le derivate parziali di ordine

(complessivo) ~~2013r-~-1, prese rispetto ad un certo nu-
mer.o (~ 0) di variabili indipendenti distinte tra loro e

dalle x i 1, az i ~, ... , ~ ~,., e ad un cerLo numero (pure ~ 0) di

funzioni z e di loro derivate parametriche, contenute in

esse.

Ogni sistema (III) è (Infatti esso è risolto

rispetto ad un certo numero di derivate, non contiene deri-
vat,e principali i nei secondi i menibri : e basta assegnare alle

variabili indipendenti e alle funzioni incognite ’t,Gr2 solo si-

stema di quote, tutte eguali ad 1 per le prime, allo zero

per le seconde, (il 1 che porta di conseguenza, clie la quota
di ogni derivata risulta eguale al suo ordine), per verificare
che le quote dei primi membri risultano tutte superiori
alle quote dei secondi). Ma supporremo, di più, che i sistemi

(III) presi in considerazione siano compatibili,’ cioè, che per
essi : 

’

3) siano identiche, nelle x, nelle z e nelle loro derivate 

metriche, tutte le espressioni ultime ottenibili pep le derivate

cardinali.,3

1 RiQuiPR, 1, c. pago 202. Introd. II, pag. 10.
~ Introd. II, pag. 13.
3 Ciò porterà a limitazioni circa le x e le loro derivate che pos-

gono effettivamente figurare nei singoli secondi 
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66. - Pel sistema particolare P’, dedotto da I~ nel modo

detto, valgono (per le ipotesi fatte su (II) o su ~) le 1),2),
ma in generale non sono veriticate tutte le condizioni di

compatibilità 3). pur essendo coinpat,ibile R.
Infatti se entro il complesso delle condizioni di compa-

’ 

tibilità relative ad prendiamo quelle che si riferiscono

alle equazioni di R’, vediamo che esse sono costruite te-

nendo conto (in generale) anche di alcune delle equazioni
soppresse. L’ipotesi che h’ sia compatibile è più restrit-

tiva dell’ ipotesi di compatibilità delle sue equazioni entro

R, (tra loro e con le r1nlanent,i): ma possiamo sempre sup-
porre che il sistema .IP godesse anche di questa particolare
proprietà, che entro esso le equazioni di fossero com-

patibili anche se considerate a parte, indipendentemente
dalle rimanenti. 

’

In questa ipotesi è possibile, in uno e in un sol modo,
pel sistema R’ pletai,-e verso dest--a il relativo quadro T,pel sistema R’ il relativo quadro T,
ossia ricostruire quelle, tra le equazioni soppresse di R, i

cui primi membri sono rimasti anche per Iv’ derivate prin-
cipali. Ma anche per un qualunque sistema (III) dato a priori,
e dotato delle proprietà indicate, 1), 2), 3), (in particolare,
compatibile), è possibile in uno e in sol modo, disposte le sue

equazioni in un quadro T costruito nel modo indicato poco
sopra per ~, completare il quadro verso destra, fino a for-
mare tutte le equazioni che dànno le espressioni ultime

(uniche) delle derivate principali miste di tutte le funzioni

incognite. 
_

È inutile proseguire in questo raffronto : si comprende
come sia lecito limitarsi allo studio di un sistema R’, con
1’ avvertenza di non usufruire delle sue eventuali proprietà,
che abbiano relazione con le equazioni di R soppresse;
i risultati che cos  si otterranno saranno integralmente
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validi per un sistema (III) qualunque (sempre nelle ipotesi
sopra indicate).

Nel quadro relativo ad ~’, completato nel modo detto,
resteranno in generale, rispetto al quadro primitivo, alcune

lacune, corrispondenti a derivate principali che sono dive-
nute parametriche. A ciascuna di queste derivate corrispon-
derà uno spazio coordinato, che era principale per la rela-
tiva funzione incognita, ed è divenuto parametrico. Nella

integrazione del sistema R, (effettuata nel modo indicato

al § prec.), ciascuna equazione serve appunto a dare il va-

lore, sul proprio spazio coordinato principale di minima

dimensione,l della funzione che figura nel suo primo mem-
bro : i valori su tutti gli spazi coordinati parametrici sono
invece assegnati dalle condizioni iniziali c~). Si presenta
quindi come naturale il sostituire a ciascuna equazione sop-
pressa, in aggiunta alla a), una nuova condizione iniziale per
la z corrispondente: precisamente, assegnare i valori delle

z2 anche sui nuovi spazi parametrici.
Cosicchè, riunendo le nuove condizioni alle a), verremo

ad assegnare i valori di ciascuna z su tutti i spazi
. parametrici di dimens2one massima, ossia non contenuti in

altri spazi parametrici : naturalmente sotto la condizione

che se due o più di questi spazi hanno qualche spazio a

comune, i valori siano dati in modo cornpatibile, cioè negli
spazi subordinati comuni risultino dati in modo unico.

Sotto le nuove condizioni iniziali, se supponiamo per
-un momento che pel sistema h’ (supposto compatibile) sia

i lo spazio individuato dagli assi relativi alle sue variabili di

derivazione.
2 al solito, come funzioni finite e continue, e che ammettono

tutte le derivate miste (vedi n. 58).
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ancora valido il teorema di esistenza degli integrali, ne dedu-
ciamo subito l’unicità, e insieme vediamo come essi possano,
in effetto, venir calcolati: non c’è che da applicare lo stesso
metodo indicato al § prec. (n. 59) pei sistemi R.

Infatti le nuove condizioni iniziali dànno appunto ciò

che occorre aggiungere al risultato della integrazione delle

equazioni della colonna (i- - 1)’»’ (r -- 2,3, .... ii) del

relativo quadro T, per determinare le condizioni iniziali

per quelle (1-~’,.) della Gli integrali (unici) (z) che cos

si ottengono per coincidono con gli integrali - sup-
posti esistenti - di R’.

8Ia anche il teorema di esistenza è ancora valido : la

dimostrazione (per induzione) data al § precedente pei si-

stemi R si può infatti ripetere senza modificazioni sostan-

ziali, perchè, come è facile constatare, in tale 

data per un sistema R, non 8ono effettivamente inti-odotte le

particolari proprietà di R che lo distinguono da R’, ossia -

sostanzialmente è la stessa cosa - da un qualunque sisten2a

(III) (compatibile, e supposto prolungato (vedi 11. 58) fino
all’ ordine nl.

67. - Possiamo dunque enunciare il Teorema : « Ogni
sistema alle de),ivate [di ordine  n, ad n variabili,

m funzioni incognite tipo

i E nelle nostre ipotesi, i valori che di ciascuna z si ottengono
sopra un qualunque Br principale sono compatihili con quelli asse-

gnati ad ai-bitrio su un qualunque spazio parametrico che abbia con
esso uno spazio a comune : infatti questo spazio comune non potrà
essere che parametrico. 

’
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sotto le ipotesi 1), 2), 3) del 11. 65 (ed essendo indicato dalle

1) stesse il significato dello notazioni) ammette uno ed un
solo sistema tale che ciascuna funzione incognita as-
suma valor’i assegnati ad arbitrio 1 (in modo compatibile) su
tutti i rispettivi spazi coordinati di massima di-

mensione 

E gli integrali si ottengono mediante la successiva inte-

grazione di (n ) ) sistemi differenziali ordinari, deI 1°i

ordine, 2 ) sistemi iperbolici a 2 variabili, del 20 ordine...
(n) sistemi iperbolici ad r variabili, dell’ordine 1’.., n =1sistema iperbolieo ad n ... n: nsistema iperbolico ad n variabili, dell’ ordine ft: integrazioni
tutte eseguibili col metodo di Picard, e nel caso lineare,
col metodo di Riemann.2

68. - I sistemi (III) conipi-endono in _particolare i sistemi
di (11), e i sistemi iperbolici (3) di qualunque oi-dine

(vedi osserv. alla fine del § prec.) : anzi comprendono anche
una classe più vasta di sistemi, di cui i sistemi (3) non

sono che un caso particolare, e che rientrano alla loro volta
in sistemi assai più generali, studiati dal Niccoletti.1

1 Le funzioni iniziali però dovranno essere i nite e continue e

ammettere tutte le derivate miste (n. 58).
~ Vedi nota al n. 63.
3 Vedi la memoria già citata (nota al n. 58) negli Atti della R.

Accad. delle Scienze di Napoli, vol. VIII, 1895. I sistemi in parola
sono i sistemi (III) pei quali di ogni z figura, nei primi membri,
una e una sola derivata, e inoltre gli ordini di derivazione di tutte

le derivate di una funzione incognita die figurano nei secondi mem-
bri siano non superiori singolarmente, ed inferiori complessivamente,
o quello dell’ unica derivata di essa che figura in un primo inembro.
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~ 16. 

Esempi su F applicazione della precedente teoria.

69. - Diamo qualche esempio per chiarire la portata e .

il significato delle considerazioni svolte nel precedente §.
Anzitutto, dato un sistema h (Il. 58) e soppresse alcune

sue’ equazioni, vediamo come in effetto si possono assegnare
nuove condizioni iniziali che ne tengano il luogo/ i

Sia n 3: figuri in Ri, rispetto ad una data funzione

incogn taz, una sola equazione che dia la -2013: ciò signi-
a x,

fica che per la z è principale 1’ asse delle x,, i piani che
’ 

la contengono, e naturalmente 1"Sg. In R, figureranno le

equazioni che dànno in .~~ quella che

- dà Relativamente a zt la condizione iniziale sarà,

che sia assegnato il valore z~l~ ( (zl)~~~ Jo~), valore di z sul
piano xi - 0. In particolare risulteranno noti i valori

Z(U8B Z(13):- integrando le R1 sui rispettivi assi principali
si otterrà (in particolare) il valore integrando le ~2
sui rispettivi piani principali, i valori z (2), Z(3B e infine in-

tegrando le 1’ espressione cercata della z. Ora soppri-

miamo, in R, le equazioni che danno e sup-

poniamo che le rimanenti siano ancora tra loro compati-
bili : risulteranno allora, per z, parametrici tutti gli assi

1 
i Agli effetti della determinazione di integrali che abbiano lo

stesso grado di generalità. ,
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coordinati, e i piani basterà dunque assegnare i
valori Z(3), Z(1), (in modo compatibile, ossia in modo che cal-
colando da ciascuno di essi il valore si ottenga lo stesso

risultato) su tali piani, che complessivamente contengono
tutti gli assi.

Essendo allora noti in particolare i valori Z(12), Z(32), sa-

ranno determinate le condizioni iniziali occorrenti, relati-
’ 

vamente alla z, per integrare le R2 sui rispettivi piani prin-
cipali : questa integrazione darà il valore z~’~, e noti cos  z(’),

.z~=~, Z(3B avremo quanto occorre e basta assegnare - relati-

vamente alla z - per integrare le Rs.
.

70. - In secondo luogo, mostriamo come si applichi il
teorema del n. 67 per determinare 1’~arbitrarietà delle solu-

zioni di un sistema (III). Per questo basta stabilire, per
ciascuna z, quali sono i relativi spazi coordinati parametrici
di massima dimensione. Procedendo per via d’ esclusione, si
cercheranno dapprima gli spazi parametrici, ossia gli spazi
coordinati che non contengono alcuno degli spazi coordi-

nati principali di minima dimensione ad essa relativi: poi
tra di essi si prenderanno quelli che non sono contenuti in
alcun altro di essi. 

~

Ad es., di una z sia data soltanto (dal sistema (III) ) la
. spazi parametrici sono tutti gli spazi che

,ax, XJ aXl aX4 
*

non contengono 1 84 (xi x, XS x,) : in particolare i quattro
iperpiani x~==O, x, -- 0, x3 -- 0, x4 0, di cui ciascuno non
è contenuto in altri spazi parametrici, e che invece con-

tengono (complessivamente) tutti gli altri: onde i valori
i

iniziali da assegnare per z saranno :

Ann. S. 7~.
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Siano invece date, di una z, le

vediamo che per determinare gli spazi parametrici bisogna
escludere tra gli spazi che contengono gli assi x,, x~,...,x~,
- quelli che contengono l’asse delle xg, o i piani 
o lo spazio 83 Si trovano cos  4 spazi parametrici
di massima dimensione: precisamente, gli Sn-3

e corrispondentemente si ha che di quella z bisogna e basta

assegnare i valori i

(sempre, s’ intende, in modo compatibile, cosicchè ad es. i

valori sull’asse delle X3, calc’olati servendosi dei valori asse-

gnati sui tre 8,,-, che lo contengono, risultino gli stessi).

71. - Diamo infine due semplici esempi della forma-
zione del quadro T per la integrazione di un dato sistema
del tipo (III).

Sia da integrare il seguente sistema (che supporremo
compatibile) :
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I valori iniziali da assegnare sono:

E il quadro T - (in cui abbiamo già posto 0, in
ciascuna equazione, le variabili relative ai suoi assi para-

nletrici) - è il seguente :
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Per le espressioni ottenibili sono due, ma

esse debbono coincidere, per le condizioni di compatibilità.

Nella 2." colonna abbiamo tre sistemi arziali «’) =3).p 2 /

72. - Come secondo esempio diamo il sistema (in due
funzioni incognite, a 4 ’variabili indipendenti) :

Vi è una sola condizione di compatibilità da verificare :

l’eguaglianza identica delle due espressioni ultime dell’unica

derivata cardinale che si possono ricavare,

rispettivamente, dalla seconda e dalla terza equazione del
sistema. Si verifica subito che tali espressioni sono in ef-

fetto identiche, nelle x, nelle z e nelle loro derivate para-
metriche. Dunque si potrà procedere alla integrazione col
metodo indicato.

Come condizioni iniziali, si dovranno assegnare i valori,

(in modo compatibile). ,

Si formerà il quadro T:
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poi in ciascuna delle equazioni PT si porranno 0 le varia-
bili che non figurano nella derivata che è al primo membro
ottenendo cos  un sistema Il,4 sistemi I2, 4 sistemi 131 un

sistema 14.

§ 17. 
"

Riduzione di un sistema (III) ad un sistema 
’

di Darboux equivalente.

73. - Dato un sistema (ll~) del tipo (III), possiamo facil-
mente un sistema (N), del tipo (II) di Da1i-

boux, ad esso equiualente, intToducendo come nuove fui2zioni
incognite tutte le derivate (Intendiamo, qui e nel

seguito, di parlare sempre esclusivamente di de1’ivate miste,

rispetto a tutte distinte 

Poniamo dunque

(ove col 1.0 membro indichiamo la derivata parametrica
generica del sistema (~)).

Consideriamo le funzioni incognite stesse come derivate

parametriche di ordine zero. A ciascuna derivata parame-
trica di ordine i- corrisponde uno spazio coordinato para-

metrico, dimensioni, contenente gli 7? assi relativi alle

sue variabili di derivazione : per le funzioni incognite tale

spazio si riduce al punto iniziale, ossia all’ origine.
Formiamo, di ciascuna derivata parametrica, ossia di cia-

scuna delle nuove funzioni incognite, la derivata rispetto
a ciascuna delle variabili corrispondenti agli assi coordi-
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nati non contenuti nel relativo spazio parametrico, (ossia,
distinte dalle sue variabili di derivazione). La derivata ge-
nerica cos  ottenuta, sarà, a meno delle notazioni, una deri-
’vata (principale o parametrica) di una delle funzioni inco-

gnite primitive, (le cui variabili di derivazione saranno tutte
diverse tra loro) : se è principale, la eguagliereino ali’ espres-
sione ultima che per essa dà il sistema dato, prolungato
per derivazione : (nella quale espressione inteiideremo indi-
cata con la nuova notazione, ossia come nuova funzione
incognita, ogni derivata parametrica che vi figura) : se è

parametrica, alla corrispondente nuova funzione incognita.
Otteniamo cos  un sistema differenziale (N) del 1.0 ordine,
che è un sistema del tipo (II) di Darboux: infatti i suoi

primi membri sono derivate prime delle nuove funzioni

incognite, (ossia delle antiche derivate parai,-.ieti-iche, com-

prese tra queste le antiche funzioni incognite): i secondi

membri sono costituiti ivi parte semplicemente da funzioni

incognite, in parte dagli antichi secondi membri del sistema,
che ora sono funzioni delle variabili indipendenti e delle

funzioni incognite soltanto : in parte da derivate degli an-
tichi secondi tnembri, (prese ’rispetto a variabili diverse

dalle variabili di derivazione dei corrispondenti primi mem-

bri), in cui, dopo le derivazioni, a tutte le derivate princi-
pali che vi sono apparse abbiamo sostituito le loro espres-

sioni ultime, e poi ad ogni derivata parametrica la nuova
funzione incognita : dunque in ogni caso i secondi membri

non contengono derivate delle nuove funzioni incognite.
Ogni sistema di soluzioni del primitivo sisterna (M), ossia

ogni sistema di funzioni zl che soddisfano a tale sistema,
se mediante derivazione se ne traggono i corrispondenti
valori di tutte le dà luogo ad un sistema di solu-
zioni del nuovo sistoma infatti ponendo tali valori nelle
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equazioni di questo sistema, dette equazioni si riducono o’

a semplici identità formali, o ad equazioni del sistema dato,
soddisfatte per ipotesi, o a conseguenze differenziali del si-
stema stesso. Viceversa, ogni ’sistema di soluzioni del si-

stema (N) dà in particolare un sistema di soluzioni del

sistema (~I) primitivo, come è evidente.

° 

74. - Dunque abbiamo costruito un sistema (N) del

tipo (II) di Darboux, equivalente al dato sistema (M). Ve-
diamo facilmente che il sistema (N) è completamente integra--
bile, o.ssia per esso sono soddis fatte le condizioni di compatibi-
lità, se ciò avviene pel sistema (M) infatti per due

equazioni di (N), (che diano derivate di una stessa funzione

incognita), tali che almeno uno dei rispettivi secondi mem-
bri sia una delle nuove funzioni incognite, la relativa con-
dizione di compatibilità è soddisfatta identicamente per la
stessa costruzione del sistema (2V) : lo stesso accade quando
entrambi i secondi membri sono ottenuti per derivazione,
da zcno stesso secondo membro del sistema (M) primitivo:
se invece i due secondi membri’ sono ottenuti, o diretta-

mente o per derivazione, da due antichi secondi membri

distinti, la relativa condizione è senz’ altro una delle condi-

zioni di compatibilità del sistema primitivo.
Per la nuova funzione incognita generica 1... ~,., (~’~~)r

nel sistema (N), le variabili principali sono 
(in particolare per sono tutte le variabili indipendenti) r

dunque le nuove condizioni iniziali (che si dovranno asse-

gnare ad esse per avere uno qualunque degli integrali di

cui il teorema generale del § 7 dimostra 1’ esistenza e l’uni-

cità), saranno le seguenti: di ogni nuova funzione incognitar
ossia di ogni antica derivata parametrica, si deve assegnare
il valore coordinato parametrico che contiene gli
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assi relativi alle sue antiche r variabili di derivazione. Cos

delle zl si deve assegnare il valore nell’origine: delle

antiche derivate prime parametriche, sul rispettivo asse

parametrico; delle derivate seconde parametriche nel ri-

spettivo piano parametrico,.... delle derivate parametriche
corrispondenti ai gruppi di variabili relativi agli spazi coor-
dinati parametrici di massima dimensione, (relativi a cia-
scuna z,), [ossia : delle derivate parametriche tali che ogni
loro derivata, (presa rispetto a variabili diverse dalle sue

variabili di derivazione), è principale], nel corrispondente
spazio parametrico di massima dimensione.

Ma questo equivale _perfettamente a dare le z sui 

spazi massima dimensione infatti
’ 

coi dati iniziali ora indicati : mediante integrazione succes-
siva di sistemi del tipo iperbolico (3) (n. 58), di ordini

1,2,...,~n,..., (ottenuti semplicemente eguagliando ciascuna deri-
vata parametrica alla corrispondente funzione iniziale, arbi-
trariamente assegnata), possiamo determinare, in uno e in
un solo modo, tutte le z successivamente sui rispettivi assi,
piani,... ,S’r.., parametrici,... e infine su tutti i rispettivi spazi

, , 
, 

parametrici di massima dimensione. E ovvio poi come dai
dati iniziali primitivi, relativi al sistema (M), si possano

ottenere quelli occorrenti per l’integrazione di (N).
Queste considerazioni dànno dunque una molto semplice

verifica, (che sostanzialmente, anzi, è una nuova dimostra-

zione), dei risultati generali ottenuti (nel § 15) pei sistemi

(III), e dànno ragione della notevole particolarità presen-
tata da tali sistemi, di ammettere un teorema di esistenza
e unicità degli integrali anche fuori del caso analitico : par-
ticolarità dovuta appunto al fatto, che tali sistemi sono

equivalenti a sistemi di Darboux.
Notiamo, infine, che nell’ indicato processo di riduzione
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di un sistema clel tipo (III) al corrispondente sistema

(~V), si vede bene come entrino in giuoco, (e anzi figurino
come presupposti essenziali), le ipotesi fatte, pei sistemi

(III) : che non vi figurino, nei primi membri, che derivate

prese rispetto a variabili distinte, e che nei secondi membri
di ciascuna equazione figurino soltanto derivate, d’ordine
minore di quello della derivata che è al primo membro, prese
esclusivamente rispetto a variabili (tra loro distinte) scelte
tra le sue variabili di derivazione.

75. - Diamo un esempio assai semplice della riduzione
di un sistema (III) al corrispondente sistema di Dar-

boux, nel modo sopra indicato : esempio sul quale riuscirà
assai agevole e chiara la veriiica di ciò che abbiamo detto

in generale. 
’

Sia dato il sistema, del tipo (III),
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Le derivate cardinali delle due funzioni incognite sono
le seguenti :

Le condizioni di compatibilità, che supporremo identi-
camente soddisfatte, (il che potrà naturalmente portare che
le funzioni dei secondi membri del sistema non possano in

effetto dipendere da tutti gli argomenti indicati), sono

(ove intendiamo naturalmente che dopo le derivazioni a .
tutte le derivate principali siano state uostituite le loro

espressioni ultime).
Introduciamo come nuove funzioni incognite tutte le

derivate parametriche (prese rispetto a variabili distinte),
, ponendo

Il sistema di Darboux corrispondente al sistema

(21) dato sarà:
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(Nelle derivate delle funzioni f, p, che figurano nei se-
condi membri di alcune di queste equazioni, intendiamo al
solito sostituita, (dopo la derivazione), a ciascuna derivata "

principale che vi figuri, la sua espressione ultima, e poi
intendiamo poste, in tutti i secondi membri, in luogo delle
derivate parametriche che vi figurano, le nuove funzioni

incognite, introdotte con le (24) ).
Si verifica subito che le condizioni di integrabilità di

questo sistema si riducono o ad identità formali, o (salvo le

notazioni), alle (23), condizioni di compatibilità pel sistema

(21) dato. 
’ °

Le condizioni iniziali da imporre per questo sistema

(21), in conformità del Teorema generale (§ 15), sono le se-

guenti : si deve assegnare u (in modo compatibile), nei piani
z r, z t, e v nell’ 85 e nei piani y r, Le condizioni ini-

ziali pel sistema (25), del tipo (II) di Darboux, sono (§ 7)
le seguenti: assegnare, in modo compatibile :

Vediamo bene come queste condizioni equivalgano pe1.fet-
tarrzente alle p1.imitive.
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