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SULLA MOLTIPLICAZIONE DELLE SERIE

di Grovanni Riccr (Pisa).

In questo lavoro stabiliremo, servendoci di elementi che si trovano in diversi
autori che si sono occupati dell’argomento (!), aleuni criteri sufficienti per la
validita della moltiplicazione di due serie convergenti. Con un procedimento sem-
plice, che potrebbe dirsi un giuoco di scacchiera (LANDAU [10], BRODERICK [2])
sui campi di variabilitd degl’indici di sommazione (n.° 2), si giunge a stabilire
un lemma (n.° 3) che da una condizione sufficiente in forma generale e dal quale
seaturiscono (n.° 4) gran parte dei teoremi noti sull’argomento, e se ne possono
ricavare dei nuovi (n.! 5-8) pilt generali e sempre abbastanza espressivi. Il proce-
dimento & semplice e unitario, e potrebbe anche trovare posto in un corso ele-
mentare.

Al n° 9 si ricorda un noto teorema che ci serve nel seguito e se ne espone,
per comoditd del lettore, la breve dimostrazione.

Al n.° 10, per rendere piu ricco il quadro dei eriteri sufficienti, si fa una digres-
sione sul criterio sufficiente di ABEL (che segue dal teorema del n.> 9) ponendolo
nella forma piu raffinata che gli & consentita dai recenti studi sui teoremi cosiddetti
Tauberiant.

Nel seguito (n.! 11-16) combinando il metodo usato al n° 2 con quello gia
usato da G. H. HARDY ([4], [5], [6]) per stabilire i suoi classici criteri sufficienti
(e che si basa essenzialmente su un classico teorema di E. CESARO), se ne stabili-
scono altri piu generali.

Si termina (n.! 17-19) col segnalare un’altra classe di criteri i quali, come
pit evidenti, possono considerarsi teoricamente meno importanti, ma tuttavia pos-
sono risultare di pratico impiego.

Ci proponiamo di applicare i risultati conseguiti allo studio delle serie doppie
e a quello delle serie di DIRICHLET generali.

(!) Vedere 1’elenco bibliografico alla fine; i numeri chiusi in parentesi [] si riferisecono
a questo elenco.
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e e] o]

1. - Siano X @m, D) bn (con @m, b, reali) due serie convergenti e siano
m=1 n=1

(A1) A2y A3yer), (W4, g2y Ms3,ye..) due successioni crescenti di numeri reali e diver-

genti @+ oco. Ordiniamo per valori crescenti i numeri distinti della forma 1,,+ u»
(m=1,238,..; n=1,23,..) e diciamo (v, vs, ¥3,...) la successione ottenuta:

dun
aue l{ <22<}~3 <...., Uy <,U,2 <,u3 <...., Yy <'V2<')’3<....;

Is—+oc, ps—~—+o00, wg—+ 400 per s— 4+ co.
o)
Posto cp=2 amb,, la serie Z ¢y si dice (seguendo HARDY-RIESZ) prodotto
)'1az+!“;‘="1) p=1

[oe] a0
di tipo (Am, pn) delle due serie D) a,, D)b,. (Per l,—p,—=s e dg—ps—logs

m=1 n—=1
si ottengono rispettivamente i due prodotti classici secondo CAUCHY e secondo

DIRICHLET).
Posto C(w)=>)¢, non sempre si verifica
v’,g_o)

- o) [0}

(L) C((o)—*z am E by, per w —+ o
m=1 n—=1

e studieremo alcune condizioni sufficienti per assicurare la validitd di questa
relazione limite.

2. - Senza ledere la generalitd si pud supporre i,=0, u;=0 perché in caso
diverso ci si ridurrebbe a questo alterando le successioni (14, d2,....) € (1, Uoye-e)
con costanti addittive, con I effetto di una traslazione di C(w) lungo 1'asse .
Poniamo per ¢ reale qualunque
(2.1) a(t) =Max (| Y an ), ﬁ(t):Mg(}gbnf)

o=t i =' u,>w

(a(?) e () risultano non negative, non crescenti e a(¢)—0, §(£)—~0 per {— + ).
Qui e nel seguito supporremo nulla ogni somma vuota di termini.
Osserviamo che per ogni coppia (Z, ¢') risulta

(2.2) : Y an { = ().

t<i, <t
Per ¢/'=¢ & evidente; per ¢ >¢ si ha per le (2.1)
(Nt | = | X an—D @ | = alt) + a(t) = 2a(?).

<t <t >t >t

Fissati in un piano due assi cartesiani (4, u) e la retta A+ u=w, con w>0,
consideriamo il triangolo rettangolo (1=0, u=0, i+ u=w); fissati i numeri

reali z, u, ¥ con
R 0=u=z, 0=v=y
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consideriamo le rette A=z, A=wu, u=y, u=w. Ci si accorge subito, basandoci su
questo schema, che il campo I'=(4,,+ u,= w) risulta decomposto nei cinque
campi I'y, I, I's, I'y, I's sotto definiti, dal complesso dei quali va tolto il campo [
sotto definito (alcuni dei quali campi potranno risultare anche vuoti per la incompa-
tibilita delle condizioni perimetriche o anche per non contenere aleun nodo (A, u»))

Fiz(l <$, ,unf?/)y FZE(Zméuy ?/<,un§w'_lm)y F?E(/lné v, $<)’m§0)—,un),
=@<In=0—v, V< un=0—1y), =y <m=w—u, u<in=w0— ),
=An+pa=w, An>7, py,>y) oppure 'y=(An+ >0, in=2, p=y)

(rispettivamente per z+y=w e z+y=w).

Abbiamo dunque I'=1+ [+ 15+ 1+ 15—17%, e il campo I (che & vuoto
per z+y=w) va tolto perché computato due volte quando z+% <w e compu-
tato in piut entro I}, quando z+4y > w.

Denotando con Z la somma estesa alle coppie (4, u,) di I abbiamo per

le (2.2) @)
24 Apbp= 2 Qo Z bn,
1) <R <]
{Eambnigz’am’ IEb, Oﬂ(y)ZIG/mI
() Ay=w y<p, “o— A,Zu
lZam lsZ]aml E}:b,,l§2ﬁ(v)zyam!,
e<h, <w—v <y K <A, <<

e simmetricamente

| Z @by | | =2a(z) D bul, ! Manb, ‘ =2a(u) D | bl

(3) u,<v ) y<m,<o—u

Per 24y <w abbiamo

| Sanba|=Dlan] [ X oa|=26() X an]

(6) z<d ,<o—y Y<u,<Lo—i, 2<h,, <oy

e anche per simmetria

| | =2a(2) 3| b2 .

(6) y<p,Lo—1r

Quando sia z4+y>w si vede in modo analogo:

| Danba|=28(@—0) Xlan, | Dauby|=2a(@—y) ¥ b,

(6) o—y<h, <z (v) w—aslp, <Y
Tenendo conto che le somme vuote di termini si considerano nulle e posto

Mw; z,y)=
—Max {Min (B(y) > |anl, a(@) )| bal) Min (f(o—2) 3 |@nl, a(o—y) D) b))}

<, < oY Y<u,<L0—T w—y<d, < O—r<p, Y



376 G. Riccr: Sulla moltiplicazione delle serie

risulta in ogni caso
i > ambn 1 =2M(w; z,¥).
(6)
Poiche C(w) =D+ D+ D+ 2+ > — D, passando ai moduli si ottiene
@) (2) (6} 4) (&) (6)

| C(0) = an - D bu| = M(0r; 2, y) +
lﬂlgx ‘l‘ﬂgy

+ﬂ(?/)21¢lml+a($) Zlb"i—f-ﬁ('v) 2‘“1:15""1(“)2‘57”',

< <V <<k, - o—v y<u,<o—u

mz

N =

e questa limitazione ci permette di concludere col lemma che segue.

3. - Lemma. — Condizione sufficiente perché valga la (L) & che si possano
scegliere quattro funzioni z(w), y(w), u(w), v(w) della ® positiva sottoposte alle
sole condizioni (?)

O=su(@)=z(w), O=v@=y(w), z(w)~+, ylw)=+ox,
per w— + >

in guisa da avere per w—+ o©

@ B@) Dllam| -0,  a(w) D|b.] 0
<A, < w—v Y<p, < o—u
In M(w; z,y)— 0
(111) By) Dlan| =0,  a(@) X |ba] 0.
lmgu ’“’“gv

Osservaziont. - @) Quando si assuma z(»)+y(w)=ow risulta M(w; z,y)=0
e la (II) & verificata.

b) E evidente che quando non si richieda la validita di (L), ma si richieda
soltanto di individuare una successione w,, w;, ws,... divergente a 4 oo di valori
da assegnare a  in guisa da avere

@] 0]
(L,) C(wlc)"Zam . 2 bn per k— + oo
m=1 n=1

risultano condizioni sufficienti quelle che si ottengono dalle (I), (II), (III) sosti-
tuendo a z, y, w, v rispettivamente z;=2(wx), yr=y(wr), ecc. e considerando le
relazioni di limite in esse contenute per & — + oo.

(®*) Basandoci sul criterio di ABEL, che assicura la (L) tutte le volte che C(w) converge,
si potrebbe sostituire la condizione z(w)— 400 con z(w) non decrescente; ma sarebbe una
finezza illusoria poiché si vede facilmente che se z — 7, (finito) le condizioni prima di (I) e
seconda di (III), scritte sotto, portano di conseguenza che una delle due serie date converge
assolutamente, e allora si ricade nel noto criterio di MERTENS-STIELTJES, che del resto si
ottiene ugualmente dal presente Lemma (vedi n. 4, a)).
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4. - Casi notevoli. — Si vede che dal precedente lemma dissendono subito,

come corollari, moltissimi dei criteri classici e caratteristiei:
[oe] e 0]

@) Se una almeno delle due serie > @, >0, converge assolutamente vale
m=1 n=1

la (L) (MErRTENS [11], STIELTJES [16], [8]).
Infatti per u=2—y— % w, v=0 risulta M(w; z,y)==0 e tutte le condizioni (I)
e (III) risultano verificate quando sia
(M) Dilan|=0(), per w— + oo.
lmgw

b) Per u=v=z=y=-‘§ le (I) e (II) risultano verificate e si ottengono le
condizioni sufficienti (PRINGSHEIM [13], [4], BRODERICK [2])
®) B(@) D) |am! 0, a(@) 2| bn| -0, per @ — + oo

;'méw /I‘néﬂl
¢) Per u=z, v=y, z+y—=ow le (I) e (II) risultano verificate e si otten-

gono le condizioni sufficienti

(B) By) D lan| =0, al@) 3| p,| -0, per 3, y ~+ co.

L ",y
d) Posto z=y=; determiniamo (come & evidentemente sempre possibile)
le funzioni u(w), ¥(w) (con % —+ o0, ¥ ~+ o) in guisa da verificare le (III);

poiche z+y=w la (II) & verificata e a soddisfare le (I) bastano le condizioni
seguenti (NEDER [11])

™) Dilan|=0Q), D |b.|=0(1), per m — + oo;
%dmgw %<y%_§m

e .

e queste equivalgono alle seguenti che hanno !’aspetto (poiche Z a, & conver-

m~=1

gente risulta Z am=0(1) e quindi soltanto I'aspetto!) di condizioni unilaterali

5 <o ‘

Z(I am}'—am):O(l)’ E(Ibn|—b”)=0(1), per w—++ o
—g—dméw %’-<yn§m

e queste, poiche

% S am|—am)=D in((am|—an) = o D) (| @m|—am)

2

Sinllan|—am =3 X in(an|—an) S Ko(1+ 5 + 5+ )| =2Ka,

R <t r=0 m
= @ @
arH <A< ar

w
<b <o g Ap=o 5 <Ape
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equivalgono alle seguenti

(N,) 2 Am(’ (12 ' - am) = 0((0}, E ,un(’ bn I - bn) = 0((1)), per w— -+ oo.

Zﬂléw ’ulbéw
¢) Apparisce evidente che le (N’) contengono come caso particolare le condi-
zioni sufficienti del bellissimo teorema di HARDY-ROSENBLATT ([5], [15], [10], [6])

H) an> — K Thns oy g T B

A HUn

6. - Basta un semplice sguardo alle condizioni (H), (N) (che potremmo dire
del tipo di HARDY-NEDER) e alle condizioni (P), (B) (che potremmo dire del tipo
PRINGSHEIM-BRODERIK) per accorgerci che ciascuno dei due tipi di condizioni
ha una qualitad positiva che si riflette in una qualitd negativa dell’ altro. Nel primo
tipo, come ben lo mostrano le eleganti condizioni (N) di NEDER, il campo di varia-
bilitd dell’indice di ciascuna somma si allontana indefinitamente, ma d’altronde
ciascuna condizione ¢ imposta ad una serie indipendentemente dall’altra; nel
secondo tipo (P), (B) al bilancio di ciascuna condizione partecipano (sotto aspetto
diverso) ambedue le serie, ma d’altronde il campo di variabilitd dell’indice di
sommazione non si allontana indefinitamente.

L’ allontanarsi oltre ogni limite del campo di variabilitd dell’indice di somma-
zione puo rendere le condizioni meno restrittive per ’andamento della somma dei
valori assoluti dei termini; mentre il partecipare di ambedue le serie a soddisfare
una condizione pud permettere a una di esse di sfruttare la circostanza che I'altra
(pur non essendo assolutamente convergente) abbia favorevoli la crescenza e I'irre-
golaritd della somma dei moduli dei termini.

Pud sorgere il desiderio di abbinare in un unico tipo di condizioni i pregi dei
due tipi noti; a questo desiderio in certo senso rispondono: in primo luogo il
lemma sopra dimostrato (quando si rifletta che sono suoi immediati corollari i
teoremi dei n.! 6-8) e in secondo luogo i teoremi dei n.' 13-16.

6. - TEOREMA. — Condizione sufficiente perché valga la (L) é che si pos-
sano determinare due funziont z(w), y(w) di o (w=0), soddisfacenti alla
condizione

#(w) +y(0) = o,
in guisa da avere
(6'1) Zlamlz()(l)? ZIbn'———O(l),
<AL Y<u,=
(6.2) Min §{ f(w—2) D) | anl, a(w—y) D} |ba]} ~0, per o—+ oo.
(u—:l/<lm§$ w—r<p, <y

Osservazioni. - a) Per soddisfare alla (6.2) occorre Max (w—2, w—¥y)— + oo.
b) Quando sia z<6w, y<Ow con O indipendente da w e 6<1<20, allora
la (6.2) & conseguenza della (6.1) e il eriterio si riduce a quello di NEDER (n.° 4, d)).
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Questa proposizione discende dal lemma generale dimostrato: infatti
1°) se una almeno delle due condizioni z(w)— + o, y(w)— + oo non & veri-

e o) [
ficata, le (6.1) portano di conseguenza che una almeno delle due serie E A, 2 by
m=1 n=1

converge assolutamente e (n.° 4, a)) la proposizione in questo caso & vera.
2°) se z(w)— + © e y(w)— + oo, allora basta scegliere le due funzioni u(w),
v(w) (econ u(w)—+ o0, v(w)—~+ o) in guisa da soddisfare alle (III), e il teo-
rema & vero come conseguenza del lemma del n.o 3.
Quando si assuma z(w)+y(w)=w la (6.2) & verificata e abbiamo
TEOREMA. - Condizione sufficiente perché valga la (L) é che si possa

determinare una funzione z(w) di w(w=0) in guisa da avere

(N*) Ml an|=0Q), S| oa|=0Q).

2<<d,,<w w—z<<p,<Lo

E queste condizioni (N*) semplici quanto le (N) presentano su queste il vantaggio,
che si potrebbe dire in termini espressivi, della possibile collaborazione fra le due
serie da moltiplicare.

7. - Ai teoremi del numero precedente possiamo dare la forma che loro com-
pete quando si deducano dal lemma contenuto nell’ osservazione d) del n. 3. In
particolare possiamo dedurre il seguente criterio.

TEOREMA. - Se esistono una costante K e due successiont di numeri reali

((Di, W32, CU;;,....), (61, 62, 63,....)
per cut st abbia

0=d,<1, (k=1,2,3,.);

(1) W00,y = O(1—0dy) per k—+ o0
wr K

(72) an> —Ki——fk—:‘ per wi— % < An< wr
l"l

(7.3) 3|6, — 0(1), per k— + oo,

© 6k<u < w
k ="k

allora vale la relazione limite

oo oo
L) Clwr) =D W - >\ b, per k— 4 co.
n=1

m=1

Tenendo presenti le condizioni sufficienti per (L’) analoghe alle (N*), si vede
che basta dimostrare la validita di

(7.4) S am|=0(1), per k- -+ oo

é
Wy R k<lm§wk
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poiché questa insieme alla (7.3) ci assicura la validitd di (L’). Poniamo

é "
Zp=wr— 0", Amy1 =21 <A, Am= O 5

essendo Oy <1, risulta per k— + oc

Zlaml——‘z am+ Z(’ (lm}—(lm)=0(1)+(i am(,l""amo)'l‘z*(‘ am"—am)

<A, wy  2<<h, <o, <, <o, 2, <oy

. & . . . . . .
dove in D" si conviene di sopprimere il termine |@m,|—@um,.
Per il fatto che 079 non cresce col crescere di 6 abbiamo:

L Sl <OM+K X T = 0) + Kojo X O Ins
A hn=ex gk =0y 1”” Zp omk
—<9 =1
_5 _
<O(1) + Kol / —fi —oM)+KE %1_@_:;)1 «’k$
2, 3
@,

i %
=0(1)+K 13,

—~——

1— (1 — w;_a)i"")k %
T YR E
o= %(If 5k) ; —(l—gék)_,_ (l—sék) __(1 —46»)4_“"%’
e poiché per x>0 abbiamo

0=1—(4)+(5) = (5)+-

risulta, tenendo conto dell’ultima in (7.1),

<O)+K+

2K4),
D an| LOM) + == s = 0(1),
2 <h,, <o, ok % (L—3;)
e la (74) & dimostrata.
Piu in particolare si conclude:
Se
0<a<], (k=1,2,3,..);
o=+, @ =0(1-0d), N|bs|=0(1), perk—+o0;
w ‘Sk<n<w,
k a2
A > — %, per wk-—w,f"<m§wk,
m’r
allora

o ©
2 (@1bs_ 1+ 2by_o+ ... +a5_1b,) _’Z A * 2 bn, per k— + oo,

I w, m=1 n=1
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8. - In maniera analoga a quella seguita al numero precedente, dal primo
teorema del n.° 6 ricaviamo il seguente

TEOREMA. - Condizione sufficiente perché valga la (L) é che esistano tre
numeri K, 6, 0’ con 0<d<1, 0<d' <1 pei quali si abbia

(8'1) A > — K l — om— , b" > — - K Un— ﬂn -1
(8.2) Mmg >laml, Elbnu:og)’ per @ - + 0.
¥ <l n=s® u)5<,4n§(,,

Questo teorema vale anche per é=0'=1 poiché riconduce al teorema di HARDY-
ROSENBLATT (n.° 4, €)). Quando & d=1, ’<<1 (si vedrebbe facilmente che) per
assicurare la validitd del teorema occorre sostituire alla (8.2) la condizione seguente

(83) Min { Mlan|,  X6u|f=0(1), per o +

J’ Ow<<wm, <o
0® <d, <o n=

essendo 0<0<1, 0 indipendente da w.

9. - Poniamo

o o)
g A‘—_Zamy B=Ebnv 44(75):2“""' B(Z) Z‘bn’

(9 1) m=t n=1 b= ]
? )= = [ Cu)du.
. » |
0
Poiche
(9.2) O(w) = E Ambn Z A b,, = D anB(w—in),
’ 1m+‘u'ﬂ§w m <o W, /ﬂ’ ; A’m < w

tenendo conto che B(z)=0 per <0 e posto v=w-+4,—u, con un giuoco di
inversioni nell’ordine di somme e integrali abbiamo

) ) @

0Cw) = B anB—in)du=| X anBu—indu=3 | B — Am)d

0 Ay==u 0 Ap=w Ay @ 0

-3 [ AnB(u—im)du—=3 [ anB(or—v)dv- [ S a - Blw—v)dv

Ap=w A méw 0 Ay
(9.3) - [ A(v) B(w—v)dv.
i

Osserviamo che &

A®)B(w~)=AB + (A(v) — A) B+ (B(w—v) — B)4 + (4(v) — A) (B(w —v) — B)



382 Q. Ricer: Sulla moltiplicazione delle serie
ed essendo A(z)—A4, B(z)—B per £ —++4oco & anche per w — - oo
_/(A(v) A)ydv—~0, — /(B(w v)—B)dv — 0,
B / (4(v)— 4)(B(o—v) — B)dv 0

Per queste dalla (9.3) segue subito
(LW) CY(w)—~ AB, per w — -+ oo,

e questa relazione limite, dovuta a E. CESARO [3] (°) e la cui dimostrazione &
riportata qui per comoditd del lettore, ci servird in cid che segue.

10. - Digressione sul criterio sufficiente di Abel. — Osserviamo che
lim C(w) <lim C¥(w) <lim CY(w) <lim C(w);
w——Joo w-—»—f—oo “o—ao ‘w00
infatti se per w> w, risulta C(w)>y abbiamo per w — + oo
o CYNw)= [C(u)du+/0(u)du> o@1)+ / ydu= 0(1) + y(w —wo) =yw+ O(1).
Dunque per la (L%) si conclude colle seguenti limitazioni che traducono in sim-
boli il eriterio sufficiente di ABEL:

lim C(w) < Z W 2‘ b < lim C(w);
w400 m=1 n=1 —+o
anzi si pud aggiungere che se in una di queste limitazioni vale il segno =, per
esempio se lim C(w)—=AB, allora la funzione C(w) soddisfa alla condizione
S Foo ©
é/l C(u)—AB|du — 0, per w— 4 oc,
]

Infatti per ipotesi & |C(w)—AB|—(C(w)—AB)—0, e quindi per (L¥)

[10u) — AB| du=[(C(w) — AB)du+ [§| O(u) ~ AB|— C(u) + AB} du
i J 0 )
=o0(w)+ o(w).

Ma, in conseguenza della (1.%), possiamo dare al eriterio sufficiente di ABEL
una forma pit raffinata in base ai risultati di recenti studi sui teoremi cosiddetti
Tauberiani, e precisamente di quelli che riguardano i procedimenti aritmetici di
sommazione (*). Infatti vale il seguente

(®) Per questa forma, collegata al tipo (4,,, u,), vedere E. Lanpau [9], H. BoHR [1] e
M. Riesz [14].
i (%) Alcune delle pit importanti tappe nello studio dei teoremi Tauberiani di questa classe
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TEOREMA. - Se ad ogni numero positivo t st possono fare corrispondere
due numeri w,=wy(r), 0=0(zr) positivi dipendenti da v, tali che per ogni
coppia w, o' con

(10.1) (<L oL’ <ol +0(7)

st abbia

(S) C(w’) — C(w) > —1

allora

(L) O(w) —~ zam an, per w— + co.
m=1

Infatti per w— + oo risulta, attraverso semplici trasformazioni
O(w) — AB= 09(w(1+0)) — AB+ C(w) — (%’ — g) 09w (1+0))
—=0(1) + C(@) + 5 § CO(w(1+6)) — CV(w) } -
— L{1+0) CYw(1+6)) — CV(w)}

L w(1+4-6) w(14-0)
—o(1)+ C(@)+ 25 — L [ Cluydu=o(1)— = [ {Cu)— C(w)} du
<0(1) +T, w w
e per l'arbitrarietd di = L
(10.2) lim { C(w)—AB}=0.
w—>+m

Poiché dalle (10.1) si ha o' <w(1+60)<w'(1+46) si conclude che vale la disu-
guaglianza C(w') — C(w) <z tutte le volte che

w0(1)<1+0()<m < w.

In base a questa osservazione abbiamo, analogamente a quanto abbiamo ve-
duto per la (10.2)

C(w) — AB= C(w) — AB+ C(w) — (‘—t" _ 1) CO(w)
—o()+0(0) + 5 090) — 05 ){ =570 @) — 5 0 |

—o(1)+ Cw )+‘i(1—)—5—9—/0(u)du o(1 —li"/go(u)—o(w)gdu

1+6 146

> 0(1) -7

particolare si potrebbero distinguere coi nomi HARDY, LANDAY, R. ScHMIDT, Sz4sz ; la condi-
zione (S) & del tipo LANDAU-ScHMIDT. Per cido che segue in questo numero vedere O. SzAsz:
Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Sdtze Tauberscher Art, Sitzungsberichte Akad.
Wissensch. zu Miinchen, 1929, pp. 325-340; vedi pp. 337-338.
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e per Y arbitrarieta di t
(10.3) lim { O(w)—AB}{=0.

w —>—-0C

Da (10.2) e (10.3) segue la (L), c. d. d.

11. - D’altronde per ! ultima delle (9.1) abbiamo

(11.1) C(w) = C(0) — + [ 1 0(w) — O(u)} du= C(e) — 2 o (w),
;
dove abbiamo posto

(11.2) O*(w)= [ { O(w) — O(u)3 du
0
Per la (L¥) e la (11.1) si vede che quando risulti
(L*) C*(w)=o0(w), per w— + oo
vale la (L). Il metodo di HARDY consiste appunto nel ricercare condizioni suffi-
cienti perehé valga la (L*); e ci proponiamo tale ricerca nei n.' 12-16. Intanto

procuriamoci, seguendo HARDY, un’espressione di C*(w) adatta allo scopo.

Sia vp< w0 <wpya; per vp< u < o risulta C(u) C(w). Dalla (11.2), osservando
che »,=1,+ u, =0, otteniamo

—1 —1
(113) C*(w)= 24 C(vp) — C(79)} (vs1 —v5) =7 C(p) — z C(vs) (Vs11 —7s)
s~1

=, C(vp) — z (Vey1 —7g) Z er=r,C(vp) — Z er(vp—r)

8=1
1

=, C(vp) — v, C(vp_1) + E VpCr= Z VpCr= E (Am~+ tn) @mbx

r=1 lm_'_'“n<w

= Z An@m B(w — An) + Z Pnbnd (0 — pn).
) <o

Una semplice ispezione sulle proposizioni a cui perverremo ci mostra che
non si altera la generalita supponendo

[e e} o]
2 an=0, Z b,=0,
m=1 n=1
cio¢ supponendo
(11.4) A(z)— 0, B(z) — 0, per z— + oo.

12. - Per semplicitda di scrittura poniamo

(12.1) X )= imlan|, Y6, )= pu|bn

t<h, <t t<p, =t
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convenendo di considerare nulle le somme vuote di termini. Ricordando la defi-
nizione dei ecampi I3,.., I, data al n.° 2 abbiamo, con significato evidente dei
simboli :

(12:2) C@)=(Z+ D+ D+ D+ D= ) G+ pr) b

o @ & @ 6 »
Andiamo a valutare le varie somme. In primo luogo &
2 (}vm'l' ,un)ambn 2 AnQm - 2 b.+ E ,unb 2 Ao, .
(¢Y) i,z u,<y  n,=y e

Per questa somma osserviamo:
1°) esiste un numero K tale che qualunque siano z e y si ha

(12.3) IZam]<K, | > bu|<K;
m<x ”néy

2°) posto A=z <Agyi, A(d)=0, risulta

s—1

D Am@m— Mam§ A(Am) — A(Am_1)} =45 A(As) + D) (Am—s — An) A (Am)
A= A== m=1
=254 (As) + D s —Am) A (Am) + D) (A — Am) A (Am),
lmé‘j ;'j<;'m§}'s—1

da cui per le (11.4), (12.3), (2.1)
| Amttm | 4| A(A) |+ K2 +a(E)) - l=0(k),  per s—+occ.

i,=z
Dunque
M am@n + D) bu—o0(2), per z-~+ oo;
A=z =
Z Mnbn - 2 an=0(y), per y — + oo;
"=y [
e
(12.4) B A+ o) @mbn— 0(2) + 0(y), per z— + 0o, y— -+ oco.

@)
Proseguendo nella valutazione delle somme abbiamo (%)

D= intn D bn + D tabnc DOt X by D) an

) ;'méu y</4n§w—i.m y<w,w—u lméu o—u<p, <o A o—p,
e si conclude per le (12.1), (12.3), (2.2) e (9.1)

| S| <28)X(—1, ) +| 4@)| Yy, 0—w) + K¥ (00—, o),
)

(°) Per scrivere meno, in questo numero e nel successivo, tralasciamo di segnare dope
i simboli di somma 2 gereny Z il termine generale, che & sempre (4, + #»)@nb, -
(1) (6)
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e simmetricamente
| S| <2a(@) ¥(—1,2) +| B@)| X(@, 0—0) + KX(0—, o).
)

Analogamente

Z = 2 j4nam Z bn + z ,unbn E ay,

@) z<i, <<o—v v<u, Lo—h, V<p,o—T <k, <w—u,

da cui: _
| 3| = 28(0) X, —v) +20(2) ¥(, 0 —2)
)
! > E = 2a(w) Y(y, o —u) +26(y) X(u, » —y).
()

Per z+y=w abbiamo

2 = 2 ;tma/m Z bn + 2 ,unbn Z Ay

6) r<<i Zo—y y<,u"§w—/'.m Y<u,Zo—r T, <o—u,

da cui:
=28 X (@, 0 —y) +20(2) Y(y, 0 —2)
(6)

e per z+y=wm si trova analogamente

D280 —y) X0 —y, 2) +20(0 —2) V(o —7, ).
(6)

138. - Supponiamo che z=z(m), y=y(») siano due funzioni di w (=0) tali
d
a avere T -4 oo, Y+ oo, z=0(w), y=O0(w), per w—+ oo;
allora & possibile scegliere due funzioni #=wu(w), v=v(w) in guisa da avere

U+ o0, By X(—1, u)=o0(w), Y(o—wu, w)=o0(w)
v — 4 oo, a(z) Y(—1, v) =o(w), X(w—v, w)=o0(w).

Osservando che in base alle (12.1) per ogni quaterna di numeri reali (¢,, ., 3, Z,)
per la quale sia ¢, =4¢,, {;=1,, e del resto qualunque, &

X(b, t)=X(ti, 8)),  Y(b, )= Y(ts, L)),

si conclude che con tale scelta di funzioni z, ¥, », v di w si verifica, per w— + co:

Sl=o@), |D|=o(@)+|4w)| Y@, o), |D|=o0()+|BE)| X, )
) (2) 3)

|I % | =28 X (@, 0) +26@) YO0, 0—2), | % 7 2a(u) Y(y, ) +28H) X(0, 0 —y)
| S =2 Max { B(y) X (2, 0 — ) + (@) Yy, 0--2),
) Bl —y) X(»—1y, ) + a(w —2) V(o —2,¥)}
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e poiché A(u)~0, B(v)—0, a(u)—0, f(v)—~0 ne risulta dimostrato il seguente

TEOREMA. - Affinché valga la (L) é sufficiente che st possano scegliere
due funzioni r=z(w), y=y(w) di w=0, sottoposte alle condizion:

z— 4 oo, z= 0(w), Yy — + oo, y=0(w), per w— -+ oo

n guisa da avere, per w — - oco:

I Z Am | @m | = O(w), E | b | = O(w)
z<,, <o y<u,=o
I BW) X Anlan|=0(),  a@) D] pu| bu|=0(w)
bp=mo—y My oY
(ITT*) Blo—y) D dn|an|=0(»),  a(w—2) D] ptu] bu|=0().
0)—y<lm§z w—f.’v<,u,”_\:~y

Osservazioni. - a) Le due condizioni (III*) sono da tralasciare, come iden-
ticamente verificate, quando le due funzioni z(w), y(w) soddisfano alla limita-
zione z(w)+y(w)= w.

b) Si vede subito, poiché

xZ‘amléglm{am|§w2|am|,

<< < o<, <w <k, <o

M= Ni==

che allorquando & possibile soddisfare alle (I*) con due funzioni 2(w), y(w) tali che
t=0(), 0=0@), y=0(), ©=0(@y), per -+,

le due condizioni (I*) equivalgono alle (6.1) e le condizioni successive sono conse-
guenze di queste: si ritorna cosi al criterio di NEDER (vedi n.° 4, d)).

¢) E superfluo osservare come anche a questo criterio si pud dare la forma
che gli compete quando si richieda la validitd, anziche di (L), di una relazione
come la (L') del n. 3.

14. - 1l progresso conseguito coll’innestare il metodo di HARDY sul procedi-
mento esposto al n.° 2 pud essere posto in evidenza dalla forma che assume il
teorema precedente nel caso in cui la scelta delle due funzioni z(w) e y(w) sia
possibile in guisa da avere z(w)+y(w)=w. In questo caso abbiamo:

TEOREMA. - Affinché valga la (L) é sufficiente che si possa scegliere una
funzione non negativa z=z(w) di w=0 in guisa da avere, per o — 4-oc:

I Z Am | @m | = O(w), Z tn| by | = O(w)
z<2.'m = O—2<p, <o
() B—2) il an|=0(@),  a@)S | by —o().
;'mgz (==

Infatti se z--+ o0, @ —2—~ + oo questa proposizione & immediata conseguenza

Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa. 26
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della precedente. Se per w—~-+ oo @& limz finito allora la prima di (I**) e Ja se-
conda di (IT**) equivalgono a

z Am I (4773 |= 0((0)) 2 Mn ‘ by | =0(w)

113
4 llbé(u M 77§w

e vale la (L) poiche da queste seguono le (N') (vedi n.° 4, d)); lo stesso si dica
quando lim (w—z) & finito.

15. - In particolare per esempio si ha
Se esistono due numeri 9, ¢ con 0<6<1, 0<e<1 pei quali

3 Jan|=0(1), Zamzo(%),

M palbe|=0(@), D) pin| by |= O(w' %),

0—ef<p, o w=w

allora vale la (L).

Infatti posto z—w?, dalla prima di queste seguono subito la prima di (I**)
e la prima di (IT**), e dalle tre successive seguono la seconda di (I**) e la se-
conda di (IT**).

16. - Poiche da 4,am> — K(An—An_i) segue D) L | @n| = O(w) (vedi n. 4, ¢))
A, Sw
e le prime condizioni in (I**) e (II**) risultano verificate, vale la proposizione
seguente :
Affinché valga la (L) é sufficiente che esistano una costante K e una
funzione z=z(w) di w =0, per le quali

Ay — Aoy
an>—K %J , D | by |= O(w), a(2) D) pa | b | = 0(w).

T ——,
M—EY D Y=l Z

17. - Per terminare accenneremo a un’altra classe di criteri sufficienti dimo-
strandone uno come esempio. Tale classe di criteri & quella che si presenta piut
spontaneamente ed & stata gia segnalata in [7] per c¢id che riguarda il prodotto
secondo CAUCHY (ciog di tipo (m,n)). Poiche per I estensione al prodotto di tipo
pilt generale (4, u,) sembrano necessarie condizioni supplementari da imporre
alle successioni (44, 4s,....), (11, M2,...) € inoltre la dimostrazione sembra richiedere
considerazioni pitt minute riteniamo opportuno esporre la dimostrazione.

Dalla (9.2) ricaviamo per o — -+ co:

(17.1) C(@)—AB=0(1)+ X an{B(0—ln)—Bl=—0(1) + 3 b, { (00— ) — A},

-
1,=0 =0
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Dunque perche valga la (L) & sufficiente che risulti

Min § % | @ f Bl —in) —B}|, 3 |bufAd(0—pn)— 43|} 0.
}'méw My ==
In base a questa osservazione dimostreremo il seguente
TEOREMA. - Supponiamo che
1°) esistano due numeri 8, ¢ con 0<6<1, 0<e<l, 6+c=1 tali che
)'m_"lm— 1
(17.2) am=0(—?{——’), per m— + oo; B(w)—B=o(;€), per w— + oo;
20) esista un intero N e un numero reale K, positivi e abbastanza
grandt in guisa che sia

;'m—i o j-s_'lm—i £ Ote—1
(17.3) G =) <

per ogni coppia di interi m, s tali che l,=1,_y; allora vale la (L).
Osservazioni. - a) Si verifica subito che per i,=m e 1,=log (m+1) I'ipo-
tesi 2°) & soddisfatta poiché per N=2 in ambedue i casi il primo membro
della (17.3) non supera 2.
b) Altrettanto facilmente si verifica che I'ipotesi 2°) & soddisfatta quando
sia An=A4(m), con A(z) funzione convessa, cioé per cui:
xZ

21 (%ﬂ) = Uz +A(@s).

18. - Poiché ci servird nella dimostrazione, consideriamo la funzione

®(0) 0<6<1).

1
01 —6)’
Dal fatto che

ad 1 d 1 a2 1
@<aa)e=+o>°’ d—e(m)ezm<°’ w(ae—))” per 0<6<1,

si conclude che esiste un punto y=y(d, ¢), dipendente da o e ¢, interno all’ inter-
vallo (0, 1) tale che: per 0<6 <y la funzione ¢(6) & decrescente, mentre
per y<6<1 la funzione ¢(0) & crescente. Osserviamo inoltre che esiste 'integrale

1
' T —8I(1—s)

0

19. - Posto B(w)=Max (| B(f)—B|) da (17.2) ricaviamo che esiste una fun-
t=>w
zione 7(w) di w=0 limitata, non crescente e tendente a zero per w— + oo tale che

(19.1) Blo)="2,
w
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Dunque per le nostre ipotesi esiste una costante X, tale che

(19.2) | | < K 2 —lfﬁ: per m=2;  (w)<K,.

"m

Con queste posizioni abbiamo

(19.3) S amfBlo—hn) =B} <= |am| B(w—in)— P(w)

A= @ b=

M=

e per la (17.1) il teorema risulterd dimostrato se riusciremo a provare che @(w)—0
per w— - oc; anzi, poiche per An=w <Ay risulta &(1,)= DP(w), basterd pro-

vare che
(19.4) D(4g) — 0, per §— -+ oco.

Sia A; abbastanza grande da avere
(19.5) he— 0> yh> A
e definiamo gl'interi » e ¢ colle limitazioni
(19.6) A =A<y A= A— A <Ay
Conviene spezzare la somma che da P(i;) in (19.3) come segue (1,=0)

D)=l | B+ X"+ ar | Blhs— )+ D) + | ae| Bls— )+ 3+ >V,
1) ) 3) 4)

dove le somme analoghe E&, O _T, 2* (da considerarsi nulle quando
@) (2) ) ()]

risultino vuote di termini) hanno il termine generale |a,, | B(4,—4x) € sono estese
rispettivamente ai campi

1{2 = 2,/," = Min ()»»,-_1, lgfx), lr+1 = lm, = Min (lt_j y Ag— N))

1t+1 élm,éls_y, l&-—u\-l—l == lméﬂ-@.
Poiche J_Q(w) ¢ limitato, B(ls)—0, |as|—0 e la somma Zk contiene soltanto um
numero finito di termini si conclude @)
(19.7) D()=o()+ D+ X+ 2.

1) @) @)

Poniamo 4,,=0,,4;. Per le (19.1), (19.2), (19.6), per !’esistenza dell’inte-
grale (18.1), per I’andamento di ¢(6) e per essere d+¢e=1 otteniamo:

I ’““”Z(Kz((lwus)Z el
) ) ) ) @ Anlds—An)*

6 - om——
= o(1)i*- E P s =W / —o(1).
(1) f)?

0”(1 o)y
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Nella valutazione di Z* e Z*, che si fa in modo analogo, entra in giuoco
la (17.3): @ @

k e — A 7(1 — Am) Am— lm—-i
(19.9) S'=k, o 4 : < Kye(ah) 3 Sn— it
o %‘ B Ge— 1) & 44— )
— | 6 — 6,
<o(l)- K 16—1—: _Am— A o(1) _Tm Tmed
(22) B (o= Auy)* % 6 _ (1—6,_,)
1
a6
=o0o(1) | ———=0(1).
( )6{ gy =00
* jvm — A 1(1.? - )'m) — }'m—
(19.10) DIES B ' Y O
5 G B =i & A e— )
— Ay — Ay —6
éKKgltH's 1 m I—1 — KK 2 6, — 0, 1
{4 % ,1;’1‘ JAs— Ay % 9" T

< KK, f 7o — KK?o(1)=o(1).
1— l ¥

Introducendo le (19.8), (19.9) e (19.10) nella (19.7) otteniamo la (19.4) e il
teorema & dimostrato.
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