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SUR DEUX ENSEMBLES LINEAIRES SINGULIERS

par WACLAW SIERPINSKI (Warszawa).

1. - On dit qu'un ensemble linéaire jouit de la propriété C, si pour chaque
suite infinie a,, a., a;,.... de nombres réels positifs donnés d’avance, il peut étre
couvert par une suite infinie d’intervalles d,, ds, ds,... tels que la longueur de
Vintervalle d, est a, pour n=1, 2, 3,... (Les ensembles jouissant de la propriété C
coincident avec ceux que M. E. BOREL appelle « ensembles qui ont une mesure
asymptotique inférieure a toute série donnée & lavance » (*)).

M. E. SZPILRAJN a démontré (*) qu'un ensemble jouissant de la propriété C
ne peut contenir aucun sous-ensemble parfait, de sorte que s’il est mesurable B,
ou plus généralement s’il est un ensemble analytique, il est nécessairement au
plus dénombrable. Or, en admettant que 2%=g, j'ai démontré () (en utilisant
un ensemble de M. N. LUSIN) qu’il existe des ensembles indénombrables jouissant
de la propriété C.

Les ensembles jouissant de la propriété C' constituent une classe d’ensembles
de mesure nulle qui doivent étre regardés comme trés pauvres en éléments. Or,
on pourrait croire que si £ est un ensemble linéaire indénombrable pauvre en
points, une translation convenable de l'ensemble £ le long de la droite le trans-
forme en un ensemble ayant une infinité indénombrable de points étrangers a E.
Cependant, en admettant que 2%=X, jai démontré (*) qu’il existe parmi les
ensembles indénombrables un ensemble de mesure nulle que chaque translation
le long de la droite transforme en lui méme, abstraction faite tout au plus d’une
infinité dénombrable de points. Or, en modifiant cette démonstration, j’établirai
iei un théoréme plus fort que voici:

THEOREME L - §¢ 2%=X,, ¢l ezxiste un ensemble linéaire indénombrable E
Jouissant de la propriété C et tel que chaque translation le long de la droite
le transforme en lui-méme, si Uon néglige tout au plus un ensemble dénom-
brable de points.

() Bull. Soc. Math. de France, XLVII, 1919, p. 1.

(®) Fund. Math., XV, p. 126. Cf. A. S. BEsicoviTcH, Acta Mathematica, 62, p. 291.

() Fund. Math., XI, p. 304. .

() Fund. Math., XIX, p. 22; cf. S. BANACH, ibid., p. 15. Voir aussi mon livre Hypothése
du continu (Monografje Matematyezne, t. IV, Warszawa, 1934), p. 132.
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Démonstration. - Admettons que 2%=X,. Il existe dans ce cas une suite
transfinie du type £ (olt {2 désigne le plus petit nombre ordinal de la troisiéme
classe de G. CANTOR)

1) 21=0, 3, Ty Ty Torpiyesy Loy (a< Q)

formée de tous les nombres réels, et une suite transfinie du type Q

(2) Qiy sz QS)--"r wa Qm—}—ir'"y Qay"" (a<Q)

formée de tous les ensembles linéaires fermés non denses. ,

Désignons d’une fagon générale par M(a) la translation de Pensemble M de
longueur a, c’est-a-dire '’ensemble de tous les nombres réels z+a, ou ze M.

Nous allons définir par l'induction transfinie une suite transfinie { po}, ot a < £,
comme il suit.

Posons p,=z,. Soit maintenant a un nombre ordinal donné compris entre 1
et Q et supposons que nous avons déja défini tous les points pg, ot £<a: leur
ensemble P, est au plus dénombrable, puisque a<<Q.

Or, désignons par 7, la somme de tous les ensembles

Qe(— 25— 25— . ~2¢ ),

ou &, &, &y, &n est une suite finie quelconque de nombres ordinaux <a.
Comme a<<£, 'ensemble de telles suites est évidemment au plus dénombrable.
Or, Qs(a) étant pour tout nombre ordinal £< 2 et pour tout @ réel un ensemble
non dense, 'ensemble 7}, est par définition une somme d’un nombre fini ou d’'une
infinité dénombrable d’ensembles non denses; donc 7, est un ensemble de 1re
catégorie. L’ensemble P, étant au plus dénombrable, la somme S,=7,+ P,
constitue encore un ensemble de 1™ catégorie et il existe dans la suite (1) de
tous les nombres réels des nombres n’appartenant pas a S, et c’est le premier
de ces nombres que nous désignerons par p,.
La suite transfinie

3) 21=0, D3y Psyy, Do) Dortiyeny  Payees (a< Q)

se trouve ainsi définie par l'induction transfinie et il est évident que tous les
termes de cette suite sont distincts.
Ceci établi, désignons par F l'ensemble formé de p, et de tous les nombres

de la forme
(4) PatTe+Te+ e +'7"Enr

o 1<a< 2 et &, &,...., &, est une suite finie arbitraire de nombres ordinaux <a.
Comme z,=0, 'ensemble £ ainsi défini contient évidemment tous les points p,,
olt a<$f. Par conséquent il est indénombrable. Or, nous allons montrer que
Pensemble Z jouit de la propriété C.
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En effet, soit a,, as, @s,... une suite infinie donnée quelconque de nombres
réels positifs et soit
iy, T2y Tapen
une suite infinie formée de tous les nombres rationnels. Désignons, pour n=1, 2, 3,....,
par d,, lintervalle ouvert

(5) dzn=(rn - % Qsny Tn+ % azn).
L’ensemble .
(®) Q—C(X den)
n=1

(o C(M) désigne le complémentaire de I'ensemble M par rapport i 'ensemble
de tous les nombres réels) est évidemment fermé et non dense: c’est donec un
terme de la suite (2), soit @= @, ou 1 est un nombre ordinal <Q.

Je dis que I'ensemble EQ est au plus dénombrable. En effet, supposons que p
est un élément de 'ensemble £Q. On a p = p,, puisque p, =z, =0 et le nombre 0
(en tant que rationnel) n’appartient pas & ). Comme appartenant a Z, le nombre p
est de la forme (4). Or, je dis que a<<A. Admettons, par contre, que a> 1. D’aprés
la définition de I'ensemble 7}, on a pour a>>41 (les nombres ordinaux &,, &,...., &,
étant <a):
(7) QU —25—25,— o —2g ) T, Sy
or, d’aprés pe Q=Q;, p étant de la forme (4), on a

Pat+Ts+ T+ o +z5,ﬂe Qi
d’otr
Dot Qu(—Ze—Te— ... —zfn)y
done, d’aprés (7): puess,
contrairement a la définition du nombre p,.
Dong, si p est un nombre de Pensemble EQ, p est de la forme (4), olt a<<A.
L’ensemble de tous les nombres (4), o a <4 étant, comme on voit sans peine, au
plus dénombrable, il en résulte que l'ensemble E'Q est au plus dénombrable, soit

® EQ=(21) 925 q3y)-

Désignons maintenant, pour =1, 2, 3...., par ds,_, Uintervalle ouvert

1
(9) d2n—i = (Qn"_ 2 Qan—1, Qn+ % agn_i) .

L’ensemble E=F - Q4+ E - C(Q) est, d’aprés (6), (5), (8) et (9) contenu dans
la somme des intervalles d, (n=1,2,3,...) et la longueur de lintervalle d, est
évidemment @, (pour n=1,2, 3,...). La suite infinie de nombres réels positifs a,
(n=1, 2, 3,...) pouvant étre quelconque, cela prouve que I'ensemble £ jouit de la
propriété C.
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Considérons maintenant les translations de I'ensemble Z. Soit @ un nombre
réel quelconque. C’est donc un terme de la suite (1), soit z=z,, ot u est un
nombre ordinal <. Etant donné un point arbitraire p e E(a)—E, on a, selon
la définition de E et E(a) d'une part

(10) P=Pat+Ts+2e+ o + T + 24,

et d’autre part a <y, puisque dans le cas contraire p appartiendrait a Z.

11 est ainsi démontré que chaque nombre p de 'ensemble E(a)—E est de la
forme (10), ot a<<pu et &, &,..., &, est une suite finie de nombres ordinaux <a.
Or, 'ensemble de tous les nombres p de ce genre pour a=gz, fixe est évidemment
au plus dénombrable.

L'ensemble £ satisfait done aux conditions de notre théoréme qui est ainsi
démontré.

2. - Un ensemble est dit, d’aprés M. LUSIN, foujours de 1™ catégorie, s’il
est de 1r¢ catégorie sur tout ensemble parfait. Les ensembles toujours de 1 caté-
gorie doivent étre aussi regardés comme trés pauvres en points. Or, je démon-
trerai ce

THEOREME II. - Si 2%=X,, ¢l ezxiste un ensemble linéaire indénombrable E
toujours de 1™ catégorie et tel que chaque translation le long de la droite
le transforme en lui-méme si Uon néglige tout au plus un ensemble dénom-
brable de points.

Démonstration. - En comprenant par la suite (2) une suite transfinie formée
de tous les ensembles (5 de mesure nulle, repetons (avec des modifications évi-
dentes) la démonstration du théoréme I jusqu’au moment oli nous avons introduit
la suite a@;, @y, @s,... Nous allons montrer que l'ensemble E est toujours de
1re catégorie. ’

En effet, soit P un ensemble linéaire parfait donné quelconque et soit @ un
ensemble (s de mesure nulle contenu dans P et dense dans P. C’est donc un terme de
la suite (2), soit @= @);. Comme dans la démonstration du théoréme I, on démontre
que l'ensemble £@} est au plus dénombrable. Or, on a EP=FEPQ+ E(P— Q) et,
Q@ étant un G5 dense dans P, 'ensemble P— @ est de 1™ catégorie sur P. L'en-
semble EP est donc de 1t catégorie sur P. L'ensemble parfait P pouvant étre
quelconque, cela prouve que l'ensemble £ est toujours de 1% catégorie.

La démonstration que pour tout nombre a réel 'ensemble E(a)—E est au
plus dénombrable est la méme que pour le théoréme I.

Le théoréme II est ainsi établi.



