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AUTOVALORI DI NUCLEI DIPENDENTI DAL PARAMETRO

di BasiLio MaNIA (Pavia).

1. - In una memoria dei « Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo » (%)
., MIRANDA ha studiato le equazioni integrali lineari della forma

() 9(@)~7@)+1 [ G, v, Do)dy
T
£con

Gz, y, 1) = K(z, y)+2, Ha Hiz, y)

=1
dove
0<a << <ap

e Kz, ), Hiz,y) (¢=1, 2,.., p) sono funzioni simmetriche in z e ¥.
Nello studio dell’equazione (1) il MIRANDA ammette le tre ipotesi fondamen-
tali seguenti:
IPOTESI A. - I nuclei Hy(z, y) sono semidefiniti positivi.
IpoTESI B. - I nuclei H;(z, y) sono specializzati, hanno ciog, ciascuno un nu-
mero finito di autovalori:
lﬂ, lig,...., }'iqi’ (?,=1, 2,...., p),

per modo che, introdotti i sistemi delle autosoluzioni ortogonali e normalizzate

Pi(@);  Piz(2)yes (Piqi(x)) (=1, 2,..., p),

si pud porre

H(x, y) Z ¢1k(z)¢zk(y)

() C. MIrRANDA: Su di una classe di equazioni integrali il cut nucleo é funzione del
parametro. Rend. Cire. Mat. Palermo, vol. LX (1936).
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90 B. MANIA: Autovalori di nucler dipendenti dal parametro

IpoTESI C. - La quantith —a; non & un autovalore per il nucleo

?
S 4
Gy, y) =K (@, )~ X 2o Hilz, ),
=1 "
ed inoltre, detta w(z) una funzione a quadrato sommabile, la soluzione ¢(z)
dell’equazione

¢(@)——a; | Gya, Pe)dy + | Hy(z, p)vp@)dy
T Ly
non pud essere ortogonale a Hj(z, y) se tale non & la funzione y(z).

In queste ipotesi, il MIRANDA stabilisce I’esistenza di autovalori dell’equa-
zione (1), dimostra per essi dei teoremi analoghi a quelli noti per gli autovalori
dei nuclei simmetrici indipendenti dal parametro, e dei teoremi che estendono
quelli di HILBERT e SCHMIDT sugli sviluppi in serie di autofunzioni.

Nel presente lavoro mi propongo di studiare 'equazione (1) con

) Gla, 4 =K (@, 1)+ X, 1o Hilz, 9)

dove la somma al secondo membro della (2) pud essere anche estesa a infiniti
termini, inoltre non ammetto né 1’ipotesi B né I'ipotesi C, ed estendo anche I'ipo-
tesi A in quanto ammetto che i numeri a;, a due a due distinti e tutti diversi
da zero, possano anche essere negativi purché i nuelei H;(z, y) corrispondenti
ad a; negativi sieno, anzi che semidefiniti positivi, semidefiniti negativi (*).

Stabilisco U'esistenza di autovalori dell’equazione (1) e dimostro per essi teoremi
analoghi a quelli noti per gli autovalori dei nuclei indipendenti dal parametro.
Pero il teorema di esistenza degli autovalori si pud provare, col metodo che qui
seguo, anche in casi molto piti generali che pure considero. Inoltre tale metodo
presenta il vantaggio di dare delle indicazioni cirea la distribuzione degli auto-
valori rispetto alle costanti assegnate a;, e pud quindi essere utile per il calcolo
effettivo degli autovalori.

Teoremi di esistenza degli autovalori.

2. - Nel seguito indicheremo con 7' un campo misurabile di uno spazio a »
dimensioni, con z e y punti variabili di questo spazio, con K(z, y), Hi(z, y),
(t=1, 2,....), funzioni reali simmetriche di # e y per z e y variabili in 7.

Cid posto dimostriamo il teorema di esistenza degli autovalori dell’equazione (1).

(*) Anzi nel teorema di esistenza degli autovalori basta supporre che per a;>0 [< 0]
H;(z, y) non sia semidefinito negativo [positivo].
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TEOREMA L - Se i nuclet K(z,y), Hi(z,y), (t=1, 2,..), sono maggiorati
da una funzione P(z,y) a quadrato sommabile nell’insieme di definizione;

se i numeri a; sono non nulli ¢ a due a due diversi e la serie >, (1:]a;|)
é convergente; se quando a;>0, Hi(z,y) non ¢é semidefinito negativo, e
quando a;<0, Hi(z, y) non é semidefinito positivo; allora Pequazione

¢(&)=1@)+1 [ Gla, y, Do w)dy
T
con
G, 9 =K@ y)+ 3 e Hilo, y)

ammette almeno un autovalore (reale).
Per dimostrare questo teorema cominciamo con lo studiare il funzionale

Plp@) | ol— [ GG, v, v@e()dedy
TT

per @(z) funzione reale a quadrato sommabile in T e ¢ numero reale distinto
da tutti i numeri —a;.
Essendo

Plp@)|o)—[ [ K@, po@e@)dedy+S 2 | [ Hiz, y)p@e@)dedy,
TrrTr v TT

Plote) o] =Py (@) o= o g3y / [ Hiw, )o@t dsdy,
si ha

| D[p(2) | 0:]— Plp(@) |@:2]| <
5 {‘PQ(x)dx l/ // PHa, y)dedy 2 ‘ (91+a§(iez+ai)
T 7 g

e quindi @[p(z) |e] & funzione uniformemente continua di g in ogni insieme limi-

‘94—921

tato e chiuso che non contenga nessun punto —a; e per / @*(z)dz limitato. Ne
T
segue che se indichiamo con m(p) ed M(p) rispettivamente il limite inferiore e
il limite superiore di @[¢(z)|e] al variare di ¢(z) nel campo delle funzioni a
quadrato sommabile in 7" e tali che ,(pz(x)dx=1, m(p) ed M(p) sono continue
T
in ogni intervallo non contenente punti —a;. ‘
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Si vede poi facilmente che se & a;>0

lim  m(g)= — .
e——a+0

Analogamente, se ;<0, &

lim M(p)=+ oco.

e——a,—0

Se ne deduce che, indicati eon p,, ps,.... gli @; positivi disposti in ordine cre-
scente e con 74, 7s,... gli @; negativi disposti in ordine decrescente, il grafico

di m(g) per 0 <0 e quello di M(p) per ¢=0 hanno una forma del tipo di quella
indicata nella figura.

Per la nota proprietd di massimo e di minimo degli autovalori dei nuclei
simmetrici, se & m(0) <O esiste una funzione ¢(z|p) tale che f P*(z|0)dz=1 e
per cui P[p(z)|e] assume il valore m(g), e si ha

#(z]0)— f 6@, 9, 0)p(y | Q)dy =0,

m(Q)

e se M(p) >0 esiste una funzione y(z|0) tale che [ ¥ (z|o)dz=1 e per cui P[p(z)|o]
assume il valore M(p) e si ha

(|0~ z= [ 6@ 3, Oy |)dy =0.
T
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Quindi se 4 @ un valore di ¢ per cui

0>m(@)— 3,
si ha

p(z|5) =1 [ Gz, y| Doty | Dy —0
T
e A risulta un autovalore di G(z, y, 1); cosi pure se 4 & un valore di ¢ per cui

0< M@= 3,
si ha

v(@|) =1 [ GG, y | Duly| Hdy—0
T

e A & un autovalore di G(z, y|4).
Ora basta tracciare, sulla figura che rappresenta i grafici di m (o) ed M(p),

. s s s . . 1
anche i due rami di iperbole equilatera che rappresentano la funzione . per vedere

che, se fra i numeri a; ve n’é almeno uno positivo, indicato con « il pilt piccolo
di essi, fra 0 ¢ —a esiste almeno un autovalore di G(z, ¥, 1), ¢, se fra gli a; ve
n’e almeno uno negativo, indicato con — g il pitt grande di essi,fra O e 5 vi &
almeno un autovalore di G(z, y, 4).

Con cid il teorema di esistenza degli autovalori & dimostrato. Aggiungiamo
una osservazione.

OSSERVAZIONE. - Il piw piccolo degli autovalori positivi di G(z,y, 1)
determinato col metodo precedente ¢é il pit piccolo di tutti gli autovalor:
positive di G(z, y, 1); e il pin grande degli autovalori negativi di G(z, y, 1)
determinato col metodo precedente é il pit grande di tutti gli autovalor:
negative di G(z, y, ).

Infatti se ¢ & il pilt piccolo di tutti gli autovalori positivi di G(z, y, 1) e p(2)
& una delle corrispondenti autofunzioni normalizzata, si ha

p@) =0 [ Gz, y, Opy)dy
T
e percid

/ f G(z, ¥, 0)p(@)p(y)dady— .
TT

Posto

(o)~ [| 6z, v, Q9@e(y)dady,
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& sempre
K(o) < M(o)
e
K(o)— L
(0)= P
Indicato quindi con 4 il pitt piccolo valore positivo di o per cui
1
M@)=7,
si ha
i<o.

Analogamente se o & invece il pii grande autovalore negativo di G(z, y, A).

3. - Passiamo ora a dimostrare che il metodo seguito nel numero precedente
permette di stabilire I'esistenza di autovalori (reali) dell’equazione (1) in casi
molto pitt generali.

TEOREMA 1L - Se, per z ¢ y in T e i variabile in un intervallo (0, —a)
con a>0 [a<0], ¢

G(z, y, )=c()H(z, y) + Gi(z, ¥, 4);

se H(z,y) e Gi(z, y, 1) sono funzioni simmetriche di z e y, a quadrato
sommabile nel campo di variabilita di (z,y); se, per i, e iy in 0, —a),

lim / [ [Gi@, y, 1) — Gz, y, 4o)I2dzdy =0 ();
lh~i.z|—’01'v 7

se ¢(1) é una funzione continua nell’intervallo (0, —a), il punto A=0 incluso,
tl punto 1= —a escluso, e

lim ¢()=— [lim ¢(1)=—o0];
r——a+0 A—>—a-0

se H(z,y) non é semidefinito negativo [positivo]; allora nell’intervallo (0, —a)
esiste almeno un autovalore dell’equazione

(@ —f() +1[ 6@, 3, Hpw)dy.
T
Supponiamo, per fissare le idee, @ >0, e consideriamo ancora il funzionale
Po@)| ol [ 6@, v, 9@ (y)drdy~
77

— (o) [ [ H@, pe@o)ddy + [ | Gu(z, v, Qp(@)p(y)dody
T T 7T

(®) Da questa condizione segue che , Gf(x, y, A)dzdy & limitato al variare di 4 in (0, —a).
T
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per o variabile in (0, —a) e per le funzioni ¢(z) tali che

[ v@da—1.
T

Si vede ancora che @[p(z) | 0] & funzione continua di g, uniformemente rispetto
alle funzioni ¢(z) considerate, in ogni intervallo appartenente a (0, —a) e non
contenente il punto —a. Ne segue che anche il limite inferiore m(¢) di P[p(z) o] &
funzione continua nell’intervallo (0, —a), il punto —a escluso. Inoltre dalle ipotesi
fatte segue subito

lim m(g)= — oo.
o——a-+0

Non resta quindi che ripetere il ragionamento del numero precedente.

ESEMPI - Se G(z, y, 1) & dato dalla (2), le condizioni del teorema ora dimo-
strato sono soddisfatte. Infatti, se fra gli @; ve n’é uno positivo, supponiamo che
sia @, e poniamo

i

G(‘Z) Y, )= T—I-_ai Hi(zi ?/)+ Gl(zr Y, j')

con
Y}
Gi(@, y, D =K (5, y)+ X 55 Hilo y).
>1
Si verificano allora facilmente tutte le ipotesi del nostro teorema. Analoga-

mente se fra gli @; ve n’& uno negativo.

Anche se, mantenendo le ipotesi del teorema del numero 2 sulle costanti a;
e sui nuclei K(z,y), Hi(z, ¥), poniamo

Gla, y, =K@, )+ (15 Hilw, 9)

con gli a; numeri interi positivi dispari, sono soddisfatte le condizioni del teorema
ora dimostrato.

4. - Un altro teorema di esistenza degli autovalori dell’equazione (1) & il
seguente.

TEOREMA IIL. - Se per z e y in T e L variabile in un intervallo (a, b)
del semiasse reale megativo con a<b, é

G(Z‘, Y, }‘) =0(}.)H($, ?/) + G (z) Y, '1);

se H(z,y), Gi(z,y,A) sono funzioni simmeiriche in T e y a quadrato som-
mabile nel campo di variabilita di (z,y); se, per i, iy in (a, b),

l M—Aa|—0

lim [ f [Gu(z, ¥, A1) — Gu(z, y, 4s)]2dzdy—0;
7T



96 B. MANIA: Awufovalori di nuclet dipendenti dal parametro

se ¢(l) é una funzione finita e continua in (@, b), ¢l punto b incluso e il
punto a escluso, e
lim ¢(l)=—o0;
i—a}+0
se in un tntorno a sinistra di A=>b ¢l nucleo c(A)H(z, y)+ Gi(z, y, A), per
ognt A fissato, é semidefinito positivo; se H(z, y) non é semidefinito nega-
tivo ; allora nell’intervallo (a, b) esiste almeno un autovalore dell’equazione

P(0)=1(@) +1 [ Oz, 4, Do(y)dy.
7
Un teorema analogo vale se (a, b) é un intervallo del semiasse reale
positivo.
Definita m(p) come nel numero precedente, si vede ancora che essa & una
funzione continua di ¢ nell’interno di (a, b) e che

lim m(p) = — oo,
o—a+0

e in un intorno a sinistra di &

m(e)=0.

Non resta quindi che ripetere il ragionamento del numero 2.

5. - Un ulteriore teorema di esistenza degli autovalori dell’equazione (1), che
si dimostra con lo stesso metodo del numero 2, & il seguente.

TEOREMA IV. - G(z, v, 1) sia definito per z e y variabili in T e A varia-
bile sull’intero semiasse positivo [negativol, e sia funzione simmetrica in
e y e a quadrato sommabile nel campo di variabilita di (z,y); tn ogni
parte imitata del campo di variabilita di A sia

lim [ ([, 4)— G, y, 1)) dady=0;
[h—he| =0 7

esista una funzione p(z) a quadrato sommabile in T per cui

lim [ [ GG, y, Hp@)p@)dedy >0

A—>—o0 4 -

TT
[ tim [ [6@ v, De@o)drdy <O;
5

allora esiste almeno un autovalore reale positivo [negativo] dell’equazione

#(@) =1@) +1 [ Gz, v, Do y)dy.
T
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Supposto per fissare le idee che il campo di variabilitd di 1 sia il semiasse
positivo, considerato il limite superiore M(p) definito al numero 2, si vede
che M(p) & una funzione continua per 90 e per ¢ sufficientemente grande
e ;. conveniente

M()> p>0.

Di qua, nel solito modo, segue l'asserto.
ESEMPIO. - Le condizioni del teorema precedente sono soddisfatte da

G2, yy 4)= (1 +32°+ 1) H, (2, y) + (2* — 22+ 2) Ho(2, y)

con H,(z,y), H:(z,y) funzioni simmetriche a quadrato sommabile e H,(z, )
semidefinito positivo non quasi ovunque nullo.

Altri teoremi sugli autovalori.

6. - Ritorniamo ora ai nuclei della forma considerata nel teorema I. Per
essi vale il

TEOREMA V. - Nelle ipotesi del teorema I, se per a;>0 [<0] Hi(z, y) ¢
semidefinito positivo [negativol, tutti gli autovalori sono reali.

Infatti se 4 & un autovalore della (1) si ha

@)~ [ K@ pow)dy—1 3 = [ Hi(, po@)dy—0

essendo ¢(z) una funzione normalizzata. E percid anche

_ - _ - i _
#@) =1 [ K@ y)()dy—1 3+ [ Hiw y)p()dy =0,
T i ¥y
dove 1 e ¢(z) sono i coniugati di 4 e ®(z) rispettivamente.

Moltiplicando la prima equazione per Ag(z), la seconda per Ap(z), integrando
e sottraendo si trova

— - 12 : _
G0} [10@ Fdot+ S ai gt [ [ Hite, )5@et)dedy |- 0;
T g 77
e, poiché la quantitd in parentesi doppia & >0,

A=
ciod 1 & reale (*).
E evidente che questo ragionamento & valido anche in alcuni casi pilt generali.

(4) Cfr. MIRANDA, loc. cit.
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- Ci proponiamo ora di dimostrare che nelle ipotesi del teorema I, con
alecune condizioni supplementari, in ogni insieme limitato e chiuso non contenente
nessun punto —a; cade al pit un numero finito di autovalori. Per questo ci
occorrono alecune premesse.

Se ¢'(z) e ¢”(z) sono due autofunzioni associate a due autovalorl diversi A’
e 17 si ha

’ ar ’ ’ j” ’
v @ =1 [K@ e ay+1 S o [ Hiw v)v @)dy,
7 ¢ Y

" i ” -n l” : ”
P @ =2 [ K@ )" @)y +1" S e [ Hila, )" @)y,

donde segue

’ " 2” 1” C ’ /)
[ @ @dz+ X ai A A [ [ Hiw, o @9 ) dedy—0.
T ? TT

Inoltre se ¢\")(z), P (2),..., *(z) sono & funzioni a quadrato sommabile in 7'
linearmente indipendenti e 4 & un numero reale, si possono determinare %4 combi-
nazioni lineari omogenee (linearmente indipendenti) @,(2), @2(2),.., @r(z), delle
funzioni assegnate in modo che sia

/ Pn@n@)ds+ 3 a i ja) [ | Hiz, p)pm(@)gnty) dody = 8m,n
Iy

con 8,,,=0 per m=+=n e On,=1 per m=n.
E chiaro quindi che date % autofunzioni ¢,(z), @2(2),..., @r(z) associate a %
autovalori (a due a due distinti o no) 4, 4s,.., 4, si pud supporre che sia

(3) /%(@qon(w)dwzcu e T / [ Hi@, ) pn(@9a@)drdy =dmn ).

Cid posto dimostriamo un lemma.
LEMMA : Nelle ipotesi del teorema I, posto, per i numero reale ed f(r)
funzione a quadrato sommabile in T,

NF—|[ r(@)do
7

o, f— [fz(z) drt N ai{ro) | [ Hia nia)dzdy,
TT

(°) Vedi MirANDA, loc. cit.
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ad ogni insieme limitato e chiuso E dell’asse reale non contenente nessun
punto —a; e ad ognt numero v>0 si pud far corrispondere un numero pu>0
tale che, per ogni funzione a quadrato sommabile f(z) e per ogni i di E

per cut
19%C) ;f. =z v,

sia
NFf=z p.
Infatti

~ A :
Mo, f< %1+Z|a,~| (1_4——0_1‘)2 V [ [ Pz, y)dady | NY,
¢ TT
e poiché la serie

Ao\2
ail(s)
?
& uniformemente convergente in X, si ha facilmente l'asserto.

8. - Possiamo ora dimostrare il

TEOREMA VI - Nelle ipotest del teorema I, se per a;>0 [<0] Hj(z, y) é
semidefinito positivo [negativo]; se ¢ nuclei Hi(z, y) sono equilimitati a
partire da un tndice t sufficientemente grande; se per ciascun nucleo H(z, y)
vale lo sviluppo in serie di autofunzioni uniformemente convergente

i in(l
Hig, y) =3 ™00 0);
x
allora Pequazione

9@ =1@)+1 [ 6, y, Do)y
T

ha, in ognt insieme E limitato e chiuso mon contenente mnessuno dei
punti —a;, al pta un numero finito di autovalori (contato ciascuno con
la sua molteplicita).

Se @(z) & un’autofunzione dell’equazione (1) corrispondente a un autova-
lore 4 si ha

g?% ='/‘K($, y)qo(y)d?/-l'z ]T?:E /Hz(x’ Ye(y)dy,
7 ¢ T

(5) Se i nuclei H;(z, y) sono continui, essendo giid semidefiniti, questa condizione & veri-
ficata per un teorema di MERCER.



100 B. MANIA: Autovalori di nuclel dipendenti dal parametro

e quindi posto, per p e ¢ numeri interi positivi,

H(q) 2 (Plh(ﬁﬂ ) pin(y) ,

e zh

H(q) 2 %h(Z)%h(?/)
P

” p yi
) # = | Kz, y)o(y)dy + 21 TTa / H{"(z, y)p(y)dy,
T = T

o

[Hie, y)qo(y)dwz H /sz, Y)p(y)dy.

@) P
®G) 7= T Z
=1 T i=p+

Osserviamo ancora che se @(z) & un’autofunzione normalizzata corrispondente
a un autovalore 4, si ha

[ [ & o dady+ 3 iz [ | Hil ne@e@)dny =
TrT TT

Sieno ora @4(z), @2(2),..., pr(z) k autofunzioni linearmente indipendenti cor-
rispondenti a % autovalori i, 4s,.., 4 appartenenti a £. Supponiamo inoltre,
come & lecito, che sieno verificate le (3).

Poniamo

Fi'(z, y)= Z (@) pin(y),

* h—1

A _ [ S
=40 [ K(t, y)puly)dy + 21 1 |2 eay)dy,
T = T

2
u(@)=K(2, £) = X} yupn(2),

n=1

k
An .
uz(z) =F'159)(z, t) _2 Tt a; 771(P1l(x)7 (7,: 1, 2)“"7 ),
n=1

essendo p e ¢ due numeri interi positivi.
E allora
H(t y)=a; [ FO(t, ) Bz, y)ds,
T

P -
Ay
©  7—[ Kt Do)y + Y @i It f | HO(, ) FO Y, 2)puly) dudy ;
iy N
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e, poiche se H(z, y) & semidefinito positivo [negativo] anche H{?(z, y) & semi-
definito positivo [negativo], & anche

/ ud(z)dz + 2_, a; [ HO(z, y)uwi(z)u:(y)dzdy =

T =1 F7

ciog

@) ﬁl al qoa(x)dx+_§p: a(
n= T

) [ ‘[ H(@, y)pu(@)paly)dody |

-2 2, 77»% /K(x, Den()de +

n=1

+2“l 7 +a [ [ B @, y) Fiog, t)tpn(y)dzdy% +

+ Z(mq:n) Ym¥n % , on(2)prp(z)dz +

m, n—1

”1/ l
.2 @ ta m—ta; A, a; /’ H{(z, ?/)‘Pm(z)‘Pn(?/)dzd?/%

+ [ K*(z, t)dz+2 H(‘l’(t t)=
T =1

Assegnato &>0 arbitrario, possiamo fissare un intero p sufficientemente
grande, e, in dipendenza di p, un intero ¢ sufficientemente grande, in modo che,
per =1 2. k, e per ogni coppia di numeri interi m, » distinti compresi fra 1
e k, sia, a causa della (3),

\1—,/@3@)@—,2 ai (=) [ [ HO@ pon@on)dzay | <
T = TT

| f (@) pa(z)do-+ 2 a o e [ [ HOG ) pn@eny)dedy | <e.
TT

Allora dalla (7) segue, tenendo anche conto della (6),

® (1) z, N SN [ K, t)dw+z - HO(, 1),

m, n—=1

Ma poiche

n d 'ln T b ln
T R [HG 0ed+ S T [ Hit, pyont)ay,
= Vi i=p+1 T
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Hi(zr ?/):‘Him(‘@’ ?/)‘*'}Z‘((I)(xr ?/)a

si vede, per le ipotesi dell'enunciato, che p e ¢ possono essere fissati in modo
che sia anche

k
(1—6) 3 %= (1—¢) 2 o _
n=1

n=1 Il

9‘7171(t)(pn<t)
T, l T

Z(m:l:n) | Ym¥n [ = Zm_,_n

m,n=1 m,n=1

V4
‘al HO(¢, t)<2 Hi(t, 0)+e.

=1

Percio dalla (8) si ha

‘Pm(t)(}on(t) \ + /K?(z, t)dz-f-z H(t t)+€"+28

ko k
@n(?)
(A=) 255" < Dpnctm)
n=1 A i

n,n=1

In questa disuguaglianza non compaiono pill p e ¢, ed ¢ & arbitrario. Ne viene

k
©) D "‘”<[ Kz, t)dx+2 H(t, 1),

n=1 T

H

Poiche
919).”(}912 = 1’

per il lemma del numero precedente possiamo determinare x>0 tale che sia

Now= u,

e quindi, integrando la (9) rispetto a ¢, otteniamo
1
(10) PR ;; [ [ Kz, t)dxdt+z / Ht, t)dtg

e di qua si deduce subito un limite superiore per il numero degli autovalori
della (1) appartenenti all’insieme Z. Infatti se (—A4, A) & un intervallo conte-
nente F, il numero degli autovalori della (1) appartenenti a £ & minore di

42 3 [[ K, t)dzdt+§ 1 [y, tyat % :
“ g =1
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=

9. - Se, come & possibile per il teorema precedente, pensiamo tutti gli auto-
valori (considerati tante volte quant’@ la loro molteplicitd) distribuiti in una
successione

A, Agpeony Ay

e a ciascuno di essi pensiamo associata una delle corrispondenti autofunzioni in
modo che valgano le (3), dalla (9) segue il
TEOREMA VII. - Nelle ipotesi del teorema VI la serie

2
net 4

converge quast ovunque in 1 verso una funzione integrabile in T.

10. - Infine dimostriamo il
TEOREMA VIIL - Nelle ipotesi del teorema VI le serie

2
)

V8

(ln{: a)z(lf Hi(z, y)pa(y) d?/) (7=1, 2,..),

n=1

convergono quast ovunque in T verso funzioni integrabili in T.
Riprendiamo la dimostrazione del teorema VI. Fissato j, per p>>j, nella
formula

[u%a:)dm%—é a; [ [ H{(z, y)ui(z)u(y)dzdy =0

7 =1
poniamo
P
u(z)=— Z Pn@n(Z),
n—1
Lo
ui(T) = —2 ln‘lilai 7n@n(T), per 77,
n=1
Lo
uj(z) = F(g, t)_z m Pn®n(Z),
n=1 :
con

in ln
=i 5o [ [ B2@ )E2@ Heuy)dedy— 3 T] H(t, §)puly)dy.
TrT
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Otteniamo allora la disuguaglianza analoga alla- (7)

2 X3l %(z)derz a2 f | [ 2@, y)on@)puty)dudy | -

TrT
k k .
=23 7+ S 7m0 | | o(pn@)dot
=1 m,n—1 T

»
'lm ;-n [ 0 1
+’121 i A-m‘f‘ a; ln"‘(li / .[Hél)(x’ y)(pM(z)tp“(y)dZdy g + [TJ -H}(Q)(t, t) 20
= TT

Fissato ¢>0 arbitrario, con considerazioni analoghe a quelle gia fatte si
giunge alla disuguaglianza

<1—e>2(1 ) ( [ Ht, y)tpn(y)d?/> H (G )+t + 20+

}'7)1 :
+eZ(m¢n, oo e || [ enw)ay || [ H neaway |,
T
€ poiché ¢ & arbitrario
k
Ay
3
S(ota) (T/ Hy(t, p)ou)dy | < 7 Hylt, 9,

e di qua segue immediatamente il teorema.



