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TRIGONOMETRISCHE POLYNOME
MIT EINER MINIMUMEIGENSCHAFT

von LJUBOMIR TSCHAKALOFF (L. CAKALOV - Sofia).

Bei seinem elementaren Beweis des Primzahlsatsez hat LANDAU (!) die Frage
nach der giinstigsten Abshiitzung des Exponenten im Restgliede auf folgendes
Minimumproblem iiber trigonometrische Polynome zuriickgefiihrt. Man betrachte
die Menge O, der positiv-definiten Kosinuspolynome

1) g(p)=a,+a, cos ¢+ ... +ay cos ne
n-ter oder niederer Ordnung, deren Koeffizienten den Ungleichungen
=0, a=0,.., a,=Z0; a>a,

geniigen. Welches ist die genaue untere Grenze P, des Ausdrucks ag (O)a , wenn
17 %o

g(p) die Polynome dieser Menge durchléuft ? Vor einigen Jahren kam LANDAU (*)
auf dasselbe Problem zuriick, indem er unabhiingig von mir (®) auf wenigen
Zeilen zeigte, dass P;=7 ist und P;= P,= P;=06 ist. Zum Schluss seiner Arbeit
bemerkte er dabei ausdriicklich: « Die Schwierigkeit fingt also erst bei =6
an... Die Bestimmung von P; lisst sich in endlicher Zeit erzwingen. Vielleicht
gelingt sie einem Leser auf wenigen Zeilen oder wenigen Seiten ».

Da ich in einer 1923 publizierten, bulgarisch geschriebenen Arbeit (*) die
erwihnten Landauschen Ergebnisse frither auf demselben Wege gefunden -und
ausserdem die schwierigeren Fille n=6, 7, 8, 9 erledigt habe, erachte ich es

() Vgl. E. LaANDAU: Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. Leipzig
1909, Bd. I, S. 245-258 und Bd. II, S. 891-893.

(®) E. LANDAU: Eine Frage dber trigonometrische Polynome. Diese Annali, Serie II,
Vol. II (1933-XI), pp. 209-210.

(3) Vgl. E. LANDAU: Nachtrag zu meiner Arbeit « Eine Frage dber trigonometrische
Polynome ». Diese Annali, Serie II, Vol. V (1936-XIV), p. 141.

() L. TSCHAKALOFF: Trigonometrische Polynome mit einer Minimumeigenschaft (Bul-
garisch). Jahrbuch der Universitit Sofia, Phys.-Math. Fakultit, Bd. XIX (1923), S. 355-387.



14 L. TSCHAKALOFF: Trigonometrische Polynome

nicht fiir {iberfliissig, hier diese meine Ergebnisse einem breiteren Leserkreis
zuginglich zu machen und zugleich ein Desideratum meines unvergesslichen
Lehrers zu erfiillen.

§ 1.

Unter einem zwldssigen Kosinuspolynom n-ter Ordnung verstehe ich ein
trigonometrisches Polynom der Gestalt (1) mit nichtnegativen reellen Koeffi-
zienten aj, das den Bedingungen g(g) =0 fiir jedes reelle ¢ und a, > a, geniigt.
Da (wegen a,>a,) ein solches Polynom nicht identisech verschwinden kann, so

ist a0=}t [ g(p)de stets positiv. Es sei C, die Menge aller zuliissigen Kosinus-
0

polynome #-ter Ordnung. Offenbar ist C), eine Teilmenge von C,,, und aus-
serdem ist die Menge C) leer, da fiir =1 die Ungleichung ¢g(7)=a,—a, =0
mit @y <@, unvertriglich ist.

Unsere Aufgabe besteht darin, bei einem gegebenen 7 =2 die genaue untere
Grenze P, des Quotienten

0) a a e a,
g S
effektiv zu bestimmen, wenn g(p) die Polynome der Menge C;, durchliuft.

Ich will zun#chst zeigen, dass die untere Grenze P, wirklich erreicht wird
fiir ein passendes Kosinuspolynom der Menge C,, d.h. dass P, das Minimum
des Ausdrucks (2) ist. Dieser Ausdruck bleibt nimlich unverindert, wenn man
g(p) durch Ag(g) ersetzt, unter 1 eine beliebige positive Konstante verstanden.
Da aber mit g(p) auch ig(gp) der Menge C, angehért, so kann man die Polynome
dieser Menge so normieren, dass stets @, —a,=1 ist, was damit gleichbedeutend

ist, g(¢) durch a—gi% zu ersetzen. Wir diirfen uns daher auf « normierte »
17— %o

Polynome der Menge (), beschrinken, indem wir nur diese zur Konkurrenz
zulassen. Einem beliebigen normierten Polynom (1) dieser Menge ordnen wir
den Punkt A(ay, @iy, @,) des (n+1)-dimensionalen Raumes zu; die so ent-
"stehende Punktmenge wollen wir mit M, bezeichnen. Konvergiert nun die Punkt-
folge A4,, A,, As,.., deren Glieder der Menge M, angehéren, gegen einen
Grenzpunkt C(cy, €1y, ), S0 konvergiert die entsprechende Polynomenfolge
gu(®)y, g2(®),.... gegen das normierte Grenzpolynom

G(p)=co+¢y cos @+ ... + ¢, cOS nY,

das offenbar der Menge C, angehort. Der Punkt C gehért also ebenfalls zur
Punktmenge M,, d. h. diese Menge ist abgeschlossen. Die beschrinkte abgeschlos-
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sene Teilmenge von M,, die dem Wiirfel
0=0,=8, 0=a,=8,.., 0=a,=8
angehort, ist dabei nicht leer, da
2(1+ cos ¢)*=8+44 cos ¢+ cos 2¢

ein zuldssiges normiertes Polynom darstellt; folglich erreicht die stetige Funktion
Zo+T1+ ... +2, ihre genaue untere Grenze P,, wenn (2, Zi,..., T») die Punkte
dieser Teilmenge durchliuft, und dieses Minimum ist gewiss =8+4+1=8. P,

ist zugleich das Minimum des Ausdrucks (2) fiir alle zuléssigen Kosinuspolynome,
n

da die Koordinatensumme sz eines beliebigen Punktes X von M, , der ausser-
0

halb des obigen Wiirfels liegt, stets grosser als 8 ist.

§ 2.
Wir beginnen mit der Bestimmung von P;. Es sei

g(p) =a,+a, cos ¢+ ... +a; cos (7

ein zulissiges Polynom 6-ter Ordnung. Durch die Substitution z=-cos ¢ geht g(¢p)
in das algebraische Polynom

f(®)=bo+ b,z + ... +bez®

iiber, wobei
1 3 5 3 5
ao=bo+§b2+§b4+ﬁbs, a1=b1+zb3+§b5,

1 3 1 . :
a4=§b4+ﬁba, a5=Eb5, ao-i—ai-l-....+a,6=bo+b4+....+b6.
Das so gebildete algebraische Polynom £(z) heisse zulassig, wenn das urspriin-
gliche Kosinuspolynom g(¢) zulissig ist. Offenbar ist das reelle Polynom #(z)
nur dann zulissig, wenn es keine Nullstelle ungerader Ordnung hat, die im
Intervall —1<z<1 liegt. (Das Umgekehrte ist natiirlich nicht richtig).

90

Bedeutet nun 4 eine untere Grenze des Quotienten —a fiir alle zuldssigen
4 0

Polynome 6-ter Ordnung, so besteht die Ungleichung

g0) bo+b1+bz+b3j_‘_b4+b5+bs =]

—ay 3 5 1 3 5 -
©) GOt Dot Do (bt S bk S0+ g5 00)




16 L. TSCHAKALOFF: Trigonometrische Polynome

oder

(4) DD+ (= Db+t 5 AJba+ (1= 2ot (1+ F 20+
+(1— 5 }.)b5+(1+ %1)1;620.

Da die linke Seite der letzten Ungleichung linear von den Koeffizienten &y
abhéingt, kénnte man versuchen, sie in der Form

6
®) Af(E) + Bf(n) + ) Crati
0

darzustellen, wobei 4, B, & %, C;, Ci,.. Cs gewisse von den Koeffizienten by -
(also von der Wahl von f(z)) unabhiingige Zahlen bedeuten. Wenn es uns gelingt
zu zeigen, dass A, B, (=0 sind und dass & und # dem Intervall (—1, 1)
angehoéren, so ist die Summe (5) fiir jedes zuliissige Polynom £(z) nichtnegativ
und die Ungleichung (3) von selbst erfiillt. Wir wollen statt (5) den einfacheren
Ausdruck

(6) Af(&) + Bf(y) + Cay+ Das

bilden und die sieben Zahlen 4, B, C, D, &, #, A, so zu bestimmen suchen, dass (6)
identisch gleich der linken Seite von (4) sei, wenn die b, als unbestimmte Gréssen
betrachtet werden. Man gelangt auf diese Weise, nachdem man @, und as durch
die b; ausdriickt, zum folgenden Gleichungssystem zur Bestimmung der er-

wihnten 7 Unbekannten :
A+B=1+1
A&+ Byp=1—.i
. 1
A&+ Bp>=1+ 5).
3
7) A&+ BpP=1— Z}'

A+ Byt + 5 C=1+ {1
AE+ Byt 4 s D=1—21

AP By + o O=1+ 4.

Unsere weiteren Ausfilhrungen bestehen im folgenden. Wir zeigen zunichst,
dass das System (7) eine Losung besitzt, fiir welche 4, B, C, D, A positiv sind
und ausserdem & und 7 zwischen —1 und 41 liegen. Daraus folgt, wie schon
erwiihnt, dass 1 eine untere Grenze des Quotienten (3) ist fiir alle zuldssigen
Polynome 6-ter Ordnung. Wir zeigen ferner, dass es ein zulissiges Polynom 7(z)
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gibt, welches den Bedingungen
f(&)=0, An)=0, a,=0, a;=0

geniigt, so dass fiir dieses Polynom das Zeichen = in (3) durch = ersetzt werden
muss. Dadurch wird es bewiesen sein, dass A die genaue untere Grenze des
Quotienten (3) ist, also A=P;.

§ 8. - Auflésung des Systems (7).

Ich setze der Kiirze halber u=£&4-1, v=£n, so dass identisch
—8@—n)(z—1)=2—(u+1)2*+ (u+v)z—0,

und addiere die ersten vier Gleichungen (7), nachdem ich sie bzw. mit —w», %4,
—u—1, 1 multipliziere. Es kommt heraus

0=l(—u—v—v—%u——% —2), d. h. (wegen Ai>0)
(®) Jutow+ -0

Die Anwendung desselben Verfahrens auf je vier aufeinanderfolgende Gleichungen
des Systems (7) liefert ferner

s O=i(fut ot )
) ——%(u+1)0+%D=l(—§u—;v—1)
%<u+v+ g) -+ (u+1)D=z(u+§v+ 1—2)

Aus den letzten drei Gleichungen folgt nach Elimination von C, D und 1

1 0 10w 412049
—u—1 1 —9u—10v—8 -0
u—l—'v—l-§ —u—1 8u-|—911—|—IE
2 2
oder
(10) 10%3 4 12u2v + 10u2 — 8uv — 1202 — 54 — 160 — 5=0.

Aus (8) und (10) erhiilt man schliesslich fiir « die resolvente Gleichung
(11) 16w 4 28u* 4+ 12u +5=0,

die nur eine reelle Wurzel hat.

Annali della Scwola Norm. Sup. - Pisa. 2
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Um 1 zu bestimmen, eliminieren wir 4 und B aus den ersten drei Gleichun-
gen (7), indem wir sie der Reihe nach mit », —w%, 1 multiplizieren und dann
addieren. Man erhilt

(12) O=v—u+1+}.(u+v+ %)
also mit Riicksicht auf (8),

_u—v—1=14u—3

A= .
u+71+% 2u—1

Setzen wir A=6—1{, so lassen sich leicht w, » rational durch ¢ ausdriicken:

p t=8 12
242 T 24 2?

(13)
wobei ¢ eine Wurzel der kubischen Gleichung

(14) 5 —11£2416¢—1=0

bedeutet.
Die Auflosung des Systems (7) reduziert sich also im wesentlichen auf
diejenige der kubischen Gleichung (14), wobei natiirlich nur ihre reelle Wurzel

(15) t=0,07016147038 ....

in Betracht kommt. Die entsprechenden N#herungswerte von i, » und » sind

nach (12) und (13) '
1=6—1¢=>592983852961, wu= —1,3688768526, v= +0,4016576394.

Die ersten zwei Gleichungen des Systems (9) liefern fiir C und D, mit Riick-

siht auf (12) und (13), die Werte

)

(16) o=26—0  p_UuE—sut17

4@+

die offenbar positiv sind. £ und 5 sind Wurzeln der quadratischen Gleichung
2?—wuz+v=0, d. h.

17 2t+2)2*+ (3—1)r+1-2¢=0

mit den N#herungswerten

&= —0,9428921359, 5= —0,4259847167.

Schliesslich bestimmt man 4 und B etwa aus den ersten zwei Gleichungen des
Systems (7); die Werte von 4 und B sind reell und positiv wegen

A+B=1+4+1>0
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und
1
AB(E—n)*= (4 + B)(A&*+ By’) — (A& + Bn)*= 5 4(7T—4) >0.
Man verifiziert umgekehrt leicht, dass die so bestimmten Werte von 4, B, C, D,

A & nin der Tat eine reelle Losung des Systems (7) liefern. Da dabei 4, B, C, D, 1
positiv sind, und & und % zwischen —1 und +1 liegen, so stellt die Zahl

A=6—1¢=5,92983852961 ...

eine untere Grenze des Quotienten (3) dar.

Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dass dieser Wert die genaue untere
Grenze von (3) ist fiir alle zuliissigen Polynome 6-ter Ordnung. Es geniigt zu
dem Zwecke zu zeigen, dass es ein zulissiges Polynom g¢g(¢)=1(z) gibt, das den

Bedingungen AE)—=0, f)—0, a;—0 as—0
geniigt. Es ist klar, dass A(z) die Gestalt
f(z) =c(z — &*(z—n)*(2* + mz + n) =c(2* —uz +v)*(z* + mz+n)

haben muss, wobei ¢ eine beliebige positive konstante bebeuten kann. Die Koef-
fizienten 7 und 7% werden durch die Forderungen bestimmt:

16a,=2b,+3bs=0, 16as=b;=0.
Nun ist
be=ec, bs=c(m—2u), by;=c(n—2um+u*>+2v),
so dass m und n den Gleichungen
m—2u=0, 2(n—2um+u*+2v)+3=0

geniigen miissen. Man findet also

m=2u, n=3u2—2v—g=3u2+gu—%.
Wegen
.  —4B—5t+2)
m?—4n== 8u2—6u+1——~—(t_|_1)2 <0

ist das Polynom 2?4 maz+n positiv definit, also
f(z)=c(z* —uz+v)*(*+mz+n) =0

fiir jedes reelle z. Nimmt man ¢=32, so geht f(z) durch die Substitution z=cos ¢
in das zuldssige trigonometrische Polynom iiber

g(p)=a,+a, cos p+a, cos 2p+a; cos 3p+ a, cos 6p
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mit den positiven Koeffizienten

465 33 619
- 2 k4
ay= —~ U + 5 u+ 55 > 108,

0, =102u +42u+ 5 >171,
s =60u* 4 39u + —52—7— > 87,
as =20+ 18w+ 10> 22,

a6=1.

Wir haben somit bewiesen, dass P;=6—¢ ist, wenn ¢ die reelle Wurzel der
kubischen Gleichung (14) bedeutet.

§ 4.

Es sei
9(p)=as+a, cos p+ ... +a, cos Tp

ein zulissiges Polynom 7-ter Ordnung, welches durch die Substitution z=cos ¢
in das algebraische Polynom

f()=bo+ b2+ .... + D27

itbergeht, wobei
Bo=bo+ 5 Do+ 3 but 15 b,
as=by+ 3 bat 2 bs+ o0 by,
a4=%b4+ i%ba,
a5=%b5+£b7.

Ist 1 eine untere Grenze des Quotienten

18 9(0) bo+b+bp+ .. + 5y
18 a—ay 3 5 35 1 3 5
byt s+ gbs+ grbi—by— 5 by — g by — 15 bs

so besteht die Ungleichung

(19)  (1+4)bo+ (1 —A)bs+ (1+§1) b2+(1—§/1) b3+(1+g).)b4+

+ (1_21) b5+(1+1—56,1)b6+ (1-%21)1;720.
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Wir wollen versuchen, der linken Seite von (19) die Form
AF(E) + Bf(n) + Cf(—1)+ Da,+ Eas

zu geben, wobei 4, B, C, D, E, von den Koeffizienten bz (also von f(z)) unabhéingig
sind. Dafiir ist notwendig und hinreichend, dass die Gleichungen bestehen

A+B+CO=1+12
AE+By—C=1—1

A8+ B4 C=1+ ;1
A8+ B —C=1—11

(20) AE Byt + O+ D=1421

A8+ Byt — C g E=1—7 1
AE 4 B+ C+ o D=1+ =4
AF 4 By —C4 S B=1—-2 1.

Wenn es uns gelingt zu zeigen, dass das System (20) eine Lésung besitzt,
fiir welche

4>0, B>0, C>0, D>0, E>0, i>0, —1=¢§ n5=1,

so kann man daraus schliessen, dass 1 eine untere Grenze des Ausdrucks (18)
fiir alle zuldssigen Polynome 7-ter Ordnung sein muss. Gibt es ausserdem ein
zuléissiges Polynom g(g@)=~£(z), fiir welches

AE) =P =A(—1) =@, =as=0,

so stellt offenbar 1 die gesuchte untere Grenze P, dar.

§ 5. - Auflosung des Systems (20).

Wir setzen wieder &4 9=u, én=v, so dass identisch
(-8 @—n)(z—1)(z+1)=2*—us*+ (v—1)2*+ uz—v.

Man kann die Unbekannten 4, B, C und das konstante Glied 1 eliminieren,
indem man die n-te Gleichung des Systems mit —wv, die (n»+1)-te mit «, die
(n+2)-te mit v—1, die (z+3)-te mit —u, die (2+4)-te mit 1 wmultipliziert
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und dann addiert. So entstehen fiir =1, 2, 3, 4 die Gleichungen

(21) D=i(—2u—4v—1),
(22) —2uD+ E—i(2u+4v+2),

(23) (2v+1)D—uE=i(—2u—20—1),
(24) —4uD+ (4v+3) E=A(4u+8v+5).

Aus (21) und (23), (22) und (24), (21) und (22) folgen leicht die einfacheren
Gleichungen

(25) 0D —uE=2vl,
(26) (4v+1)E=1,
(27) (1—2u)D+E=A.

Die Elimination von D, E und 1 aus (21), (25) und (26) und nachher aus (21),
(26) und (27) liefert, wenn man 4v=¢ setzt,

(28) 2u(BP+Et+ 1)+ (¢t +1)(¢+2)=0
und
(29) £ +3t+1—4u*(t+1) —2ui(t+1)=0.

Aus (28) und (29) erhalten wir schliesslich fiir {=4v die resolvente Gleichung
(30) 68+ 485+ 444 — 482 —84 — 5 —1=0.

Merkwiirdigerweise ist diese Gleichung algebraisch auflésbar, da ihre linke Seite

sich in der Form
5 1\2 3 1\2
(p+2e+3 0+ 3) —5(e+ 5+ 5)

darstellen lisst. Uns interessiert ihre positive Wurzel, d. h. die reelle Wurzel
der kubischen Gleichung

@1) £+ @—VB)f+ § (5—315) £+ 5 (1—15)=0,
welche durch die Substitution
2f—(1+5)z+V5—1
in die einfachere Gleichung
(32) BA+22—|5+2=0
iibergeht. Man erhilt ferner aus (28)

B 38242t 1
gy bt3EL2 1
Prt+1 =z
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so dass & und 5 Wurzeln der quadratischen Gleichung

o+ 2—12 T+ %{(VE+1)z+V5—1§=O
sind. Man findet fiir 2, ¢, u, & 7 die Ndherungswerte mit 8 Dezimalstellen

2=0,40927948, £—128026210, —u—1,22165909,
—£=0,38050976, —u—0,84114933.

Um A durch % und » auszudriicken, eliminieren wir 4, B und C aus den
ersten 4 Gleichungen des Systems (20). Es ergibt sich

0=2v—2u+2+1(%u-§),

also

8(v—u-+1) 1— V52 '
= vt —6—-4.—— " _=5
(33) A==t 26 ey — 90529131

Man erhilt ferner aus (21) und (26)

t—1 A
und aus den ersten vier Gleichungen des Systems (20)
_ 6ut8v+5, —3—2u24t+5
C= 8u -+ 8v 48 A= — 23— 22 2+ 8 >0,
_ 2 2741 _4 28 1
4= (77—5)(1—52)>0’ B 4 (E—ﬂ)(l—n2)>0'

Da A, B, C, D, E, 1 positiv sind und &, 7 zwischen —1 und +1 liegen, so stellt
der durch (33) bestimmte Wert von 4 eine untere Grenze des Quotienten (18) dar.

Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dass ein zuliissiges Polynom g(g)=~7(cos ¢)
7-ter Ordnung existiert, das den Bedingungen

f(¢)=0,  f(n)=0, A-1)=0, a=0, a;=0

geniigt. Ein solches Polynom muss die Gestalt haben
f(@)=c(z+1)(z—&)*(z—n)*(2* + pr+ @) =c(@+1)(@* —uz +v)*(#* + pz+9),

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet. p und ¢ sind durch die Bedingungen
eindeutig bestimmt :
16a4=2b4+3b6=0, 64a5=4b5+7b7=0, d. h.
p(2u? +4v—4u+3) +2¢(1 —2u) +2u® — 4uv —6u+4v+3=0,
4p(1 —2u) +4q +4u*+8v—4u+7=0.
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Man verifiziert leicht, dass p?—4q negativ ist, so dass f(z) =0 fiir jedes z des
Intervalls —1=z=+41. Nimmt man etwa ¢=1, so lassen sich die Koeffizienten a;
von f(cos ¢) rational durch ¢ ausdriicken. Durch einfache Rechnungen kann man
bestitigen, dass alle Koeffizienten des so gebildeten trigonometrischen Polynoms

f(cos @)=a,+ay cos @+ ... +a, cos T

positiv sind mit Ausnahme von @, und as;, die ja verschwinden miissen.
Man schliesst daraus, wie zum Schluss des § 3, dass der durch (33) be-
stimmte Wert von 4 gleich der genauen unteren Grenze P, ist.

§ 6.

Es sei g(p)=a,+a, cos g+ ... +a, cos Yp

ein zuliissiges Polynom 9-ter Ordnung und
f(z) = bo + biz + cooe + b9$9
das entsprechende algebraische Polynom (f(cos ¢)=g(®)). Man hat

o—bo+ b2+ b4+ bs+ 128
ai_bi'l‘ b3+ b5+ b7+ 128
a4=— b+ R bs+ ﬁ bs,

b5+ b7+

1 1
a8=ﬁ§b8’ @~ 355 09

ay+a,+ ... + ag-—_—bo + bi + . + bg =g(0).
Man bilde den Ausdruck
(34) Aot a+ ... +ay ""l(ai - ao),

wobei 1 und spiter 4, B, C, D, E, & n dieselbe Bedeutung haben, wie in § 5.
Der Ausdruck (34) lisst sich noch in der Form schreiben

AF(&) + Bf(n)+ CA(— 1) + Do+ Eas

+ 1284, (1+ Ba—c— D—A§8—Bn8)

+256a9< 8 aro— E—A§9—B¢79).

128
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Es ist leicht zu zeigen, dass die Zahlen

M—128(1+ o 10— D—Aés—an)
und
N—=256 (1 — A C— E—A§9—Bn9)

positiv sind. Man findet nimlich

M—(1+8D>0, N—j._b=20+a+?2

aA+1 >0.
Folglich ist der Ausdruck (34) in der Form darstellbar
Af(E) + Bf(y) + CA(—1)+ Da,+ Eas+ Mas + Na, ,
woraus sofort erhellt, dass dieser Ausdruck fiir jedes zuldissige Polynom nicht-
negative Werte annimmt, da 4, B, C, D, E, M, N positiv sind. Aus
Ao+ A+ e +A@—A(@1—a0) =0

schliesst man wie oben, dass Py= Py=P,=] ist.

Zusammenfassend konnen wir die obigen Ergebnisse folgendermassen aus-
driicken :
Bezeichnet man mit P, die genaue untere Grenze des Quotienten

e+ a+ ... +a,

ay— @
fiir alle zuldssigen Kosinuspolynome #z-ter Ordnung, so ist
Py=6—{=>5,92983852961...
und
1—Vse

P;=P;=P,—6—4 . -
TR 2:4+5—1V5

—5,90529131...

wobei ¢ und z die reellen Wurzeln der kubischen Gleichungen

53 —11£2+15(—1=0
und
B+22—)54+2=0
bedeuten.

§.
Wir wollen zum Schluss noch zeigen, dass P, >5,792 ist. Bedeutet
g(p)=ae+a, cos g+ ... +ay cos 11¢
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ein zulidissiges Polynom 11-ter Ordnung, so folgt aus

0= (2/8—2)g(5)+89 (%) +89(F)+ B+ 1B)g(x)—
—=(17+3V3)ae—(T+5V3)a,+ (5—V3) @z + (5—V3)as
+(—7+8V3)as+(—7+3V3)as+ (5—V3)as + (—7+3V3)a,
+(—7+313)as+ (6—V3)as+ (5—V3)as,— (T+513)ay,
= (174+8V8)a,— (7+5/3)a; + (6—V3) (@2 + as + ... +au1),

wenn man durch (5—V§)(ai—ao) dividiert, die Ungleichung

@t+at . tay_ 12+4 V§=36+15 V§>5,792.

a—a, 5— V3 11




