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SOPRA UNA CLASSE DI FUNZIONI ARMONICHE

IN UNO STRATO CILINDRICO

di FERNANDO BERTOLINI (Roma)

Il presente lavoro si divide in tre parti ; nella prima si stabiliscono

alcune proprietà integrali delle funzioni armoniche in uno strato cilindrico (di
una certa classe) ricavandone una espressione generale che permette di dare
delle formole risolutive per i problemi al contorno ; nella seconda si stabi-

liscono alcuni lemmi che vengono sfruttati nella terza per la dimostrazione

di una formola di decomposizione alla POINCARÉ, e per, verificare l’armoni-
cità, nelhinterno dello strato cilindrico, delle funzioni fornite dalle predette
formole risolutive : un ulteriore esame della questione sarebbe necessario per
verificare che tali funzioni soddisfano le condizioni al contorno.

I

1. - Nello spazio ordinario sia istituito un sistema di coordinate cilin-

driche (g,v,z); chiamerò strato cilindrico di raggi r ed R (0 c r  R + oo),
avente come asse l’asse z , il campo Tr,R dello spazio definito dalla limitazione
r  p  R ; con indicherò il campo definito dalla stessa limitazione

nel piano cartesiano z) , con Ir,R hintervallo aperto (r, R) .
Di ogni funzione u (~O , ~ , z) armonica in T. r,R , considero le trasformate

le quali risultano (per ogni ~O  Ir,R) funzioni, continue, derivabili due volte
rispetto ed a t9, con derivate continue, ed inoltre godono delle

proprietà 1
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d’immediata dimostrazione.

lnversamente, com’è ben noto,

convergendo la serie uniformemente rispetto a t9,, una volta fissati

Introdotto l’operatore differenziale .

funzioni vh (Q, z) sono integrali della

definite nella striscia infatti, poichè j~~ coordinate cilindriche è

in base alle (1) abbiamo, per ogni y

Ciò premesso, ogni problema al contorno relativo alla equazione 
nello strato cilindrico Tr,R, y si trasforma, per ogni intero y 

in altrettanti

problemi al contorno relativi alla equazione Eh [v] = 0 , nella striscia ~Sr,R ·
Siano assegnati : 1) un aggregato U di funzioni armoniche in Tr,R;

2) due funzioni f, (0 z) ed f2 (0 z) , di norma sommabile rispetto a t9 nell’in-

tervallo (- 27 , + per ogni fissato z ; 3) due funzionali lineari Z1 ed .L2
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elimiuanti g, definiti per le funzioni di U e le loro trasformate, tali

inoltre che .

riuscendo Ls [u (p , 19, z)] di norma sommabile rispetto a 19 nell’intervallo

(- n, ~- n), per ogni fissato z . 
°

Il problema si enuncia: Costruire una funzione di U verificante le equazioni

Se 2~ (O , ~9 , z) è una soluzione del problema, posto

avremo per le sue trasformate le condizioni

la funzione u (e , la , z) ha quindi lo sviluppo (1), dove Vh (P, z) è un inte-
grale della (3h) definito nella striscia e verificante le (7).

Nei due numeri che seguono studieremo la equazione (3h) al fine di

risolvere questo problema. ,

2. - Chiamo (Vhl la classe degli integrali della (3h) definiti nella stri-

scia 8r,R , ivi continue con le derivate

godono delle proprietà seguenti :

che

sono infinitesime ~l diverger di , uni-

formemente al variar di o in ogni intervallo contenuto in 
b) per ogni numero reale 0 , gli integrali principali di CAUOHY

convergono per Q  Ir,R . il primo’ d’essi uniformemente in ogni intervallo

contenuto io Ir,R .
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Detto Ef l’operatore differenziale aggiun-,

to di Eh, e detto vh* (é , z) un particolare integrale della Ejt = O definito in
avremo :

identicamente in Sr,R ~
Preso il dominio rettangolare D contenuto in Sr,R, y di punti estremi

(r’ , - z’) ed (R’, + x’) [dove r  r’  R’  R, z’ &#x3E; O], avremo

utilizzando le formule di riduzione del GREEN.

Si prenda ora e si avrà, passando al limite
per x ~ I divergente : ,

(1) essendo la fanzione modificata di BESSEL di prima

specie ed ordine h; vedi parte seconda.
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od anche esplicitamente

dove bh (a) è funzione della sola Ct, e si è posto

Il passaggio a limite è lecito in base alla ipotesi (a), in virtù della

quale, pure, si annullano gli integrali rispetto a p ; inoltre, per la è

Ponendo

la (9) si scrive

il cui integral generale è

u

donde, col cambiamento di variabili t == 2013 u 7 e sostituendo ad y ed f le
a

loro espressioni 
-

(2) Kh (ex p) _ , Kh (t) essendo la funzione niodificata di BESSEL, di seconda

specie ed ordine h; vedi parte seconda.
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Se la proprietà (b) sussiste anche per « = 0 , allora ponendo 
anzichè = Ih (a e), nel ragionamento che precede, otterremo in luogo
della (10) la 

,

Conchiudendo, ogni i funzione di ( vh (O , z) ~ verifica le equazioni i integrali

dove son costanti. ~ ah (a) e bh (a) funzioni della sola ~X; le ultime due

(12) sussistono solo se la (b) è valida anche per a = 0 .

3. - Riprendiamo ora in esame il problema al contorno relativo alla

(3h) con le condizioni (7) oella striscia ~~’r,~ .
Sia assegnato un subaggregato Vh di ( vh (~o , z) ~ ; siano 111 ed Lz due

funzionali lineari eliminanti o , definiti per le funzioni i di ,Yh , i oneliè per

Q h 9 log e, Ih (x Q) , gh (a e), y tali che le funzioni e--iaz L, (vh] siano ad iiite-

grale principale convergente nell’intervallo (- + oo) , riuscendo ,

per ogni a reale non nullo (3) ; sian date infine due funzioni g1h (z) e (z) , di

cui convergano gli integrali (z) d z per a reale non nullo (3).

(e) Eventualmente anche per a = 0, se per le funzioni di Vh la proprietà (b) è valida
anche per a = 0 .
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Il problema proposto si enuncia : una di Vh verifi-
,(i)íte equazioni

Se questo problema ha soluzione, posto

eventualmente

even tnalmente

eventualmente 

= JDg [log con referenza alle (12) avremo le seguenti equazioni lineari
nelle incognite Oh (7-) , bh (a) , cr-~ ~ 9 7 ,

Se, per 0, le (13) son compatibili, riuscirà noto il secondo

membro della (121), e sotto ulteriori ben note condizioni per vh (o , z) avremo
che la soluzione cercata non può aver che l’espressione

4. - Torniamo ora al problema al contorno per I’equazione d2 u = 0
nel campo Tr, R posto al n. 1, pag. 2.

Sia Vh il subaggregato di ( vh (o , z) ~ delle funzioni rappresentabili (per
ciascun fissato o E Ir,R) con un integrale bilatero di FOURIER.; siano .Li ed
.L2 due funzionali lineari soddisfacenti alle condizioni poste ad essi nei nn. 1
e 3 ; siano f, (t9, z) ed ,l2 (~~9~ , z) due funzioni soddisfacenti le ipotesi poste ad

esse nel n. 1 ~ le cui trasformate che chiamerò gsh (z), 1

soddisfino le ipotesi poste per le funzioni di questo nome al n. 3.
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Si ha il teorema di unicità :

Detto U l’aggregato delle funzioni armoniche in le cui trasformate
Vh (g , z) appartengono a Vh [h = 0, + 1, + 2 , ... ] , se esiste una funzione di
U che verifichi le (7), essa è data dalla

dove ah (a) e bh (a) sono soluzioni del (131); se il (la1) lt(t una

unica, soluzione, il problema posto non ne licr, più d’una. 
°

5. - Prima di applicare quanto sin qui osservato ai tre classici pro-
blemi di DIRICHLET, di NEUMANN e.misto, ricaviamo dalle (12) due semplici
proprietà delle funzioni di U per cui è valida la (123).

Dalla (123), derivando sotto il segno rispetto a Q troviaino

cioè

dove C (e) è una superficie cilindrica coordinata di raggio p  Ir,R, y di cui

d o è l’elemento d’area, e rappresenta la derivazione normale esterna.

Quindi il flusso uscente attraverso la superficie O (e) non dipende 
Esso può esprimersi mediante i valori assunti da u (e , t9 , z) per o = r’ ,
p = R’ (r  9-’  R’  R), poichè dalla ( t23) incrementando ad ambo i mem-
bri tra ~~’ ed .R’ ottengo ,

per a* si ottiene invece
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I’erclè il flusso sia nullo occorre e basta che sia

cioè che

non dipenda da o.
Osservo ancora che, ove la funzione u (o , ~ , z) sia armonica per o  l~,

convergendo Il integrale aniformeinente nl variare di o in un

. intorno dello zero, allora

5. - Consideriamo ora il 1 problema di 

Sia la classe delle funzioni di V per cui 1’intebrale

couverge uniformemente al variar di p in un intorno sinistro di .R ed in

un intorno destro di r ; sia U(D) la~ classe delle f’unzioni di U continue in

Tr,R + Tr,R (4), le cui trasformate Vh (e , z) appartengano a VhDJ.
Date due junzioni f ( 9 , z) ed F (t9 ~ z), periodiche a ~9~ di 

2 n, una funzione di U(D) le

Supporremo sempre che ./*(9, z) ed F (t9, z) siano, in quanto funzioni 
sviluppabili in serie di FOURIER, e che le loro coordinate di FOURIER
in quanto funzioni di z, rappresentabili con iin integ-rale hitutere di FOUR~]£R.

Pongo

(4) Se R = + ciò vnol dire che è convergente per g &#x3E;+00 unifor-

mem. 
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Ciò premesso, il sistema (1~)1) si scrive

Se ~° &#x3E; 0 , I?  -~- oo , questo sistema è certo compatibile, perchè il suo

determinante é diverso da zero per ogni a -4- o (5), mentre per a - 0 con-

verge ad titi limite non nullo (cfr. le (2), (3) di pag-. 15) ; le (ex) e le

bh (a) restano quindi nnivocamente determinate, avendosi

per l’unica soluzione del problema (se esiste), mettendo in vista i dati, ho
l’espressione

Se R = |00 oo , condizione necessaria perchè il problema abbia soluzioni i
è che = 0 per ogni a # 0 e per og’ni h (come si vede dalla (212)
peusando clie lim Ih (t) =+00 e lim .Kh(t)=U) il clre implica F (99,z)==O;

t ---· -E- oo 

per le (a) ? bj2 (a) otteniamo allora

meutre unica soluzione (le] problema ha l’espressione

(5) Infatti, per a &#x3E; O , si 1h (a r)  Iyz (a R) , (a r) &#x3E; (a per a  O vigono
le stesse disuguaglianze o le secondochè li sia pari nvwro 
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Il sistema (13,) ~ invece (se è ecito si scri ve

e perciò se l~ = ) dev’esser

flusso di it (o , ~ ~ z) è J~ Il Ho,

Analogamente, se, n - 0 - si trovn la condizione necessaria ’Ph (a) - ()
per h+0, il clie significa clie ./*(t9 , z) è indipendente da v ; inoltre, per

e per la unica soluzione del problema, mettendo in vista i dati,

Si noti clie la (211), per Ìt = 0 ? in questo caso dà 

donde confrontando con la (22") si ottiene 1’ulteriore condizione necessaria

infine

formola in cui rientra come caso la (18).
Conchiudo notando elie anche ()1 a, se è lecito far uso delle (J 32), dal 1

confronto di queste cun le (à4) si trae che il Susso di t (L&#x3E; , 99, z) è nullo.
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7. - Passiamo ora al problema di .

Sia la classe delle funzioni di per cui l’integrale

converge uniformemente ill un intorno destro di r ed in un intorno sini-

stro di R ; la classe delle funzioni di U(N) continue su Tr,R + f Tr,R
con - a t (Q z) (6), le cui trasformate Vh ((2 , z) appartengono a 

1 5 k) h

Date le funzioni g (v, z) e G (v , z), periodiche ii,p, a 19 di periodo 2 yr,
costruire ’una,.funzione di U NJ verificante le ,

Supporremo sempre che g z) e G z) siano, in quanto funzioni di ò,
sviluppabili in serie di FOURIER, e che le loro coordinate di FOURIER siano,
in quanto funzioni rappresentabili con un integrale bilatero di FOURIER.

Pongo 
-

Ciò premesso, il sistema (13,) si scrive

Se r &#x3E; ~U ed R  + oo , il determinante del sistema è diverso da zero

per a # U , come si vede aualogam, al n. precedente ; di qui

(6) Se R _ + 00, intenderemo che

aniformem. risp a 19.

convergono per O --· x ,
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ed infine la formola risol nti va

Se R = + oo , con una discussione simile a quella svolta nel n. preceden-
te, si vede che deve essere G (~, z) = 0, mentie la formola risolutiva diviene

Se invece r = 0 , si vede che dev’essere g (v, z) =: A (z) cos v + B (z) sen v,
dove A (z) e B (z) sono completainente determinate dalle condizioni 

’

la formola risolutiva è

anche in questo caso

Osservo ancora che, se è lecito far uso delle (132)~ allora in virtù delle (16)
perchè il problema abbia soluzione è ancora necessario che

8. - Del problema misto mi limito alla impostazione ed alla formola
risolutiva. Sia la classe delle funzioni di 7~ per cui l’integrale

8 Annali della Scuola Sup. - Pisa.
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converge uniformemente in un intorno destro di r , e l’integrale

converga uniformemente in un intorno sinistro di .~ ; sia U(M) la classe delle

funzioni di U continue su Tr.R T- J Z r i R , con la deri vata 2 a Q u (e , 0, z)
continua per r C e  R, le cui trasformate appartengano a 

Date le funzioni g (v, z) e F(v, z) soddisfacenti rispettivamente le ipotesi
dei nn. 7 e 6, 9 costruire una f icnzione di U(M) verificante le condizioni .

La formola risolutiva è la seguente

Una formola simile alla precedente, scambiativi r ed R , i si ottiene in-

vece scambiando nelle (29) le condizioni su u (Q, t9, z) e su 5 a e u (e , ’9, z).ae

9. - Le formole risolutive che abbiamo incontrato sono tutte del tipo

esse godono di proprietà paragonabili a quelle delle serie doppie, o degli
integrali doppi di FOURIER (~) ; le cbiamerò sei-ie integrali di FOURIER.

(7) V. il mio lavoro « Ú7a criterio di convergenza per integrali Applicazioni »

parte II. In corso di Stampa nei Rendiconti della Accademia Nazionale dei Lincei.
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Nelle formole risolutive compaiono le funzioni di BESSEL modificate Ih 
ed i rapporti ed svolgono in esse
un ufficio paragonabile a quello svolto da (o / .~)~ , (r / O)~ nelle formole riso-
lutive degli stessi problemi per la corona circolare di raggi r~ ed ~; volendo
stabilire per le funzioni armoniche nello strato cilindrico Tr,R teoremi ana-
loghi a quelli sulle funzioni armoniche in una corona circolare, mi sarà
utile dimostrare alcune proprietà delle funzioni Ih (a p) ed Kh (a o) .

Notoriamente (8), per t reale ed h intero,

nell’intervallo (0 , semiaperto a sinistra, Ih (t) è crescente e positiva
Kh (t) decrescente e positiva; per ~=~0. ha nell’origine uno zero

d’ordine 1 h i risp. a t , ~ i i nn infinito d’ordine ~ i rispetto ad per

h = 0, mentre Io (0) = 1 , i (t) i invece è infinita, per t - 0, come log t I.
Espressioni di cui mi varrò sono le seguenti :

valide per t ) O, h = 0 ,1, 2 ... ; le serie scritte convergono 
mente ed assolutamente in ogni intervallo finito, purchè per la (3) si escluda

l’origine.

10. - Sussiste il lemma :

I. ~Se R &#x3E; 0, le funzioni Ih (a e) ~’ Ih (oc R), az Ih (a o) / Ih (a R) ,
a Ih (a 0) / I h (a R), Ih (a (1) / Ih (x a Ih (a (a R) ~ a2 Ih (a (1) / Ih (a R) ~
Ih (a (a R) sono sommabili rispetto ad a nell’intervallo (- oo , + oo)
[l’ultima li esse solo se h =+ 0] ; Io (oc a (a R) è sommabile rispetto ad a

(8) v. N. W. Mc LACHLAN, «Be88el functions for (Oxford, 1934).
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in ogni intervallo, finito o escludente ciò avviene in modo uni-

al di Q lo zei-o ed un numero positivo a,rbitra,rio R’  R ;
inoltre le serie

convergono tota lmente al di Q lo zero ed R’ .

Dimostro l’enunciato per la funzione la dimostrazione

per le altre essendo affatto simile.

A questo fine è sufficiente provare la sommabilità di Ih (a (a R)
nell’intervallo (O, -E- oo) , y per h - 0 , 1 , 2 , ... , e la convergenza (totale per

in virtù delle (1).

Posto poichè la serie

converge totalmente al variar di Q nell’intervallo (0, R’) , avremo provato il
nostro assunto se proveremo che è7h (a , é) è sommabile rispetto ad a nell’in-

tervallo (O, + oo) y e che gli integrali sono equilimitati per

Poichè è

questa funzione è sempre compresa tra lo zero e l’uno.
Dalla relazione + 1) (m + h + 1) (R’1  R2 / 4, verificata per

ciascun h, y quando m è abbastanza grande (ad es., quando 1U ¿ Mh), y si

passa alla relazione, equivalente qualunque sia a &#x3E; 0 ,

la, serie di potenze in a
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ha tutti i coefficienti, a partire in -poi, negativi, risultando

cos  negativa la sua somma, quando a è abbastanza grande (a ~ diciamo):
la (5) è la differenza tra le due serie di potenze in a (convergenti ovunque)

si conchiude che, per 9

cioè Perciò

risultando cos

Dimostro ora che esiste un numero naturale H tale che, se h ~ H e
allora ’

di qui, riuscendo non superiore a 2 per

non superiore ad Ah + 
i 
per h = 0 , 1 , ... , 5 la tesi sarà 

pletamente provata.
Considero l’espressione (m + 1 ) -+- h -+- 1) (R’ /.R)2m+h/2. Il fattore

(m -~-1 ) (R’ ~ ~)m è infinitesimo al diverger di e quindi (per m = 0 ,1, 2, ...)
limitato superiormente da uu numero K ] 0 . 

’

Il fattoie + h + 1) è, per h abbastanza grande (ad es., per
h ] H’), decrescente rispetto ad m : infatti la sua derivata rispetto ad 1Jl vale
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ed è negativa per qualunque valore ~~ 0) sol che sia

Se H’, il massimo (per 1n = 0 1 ~2 .. ,) di (111 + 11 -t- 1) (R’ / 
è (h + 1)(Z~/A’)~ ma esiste un numero intero H" tale che, per 1~ ~ H" ,

(h -~- 1) (R’ % R)h~$  R2 ~ 4 h’ . Dunque, preso ~ aHora(h + 1) (R’ / R)hl.  R2 / 4 K. Duuque, preso H, se h&#x3E; Il, allora

(m -~- li + 1 ) (7n ~- 1) (R’/ R9 ~ 4 qualunque sia 1n (&#x3E; 0).
Questa relazione equivale, qualunque sia a ~ 0 , al la seguente

che a sua volta implica la

qualunqne sia il numero non negativo o ~~- R’. qualunque sia a &#x3E; (1.

L’ultima relazione trovata prova che (OC o)  ce-2 per )c &#x3E; H,
o  (2 n, 7 a &#x3E; 0 : il l lemma è dimostrato.

. 11. - Prima di esporre 1’mlalogo lemma relativo alle funzioni di 
di seconda specie, esaminiiamo il seguente :

11. delle due variabili lz ,d a Il, (a Q)/ _Li, (a R) è cc 

zione lim tata secando VI ’I’ALI nell’ insieme - oo C a C +00 , "==0,,+ 1,+2,..."
uniformemente rispetto a o nell’intervalto (0 , R’) , , ogni h’’  Il; lo 8te.9%0

va detto delle .funzioni Ih (a o) / h,, (a Il) e [11 (a e) / a Iy, (a R), eccettuando però
per quest’ultima il ronlore h= () .

Le funzioni i a Ih (a (2) / Ih (a a2 l’h (a o) (a R), a Tl, (a (2) Il, (a R) ,
a2 Ih, (a o) / Ih (a R) yoi&#x26;o a variazione limitata, rispetto ccllcr, v(Y)-iibile a , in

tutto reale, nl li e in ogrti (O, R’) ,
con R’  R .

Eseguo la uimostrazione per la funzione Ih (x o) jIh (x 1(,) ’I per le altre

potendosi effettuare con cri teri simili.

In forza delle (1), basta dimostrare il teorema Iimitatmente all ’,insieme
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In questo insieme, la funzione è decrescente rispetto ad a . Infatti

ed il secondo fattore (che vale uno per a = 0) ha una derivata risp. ad a
che ha il segno di

La variazione rispetto ad a nell’intervallo (0 , + oo; di Ih (a g) / Ih (a R)
non supera uno, quale che sia Q nell’intervallo (O, R) .

Esaminiamone la variazione rispetto ad h.

è crescente rispetto 9 da un valore non negativo ad uno non superiore
ad uno, per 0 C l~ .

Infatti la diseguaglianza

implica la

ed è a sua volta implicata dalla

la quale è una immediata conseguenza delle
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poichè anche (Q / R)h ha una variazione, rispetto Hd che non supera

1 , possiamo concludere che la variazione, rispetto ad di lyz (M,-O) / Ih (a R)
non supera 2 , per 0  ~ c R . 

’

Veniamo alle variazione rettangolare. Poiel è la nostra funzione è asso

lutamente continua risp. ad a in ogni intervallo finito, essa vale

, Il lemma è dimostrato.

. 

12. - Per le funzioni di BESSEL di seconda specie sussistono due

lemmi analoghi a quelli ora dirnostrati.

Il’. La funzione delle due variabili lr ed x Kh (x (x r) è, a variazio-

, te secondo VITALI nell ’insieme - CX) x  -+ cxJ , li = 0, -i-1, +- 2,... , y
uníformemente rispetto a e nell’ intervallo (r’, -1- ogni r’ &#x3E; r ; lo stesso

i~a detto delle funzioni (a e) / lih (x i) e. (x (a r), eecetfurrrrd o però
per il valore lr = 0 .

Le funzioni x (x o) ! (a 22 (a ~) ~ Kh (a t’), a Kh v é) / Kh (a r) ,
x2 Kh (ex (x 1,) sono a variazione lzmitrxta, rispetto alla ex, in 

‘

tutto L’as,se reale, uniformemente al di Q in ogni intervallo (r’, -+- oo)
con r’ &#x3E; i. - 

’

Eseguo la dimostiazione per la funzione Kll (x Q) / Kh (a -) , per le altre

potendosi i effettuare con criteri simili.
’ 

In forza delle (1), basta dimostrare il teorema limitatamente a,ll’insieme

a~0, h=0, I I 2 ,

Comincio col Che in. quest’insieme lth (x o) / h’h (a i-) è decre-

scente risp. ad ex.

Per una uota identità, tll è decrescente risp. a t in (0 . + 00) , y
poichè (9) ha come derivata - thKh -1 (t) , negativa per t &#x3E; 0; quindi
eh Kh (ex ~) C r~ Kh (a r), (a ~) (x 1’)  (~’ ~ ~)h ; con uu passaggio al li-

mite, e valendosi delle (3) si vede che (per lc &#x3E; 0)

t9) v. ~le LACHLAN, op. C’it.
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Ora, se dimostro che la funzione di decrescente per t ] 0 ~ y

ne segue che è negativa (per 0 e

e è negativa : avrò cos  provato 

La relarzione equivale
r

.Kh(t)0 che, sfruttando Iequazione di BESSEL
si intita, nella questa attraverso identità

equivale ad

ognnna delle due seguenti :
Sottraendo ora membro u membro lio 1’eqni-

valeiité donde,

per l’identità , f nalmente ottengo

dimostro servendomi della socondu (2).

mentre invece

ed il nostro assunto è dimostrato, essendo positive le funzioni integrande,

&#x3E; 1. S’è operato il cambiamento di i variabili x - ~=~.r-)-~=~.
Per provare che è a variazione limitata rispetto ad h,

dimostro (analogamente a quanto s’è fatto nel leumma II) che la funzione

(limitata superioi-mente dall unità)

sitivo o nullo).

è crescente rispetto ad h (po-
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La relazione equi vale alla: fl

cioè (per l’arbitrarietà di a &#x3E; 0 ~ e di Q ~ r) alla decrescenza della funzione

ma 1~, derivata di questa ha il segno di

che. per due identità già citate, vale

che è positivo in base ad una relazione dimostrata a pag. 21.

In modo esattamente eguale a quanto fatto nel lemma II, si prova che

la variazione rettangolare di K~ (a g) / 1~ (a r) non supera (cy- 1") / (e - 1~) .

13. - E veniano ora al lemma

Kh (a a) / a kh (a r) sono sommabili rispetto ad a nell’ intervallo (- oo , + 00),
[l’ultima di esse solo se la =F 0] ; Ko (a o) / a K’0 (a 1’) è sommabile rispatto ad

a in ogni ititervallo, finito o no, escludente l’origéne; ciò ha luogo in 
al di Q numero arbitrario r’ e + inoltre le 

convergono al L di o tra r’ e -+- oo .
Anche ora mi limito a dimostrar l’enunciato per la fnuzioue 

per valori positivi di a e di h . Precisamente, intendo dimostrare che nel-

l’intervallo e questo

prova in mia tesi:

Poichè (! ed a (sotto le condizioni p &#x3E; r,’ a &#x3E; 0) sono arbitrari, la
relazione Kh (a e) / Kh (a ~~)  Ih (a r) / Ih (a o) equivale alla proposizione :
Ih (t). Kh (t) è decrescente nell ’intervallo (0 , + 00) .

E stato visto al n. precedente che la funzione è decrescente (e

negativa) nell’intervallo (0 , -+- in modo analogo, partendo decre-

scenza di rispetto ml a , y si prova clie è crescente (e positiva)

nello stesso intervallo. Si conchiude che la funzione

e decrescente nell’intervallo (0 , + 00) .

è negati w
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La relazione, equivale alla seguente :

m~t t

(la seconda eguaglianza, per la, equazione di BESSEL). Possiamo dire dunque che

e poichè? per deve necessariamente aversi

come si voleva dimostrare.

Si osservi un’ultima cosa. Dalla Kh (a o) j Kh (a r)  lh (a r) / 11, (a e) (Pe
guaglianza vigendo se e solo se a = 0) segud equilimitatezza degli inte-

al variar di o nell’intervallo (1", + x) . Poiché

segue che anche Ma anche

14. - Intendo ora dimostrare il teorema :

I. Sia, I-’ delle funzioni dell’ag,gregato U, considerato nel teoí-e-
1na di del n. 4, tali per due r’  R’ contenuti 

aperto (r, R), le loro Wh (oc , r’), Wh (a , R’) sono funzioni equili.
di a, e a2 w h (a , 1") , a2 1Ch (a a 

(iO) O questa e nelle diseguaglianze che segnono, il segno = non è mai valido per

valori 41i i t che riempiano un intervallo.
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Ogni .funzione di r è scomponibile nella di due funzioni 
che, la prima nel e  R’, la seconda nel e &#x3E; r dello spazio,
infinítesma per o se la dati di F è

le due ai citi si sono

Le (a). 11, (a g) soit som1nabili i.ispetto rrd a dell’inter.

vallo (- oo , + 00), uniformemente a L variar e z, ed al variar di o tra

lo e R"  R’; le .funzioni ei(hv+-az) bh (a). (a Q) son del pari sommabili,
al di ~r9 e z , ed tl vcrrirrr di e tii, r" &#x3E; i-’ ed -~- 00 ,

le serie (2) convergono total1nente al variai. di t9 e z, ed al variar di Q tra

lo zero erl tra 1’" e + oo rispettivamente. 
’

Per dimostrar tutto ciò, si ponga :

dove (a ,v , z) ed Fh (a , v , z) sono equilimitate.
Sia II tale che,

Dalle (3) ricavo
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per esser le Fh (a ~ 19 , z) e le fh (a ~ z) equilimi tate, risulta che bh (a) ha

per (X -- 0 , uno zero d’ordine .almeno eguale ad| 1 Ir, I rispetto ad (x, mentre

ah (s) vi ha un infinito | rispetto . ad i se h =t= 0, un infinito
a

dello stesso ordine di ! i log a ) i al più, se h = O .
I)alla prima delle (4) ricavo :

il cui primo membro risulta perciò, in modulo, minore di ,

ricordando il lemma I della parte II, si conchiude che il primo membro della

(5) è, per h + 0 , sommabile in modo uniforme al variar comnnque di v e

di z, ed al variar di o tra zero ed R"  R’; y che inoltre la serie

converge totalmente al variar di 99 , z , p y al

modo detto.

Inoltre, in modulo e iaz è infinito come 1 log a ) i per a - 0,
onde se ~- A , + A) è un intorno finito dell’origine, la sua sommabilità in
tale intorno (uniforme al modo detto) è assicurata ; detto poi ~I il I massimo,

certo minor d’uno, di per 1 a i &#x3E; A , avremo che ! I eia.z ao (a).

e ciò dimostra che la serie a secondo membro

della (2) converge al modo detto. Dimostro ora che la funzione ui (~ , ~ , z)
è armonica ’per p  R’ : a questo fine basterà (teor. di WElERSTRASS) di-

mostrare l’armonicità di ogni termine della serie. 
,

La funzione o) è uniformemente sommabile al variar
di p tra 0 e R"  R’ : per provarlo, basta ripetere il ragionamento che pre-
cede, ponendo in luogo di .Ih (a g) , x aIh (a g) , e tenendo poi eonto, anzichè

della sommabilità di I h (a e) / Ih (x R’), di quella di (oc o) / Ih (a R’), y no-

tando infine che per a - 0, eíaz ao (x) x Ió (a e) è infinitesimo.

Dunqae è derivabile sotto il segno rispetto

1 a Q, per e  R’; analogatrnente si vede che è derivabile sotto il segno ri-

spetto a e due volte. La derivabilità sotto il segno rispetto a z , due volte,
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si prova in modo simile; valendosi della supposta equilimitatezza di t:2 (2 R)
ed cx2 Wh (a r’ j .

La derivabilità rispetto a 4 è banale.

Conchiudendo, in forza di quanto sin qui osservato

avendo con B indicato l’operatore i di BESSEL.

Con ciò la armonicità di Ui (g, v , z) è provata. Analogamente si prova

17armonicità di 1~2 (Q 1 L9 ~ z), per e &#x3E; 1" .

In fine

15. - Intendo ora dimostrare il teorema

Il. Sia T* l’ insieme delle funzioni dell’aggregato U, considerato teo-

di /unicità del n. 4 , tali che, per due valori r’ ed IL’ contenuti nell’in-

tervallo (iperto (r , R), risultino a variazione liinitata secondo VITALI rispetto
al gruppo di (v , z) nell ínsieme -+- 8G &#x3E; z&#x3E; -- 03C0 19  -+- 03C0,
infinitesirne per i z i - oo , risultando limitate le trasformate wo (a , r’) ,
wo (a ~ R’) .

Ogni di r* .è decomponibile, ’nella somma di due funzioni armo-

nielte., lcr nel e  R’, la seconda nel &#x3E; ~~’ dello spazio,
infinitesíma per e divei.gente ; se dcrtcr funzione è data dalla (l ) , le 

zioni di cui si tratta sono date f’isp. (lalle due (2). 
’ 

,

Gli integrali e le serie a secondo delle (2) convergono uniforme-
mente 1’isp. a 19 comunque, a z in ogni intervallo finito, 
a o in ogni inte1’vallo (0 , R") [con R"  R’] ovvero in og11i (r",+ 00)
[r" &#x3E; r’], secorcdochè si tratti della (21) e della (22) .
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Per dimostrarlo, osservo che le funzioni i Fh (a , v , z) ,f h (a , v , z) verin

cano e ipotesi richieste nei teoremi II’ e Ill’ dei mio lavoro « Un criterio

di convergenza per integrali impropri » pnrte I, alla funzione ivi cliiamata

f (x , y P) (’1) ; ma le funzioni

soddisfano le ipotesi ivi ainmesse per 0], ponendo
Q == C&#x3E;; dallo stesso teorema segue, per h # 0, la convergenza dell’integrale

e della serie

uniforme al modo gia detto ; la convergenza di si pro-

- 00

va come nel n. precedente.
Dimostriamo ora Inarmonici tà di ciascun termine della serie, e, a ciò,

come nel n. precedente, basterà provare la derivabilità sotto il segno del-

l’integrale due volte rispetto ,a g ed a z.

Ma la funzione (oc) a si ottiene dalla 

moltiplicandola per la funzione a Il (a (oc ~’) : ed in forza del lemma Il

della parte I, possiamo asserire che converge

uniformemente rispetto a p nell’intervallo (0 , R") i allo stesso modo si prova

che sussiste la derivabilità sotto il segno due volte, rispetto a o ed a z.
Analogamente si dimostra 1’armonicità di 1t2 (~o , ~ , z) .
Per provare infine che lim U2 (p JS , z) = 0, y basta ormai ricordare che

o
lim Kh (t) = 0.

t &#x3E;00

16. Conchiudo il lavoro osservando che in base a questi due ultimi

problemi si è già abbastanza innanzi nella dimostrazione dei teoremi di

esistenza per i tre classici problemi al contorno, di cui abbiamo veduto ai
nn. 6* 7, 8 i teoremi di unicità.

(ii) Ciò è stato dimostrato ivi, teor. VII e X, parte II ;
(12) Cfr. la (5)
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Riprendendo le notazioni ivi usate, abbianio :
III. dne j. (19 , z), F (19 , z) periodiche in {) di pe-

con le derivate e tali che le loro fh (z) e

(z) siano rltppresentabili medíante inteqrali di FOURIER, riuscendo, @ equili-
milate le 99h (a), (ex) , ex2 (a), a2 03A6h (a) ;

ovvero

III’. Date due f (~ , z), F(i9, z) continue, a li1nitata

secondo VITALI nell ’ insieme - oo z  + oo , - 03C0v C + 03C0 , 
sime all’infinito, periodiche rispetto a v di _periodo 2 di cui siano limitate

le trasformate Qo (a) e Wo (a) ;
in queste ipotesi 

la (23) del gi. 5 de,finisce fùnzione nello strato Z’?.,R, di

due l’una armonica nel Q  R, llttlti-a crr-rnpo Q &#x3E; r ,

infinitesima per o divergente.
Poichè la (23) citata, = r e per Q = R , converge rispettivamente

verso f (t9 , z) e verso F (V , z)., , per dimostrare il teorema di esistenza nelle

ipotesi l’estrittive suesposte non rimane che da limostrare la, continuità di

u (,o , 19, z) nello insieme r C O C li’ dello spazio ; a questo fine basterebbe,
nelle ipotesi Ill’, aver provato la variazione ne di 1 h (a o) l Ih (a R) e di

Kh / Kh (a r) è limitata uniformemente per r -- Q  R . ..

IV. Date due fuitzioni g (~ , z) , G (t9, z) continue, periodiche risp. a ~ di
periodo 2 n, corz le derivate tali inoltre che le gh (z) , Gh (Z)
siano rappresentabili mediante inteqrali di FOURIER, essendo equilimitílte le

funzioni yh (a) , rh (a) , a yh (a) , a rh (a) , ed infinitesima come a2, @ a - 0 ,
l’espressione Fo (a) R -+- Yo (a) ~’ ?

ovvero

IV’. hate duN funzioni g (~0 , z) e G (t9, z) c~, variazione 

secondo VITALI nell’insieme - oo  z  -+ oo , 9 -- n v c -+- 
me periodiche rispetto a v di periodo 2 tali clce l’espressione
Fo (,%) - R + yo (ex) .1" sia, per a - 0, iitfinitesima a~ ;

in queste ipotesi .
la (28) del n. 7 definisce una funzione armonica nello strato l1r,R, di

due funzioni, armonica nel O  R, l’altra nel campo e &#x3E; 1. ,

infinite-sima per o divergente.
Poichè la (28) citata derivata sotto i segni, per Q = R e per e = r ,

converge rispettivamente verso - G (~ , z) e verso + ,g (t9 z), per dimostrare.
nelle ipotesi suesposte, il teorema di esistenza basterà dimostrare la conti-

nuità di aa u (,o , t9 , z) ) per r  R ; a questo fine non rima~rrebbe che

provare che la variazione di lh (a g) / iÀ (a R) e di (a o) ~ h’1a (a i-) è limitata
uniformemente per l’  O R.
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V e V’. Confrontando le ipotesi ammesse su e su ri-

spettivamente ai teoremi IV (IV’) e III si ottiene un risultato analogo
per la espressione (30) del n. 8.

L’enunciato III e III’ discende immediatamente dai teoremi I e II,
rispettivamente ; quelli dei teoremi IV’, IV, V7 V’, si possono dimostrare in

modo analogo. Si osservi clie le ipotesi dei teoremi III, IV, V, son certo

soddisfatte se le 9 z) , z) ; g (~ ~ z) , G (~ ~ z) sono sommabili

nell’insieme - ~  ~ c -~- ~ , - con le derivate prime e

seconde, e se si verifica assieme la relazione
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