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SOPRA LE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI
IN SÉ DI UN CAMPO NEUTRO, IN PARTICOLARE

NEL CASO DI GENERE EFFETTIVO NULLO

di MARIO BENEDICTY (Roma)

presente inizio lo studio delle trasformazioni birazionali iii

di un neutro (1), (À delle questioni si pongono (11 conseguenza.

che le nozioni relative ni campi 11(’I tl-i, qui presupposte, e le

relative notazioni. si una fondamentale memoria di 

intendo y di 03B41, 03B42 una curva
di genere effettivo p, considerata in senso invariantivo, sii cui

siano fissate 03B41 + å2 = 8 coppie neutre, qua,li  01 costituite da punti
distinti e 03B42 da punti coincidenti, di modo che 03C0 = p 1 03B4 risnlta il 

virtuale (lel campo neutro considerato.

Si i anzitutto la questione di i cosa si i ii t;iila per

trasformazione birazionale di llll neutro 111 sè (o lll un altro). Ho
senz altro la che deriva dalla natura stessa

della questione :
?Il .1(~ di 1(lL neutro una

l;i,mrzio;nrle in sé qii cui è il neutro,

coppie neutre in coppie ir(etctne.

È conseguenza della , 
neutre di punti

ovvero vanno in (lello stesso tipo.
Scopo (li i (questo lavoro è di i determinare quei i campi i neutri di genere

effettivo nullo, i quali ammettono ttrasformazioni birazionali in sè (nll. 1,

3,4) e di i studiate proprietà 111 i questi i campi : : questioni i (il i esistenza,
particolarizzazione (lei moduli, limitazioni per il 111nI(,ro delle trasformazioni

(1I1l. 5, ()); interpretazione trascendente (UH. 7, 8). Enuncio incidentalmente

anche il teorema (li in 1111 neutro (di qualisivogliano
caratteri) (n. 2).

(I) Ciò in relazione a rieel’f’hp dei proff. SEVERI e sulle funzioni quasi
abeliane.

(2) F. Funzioni quasi abeliane, Pontificiae Academine Scientarum

n. 4, 1947, c1e nel seguito citero con F. Q. A.

i. della ~TO’ ’HI, G Pisa.
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1. - Si consideri il campo y di 03B41,03B42 ; senza iestri-

zione alcuna si potrà, supporre clle esso sia realizzato assegnando 03B41 + ó 2
coppie nentre sopra una retta proiettiva r. Una trasformazione birazionale
in sè drl campo iii base alla definizione data, una proiettività della r
in sè, Ia quale muti coppie neutre in coppie iieutie. Si tratta di determi-

nare i campi per i qua i i esistono siffatte proiettività.
Escludo anzitutto i casi banali 03C0 = 0 e n =1.

Nel primo di essi le trasformazioni 111 questione sono le o03 proiettività
di r in sè.

Nel caso jr = 1 , se è ó, -- 1 , le trasformazioni del campo costituiscono

un gruppo a due continue 001 : le proiettività clie mutano 111 sè cia-

senll punto della coppia neutra. le quali costituiscono un sottogruppo, e le

involuzioni i che scambiano i punti della coppia. Sempre per -,7 - 1 , se è

Õ2 = 1, le trasformazioni del campo costituiscono il gruppo continuo

delle proiettività clle mutano lll sè la coppia assegnata, che ammettono cioè

come unito il punto I11 cui coincidono i punti della coppia.
Ad evitare nel seguito un caso che si presenta spesso come 

conviene considerare a parte anche Il campo neutro X di i caratteri p _ 6, _
= O 1 ()2 = 2 . L’insieme delle trasformazioni di z 111 sè è iii tlil caso iiii grup-

1&#x3E;0 a due schiere continue ~1 : il sottogruppo (delle proiettività che mutano iii

sè ciascuna coppia e Iinsieme (lelle involuzioni cile scambiano le coppie.
È evidente clle ciascuno dei campi qui considerato è individuato, a

meno (li proiettività dai suoi iiiteii caratteristici.

2. - In un campo neutro di caratteri p = &#x3E; 1, diverso dai campo

X, il numero dei punti distinti appartenenti alla totalità (lelle coppie iieii-

tre non è inferiore a 3, quindi l’insieme di tali punti e, a maggior ragiona
il campo neutro, è mutato in sè da un numero finito di proiettività. Qiiiiili :

un ri-i = O, n &#x3E; 1, (Itl l y ~
non che 2cn .finito di u.u sè.

Tale enunciato si può però estendere anche a 1J qualunque.

Infatti se p &#x3E; 1, 1 esso è immediata conseguenza del teorema classico,
perchè una trasformazione birazionale di iiii campo neutro è anzitutto una

trasformazione biraziona1e dei relativo campo assoluto, e (11 qtlesle non ne

esiste che un numero finito.

Nel caso ~=l~seè~&#x3E;2~ ovvero b, = 1 e Õ2 = 0 , il numero dei

punti distinti appartenenti alia totalità delle coppie neutre non è inferiore

a 2, quindi anche se il (~ampo assoluto è a modulo particolare, esiste al

più iii  numero finito di trasformazioni clle mutano in sè tale totalità ; se

è 03B41 = 0, ó, = 1 , esiste un tlulnero unito di trasformazioni clle mutano la

coppia in sè, cioè aventi un assegnato punto unito.
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Ne segue il d i i n un (3) :
un e(iiii,i)o neutro rl i- genere J1 &#x3E; 1, diverso dal l Z

di 1) - b, - 0 , ~z = ‘’ , esiste -e che un .finito di

sè, mentre per 7 e per i campi di genere vir-

tuale J1 1 esistono infinite trasformazioni.

Corollari i immediati i sono :

nrar neutro di genere 

03C0 &#x3E; 1, dicerso da L campo X, è 

di, tutte le sè di~ ea7t2po neut1’o

di i 1 , dal l y , è, un gruppo (li ordiite 

3. - DB)ra iii poi sia sempre p = 0 . Ad escliisioiie del campo z , g.ià
preso ili e per ;r &#x3E; 1 , ogni trasformazione birazionale in sè di un

campo y si sopra la retta i- del n. 1 mediante una proietti-
vità ciclica che innta coppie neutre in coppie neutre ; e la totalità delle tra-

sformazioni di y darà luogo ad un gruppo finito di proiettività sitfatte. Poi-

chè, quest’ultimo appartiene necessariamente ad uno dei tipi ben noti, si

determineranno tutti i campi y possedenti trasformazioni birazionali in sè

studiando i sistemi di coppie di punti della r mutati in sè dai vari gruppi
finiti ¡ di i proiettività.

Per ciascuno di tali gruppi e sia v il suo i possibili sistemi oi

neutre saranno cos  costituiti :

rr) da uJta, coppia. (A, , ]31) di punti e dalle sue v 

nelle del (,A Bi) (i = 1 , 2 ... , v) . Tali coppie sono
distinte finchè A1 1 e 7&#x3E;1 non assumono particolari posizioni e ciò accade pro-

cisamente soltanto nei seguenti casi b) e e) ;
b) se h, è necessariamente allora Bi)

è di del ctn2ctyco ; le trasformate di una tale coppia

v/2 distinte; ancora tra loro coincidere quando si verificasse
il i seguente caso c), ovvero, a priori, quando la coppia appartenesse

anche wl un’alt,ra involuzione del gruppo ; ma anche in questa seconda al-

ternativa si riemlrehbe nel caso e), chè la coppia sarebbe costituita dai punti
uniti della (o delle) trasformazione prodotto delle due involuzioni ;

c) se (i #j) , è necessariamente Bi = Bj, allora 
coppia (lei l if it,i uniti di una nel necessariamente di-

stintiy che in un gruppo linito non esistono proiettività paraboliche.

(3) Questo teorema iiii viene confermato dal prof. Conforto, clie lla avuto occasione

di dimostrarlo nelle ricerche.
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d) da una (A, , punti dalle sue l’ 

mate nelle trasformazioni
sono distinte a meno die non si verifichi i1 caso xrg’iieii«e ;

e) (Ai , A-i) è la coppia data da rctz unito ci,i- 

L gruppo,
Nel seguito mi i attprrò a l1a distinzione ora fattt, e iillii. relativa dello-

minazione. Intenderò inoltre per « d i punti i dal L punto
A &#x3E;&#x3E; i~, coppia (A, A) . o

I eruppi finiti (li proiettività ben noto :

il gruppo ciclico Cu o della piramide ;
il gruppo d edra e 1).&#x3E;,, , o gruppo della doppia 
il gruppo tetraedrale 1B2; 

.

il gruppo ottaedrale ():!4;
il i gruppo icosaedra e J60’

Per comodità (li lingunggio mi riferirò spesso al poliedro, p, es. inscritto

iiel 1 cui i la trasformazione si i riferisce o, meglio, alla sua proie-
zioiie sopra la sfera dal (li quest’ultima.

dei i gruppi i D, T, O, 1 contiene i C, tutti i

i che trasformazioni birazionali 111 sè, si otten

!1 partire dai gruppi ·

Per quanto detto, neutre (ll i ji t’ o ( L a

uno o più sistemi de i tipi i i iiel L seguito. È da osservare che alcuni i

tipi non possouo essere presenti contemporaneamente : essi sono indicat

P, Q, R indicano arbitrari interi non negativi.
i i ciascuno dalle n coppie trasformate (1i i una

coppia di punti distinti ;
b) (quando tu è i 9 sistemi costituiti ciascuno dall n/2 coppie

trasformate di i una coppia di punti simmetrici rispetto all’asse della pira
mide (cioè coniugati nella involuzione del §§l’ll))i)O) §

coppia costituita vertice (lellv piramide e dai punto opposto

(cioè dai punti uniti delle trasformazioni i 1 g.i’iij&#x3E;j&#x3E;» ;

d) gii P sistemi costituiti ciascuno dalle n coppie trasformate di una

generica coppia di punti e&#x3E;iiicileiiti ;
e~~ la coppia, ovvero le due coppie, (li punti coincidenti data da uno

o dai due punti un i ti (l elle trasformazioni i del gruppo.

Poichè, 5 a meno della scelta del riferimento sulla 1’, sempre 

porsi che il gruppo sia costituito dalle trasformazioni x’ = (.?== o , 1 Il’ ..

..., n - 1. ; s (4)), SI i può dunque affermare :

(4) Ad evitare equivoci indico con n-x il rapporto tra le lunghezze di nna circonfe-

renza, e (lel suo diametro.
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. Tuiti i campi neutri di. 

itt sè, sz possono sopra ’una retta proiettiva ;in .

-îl sistema, delle cotrpie sia, uno àei- sf guenti : 
’ 

.

. 

’ 

co’ppie: nentre di coppie neutré di 
- è), ~ 

.

. 

pnnti distinti pnnti coinuidenti 
v 

i 2:r~

. dove si deie 

~ n è pari’;

R interi arbitrar  non negativi ; Q = O se 11, è dispari.

_ 

&#x3E; È evidente che í..caml&#x3E;i quasi iperellittici rientrano tra quelli trovati,
. chè essi posseggono certo l~ trasformazione ci,clica dàta dalla gl neutra, e

si ottengono tutti dalla tabella (1) per n = 2 , considerando soltanto coppie
b), e). Cioè .. ’ .

. Tutti i neutri quasi iperellittici di genere effettivo nullo si possono
rappresentare sopra u7za retta proie’ttiva in che il delle ooppie
neutre sia uno dei seguenti : , 

° 

’ 

.
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4. 11. gruppo delle trasformazioni iii sè dei campi y dati dalia (1)
potrà essere pia ampio di Cu, quando il campo, per certi valori dei carat.

teri Õ~’ Õ2, ovvero per particolari posizioni delle coppie, si può porre in più
modi in una delle forme trovate. I campi cos  fatti si troveraiiiio tutti, come
si è già detto, esaminando gli insiemi di coppie mutati in se dai vari gruppi

le coppie neutre dei campi in questione saranno date da uno
o più sistemi dei tipi indicati qui nel seguito. I sistemi contrassegnati~ per
ciascun gruppo, con’ lo stesso numero di asterischi, non possono coesistere;
g, l~ ~ Z indicano interi arbitrari non negativi.

D2n con n pari : , 

.

coppie di punti distinti :
a) sistemi di 2 n coppie trasformate di una coppia generica ; 

’

br) sistemi di n coppie trasformate di una coppia simmetrica rispetto
all’asse della doppia piramide ;

b2) ~ b3) sistemi coppie trasformate di una coppia simmetrica ii-

spetto alla congiungente due vertici opposti, y ovvero punti medi di lati op~

posti della base ; .

c~) le n~2 coppie di vertici opposti della base ;
c..) le n/2 coppie di punti medi di lati opposti della base ;

’ 

~~) ~ coppia dei vertici della piramide ;
coppie di punti coincidenti : 

’

d) sistemi di 2 n coppie trasformate di una coppia generica :
’ 

e,~) l e n coppie date dai vertici della base ; .

e,,) le n coppie date dai punti medi dei lati della base ;

e,,,) le due coppie date dai vertici della piramide.
Caratteri : ..

dispari : . 

,

coppie di punti distinti : .

a) sistemi di 2 n coppie trasformate di una coppia generica; ,
b) sistemi di n coppie trasformate’ di una coppia simmetrica rispetto

alla congiungente un vertice della base col punto medio del lato. opposto ;
c~) le n coppie costituite da, un vertice base e dal punto medio

del lato opposto ; $ 
,
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c~~) la coppia dei vertici della piramide ; ,

~ 

coppie di punti coincidenti :‘ . 
’ ’ 

.

d) sistemi di 2 n coppie trasformate di una coppia generica ;
e.) le n (óvvero le 2 n) coppie date dai vertici della base (e dai loro

. opposti
e..) le duè coppie date dai vertici della piramide.

~ Caratteri : . . 

’

. T : .. ’ ’ . ’ .

coppie di punti distinti .. ,
a) .i sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia generica ;
b) i sistemi di 6 coppie trasformate di una coppia di una involuzione

del gruppo ; . ’

c~) le 4 coppie costituite ,ciascuna da un vertice e, dal punto opposto;
c~) ,lé- 3 coppie costituite ciascuna dai punti ,medi di due spigoli

Opposti ; , 

, 

c 

. 
.

coppie di punti coincidenti : ..

. d) sistemi di 12 coppie trasformate di una coppia generica ;
é~) le 4 (8) coppie date da,i vertici (e,dai pmnti ad essi opposti) :
e..) le 6 coppie date dai punti medi degli spigoli. , ,

Cu-ratteri : - 

,

coppie di punti distinti : 
.

03B1) sistemi di 24 coppie trasformate di una coppia generica ;
bt) sistemi, di 12 coppia trasformate di una coppia di una delle invo-

. Inzioni che mutano ilr sè due spigoli (opposti) ; e

, bl) sisteni di 12 coppie trasformate di una coppia di una delle invo-
luzioni che mutano in s.è due vertici (opposti); B 

.

c~) le 3 coppie di vertici opposti ; 
° ’ 

.

c~~) le 4 coppie di centri di facce opposte ; .

c.*~J le 6 coppie di punti medi di spigoli opposti ;
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. coppie di punti coincidenti :
. d) sistemi di 24 coppie trasforlmite di una coppia- generica ; .

e~,) le 6 coppie date dai vertici ; .’

. e..) le 8 coppie date centri delle facce ; 
’

. e,,*) le 12 coppie date dai punti nedi degli spigoli.
. Caratteri : ~ 

. 

’ 

.

coppie di punti distinti : 
_ 

, 
,

a) sistemi di 60 coppie trasformate di una coppia generica ; .

. b) sistemi . di 30 coppie trasformate di una coppia di una involuzione
~ del gruppo ;

c~) le 6 coppie di vertici opposti;
c~~) le 10 coppie di centri di facce opposte ;

" 

15 coppie ’di. punti medi di spigoli opposti ; .

coppie di punti coincidenti :

i d) sistemi di 60 coppie trasformate di una coppia generica ;
, , e,~) le 12 coppie date dai vertici ;

’ 

e~~) le 20 coppie date dai centri delle fxcce ; 
’

e,**). le 30 coppie date dai punti medi degli spigoli. 
’

. Caratteri : .
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.. 5. - Secondo un teorema di curva algebrica di ge-
’ 

nere p non può possedere più di 84 (p- 1) trasformazioni birazionali in sè.
Or,a’ tale proprietà può estendersi ai campi neutri di genere effettivo nullo

,eii anzi la limitazione può essere notevolmente -’in igliorata; precisamente :
I. Un genere 

li al X di i 03C0 = 03B42 = 2, " 03B41 = 0 , possiede al più
12 (.7!; 

, II. Uit campo genère nullo’ e genere virtuale ~c ~&#x3E; 1,
" 

diverso X e dai ca1npi realizzabili soprt,, la ,

riemanniana di uncx 1;etta, éoppie neutre: .

. coppie di vertici ,opposti di un ottaedro 
" 

.

X2 , coppie di centri di facce opposte di un ottaedro . 

’

X3 coppie di vertici opposti di un icosaedro 
’

x4, coppie di centri di facce opposte di un icosaedro 
-

, X5 coppie di punti coincidenti date dai vertici di un icosaedro 
’

" 

al più 4 n biracziauali in ~ . 

- 

.

I campi sopra e1eUcat,i hanno, rispettivamente i seguenti ’caratteri:

rasformazioni ... 
*

La limitazione data dal teorema II non può essere migliorata se non
escludendo infiniti tipi di c.ampi. " 

. 
’ 

. : ,

.. Per dimostrare i due teoremi basta esaminare, per ciascuno dei gruppi
. del n. 3 il genere minimo dei campi neutri ad esso relativi,

. .. r

trascurandó, s’intende, i ed il campo X, ove questi 
Indicando con v il numero delle trasformazioni in sè del si ha :

’ 

C : il genere minimo, per n pari, o dispari rispettivamente, dato dal
caso 74 della (1) per P== ~ === O ~ Q .= 1 sen è pari~ ‘ e E’ = Q - O y R. -1 ~ .

ovvero è dispàri, è : .

con

’ 

(5) A. : Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen. Transformationen in sich,
Math. Ann., XLI" 1893, p. 4~Q3. ~ 

’ " ’ 
. 

’
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D : il genere minimo, per n pari o dispari rispettivamente, dato dai

sistemi e,) o 0**) , ovvero da b) o c~) o ~), 9 è :

con

2’ : il genere minimo, dato da -**)7 è:

con

(~ : il genere minimo, dato dal campo Xi’ è :

con

il valore suc;cessi vo del genera dato dal campo è:

con

il valore ancora successi vo, dato da

cpn

I : il genere minimo, dato campo 5 è:

con

i valori successivi del genere, dati dai campi X4 e X5 e dal s.isteina c...),
sono rispettivamente : 

, 

. 

’

con

. . 

’

Ora, i valori di v e n dati dalle (2) , (3) , ... , (11) e quindi, a maggior
ragione, quelli relativi ai campi trascnrati, verificano la limitazione del teo-

ieina I, e quelli dati claL (2), (3), (4), (7), (11) e, a maggior ragione, quelli re-
lativi a tutti i campi del teorema II, soddisfanno la 4 n ..

Che quegt’ulti na limitazione sia la più stretta possibile è provato dal

fatto che, comunque si scelga n 9 posto 03B41 = 03C0, 03B42 0 , n = 203C0, il sistema

c ) o c ) di con n pari, dà appunto l’insieme delle coppie neutre di

un campo di genere 2-n=49 trusforuazioni birazionali in sè , ,
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Il campo or oru costruito è iperellittico, ed se 1l + 3 , 6 , 15, esso

è 1 oer il quale nella limitazione del teorema Il vale l’uguaglianza,

come è fäcile verificare tenendo presenti gli schemi dei nn. precedenti. Per

i valori di possono avere anche altri cpsi, oltre a quello

iperellittico: coppie di punti medi,, di spigoli opposti di un tetraedro, otta-

edro ovvero coppie cli punti coincidenti date dai °vertici di un

ottaedro. In altre pàrale : , 

’

III. I campi urutri di e:ffettivo, .nullo e 
, 

~c ~ 3 ,

dive1’so da 6 e 15- i 403C0 trasformazioni bircrxio-

nali in - sè (identità necessariamente quasi iperellitticil, ovvero : .

III’. neutri di genere effettivo nullo e genere virtuale 03C0 &#x3E; 4 ,

diver,so da 6 10 , &#x3E; 12 ,15, , i quali ammettono almeno 4 n ti°a&#x3E;sfoi°utazioYui bi14a-

zionali icz sè, sono necessariamente quasi iperellittici
. Un’altra proprietà, analoga a quella di. HURWITZ (6) secondo la quale

il periodo di una trasformazione iii sè di una curva di genei-e p Don supe’

l’a 10 (p - ~~),e~ che si dimóstra come il teorema II di _questo n., è la

seguente : , 
. 

’ 

’ 

..

IV. Il pei-iodo,di una trasformazione birazionale i&#x3E;1 sè cti uit campo neutro

di genere nullo e genere &#x3E; 1, diverso ddl campo x , iton

supera 2 n. .. ~ .

. 

6. - I. Comunque si fis-siiio gli interi 03B42, esiste un campo neutro di

caratter-i p = 0 , 1 ó2 5 che .sè..

Infatti, dalla (1), posto n = 2 e di sponendo degli interi P, Q, si può

, far s  che 62 acquistino valori qualsiansi. 
- 

.

~2 &#x3E; 2 , non, iperellit- ,

soddisfanno alle condizioni dell’enunciato precedente.
Esempi del., tipo voluto sono foruit  dalla (l.), per* n== 2,. dai casi

seguenti : ’ 

_ 

- 

, 

’ 

, 
. ,

se con

se con

Non mi intrattengo a dimostrare che le coppie neutre dei campi cosi

costruiti non appartengono ad alcuna involuzione, quando non siano scelte

in maniera particolare. . 

,

È però evidente che i campi che ammettono trasformazioni in sé sonu,

in ún certo senso, e di regola, particolari. Per precisare tale efferinazione, 
~ ~

(6) A, HURWITZ : Ueber càiejenigen algebraishen Gebilde, welche eindentige 

in sich Math. XXXII ~888, p. 290, . 

.. 

,
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si chiamino, con (7), di un campo neutro di genere effettivo
nullo i 203B41 + 03B42 - 3 parametri dui quali dipender a méno del riferimento

proiettiyo, la scelta di un campo neutro (di i genere effettivo nullo), per
esempio i birapporti indipendenti che si possono formare con i punti delle

coppie neutre. La denominazione di « moduli » è giustificata dal tatto che

essi, essendo invariauti per proietti vita, risultano, nel caso slpecifico p = 0 ,
anche invarianti biraziouali del campo neutro, in conseguenza della defini-
zione data nell’introduzione. Si bxdi bene però che tali moduli "non hanno.

nulla a che vedere con i moduli di un corpo ~i funzioni quasi abeliane,
chè un tale corpo, se ha nullo il ’ carattere p ; non dipende da alcun .

modulo (8).. , 

,

Ciò posto, avrà senso parlare, per ciascuna coppia di valori c51, {)2 " di
campi neutri (di genere effettivo nullo) a 1noduli 

.- Tenendo presente che nii gruppo generico di più di quattro punti di,
una retta non è mutato in sè da alcuna proiettività, sono certo a moduli

particolari quei campi neutri che possiedono trasformazioni birazionali in sè
e per i quali 2 ~1 -~-, b2 &#x3E; 4. ....

Quelli. per i quali 2 onó : o o

e, possiedono seinpre almeno Ile seguenti trasformazioni birazionali in sè :

x , y ., y3 quella data dalla g12 neutra, tp2 le proietti vita che permutano le
tré tp5 le invohizjoni che scambiano le coppie a due a due, ’P4 l’in-

voluzione che scambia i punti della coppia di! punti distiriti e che permuta
le altre due coppie. Ne segue che : .. 

. 
,

III. 1 ~ sol i di genere e:tfettivo ~i

quali, ammettono trasformazioni birazionali in se, souo quelli di ecrrcrtteri :

(7)FQ.A.,n.21.
(8)F.Q.A.,n.o5.
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Dal enunciato, precedente e dall’osservazione che i campi 

no nchè ll’4 quando il gruppo dei quattro punti non sia armonico, 
non sono

quasi iperellittici, segue immediatamente l’affermazione, del resto a priori

molto evidente, 
’ 

, 
. 

, 

.’ 

’

IV. Tutti i campi quasi iperellittici di genere effettivo nullo e 

.di due8ono &#x26; moduli (tra i campi degli stessi

caratteri !.,~)... o
1 

Il numero di tali moduli è precisamente 03B41
’ 

rispettivamente nei casi Y5 76 5 7’) ,C(t esso l’istilua illillul-C 

non appena b + &#x3E; 2 .. : .. ’

, 

. V. Tra t campi neutri di genere effettivo nullo, i quali ammettono tlfa-

t’it s  solo dipende, da
’ 

. 

’ 

...

Senza soffermarmi i sulla ovvia dimostrazione, osservo ebe possòi-io non

. dipendere da moduli solo quelli in cui esistono coppie hen determinate,

cioè date da punti uniti deHa trasformazione del gruppo, ovvero per i va.

ieri bassi dil,.,i 5 potrebbe essere p. es. il caso y7 con P = 1. 

. 7. - il campo neutro sia realizzato, àl solito, sopra una retta Il’ , sul!a

quale è distesa un’ascissa x, assegnando le:coppie neutre di punti distinti

~ ~ ) (~ == 1 2 , ~ ~ ~ , ò; ) e le coppie neutre di punti coincidenti al) 
’

(~~-}-l,~-t-2,...,~+~)- . 

~

" 

Un sistema di integrali normali virtualmente di prima specie dei campo
è 

’ 

’ 

, 

’ 

.

o q uelli, di t’orma lievemente diversa, che si hanno quando un punto 
.

coppia sia il punto improprio : 
, 

, 

’ . 

, 
.

La tabella periodi è in ogni caso :

’ ove B è la matrice diagonale bordine 03B41 per la, qua1e gli elementi della

diagonale principale sono 
.. 

’ 

-

’ ’ 
~ 

, (9)F- Q. A:; n. 29. ,
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Il campo ammetta trasformazioni birazionali in sè, e sia i una di esse :

Souo anzitutto di baiiale veri fica le formule :

Si osservi i. che se la coppia 5 o (ex, è una coppia neutra dei 1

campo, lo è pure wl (o&#x26; (~t-1 (oc), -c -’(03B2), ovvero T’~(x~)=(-!2013’(x),T-’(~)).
Dopo di ciò siano gli integrali o (12’) relativi, rispetto.
vamente alle coppie (03B1,03B2), i-i (a , 03B2), (a , a) , (oc oc) , il doppio . segno es- 

°

sendo dovuto’ all’ambiguità della scelta dell’ordine nella a&#x3E;ppia ; da ie (14) .

segue immediatamente :

dove siv è indicato con il valore assunto dall’integrale zy = vi’(.,,v)
nel punto x’ corrispoudente del punto Se in una coppia inteuvie-
ne il punto le (15) aivengouo : 

,

Non è escluso, naturalmente, che l’integrale v2 [v4] possa coincidere,
eventualmente a meno del ,segno, con 1’integrale v1 [~g], 1 chè In relativa cop-
pia potrebbe essere mutata in sè dalla z . Inoltre i coefficienti degli inte

grali nei secondi membri delle (15), (15’) sono : + 1 per -quelli i relativi a
coppie 

1 

di punti distinti, costanti complesse non nulle per quelli relativi a

coppie di punt.i coincidenti : basta osservare nella seconda delle (15), l’unica
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dove tale osservazione xuoll è immediata di puó essere c r-’ 
’ 

d = 0 chè sarebbe 03B1 =00 e si ricadrebbe nella seconda delle (15’).. In

ogni caso dunque : . 

’ 

’

I., in sèdi un campo neutro di genere

effettivo nullo e di 03B42 opera. sug-li , virtualmente
: .. ,

di specie del campo una sostituzione lineare del tipo : 
’ 

.

dove u v’ indicano le matrici del tipo (n 1) (10) formate -dai valori degli in-

- in un punta e 11el 03B41) y , sono che
in’ ciascuna riga t in ciascuna colonit(-t, solo J

a è, inoltre (e quindi tali sono ugua-ti a + 1) e y è ad

è una ad elementi complessi definiti (l. mervo

diper,iodi (dati drr lla ’.. ,

. 

Se si considera la varietà qnasi abeliana (li relativa al campo

Yr la quale è definita, a meno di trasformazioni birazionali, come la varietà
dei gruppi. di 03C0 punti della curva sostegno del campo (per p .= O essa è

una varietà razionale le (11) : ;, . 

&#x3E; 

essendo x1 9 X2 7 x,,, u .n gruppo di yr punti della retta sostegao del cam-
- po, sono funzioni del punto di Vt definite, per il teorema di

inversione in un campo neutro (12) le coordinate del punto di hn sono fun-

zioni quasi abe iane delle U" , con la matrice dei Le Uf, 1’2 ; ... , u03C0
risu tano integrali normali virtualmente di prima specie di funzioni razio-

nali sulla 
’ 

’ 

’ 

....

Una trasformazione birazionémle z del campo in sè, intesa come trasfor-

. 

mazione dei gruppi i punti, induce una trasformazione bi.iaz i onale . T

sopra la Vn. In base all’enuncinto I di questo n., e alla definizione degli

integrali la T induce su questi ultimi la trasformazione :

(io) Si intende per matrice M dèl 1 t&#x3E;ipo (p, q) una matrice a p righe e q colonne, 8

la. si’ indicllerà con 
’ 

..

(11) F. Q. A., n. 29. 
’

(12) F. Q. A., n. 26. 
, 

. 

,
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ove a, ~ ~ sono le medesime matrici della (16), e ~, _ ~ ~~ ~ sempre definita
.. ,

. Tali trasformazioni sono quindi casi particolari di una classe molto più
vasta,, esistente sn che comprende tutte e sole le trasformazioni anali-

. tiche e biunivoche della rappresentabili mediante congruenze
lineari tra gli integrali virtualmente di prima specie. Tali trasformaziont
sono state studiate da il fondamentale è che tali .’
trasformazioni sono date tutte e sole, e ciascuna una volta sola, dalte-

ove: è una matrice un i mod ulare ; 03B2(03B41 (12, 2) sono matrici arbitra
rie del loro tipo, ad elementi complessi, purchè il determinante della j, sia
non nullo ; è nna matrice arbitraria ad elementi complessi, ma, per
ciascuna trasformazione, determinata a meno di periodi.

° 

Tra le trasformazioni di CONFORTO sono birazionali quelle per le quali
/? = O , ovvero tutte se, essendo òl ó2 = neHa (18). -

Ora le° (17) sono evidentemente casi particolari delle, (18), ed anzi di
quelle (18). che danno trasformazioni birazionali ; qui- di

11. Il firuppo 
di J AOOBI un neuti-o di effettivo 

. 

del campo, è tm sottogruppo (di bi-
del delle trasformazioni di 

Talo enunciato comporta la seguente osservazione. ,’
Si presenta i] fatto singolare che le trasformazioni trovate, per ciascun

campo y, esistono sulla varietà quasi di JAcon~, avente i
caratteri di y, ma acquistano un particolare significato geometrico - quello
di provenire da trasformazioni di 7 - quando il campo diventi tale da .
ammettere trasformazioni in sè. ’ 

’ 

.

I risultati di questo JJ. valgono anche péril campo X, più volte escluso
da considerazioni generali, perchè, se (0,0) e (00,00) sono le coppie neutre,le inducono siigli integrali u1 = x + X2,.. "

- le trasformazioni :

(~3) F. CONFORTO: le in sè della ’varietà di Jacobi relativa ad una
curva, di genere effettivo diverso -dal genere virtuale, in ispecie nel caso di genere effettivo ,nzcllo,
Ann. di Mat. (4) XXVII,



173

mentre e trasformazioni di CONFORTO sono :

con

8. - Per i campi dati dalla 1),, che sono del resto tutti i campi con-
siderati, ma per i quali si prende in esrme una sola delle trasformazioni
- e1 eventualmente lé sue - i elial (1 t) si ha (con riferimento ..

alla classincazione fatta .(1)) : 
’ 

~ 
. 

, 
. 

. 

’ 

: 
’

3 n è puri ; e

. 

, 

&#x3E; 
, 

...

.. atla il 17-6-1950

2 Annali della Sup. - Pisa. ,


