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SUI FONDAMENTI DEL CALCOLO
CON MATRICI INFINITE

di VITTORIO CHECCUCCI (Pisa) 
’ 

. 
’

Il successo, anche nelle mateJnatiéhe. applicate, degli algoritmi, e più

generalmente della nozione; di funzione di matrici finite ’suggerisce l’oppor- .
tunità di esaminare . se, ed ,in quali casi, un analogo simbolismo di calcolo
resti valevole per le e matrici munite. 

° 

, ’. 

, 

,

Per qúesté si .incontrano alcune difficolt,à che per le matrici finite non 
’

si presentano affatto. Quelle che si riferiscono alla convergenza ed alla as-
sociatività del prodotto sono già state superate da vario tempo sem-

° braci, non ancora con quella’ generalità che consenta di fare uso, cón sufll. ,

ciente sicurezza, delle regole di calcolo ainmissibili per le matrici finite.
Scopo di queste. brevi pagine ~è di ràggiungere; nei limiti consentjti dagli

en,ti che vogliono sottoporsi a calcolo, questa sicurezza, mostrando in pari
. 

tempo l’utilità di adoperare il simbolismo ornai già fxiÀ.iiiare per le matrici .

finito.
Ricordiamo ch# (1) la convergenza e la proprietà associati va del prodottoRicordiamo ché (1) la convergenz&#x26;.- e la e odotto

sono senz’altro verificate da quelle matrici’ infinite : 
’

(ars. numeri complessi) per le quali esiste un numero positivo MA indipen- 
.

1 
dente da n tale che, presi due n-complessi orizzontali qualunque @ 

.

(i) ~Cfr. prinoipalmente i lavori’ seguenti: , 

~ 

. 

.

’. a) HELLINGER x TOEPLITZ: Enzykl. der math. Wi8,S. 113 voI 9,(1927) . 

’ 

,

b) WINTER A.: Spectraltheoràe der unendlichen Matrizen Leipzig (1929) 
’

c) JULIA G. : Introduction mathématique aux théories quaittiques. Il Partie, Paris (1938)
nei quali il lettore’ troverà una estesa bibliógrafia sull’argomento.

4. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pisa...
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soddisfacenti alle condizione (2) :

(xr ed yr numeri complessi coniugati risulti

matrici A cosiffatte si dicono esse corrispondono agli operatori lineari definiti in tutto lo spazio hilbertiano, cioè sono tali che .se:

è il complesso orizzontale infinito delle coordinate di un punto qualsiasidello spazio hilbertiano, il complesso verticale infinito A x_, esiste e da le
coordinate di tin altro punto dello spazio hilbertiano. ’

In questa Nota consideriamo matrici più generali ~1 i quelle ora dette,che diciamo di tipo (p, q), alle quali mostriamo che può estendersisenza limitazioni il simbolismo e quindi l’algoritmo solito del calcolo di matricifinite. I numeri p, q delle nostre matrici sono due numeri reali entrambi
non minori di 1 (che possono anche diventare infiii.iti) ; per p = q = 2 siricade nel caso delle matrici limit-, te9 di cui sopra. °

Le righe e le colonne delle matrici hilbertiane suddette sono compiessiinfiniti x = ....~ ... ) per i quali converge la serie 2 ) I ,v,, "° con Y. &#x3E; 1

opportuno o per i quali è limitato l’estre’mo superiore di | I x" I .

Nel § 1 esponiamo le proprietà fondamentali, in complesso già degli spazi aventi per elementi i complessi infiniti ora detti. Nel ~ 2 si tro-
vano le proprietà delle matrici hilbertiane di tipo (p, q), tra cui i la genera-

, lizzazione . del teorema fondamentale di HELLINGER e TOEPLITZ. Nel § 3risolviamo pel caso più notevole, i problemi de.ll’inversione di una matriceinfinita e della risoluzione di sistemi lineari infiniti, sui quali ci proponiamodi ritornare prossimamente. 

(2) Con y-1 si indicano gli n-complessi verticali di x ed 2/’ 

(3) Cfr. a) RlESZ. F. Les infinité d’inconnues. Paris (1913). 
’

b) BANACHS. opérations lineaires. Wa,rsza,wa, (1932).
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. 

’ 

~]. - Spazi hilbertiaiii di classe 1)

1. Diciamo Hp (p &#x3E; 1) hilbertiano di cla.sse p lo spazio dei com-

p lessi infiniti r = x2 , ,  .’ xn’ , , , numero complesso) per i quali .

00.. , ,

la -serie 2 I xn tp è convergente, ed c600 lo spazio, dei complessi ’ infiniti x
. 

..

per  quali extr. sup. 1 (n=1,2 ..., è limitato ; i nnmeri x,i si dicono

l~ coordinate del.pnn-to x . Se ~~r  q , contenuto in c6~, in particolare
ogni c6p è contenuto in inoltre ognic Hp contiene l’insieme numerabile .

E di punti x aventi solo o finito di coordinate non nulle e queste
sono razionali complesse (cioè hanno razionali la parte reale ed il. coefficiente
dell’immaginario). . 

’ 

.

’ 

Dalla disuguaglianza di MINKOWSKO :

1 - oppure dalla

se p = ~, segue ch,e: .

a) lo cioè nna combinazione lineare a coefficienti

complessi di un numero finito di punti di c6p, è ancora un punto di c6p;
r 

. b) lo spazio cioè se definiamo distanza tm due punti
, 

..

se p ~&#x3E; 1 , oppure il numero :

se p = oo , valgono le :

quando
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’ 

c) lo spazio c6p è cioè se diciamo convergente ad un puntò
ró°1 c1i c6p ma successione {ae(1~)} di punti di c6p, quando .

vale il criterio di CAUCHY: condizione necessaria e sufficiente perché 
’

converga ad un punto che : - 
~ ..

d) lo spazio c6p è cioè contiene un insieme numerabile

(precisamente, qualunque sia p, l’insieme .E di cui sopra ed ogni punto;
x di è limite di una successione di punti, .tutti di questo insieme (o,
come si usa dire, c6., contiene un insieme numerabile ed ovunque denso in c6p).

2. Se x è un punto di diciamo di x o semplicemente uornia
di x il numero

se p h 1, oppure il i numero

se p = 00; se p &#x3E; 1 (finito), Np (x) è distanza cii x dall’origine O = (0
0 , ... ) e evata a p, altrimenti è questa distanza stessa. ,

. Insierrre alla. disuguaglianza di MINKOWSKI, che per due ptinti x di 
,

c6p si scrive :

se p &#x3E; 1 , oppure :’

gioca un iuolo fondamentale nella, geonetria dell’ c6p la disugua-
glianza di SCHWARZ-HÖLDER : 

’
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se 1? "&#x3E; 1, oppure la : 1 
’

Ise p = 1 ; esse espr inono, facendo tendere 1U ad infinito, che se x è un

qualunque punto di c6p ed u un qualunque punto di particolare di
° 

~’. .. ’ " .. 

p-l 
’

’ 

C61 e di c6oo), il prodotto è convergente (assolutamente) e si ha:

1 

se y ~ 1, ~. oppure 1

.§e p=1 Gli spazi ed e6 (in particolare, H1 ed c6co), si diranno tra

. ," _ 
.., P-I 

° 
.

loro una tale relazione è involutoria ; in particolare c62
coincide col suo spazio dùale. 

° 

...

Con le posizioni (6.1)/(6.1/ la (4.1) si scrive ...

Vale iuoltre il seguente teorema : se si ha anche’:

e viceversa : .-i (10.1) e,d (11.1 1 )" il puntò x(n)

determinato dalle (10, 1) appartiene ad c6p é il punto l’imite, della succes-

} . -
Si verifica subito ch.e in non vale il teorema di BOLZANO-WEIER-

llónèdetto che se {x(n)} è una successione di puuti di Hp limitata,

(tale cioè Che esiste un numero M in modo che per ogni n :

(4) Se p = ao l’esponente al primo membro è uno.
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si passa da essa estrarre una successione convergente (ad un punto
x~°~) ; basta iufatti osservare che, se e’’z~ ) è la successione delle colonne

della matrice identica infinita I, si ha : .

sicchè {e(n)} 1 potrebbe al più tendere all’origine 0, ciò che è escluso, a norma
della (9 .1 ), perebè Np (el"&#x3E; - 0) = 1 qualunque sia’ n . .. 

’

Vale però il ’teorema ; se {X(n)} è una success’ioue limiata (quindi vale

la (12.1 )), e convergono i membri delle (10.1 ), il pu- to determinato

dalle (10 .1 ) appartiene ad ed inolt’re: 
’

Diciamo J converge debolmente ad X(O’) 9 se, insieme alle, (10. .1)
valgono le (12.1 ). L’importanza di qnesta definizione ’sta nel fatto che ri,

-spetto alla convergenza debole vale il teorema di BOLZANO-WEIERSTRASS ;
(x(U» è una successione limitata, ct a essa si può estrarre una successione

x"31’  che conve19ge it t punto x(O)) (5)..

3. Per la convergenza debole vale un criterio (necessario e sufficiente)
assai importante per le considerazioni che seguono : condizione necessaria. e

sufficiente perchè una successione di punti di Hp converga debolmente

(a,d un punto x(O)) è che per qualsiasi punto u dello spazio duale c6 p esista

lim u x(n) (6) 
’ P-I

00 .

Poniamo x = (03BEm 1 dove 03BEm = (x1, xz , 9 Sl, = (xm+1, xm+2,... )
si diranno rispettivamente ridotta-m.ma e in-mo di x. Intenderemo per
ridotta m.ma e resto m-mo di x anche i punti (~t~l I 0) e (0 I ~m)~ coli i quali
$i scrive x = (~m ~ I 0) + (o i 

Dimostriamo in primo luogo la necessità della condizione, anzi diino.
striamo ehe : se 1 X(n» è una di punti. c6p converge debolmente
ad ed {u(n)} è una successione di punti dello spazio duale che converge ad
u(0) (ma non debolmente), esiste lim e si ha : .

"-00 
’ 

.

Per le definizioni e teoremi di questo numero, RIESZ op. Cit. in (3) a) pagg.
55-59.

(6) Per questo criterio ofr. tra l’altro, op. cit. in c) pag. 23 per p = 2.
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1

Infatti, se ponendo si ha :

ossia, per la (8. 1) e la (12 : ~ ) :

’ Determiniamo n1 in modo che per -n il primo termine dell’ultimo

membro sia minore (li - e fissiamo 1It in modo che anche l’ultimo termine3 ’..

sia minore si uò allora trovare un tale che per n &#x3E; n an-
3 ..

che il 1 secondo termine sia ninore di LÉ- ; in detinitiva si ottiene, per n &#x3E; n;
’ 

j 3

con e prefissato arbitrario. 
’ 

..

Dimostriamo orà che la condizione è sufficiente, osservando in primo
-- 

- 

,

.. luogo che se esiste lim per qualsiasi 
.. n-. o0

~ esistono in partico-

lare i limiti

dove e(i) è la riga i-ma di I, e sono perciò soddisfatte le (1U.1). ,

i 
Resta da dimostrare che  è una successione limitata. Supponiamo

allora che in c6 L non esista nessuna sfera tale che per i punti u interni
’ 

.

ad essa sia limitato i u rl"/ [ , cioè non esistano un punto u*, e due nu-

t - - - -1 , . n 

meri positivi r tali che, 1 si: ) qUaUUV



212

Se i e. o" ~ sono due successioni di numeri positivi non nulli, la
prima divergente e la seconda convergente a zero, detta S una sfera (qua-
lunque) di centro u* e raggio r, esisterà un indice n1 ed un punto in-
terno ad 8 tali che : . 

" 
’

Si può allora considerare una sfera ~ di centro e raggio r1’ 9 mi-

nore del più piccolo tra i due numeri 91 ed tale che

per i punti u interi vad essa sia :

. altrimenti esisterebbe una successione {,v(n)} convergente ad u(1) , per la quale
fosse sarebbe quindi

(per la iiecessità della condizione da dimostrare) e ciò in contrasto con la
t15. ~ ). La sfera Si risulta cos  interna alla sfora ~~ . Operando in Si come
in 8 , si possono considerare un indice nz ed una sfera 1S2 di centro e rag.
gio r2  ~o~ , tutta contenuta in Sj ’,. tale che per i punti u interni ad. essa

si abbia : . 

’

~ 1 1 Proseguendo indefinitamente si ottiene una successione 1 di sfere,
ognuna contenuta nella precedente, i cni raggi rn convergono a zero, ed i

cui centri formano una che soddisfa il criterio di CAUCHY,
come si veri6ca , subito, osservando che si ha: 1 

-

il limite della ( u"&#x3E; ) appartiene ~t tutte le sfere, suddette e pertanto
sarà I x~~~~ ~ I &#x3E; Mk (k Il 1, 2 ... ) ; ma Mk diverge e quindi non esiste

lim x~~’~ : cioè in non sarebbe soddisfatta la condizione posta.
Siano ed M tali che sia : 

° ’

quando
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Ponendo b er ogni v che : -.

u soddisfa alla (l 6.1.) ; quindi :

Se- x è un punto di ’c6p (p &#x3E;1 finito), il complesso x per il quale

è di c6 p : : lo diremo il punto duale o coniugatn di x. p 
, :

il coniugato del coniugato di x è il punto x stesso, e.81,ha: ,

se p = 1, x è un punto ta,)e che e si 

Se poniamo :

oppure

si ha immediatamente :

. e quindi le (17.1), ( 1 ~.1 )

. 
la successione lx(")1 è dunque limitata, ed il criterio è cos  dimostivto.

(7) Se p=2, ~ è il punto di C62 le coordinate sono le complesse coniugate di

. quelle di x . ...
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Se p = ~, 9 il razionamento precedente vale sino alle (17,1), (18,1) con

l’ovvia sostituzione con uno ; dopo di che basta. prendere v = e~i~ ,
.. . p .

essendo In riga i-ma della matrice identica I, per avere :

ciò che, per definizione, significa che N,

’ 

§ 2. 2013 Prodotto di mutrici e proprietà associative del prodotto.
~ 

Matriei hilbertiane 
’

4. - Se U ed X sono due inatrici, la prima ad infinite colonne, la , se-
conda ad infnite righe ed v è una qualunque riga di U, x-i una qualunque
colonna di X, 1’esistenza del prodotto significa la convergenza delle
serie semplici ux-1. Orbene gli spazi hitbertiaini di classe p qualunque
costituiscono l’ambiente più opportuno ove scegliere le righe di U o le co-
lonne di X5 se vogliamo liberarci dalla necessità di stabilire di volta in

volta la convergenza del procedimento seguito; infatti per un teorema del

IJANDAU : condizione necessaria e sufficiente perchè u x-1 converga per ogni x
di c6p è che u c6 p , dopo di che converge assoluta-

p-1
mente (8). Sorge quindi spontanea e, sotto certi aspetti essenziale, l’opportu-

(8) La sufficienza, è conseguenza della (8,1) ; la necessità per assurdo, snppo-
iendo che N ) diverga e costruendo un punto x di c6 , per il quale ux -1 non con-

verge, Se p nito (cfr. f~’. Itieisz. op. cit.. in (3) a) pag. 47), baxta porre 80 = O ,

determinare {ni} in modo che 8n, 1 punto x di c6
~-=1 

"

di cui sopra è definito da

Se p : = asta prendere x : = infine p : -- ia o che J ~ punto

tale che

appartiene ad c6i ed diverge.
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nità di imporre al1e matrici U ed X del prodotto U (l la condizione c/te tè

righe del fattore e le colonue del secondo fattore siano punti di 

duali. Noi supporremo nel seguito sempre soddisfatta questa ipotesi, che

diremo : condizione di LANDAU per il 
Date tré matrici P, A , ~ per le quali esistono, nal senso ora detto, i

prodotti UA ed A X, interessa stabilire sotto quali condiziqui. esistono i

prodotti ed U(AX) e vale la proprietà associativa :

Ciò è quanto dire, con le posizioni i
che:

-- 1

Per prodotti. che socldísfauo alla condizione di LAINDAU, accade che, 
se

x appartiene ad d3p, u 4 , deve appartenere 5 e se 2c appartiene -,ad
. 

’ P-1 

’

. H q, A x-1 deve appartenere ad esistono’ perciò tanto (u A) x-1 che

q . , 
. 

,.

zc ( A x_1) è detto che questi prodotti siano uguali. ,

.. In condizioni più generali delle nostre vale, un criterio necessar o e suf

ficiente perchè valga la (2.2), che qui riportiamo, sebbene nel seguito non
avremo a fátrvi riferimento : se ettistouo i prodotti url ed Ax_1; t condizione 

..

necessaria e sufficiente perchè valga la (2.2) è che : a) esista u (A X-t); b) fis.

,8ato 8 &#x3E; 0 ed intero ad si possano determinare un

11; &#x3E; mo ed un n tali che per v &#x3E; n, si abbia .. ’

benza riterirci a queso u unjnu 
sfatta la condizione di LANDAU ed u ha solo un unmero finito

di coordinate non nulle, vale la (2.2): cioè 
..

infatti il secondo membro è la somma (ii un numero 

tamente convergenti. 

(9) BROMWICH T. J. I’A, : ’l’he inversion of a repeated infinite integral [Proc. London

Math. Soc. (Il) 1. (1904) 
. (i0) ’A norma della condizione precedente, la 1(4:.2-) vale neiripotes. più generale che

eisistano A x-1 ed basta infatti prendere in b) l’m in modo ohe sia ’1;" = o.
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Dopo di che si dimortra subito che : se u è tale 

converge debolmente (ad u.) A, vale la (2.2). per di. cbp tale che 
sia un punto di c6... Infatti, per il n~ 3, se x appartiene si avrà

d’al tra parte, se è un punto di 9 si ha, per definizione :

tenendo presente la (4.2), dal confronto dei primi membri risulta senz’altro
verificata la (2.2).

5. - Da quanto precede scaturisce l’interesse, ai fini del calcolo di ma-
. trice di considerare quelle matrici A. tali che per ogni x di .c6p, 9 

, 

un punto di d3q, o tali che per ogni punto u di i it A è un punto di

c~5P,. Diciamo, nel primo caso, che A trasforma dalla sinistra in punti
di nel secondo caso, che A trasforma dalla destra in punti di 

Valgono le seguenti proprietà~ :
’ 

a) d dalla sinistra l’c6 p ir~ punti di 9 essa 

dalla destra in punti di hp . . ’ 

’ 
° 

.glli pili 
, 

. 

’

Osserviamo infatti che le colonne di A sono i punti di hp, trasformati
dalla sinistra mediante A delle colonne della matrice identica T, e le righe
di A sono, per il teorema di LANDAU, punti Allora per ogni.x

’ 

P-1
di esiste :

quindi, ,a norma del n° 3, la successione ((~n ~ 0) A ~ converge debolmente in
al punto come si voleva dimostrare. ,

p-l .. 
w

Una matrice che gode questa proprietà sarà detta, nel seguito, 
. 

tipo (p, q). Pet il fatto che, qualunque sia u di

converge debolmente, e che A x- 1 è un punto di Hq per ogni x di 
, segue dal n° precedente : 

. 

, ..: ..

b) Se A è hilbertiana di tipo (p, q) ed U, X sono due matrici tali che

le righe di. U sono punti e le colonne dv X .sono punti di vale
. q-1 .

la proprietà a,s80ciativa del.prodotto X. ~ .

c) Urca matrice A hilbertiana di tipo (p, q)., trasforma successioni de-
bolmente convergenti in successioni debolrnente "011tl6l"g6Ylli....
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,Se infatti ,~ è il limite debole di in per la condizione neces 
,

del n. 3, esiste per ogni ai di c6 p ; : 
. 

’

’ 
- 

’ 

~ ’ 

p-1 
’ 

.

applicando ad ambo i membri la proprietà associati va del prodotto, esiste

anche: . 

~ 

. 

’ 

’ ’

onde, per la condizione .sufficien.te dello stesso n. 3, A x(n)-1} converge debol-
mente ad Ax-1 ... ’ 

.

d) Teorema dy HELLINGER e TOEPLITZ generalizzato : se A. è hilber-

tia-na tipo (p , q), esistono due numeri í niti M1 ed 11121 tali che per ogni x 
,

ogui n di Hq , si abbia: 
. 

. 

’

... q-l 
" 

.

Se infatti (5.2) nO~~ valesse, si potrebbe c08trn ire Una successione
di punto di fosse :

per il teorema d  BOLZANO-WEIERSTRASS si estrarrebbe da {X(n)} una sue

cessione convergente debolmente ad nn c6p, e si avrebbe

ancora .1im =.00, il che è assurdo per la c). In modo analogo si
i --&#x3E; 00 .. ’

. dimostra la (6.2)... ,
e) Se A è hilbertiana di tipo (p, q) segue dalla (8.1) e dalla (5.2),

(ovvero dalla (8.1) e dalla (6.2)), che: ; ....
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Viceversa, da questa si ritorna sia alla (5.2) che alla (6.2): basta con
le posizioni del n. 3, porre in essa: 

.

oppure x

e teiier presente la (20.1 ).
, Se p (oppure q) è uguale ad 1, ovvero è oo, le formule precedenti vannoó,
come al solito, modificate, ponendovi uguali ad i i corrispondenti esponenti 

’

a cui compaiono le norme: con ciò le considerazioni precedenti valgono sino
alla (7.2); si ritorna da questa alla (5.2) oppure alla (6.2), nel caso ad es.
che appartenga ad c6oo, sostituendo nella (7.2), che in tal caso

diventa : 
. 

’ 

...

le righe della matrice identica I, al posto di u ; essendo N,

segue senz’altro che:

È opportuno osservare che se ¿4 è hi bertiana di tipo (p ~ g), lo è anche
di tipo (p, q’) e (p’, q) con p’ p e q’ &#x3E; q; quindi la (5.2) e (6.2) come pure
la (7.2) sono relative al tipo (p, q) fissato per A.

Segue da e) che gli estremi inferiori dei numeri 1111 e che compaiono
nelle 15.2) e (6.2) coincidono in un unico numero che indicheremo con 
e che chiameremo il di tipo (p,q) della, matrice A

6. - È facile verificare :

cx) A e 1~ sono due ~natrici dello stesso tipo (p, q), ~la

loro A-~-B è c~i tipo (p ~ g) e si ha:

Infatti (1 un punto di i ~~~~ ~ per ogni x .

di d3p; inoltre

b) Se A è hilbertiana (p, q) e B è hilbertiana di tipo (q’, r) con
q’ C q ~ il prodotto. B A. esiste ed è una matrice hilbertiana di tipo (la , r),~
per la quale :
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Infatti
1

~n punto di c6r per ogni ~
inoltre

1 

. 

’ 

- § 3. II problema dell’inversione.

7. Sia ’,

un sistema lineare di infinite equazioni nelle infinite incognite x;; se le l’i-

ghe Eli A sono punti per le condizioni d) LANDAU (n. 4) noi cer-.
’ 

p-l . ~-1 , 
. 

’

cheremò le soluzioni di (1.3), se esistono, che sono punti di e6p . : ,

Se A ammette una inversa a destra B la quale sia hilbertiana di tipo
(r , p) , si verifica subito che sono soluzioni di (1.~3) i punti di

c6p, con y punto qualunque c6r: infatti per la h) del . 5: .

Se poi le colonne di ’A’ sono linearmente indipendenti ivi hp, 9 cioè non .

esiste nessun punto ’J’ diverso dall’origine .per il quale sia A w- 1 = 0 , qnesta
soluzione è unica in c6p. 

’

Vale il seguente teorema : sè le righe d i A ad c6 p (11),
... . P-1

e le coloitne di A. condizione necessaria e 

inversa, à la di

tipo (1. ~,p) , " è che ùn r ~&#x3E; 1) un p’ (p’ ~ 1~ ed un M &#x3E; O, tali

che valga la ; . : 
’

qua,li che 
La condizione è necessaria : infatti se e B è hilbertiana, di

tipo (r ~ ~) ~ esiste" per la (6.2) tale che :

‘~8 l’infinito, sapporremo apche che per ogni i
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qualunque sia. il punto u di Basta prendere ed osser-

vare che~ a norma della (4.2),

per ottenere la (2.3) dalla (3.3).. ’ 
’ 

,

1 

Se viceversa è verincata la (2.3), detto y un punto qualunque di’
si ha dalla (8.1): .

D’altra parte, vale il seguente criterio di risolubilità~ dovuto ad F. RiESz :
, 

se le righe di A punti di cond ixione 
’ 

p-1 , 
’

(1.3) soluzione x appartenente ad 
, 

’

è che valga 

quali che 8iafll0 Sl e 
’

Inoltre se unica la 
’ 

.

(12) Per questo criterio, vedi F. RIESZ op. (3) ft, pa,,,. 61. Per comodità del let-

tore, ne, riportiamo i punti salienti della dimostrazione : La necessità segue dalla (1.3)

moltiplicando a sinistra per í~0) ed osservando che, sé ’8 i ha ~

Se viceversa vale la (6.3), si considera, per tm dato n, il massimo di

al variare di sotto la condizione

’ ’ Detta (~ j 0) la ridotta n-nia di y la matrice formata dalle prime n righe
di A, tale massimo viene ragginnto quando soddisfa l’equazione:



221

Iv risultati restano invariati nei casi 
salvo le solite inodifielie per gli esponenti cui compaiono le norme. Solo che

necessario limitarsi alle matrici A per le quali le righe sono

pnnti di le cui. coordinate tendono a zero l)e’r k tendente ad innnito (13).
.. Per là (4.3) dunque per.ogni y di ò6r una so-

luzione x di hp, avente, che : ,, ; ; 
: 

; 
.

Sicéome le colonne tli ji sono linearmente indipendenti, 
ammette inè6p altrè soluzioni : se pertanto e y’ sono due 

.

’le corrispondenti soluzioni di (!,3), per 2013 ~’ di (1~~~~
corrispondente ad dovrà aversi a norma delle (7.3) : . 

" 

-"... -........."&#x3E;’,’ 
"

.... , .. , 
 . , =.... , .. 

’ 

:

. La matrice B, .le-cni colonne sono le soluzioni di (1.3) corrispondenti
alle colonne identica 1-,% è talé [’~~~e. 

’ 
’ 

...;.... ’. 
,

dunque è Il destra della A; dimostriano che è hilbertiana di tipo (r,p).
Infatti le colonne di B sono punti di come particolari soluzioni

della (1.3) ; se 11 è un punto qualunque dicbr ed la sua ri-

al1orá. un ~i e si Il a~, per la (4.2) :, ,

1 

dov~ ] è il, coniugato di (un|0) A, secondo la posizione (19.1).

Quindi ] soddisfa le prime n equazioni dell.a (1.3) ; si di-

-- mostra facilmente che e che la soluzione (unica) delle prime n equa.

zioni di (1.3) avente norma-p minima. Dopo di che si prova che converge ad nn pnn-

to ’x. di c6p ohe soddisfa la’(t 3) e ohe fra tutte le soluzioni è quella di norma

minima. 
" 

’ 

. 

’ ’ 

~ 

. 

" 

&#x3E;

5. Annali della Scuola Norm. Snp. - Pisa. , 

. 
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-. -Se -x è la soluzione di (1.3) corrispondente ad y , sarà anche, a norma
della (8.3) : - 

, .1 -

, 

Passando al limite per fendente ad infinito, risulta B con

x. punto di c6p" r quindi di il teorema è cos  dimostrato.
Se p = 2, 9 le soluazioni di norma minima della (1.3) si comportano linear-

. ,mente rispetto ai termini noti : cioè se x’ e sono le solazioni i di norma. .

minima corrispondenti ad y’ ed y", è la soluzione di norma mi-
. nima corrispondente ad a y". Per p 13 risu ta allorii assicurata 

stenza dell’inversa a destra anche se le colonne di A non sono linearmente
indipendenti. (14). 

’ 

.

Se A è hilbertiana di tipo (p,q) ed ammette una invèrsa a destra J&#x26;
di tipo (r ~ p) ed una inversa a sinistra C di tipo 8) si 

e quiudi C = B . A ammette dunque un’unica inversa che è di tipo
(q , p) . teorema precedente segue facilmente clie ;.

Condizione neee8scr,uin e perchè U#I(t. A, di
tipo (p,q), atn1netta ,a.-1 (hilbertiana :ni .tipo (q, p’» è cire

due numeri in ed i ’ .he per ogni x di i ed ogni u di ~~ si
abbia : . ~

~ 

(~.) JULIA ;G. Op. cit (1) o) pag. 131.

. 

, 

_ alla il i3-3-195Ó~


