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PRINCIPI VARIAZIONALI DEL CAMPO
ELETTROMAGNETICO

di ALDO M. FRATELLI (Milano)

In una recente Nota Lincea (1) B. FINZI deduce entrambe le equazioni
tensoriali indefinite del campo elettromagnetico nello spazio-tempo pseudo-
euclideo da un unico principio variazionale, affermante che è stazionaria

(anzi minima) l’azione del campo suddetto, in corrispondenza ad una gene-
rica variazione arbitraria del tensore doppio emisimmetrico che rappresenta
il campo.

Il lemma che viene sfrnttx,to per dimostrare come dal principio varia-

zionale si deducono le classiche equazioni di MAXWELL in forma tensoriale

(o le equazioni di campi più geiierali, se si modifica l’espressione che dà

1’azionP) costituisce un’estensione ai tensori emisimmetrici delle varietà pseu-
doeuclidee quadridimensionali del teorema di decomposizione dei campi vet-
toriali tridimensionali, da molti attribuito a OLEBSOH (2). Nella sua formula-
zione classica, questo teorema dimostra come un unico campo vettoriale dello
spazio euclideo tridimensionale si decompone nella somma di un campo
« lamellare » o « conservativo » (cioè gradiente di un potenziale scalare, e

quindi irrotazionale) e di un campo « solenoidale » (cioè rotore di un poten-
ziale vettore). L’analogia formale che intercorre tra le equazioni tensoriali

del campo elettromagnetico nello spazio-tempo e le equazioni vettoriali del

campo elettrostatico nello spazio geometrico, mi ha suggerito di ricavare da

(1) Cfr. B. FINZI, Sul principio della minima azione e sulle equazioni elettromagnetiche che
8e ne deducono, « Hend. Ane. Linoei » ser. 8, 12 (19~2) pp. 378-382, 477-480; B. FINZT, Sopra
una estensione dei campi elettromagnetici, ivi, 13 (1952) pp. 211-215.

(2) Cfr. ad es. B. FINZI e M. PASTORI, Calcolo tensoriale e applicazioni (Bologna, 1949)
p. 48 ; a qnesto volume farò nel seguito riferimento per le convenzioni e le definizioni che
non dò esplioitamente. Per i contributi di G. B. STOKES e 0. BLUMENTAL al teorema di

decomposizione, cfr. A. SOMMERFELD, Mechanic8 of Defol’mable Bodies (trans. G. KUERTI),
(New York, 1950) pp. 146-150.
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un unico principio, variazionale entrambe le equazioni vettoriali del campo

elettrostatico, e di sviluppare successivamente una trattazione che mostra
, 

come si posson coordinare i principi variazionali relativi al campo magneto-
statico e al campo elettromagnetico stazionario nello spazio geometrico tri-

dimensionale, nonchè i principi relativi al campo elettromagnetico generale
nello spazio-tempo.

Per stabilire tali’principî variazionale presuppongo il campo regolare nel
dominio in cui viene considerato e sul suo contorno, cos  da poter applica-
re le classiche trasformazioni di integrali che fanno capo ai teoremi di

GAUSS, GREEN, ecc. In taluni casi i potenziali vengono variati solo all’ in-

terno della regione, e si ottengono solo le equazioni indefinite che valgono
entro la regione stessa; in altri casi i potenziali vengono variati anche al

contorno, ottenendo, accanto alle equazioni indefinite, le condizioni al con-

torno. Ho cos  occasione di estendere taluni principi noti, e di stabilire prin-
cipi duali di altri già conosciuti.

Quando si suppone assegnata l’equazione che dà il rotore del campo
vettoriale in esame, le variazioni che si possono dare al vettore o al tensore

sono necessariamente variazioni irrotaziona,li, in quanto il solo potenziale
che può venir variato è quello dell’addendo irrotazionale: mediante un ~)rh~-
cipio di stazionarietà si ottiene allora l’equazione che dà la divergenza. Vi-

ceversa, supposta assegnata a priori l’equazione che dà la divergenza,, le va-
riazioni che, si possono dare al vettore o al tensore che rappresenta, il cam-

po son necessariamente solenoidali, in quanto il solo potenziale che può ve-
nir variato è il potenziale dell’addendo solenoidale : e allora dal principio di
stazionarietà si deduce l’equazione che dà il rotore. Il classico principio di
W. THOMSON (Lord è un caso particolare di quest’ ultimo tipo, il

classico principio di DIRICIILET è un caso particolare del tipo precedente.
Il campo mesonico (ben diverso dal campo elettromagnetico dal punto

di vista fisico) è retto da equazioni che hanno una notevole analogia forma-
le con quelle del campo elettromagnetico. Le equazioni del campo mesonico
« vettoriale » neutrale nello spazio-tempo pseudoeuclideo son già state dedotte
nella citata Nota Lincea ; faccio vedere che anche quelle del campo mesonico
« scalare » neutrale si posson dedurre da un unico principio variazionale.

Infine, dopo aver esteso ai vettori e ai tensori emisimmetrici delle va-

rietà pseudoeuclidee pentadimensionali il teorema di decomposizione,, mostro
che da un unico principio di stazionarietà si ottengono entrambe le equa- .
zioni tensoriali che caratterizzano i campi armonici nelle var età pentadimen-
sionali. Tali campi armonici, fatta una opportuna scelta delle coordinate,
posson rappresentare il campo mesonico scalare e il campo mesonico vetto-

riale, in assenza di « cariche » mesoniche. 
°
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È superfluo rilevare l’importanza dei principi variazionali, sia per il

sapore che essi hanno quando si studiano i fenomeni naturali con occhio

finalistico, sia perché essi sono strumenti efficaci per dimostrare 1’esistenza
e per 1’effettiva soluzione di problemi concreti, problemi di equilibrio, pro-
blemi di propagazione e genericamente problemi dinamici.

La letteratura dei principî variazionali del campo elettromagnetico (co-
me, del resto, dei principi variazionali di tutta la fisica matematica) è per-
ciò assai vasta, e non tutti trovano posto nell’ordinamento unitario dato in
questa ricerca.

§ 1. - LA MINIMA ENERGIA DEL CAMPO ELETTROSTATICO.

Preliminari analitici.

Se ~T - e Y - sono due campi scalari, C una regio-
ne connessa dello spazio euclideo tridimensionale, S la superficie che ne co-
stituisce il contorno, u il versore normale volto verso l’ interno della regione
O, il primo lemma di GREEN asserisce, in condizioni di regolarità (3) :

in cui si è posto, come di consueto,

Se U è una funzione armonica, soluzione cioè dell’equazione di LAPLA.
cc 4 U = 0 , y risulta

È ben nota la proprietà di minimo deil’ integrale triplo al primo mem-
bro della (1.2), (integrale di DIRICHLFT). 

’

Del primo lemma di GREEN è facile ottenere il duale, in forma vetto-
riale : siano e due campi vettoriali posizionali: di-

scende dal teorema della divergenza, con semplici calcoli (4), l’ identità :

(3) Cfr. ad es. B. FINZI, Principi variazionali, Lezioni raccolte da G. GOTUSSO (Milano,
1949), p. 175.

(4) Cfr. ad es. G. TORALDO Di FRANCIA, Onde (Bolpgna, 1953), p. 15.



164

D’altra parte, assegnato il campo w = rot v ~ il potenziale vettore v si

può supporre solenoidale senza pregiudizio della generalità (in quanto esso .

è definito a meno d’ un gradiente addittivo), cioè tale da soddisfare l’equa-
zione div v = 0. Allora 4 v - - rot rot v, e si trova, analogamente alla ( i .1 ):

Se infine cioè se le tre componenti scalari del vettore u sod-
disfano all’equazione di si verifica, analogamente alla (1.2) :

È evidente allora la proprietà di minimo dell’iotegrale al primo mem-
bro della (1.4), integrale triplo che denomino  integrale di THOMSON » .

a) Variazione libera del campo.

Supponiamo che la sede del campo elettrostatico sia il vuoto, cosicchè
esso sia individuato da un unico vettore posizionale E,  esprimente il ca»i-

po elettrico. ,

Si chiama energia di puro campo 1’ integrale triplo (5)

Il teorema di decomposizione (di CLEBSCH) applicato al campo vetto-

riale E, assicura 
- 

’

Diamo ad E una variazione infinitesima~le 8E libera. Dalla (1.6) segne

..

(5) Lo scalare 6t è invariante, nel significato che a questa parola si dà nel calcolo vet-

toriale e tensoriale.
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ove boc è uno scalare infinitesimo arbitrario, e ha un vettore infinitesimo

arbitrario, che può supporsi solenoidale senza pregiudizio della generalità.
La (1.7) mostra che la variazione libera 8E può sempre riguardarsi come
somma di una variazione irrotazionale

B ,

e di una solenoidale

(1.9)
In altre parole

Calcoliamò la variazione che subisce l’energia D in conseguenza di una
generica variazione libera del campo, data dalla (1.7)

Con semplici trasformazioni si trova

e infine

Diamo ai potenziali a ed a una variazione arbitraria nella regione C e
nulla al contorno S; allora la variazione dell’energia si riduce ai due inte,

grali tripli
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Si osserva che se il campo vettoriale E è armonico (6), cioè se soddisfa
1 alle equazioni indefinite dell’elettrostatica (in assenza di cariche)

allora, qualunque siano i valori 8a e di ôa, y

Viceversa, se è stazionaria 1’energia 6t, cioè se vale la (1.13) qualunque
sia la variazione dei potenziali a ed a nell’ interno della regione C (n~a a
parità di potenziali al contorno), allora si deduce che debbono esser soddi-

sfatte la (1.11) e la (1.12), cioè che il campo deve essere armonico.

Gli integrali generali della (1.11) e della (1.12) sono rispettivamente

dove V è il potenziale scalare mentre A’ è l’antipotenziale vettore (7).
Per riconoscere che si tratta proprio di un minimo, si constata che la

variazione seconda ha segno positi vo. e ciò assicura che sia.mo in presenza
di un minimo (8)

Risulta cos  dimostrato il teorema: tra tutti i campi vettoriali in una

regione 0 dello spazio euclideo tridimensionale, che a4 contorno il

medesimo potenziale scalare a e il potenxiale vettore a, il call1po
elettrostatico rende mini1no l’invariante Ct, esprimente l’energia del campo
stesso (9). 

°

,

(6) Per oampo vettoriale armonico intendo un campo irrotazionale e solenoidale. Si ri-
conosoe ohe condizione caratteristica affinchè un campo vettoriale sia armonico è che esso
sia gradiente di un potenziale scalare V, soluzione dell’equazione di LAPLACE dY= 0

(e quindi funzione armonioa delle tre variabili x, y, z); altra condizione caratteristica è
che, tale 4ampo sia rotore di un vettore posizionale A’, solenoidale, le cui componenti siano
soluzioni dell’equazione di LAPLACE.

(7) Cfr. J..A. STRATTON, Electromagnetic l’heory (New York, 1941 ) pp. 23-25.

(8) Cfr. B. Flrrzr, 1. e. (3) p. 179. 
°

(9) Se sede del oampo elettrostatioo è un dielettrico invece del vuoto, quando il die-

lettrioo è isotropo la permettività elettrica è rappresentata dal coefficiente E, e quindi la
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OssERVAZtoNE I : L’energia A si può decomporre nella somma di tre

integrali tripli 
( 

.

li primo addendo è l’ integrale di DIRICHLET, il secondo è l’ integrale
di W. THOMSON, mentre il terzo dipende solo dai valori che i due poten-
ziali assumono al contorno:

Valendosi della (1.16) per calcolare la variazione di 6t 7 si trova che

tale variazione, a parità di potenziali al contorno, è somma della variazione ,

di un integrale di DIRICHLET e della variazione di un integrale di W.

THOMSON: dalla (1.2) e dalla (1.4) segue immediatamente la stazionarietà

(anzi il minimo) dell’energia 6t, quando il campo E è il campo elettrostatico.

OSSERVAZIONE II : I due integrali superficiali che appaiono nella (1.10)
possono riunirsi in uno solo

cioè la condizione che le variazioni dei due potenziali siano nulle al contor-
no può venir sostituita dalla condizione che- il vettore E ~e - E /B ba i~i-

sulti tangente alla superficie S . ,

.

densità d’energia del campo elettrostatico è data (se D indica l’induzione elettrica) dal

prodotto scalare

Se invece il dielettrico non è isotropo, la permettività è rappresentata da nn tensore .
doppio simmetrico, funzione del posto. In tal caso occorre applicare il teorema di decom-
posizione separatamente ai vettori E e D.
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b) Variazione irrotazionale del campo.

Supponiamo sia assegnato a priori, in ogni punto della regione C , 9 il

rotore del campo vettoriale E. Il vettore E, per la (1.6), continua ad es-

sere la somma di un gradiente e di un rotore, però la variazione che subi-
sce il campo E, 7 in modo che resti invariato il rotore di E, 2 è irrotazionale.

Quindi a parità di rotore del campo vettoriale E in tutta la regione
. 

0, la variazione dell’energia consta di due soli addendi

Se sul contorno ~S~ è 8 a = 0 ~ 7 la condizione per la stazionarietà della

c~ è data dall’equazione (1.12) iiell’interno di tutta la regione. Si conclude

che, tra i campi vettoriali regolari, che hanno ovunque il medesimo rotore e

sul contorno il medesimo potenziale scalare, il campo per cui l’energia Ct è sta-
zionaria (mini1na) è il campo solenoidale.

Questo principio contiene come caso particolare il classico principio di

DIRICHLET (1°) : supponiamo infatti che il rotore del campo .E sia ovunque

nullo, e V ne sia il potenziale scalare. Allora l’energia è data da

e la stazionarietà di A comporta la stazionarietà (anzi il minimo) del!’ inte-
grale di DIRICHLET. Cioè tutti i campi vettoriali irrotazionali, aventi lo

stesso potenziate (scalare) sul contorno, il campo per cui’ l’energia ~’ è stazio-

naria (minima) è il campo solenoidale, cioè il campo elettrostatico in assenza
di cariche spaziali. 

c) Variazione solenoidale del campo.
..

Sia assegnata a priori la divergenza del campo vettoriale E in tutta la

regione O, cioè sia noto il legame tra il vettore E e la distribuzione spa-
ziale delle cariche, che indichiamo con Lo

Cfr. B. FINZh 1. c. (3) p. 176 ; ofr. anche G. PóLIA - G. SZEGO, Isoperimetric ine-

quaiitiea in Mathematical Physic8 (Princeton, 1951), pp. 42-57
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Il vettore E ~ 1 per la (1.6), è somma -di un gradiente e di un rotore,
mentre supporremo sia solenoidale la variazione del vettore E (cosicchè il

vettore E + 8(.) E continua a soddisfare la (1.19)).
La corrispondente variazione dell’energia A si riduce a due soli addendi

Se sul contorno 8 il vettore 8 a è nullo, la condizione per la staziona-
rietà dell’energia 6~ è data dall’equazione (1.11) nell’ interno di tutto il

campo 0. Possiamo concludere che tra tutti i campi vettoriali che hanno la
stessa e sul contorno il medesimo _potenziale vettore, il campo
per cui stazionaria (minima) è il campo irrotazionale.

In particolare, supponiamo che la divergenza sia ovunque nulla, e in-

dichiamo con A’ il corrispondente potenziale vettore. Allora l’energia è

data da

f e le stazionarietà di ~’ equivale alla stazionarietà (anzi al minimo) dell’inte-
grale di W. THOMSON. Cioè tra tutti i campi 1’ettoriali solenoida,li, a parità
di potenziale vettore sul contorno, il campo per cui l’energia ~’ è stazionaria

campo irrotazionale. 
’

§ 2. - IL MINIMO DIVARIO TRl LE DIVERSE FORME D’ENERGIA DEL CAMPO
ELETTROMAGNETICO.

Indichiamo, come precedentemente, con E il campo elettrico nel vuoto,
con e la densità di carica spaziale ; sia inoltre o la densità di carica elet-
trica distribuita sulla superficie S.

Al campo E applichiamo la decomposizione (1.6), e denominiamo il3 12in-
variante scalare 

’

rappresentante il divario fra l’energia di puro campo G e l’energia
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che risulta essere (come si constata facilmente una volta dedotte le equa-
zioni del campo) quella dovuta alla distribuzione elettrica.

Ci occuperemo nel seguito della variazione di ii3 quando si varino ar-

bitrariamente il potenziale scalare a e il potenziale vettore a sia nell’interno
della regione C che sul contorno S. Nel calcolare la variazione del campo
E distinguiamo anche qui i casi della variazione libera, della varia zione

irrotazionale e della variazione solenoidale del campo. 
’

a) Variazione libera del campo.

In condizioni di regolarità, con calcoli analoghi a quelli svolti nel § pre-
cedente, e supposti invariabili gli scalari e o,, 

Se o a eòa assumono valori arbitrari sia nell’interno della regione C
che sul contorno S, la variazione Ó B si annulla tutte le volte cre sono

soddisfatte le equazioni indefinite . 

’ 
’

e le condizioni al contorno

le quali esprimono appunto le equazioni.- indefinite del campo elettrostatico

nel vuoto e le relative condizioni al contorno, quando esternamente alla su-
perficie S si suppone che il campo elettrico sia nullo (ii). , 

’

(U) L’i pote"~i che esternamente al contorno S il campo elettrico sia nullo, e che il con-

torno S sia costituito da conduttori perfetti, vien formulata solo per comodità di scrittura i
risultati del tutto analoghi si ottengono allorquando si supponga che al di fuori della su-

perficie S il campo elettrico sia diverso da zero: i componenti normale e tangenziale del
vettore E in corrispondenza della superficie dovranno essere sostituiti dai componenti nor-
male e tangenziale del vettore che rappresenta la discontinuità del campo attraverso la

superficie.
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Il primo membro della (2.5) indica il componente tangenziale del campo

E ,. ed è anche noto col nome di superficiale; il primo membro della

(2.6) indica la componente normale del campo E, esprime la densità di flusso
del campo vettoriale E attraverso un elemento di superficie S, ed è anche
noto col nome di divergenza superficiale (12)..

Concludiamo affermando che, a parità di distribuzione spaziale e super-
f iciate di ca1’iohe elettriche, il campo elettrostatico è quello che, tra tutti i

campi vettoriali regolari, rende minimo il divario energetico.
Viceversa affinchè il divario energetico dg sia stazionario, e quindi sia
- 0 ~ qualunque siano le variazioni 8 a e ~J a dei potenziali in C é su

8, debbono essere soddisfatte le equazioni indefinite !2.3) (2.4) e le condi-

zioni al contorno (2.5) e (2.6). ,

b) Variazione irrotazionale del campo.

Supponiamo sia assegnato a priori il rotore in tutta la regione C e
sulla superficie ~S ; la variazione che possiamo dare al campo E è una va-
riazione irrotazionale (1.8). La corrispondente variazione dell’invariante B è
allora

Quindi a parità di rotore nella regione C e sul contorno S, la’ condi-
zione caratteristica per la stazionarietà del divario energetico è data dalle
equazioni

Se, in particolare, il valore assegnato del ’rotore è zero, possiamo con-
cludere che tra tutti i campi cámpo che rende minimo il di-

vario energetico ’d3 è quello per cui la sua àivergenxa spaziale eguaglia la aien-
sità elettrica spaziale e, mentre la divergenza superficiale eguaglia la densità

di carica superficiale o . ~ -

In sostanza, ci troviamo di fronte all’estensione (13) alle soluzioni del-

l’equazione di POISSON del principio che ’DIRICHLEï’ ha formulato per le

(12) Cfr. G. A. MAGGI, Teoria fenomenologica dll Campo Etettromagnotico (Milano, 1931)
pp. 14-22; Cfr. anche J. A. STRATTON, 1. c. (7), pp. 34-38.

(13) Cfr., per la applicazione di tale principio alle equazioni di movimento dei fluidi,
H. BATEMAN, Partial differential equations of Mathematical Physics (Cambridge, 1932), e G.
GoTUSSO, ,ITn principio variazionale in idrodinamica piana, « Rend. Aco. Lincei » ser. 8, 10
(1951) pp. 130-132.
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soluzioni dell’equazione di LAPLAaE ; infatti supposto che il rotore del campo
sia nullo, si ha, nella regione C,

e sulla superficie di contorno S, 5

Allora 1’invariante c8 diventa

e quindi per ia (1.1)

cosicché la condizione caratteristica affinchè ó(i)’d3 - 0 , se 03B4V rimane arbi-

traria in tutta la regione C e sul contorno è

c) Variazione solenoidale del campo.
Diamo al campo E una’ variazione. solenoidale, tale cioè che nella re-

gione C valga la (1.9), mentre sul contorno 8 sia verificata la

La variazione che in conseguenza subisce lo scalare ’d3 è

(14) Con l’espressione V = costo intendo riferirmi anche al caso in cui il contorno S è

formato da più conduttori distinti Si, sui quali V assume valori Vi costanti, non neces.

sariamente eguali tra di loro.
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Condizione caratteristica affinchè risulti f,(s)fi3 - 0, qualunque sia 8a in
C e su S ~ 7 è che siano soddisfatte le ,

Osserviamo ora che quando, come appunto succede per la variazione

solenoidale del campo vettoriale, la variazione Ct coincide con

la variazione ó(s) potremo perciò dire che tra tutti i campi che hanno
la stessa divergenza spaziale e supeificiale, il campo per cui sono minimi 

^

gli invarianti scalari 6~ è quello irrotazionale nell’interno e sul contorno.
Supponiamo óra addirittura che, nella regione C e sul contorno 8 siano ,

verificate, rispettivamente, le equazioni

dove le densità elettriche spa,ziale e superficiale son assegnate a priori. In
tal caso dalla stazionarietà di A si deducono Hncora la (2.3) e la (2.5), af-

fermanti l’irrotazionalità spaziale e superficiale del campo elettrico, e po-
tremo cos  concludere il ben noto (15) teorema di W. TIEIOMSON :
tra tutt.i i campi vettoriali che ammettono la stessa distribuzione spaziale e
superficiale di elettricità, eguali rispettivamente alla divergenza spaziale e alla

superficiale dei ca1npi vettoricrti, il irrotazionale all’interno

della regione e sul L contorno rende l’ene1rgia a .

Per riconoscere ancor meglio il significato dell’integrale superficiale che
appare nella (2.11), basta ricordare che, in corrispondenza alla stazionarietà
dell’energia, vale E = - grad V; allora

(15) Cfr. W. THOMSON, Theo1.em8 with refe1’ence to the solution of ce1’tain pa1.tial 
tial equation8, « Cambr. Dubl. Math. Journ. » (Feb. 1848), id. id. « Joarn. Mat. Lionville »

(1847); cfr. anche W. THOMSON, -Coltecied Papers on Elect1’icity and Magneti8m, Art. XIII

(London,, 1872) pp. 139-143; il teorema è stato esteso poi da MAXWELL : cfr. ad es. J. C.
MAXWELL, A treati8e on Electricity and Magneti8m (Oxford, 1873) 1, pp. 163-108; ofr. anche

B. FINzf, L. e. (3), pp. 216-217, e D. GRAFFI, Teo1’ia matematica dell’Elettromagnetismo (Bo-
logna., 1949) 1, pp. 2] 2-213.
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OSSERVAZIONE : Si confronti Ilei unciato del teorema di W. TnoMsoN
con l’enullciato a). La diversità tra i due enunciati consiste nei due fatti :

l’enunciato a) si riferisce alla stazionarietà nel divario energetico B, men-
tre il teorema di W. THOMSON si riferisce alla stazionarietà dell’ener-

gia elettrostatica nell’enunciato a) vien meno l’ipotesi, (essenziale nel

teorema di W. THOMSON) in virtù della quale la divergenza spaziale del

campo elettrico è egnale alla densità spaziale elettrica, e la divergenza
superficiale è eguale alla densità superficiale : in altre parole nel classico

principio di W. THOMSON sono ammesse à priori le equazioni elettrostatiche
(2.4) e (2.6) e si ottengono le (2.3) e le (2.5), invece nell’enunciato che dò

in a) le relazioni precedenti (2.4) e (2.6) sono anch’esse dedotte, unitamente
, alle (2.3) e alle (2.5), dalla stazionarietà dell’invariante B.

§ 3. - PRINCIPI DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO STAZIONARIO.

Introduciamo, oltre agli enti fisici già considerati, i seguenti
vettori posiziorrali : H, rappresentante il campo magnetico nel vuoto, I, 9
rappresentante densità spaziale di corrente elettrica, K, y rappresentante
la densità superficiale di corrente elettrica sul contorno della regione C (1.6).
Supponiamo che il campo elettromagnetico sia stazionario, cioè che tutti

questi enti non dipendano dal tempo.
Al vettore H possiarno applicare il teorema di decomposizione, cosicchè,

se 03B2 e b sono, rispettivamente il potenziale scalare e il potenziale Vettore
(quest’ultimo supposto solenoidale) .

Una variazione irrotazionale sarà del tipo

mentre una variazione solenoidale sarà del tipo

(16) Poichè si è supposto che la sede del campo sia il vuoto, ovviamente la sola den-
sità spaziale di corrente è quella di convezioiie, cioè indica la velocità con
cui si mnovon le cariche. Per la definizione di K, cfr. J. A. S’1’RA rTON, l. o. (7), p. 37 e

p. 243, e G. TORALDO DI FRnNCIA, 1. e. (4), p. 71.
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cosicchè una variazione libera del campo H sarà sempre la somma di una

variazione irrotazionale e di una solenoidale

, 

Analogamente all’energia elettrica 6t , 
, 

data dal la (1.5), ed al divario
energetico B, dato dalla (2.1), consideriamo l’energia magnetica

e il divario energetico

Il primo addendo del divario D è Penergia magnetica 6 (energia di puro
campo) il secondo addeudo risulta essere (come si riconosce una volta de-

dotte le equazioni del campo) Fenergia magnetica dovuta alla distribuzione

spaziale di correnti, il terzo addendo Fenergia magnetica dovuta alla distri-
buzione superficiale di correnti. 

°

Supponiamo che il primo gruppo di enti, costituito da E, 13 9 sia in-

dipendente dal secondo gruppo di enti, costituito da H , I ~ K : ipotesi che
vv dlíteeordo con qnella, già forinulata sopra, che tutti gli enti fisici siano

indipendenti dal tempo. Le equazioni del campo elettromagnetico stazionario
nel vuoto (17), possono ottenersi da due principi variazionali : il primo,
anermante la stazionarietà di ~’ o di ii3, da cui si traggono le equazioni
riguardanti il secondo, affermante la stazionarietà di 0 o

I da cui si traggono le equazioni che legano insieme Il I , K . Data
l’indipendenza dei due gruppi precedentemente considerati, tutte le equazioni
del campo elettromagnetico stazionario possono manifestamente ottenersi da
un unico principio variazionale, anermante la stazionarietà di una qualsiasi
combinazione lineare di A e 6 , oppure di ii3 e 3). Per evitare formule in-

gombranti, mi limiterò a ricavare le equazioni attinenti al secondo gruppo
di enti dalla stazionarietà di 0 o i9 .

’ 

(47) Ritengo che i differenti significati con cui è usata la parola stazionario non dian

luogo a equi voci: per campo elettromagnetico stazionario si intende qui il ca,mpo clle non

varia col tempo ; quando si parla di stazionarietà degli invarianti et, &#x26;3, e, ci si oc-

cupa delle condizioni necessarie per l’estremo (tipicamente, minimo) di tali invarianti.
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La minima energia magnetica in un campo magnetostaticò.

Supponiamo 1 - 0 , 5 K = U ~ cosicchè il campo magnetico stazionario si
riduca al campo magnetostatico. Se si impone all’energia magnetica G~ la

condizione di essere stazionaria, comunque si varino i potenziali f3 e b nel-
l’interno della regione C, rispettando però i valori dei potenziali stessi al
contorno della regione stessi, si trovano, annlogamente a quanto ho già mo-
strato per il campo elettrostatico, le seguenti equazioni indefinite, relative

al campo magnetostatico

Viceversa se sono verificate le precedenti , equazioni indefinite, le quali
ci assicurano che il campo vettoriale è armonico, l’energia magnetica 6 è
stazionaria (anzi minima).

a) Variazione del divario energetico ~J in corrispondenza a una
variazione libera del campo.

Supponiamo ora che i vettori I e K siano prefissati e non nulli ; stu-

diamo il comportamento del campo magnetico nel vuoto, tenendo conto della
distribuzione stazionaria delle correnti.

Si dia al vettore posizionale H una variazione libera (3.1’) : la corrispon-
dente variazione del divario energetico D, y essendo 03B4I = 0 1 03B4 K = 0 , 9 risulta

Se ~~8 e 8b assumono valori arbitrari sia nell’interno della regione C
che sul contorno ~’ ~ la condizione caratteristica per l’annullarsi di (2),
vale a dire per la stazionarietà del divario energetico 0, è data dalle equa-
zioni indefinite w’’’’’
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o dalle condizioni al contorno

Esse esprimono appunto le equazioni indefinite del campo magnetico
stazionario nel vuoto, e le condizioni al contorno (18), in corrispondenza a
una distribuzione stazionaria di correnti, quando al di fuori della 8 il campo
H è nullo.

Concludiamo affermando che, cr- parità di distribuzione spaziale e super-
ficiale ~~i correnti, il ca1npo magnetico stazionario nel vuoto è quello che, tra
tutti i campi vettot-iali regolari, rend’ stazionario il divario energetico.

b) Va;iazione irrotazionale del campo.

Diamo al campo H una variazione irrotazionale 03B4(i) H : anzi, per rife-
rirci al caso di maggior interesse fisico, postuliamo la validità delle equazioni

e diamo al campo H una variazione che, in conformità delle due precedenti
equazioni, lasci invariate le correnti.

In conseguenza

La condizione caratterist ca per la stazionarietà del divario 0 9 se 8 p
rimane arbitraria nell7interno della regione C e sul contorno S, 9 è data dalle
equazioni.

le quali assicurano che il campo vettoriale è solenoidale e, unitamente alle

(3.9) e (3.11 )~ assegnate a priori, sono le equazioni del campo magnetico
stazionario.

Si osservi che h(i) ~ = 8(~) 3 ~ cioè la variazione irrotazionale del divario
~ coincide con la variazione irrotazionale dell’energia e. Potremo perciò

(18) Si suppone che esternamente ad 8 il campo sia nullo solo per comodità di sorit-

tnra: se il campo è diverso da zero fnori di S, oocorre sostituire ai componenti tangen-
ziale e normale di H i corrispondenti componenti della discontinuità del campo attraverso
la superficie.

2. Annald della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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affermare che tra tutti i campo vettoriali che soddiHfo11o all(t (3.9) e alla (3.10),
cioè che ammettono le correnti (eguali ri.qpettivamente al i-otore spa-
ziale e al rotore superficiale dei campi vettoriali) il call1po magnetico stazio-
itario è quello che rende minima l,’energia magnetica.

OSSERVAZIONE : Si noti che nell’enunciato a) si son dedotte le equa-
zioni (3.9),(3.10), (3.11), (3.12) dalla stazionarietà della variazione libera del
divario energetico D ; nell’enunciato b), dato qui sopra, si suppongono as-

segnate a priori le equazioni (3.9) e (3.11) e si deducono le (3.10) e (3.12)
dall’annullarsi della variazione di 6 (variazione che è allora irrotazionale,
cosicchè coincide con la variazione irrotazionale del divario 3~).

c) Variazione solenoidale del campo magnetico.
Diamo infine una variazione solenoidale al cnmpo vettoriale H : anzi.

riferendoci al caso di maggior interesse fisico,, , postuliamo la validità delle
equazioni i 

’

e diamo al campo H una variazione compatibile con tali equazioni.
L’integrale generale della (3.10) è

in cui A è il potenziale magnetico (vettore soleii&#x3E;ilale) ; quindi

mentre sul contorno S

La variazione che subisce il divario energetico E9 è allora

La condizione caratteristica per l’annullarsi di ô(s) ~ in corrispondenza
a una variazione arbitraria solenoidale del campo H ~ 9 è data dalle equazioni

In conclusione, tra tutti i campi vettoriíyli regolari solenoidali,
magnetico stazionario è quello che rende minimo il divario energetica
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vando che A si è supposto solenoidale, e che quindi rot rot A = - 2dA, le

(3.9) e le (3.11 ) si scrivono anche

§ 4. - IL PRINatPIO DELLA MINIMA AZIONE ELETTROMAGNETICA.

Consideriamo le equazioni indefinite e le condizioni al contorno del

campo elettromagnetico genericamente variabile; supponiamo che la sede

del campo sia il vuoto, e indichiamo con c la velocità della luce rispetto a
un osservatore inerziale. 

--

’ 

Per brevità, porremo
Nell’intervallo di tempo i ti) si dice azioiie elettromagnetica (19) di puro

campo l’invariante scalare

in cui lliiitegrkile triplo esteso alla regione C esprime la differenza tra l’ener-
gia magnetica e l’energia elettrica ; chiamo invece azione elettrómagnetica
totales l’invariante F, differenza tra l’invariante E ora introdotto e’gli inte-

grali che esprimono il contributo dovuto alla distribuzione spaziale di ca-

riche e di correnti (2°) e il contributo dovuto alla distribuzione di cariche e

di correnti sul contorno :

Le equazioni di MAXWELL, alle quali obbedisce il campo, sono separa-
bili in due gruppi indipendenti. In un primo tempo, supponiamo valide le
equazioni costituenti il primo gruppo di MAXWELL, e cerchiamo le condi-

zioni affinchè S e ff siano stazionarie ; in un secondo tempo, supporremo
assegnate le equazioni costituenti il secondo gruppo di MAXWELL, e cerche-
remo le condizioni affinchè S e ff siano stazionarie ; considereremo infine il

caso generale.

(19) Cfr. H. BATEMAN, 1. o. (13) p, 178. 
’

(2~) Cfr. B. FINZh 1. o. (3), p. 225.
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Variazione del campo elettromagnetico compatibile col grup-

po di equazioni di MAXWELL,.

Supponiamo siano soddisfatte le equazioni (primo gruppo di MAXWELL
nel vuoto) 

-

e le relative condizioni al contorno

Diamo ai vettori E ed H va.riazioni tali da rispettare le equazioni e le

condizioni al contorno che abbiamo supposto assegnate: variazioni che indi-

cheremo con 8(1) E e 8(1) H .
Supposta invariata la distribuzione di cariche e di correnti, dovrà es-

sere, per la (4.4)

per la (4.3)

da cui

Inoltre, per le (4.5) e le (4.6), dovrà essere

In conseguenza, risulta
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L’ultimo addendo dell’integrale triplo si trasforma, mediante integrazio-
ne pèr parti rispetto al tempo, nel seguente modo

La condizione caratteristica affinchè Y sia parità di va-

lori in qualunqe istante per la distribuzione spaziale e superficiale di cariche

e di correnti, e a parità di valori del potenziale magnetico A nell’istante ini-

ziale e nell’istante fi’nale, è che siano soddisfatte, in tutta la regione O, le

equazioni
...

e inoltre, per to  t  ti, le condizioni al contorno

Esse costituiscono il secondo gruppo di equazioni di MAXWELL.
Nel caso particolare che 

, 

il campo sia neutro, cioè che sia ovunque nulla
la distribuzione di cariche e di correnti, si ritrova immediatamente il prin-
cipio già noto : supposto assegnato il primo gruppo di equazioni di MAXWELL
per il campo neutro nel vuoto (cioè ancora le (4.3) e (4.4)) a parità di valori
sul contorno S per i potenziali V ed A, la condizione caratteristica per la

stazionarietà dell’azione elettromagnetica 8 è data dal secondo gruppo di equa-
xioni di MAXWELL per il campo neutro (che si ottengono dalle (4.8) e (4.9)
ponendo eguali a zero cariche e correnti).

Variazione del campo elettromagnetico compatibile col secondo

gruppo di equazioni di MAXWELL.

Supponiamo valide a priori le equazioni

e le condizioni al contorno

(21) Ritengo superano ripetere qui le osservazioni fatte con le note (li) e (’8),
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Le variazioni che si debbono dare ai campi vettoriali E ed H per ri-

spettare le equazioni e le condizioni qui riportate, sono dovute allora alla

variazione dell’antipotenziale scalare magnetico V’ e alla variazione dell’an-

tipotenziale vettore elettrico A’. Indicate con ()(2)E e ()(2)H le corrisponde-
ti variazioni dei campi vettoriali, troviamo (operando analogamente al caso
precedente) -

Si osservi che le corrispondenti variazioni 8(2)8 e sono allora eguali
tra di loro

In conseguenza delle (4.8’) e (4.9’)

Con trasformazioni analoghe a q-uelle precedentemente eseguite, e sup-
posto (nell’integrazione per parti rispetto al tempo) 8A’- 0 per t = to e

per t = ti , i si trova

Sia ora 8 V’ arbitraria nell’interno. della regione O, sul contorno ~S~ , 7 e

in qualunque istante; parimenti sia arbiti,aria nell’interno della regione C
e sul còntorno S la variazione del vettore A’, con la sola limitazione d’es-

sere nulla nell’istante iniziale e nell’istante finale (e di rimanere ’solenoidale,
il che non pregiudica la generalità) : allora supposto assegnato a priori il
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secondo gruppo di i equazioni di MAXWELL, la condizione caratteristica per
la stazionarietà di 8 che di àF è data dalle equazioni 

’

Risulta quindi dimostrato che tra tutti i campi vettoriali che soddisfano
alle equazioni di MAXWELL del secondo gruppo, (nel vuoto, in presenza di
cariche e di correnti) il campo elettromagnetico effettivo è quello che rende sta-
zionaria l’azione 

Sorvolo sull’analogo principio che si riferisce al campo elettromagnetico
neutro nel vuoto: anche qui, supposto assegnato a priori il secondo gruppo
di equazioni di MAXWELL per il campo neutro, la stazionarietà dell’azione

S permette di ricavare le equazioni del primo gruppo.

Libera variazione dei potenziali elettromagnetici.

Diamo all’azione elettromagnetica F una variazione più generale delle

precedenti. Tale variazione ô if sia eguale alla somma di una variazione

compatibile col primo gruppo di equazioni di MAXWELL, e di una va-
riazione compatibile col secondo gruppo di equazioni di MAXWELL, che
è indipendente dal primo. Ricordando ora le (4.7) e le (4.7’) si avrà

Se allora sono soddisfatte tutte le equazioni di MAXWELL (4.3), (4.4),
(4.8), (4.9) e le relative condizioni al contorno (4.5), (4.6), (4.10), (4.11), ri-

sulta e quindi l’azione risulta stazionaria (minima).
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Diamo ora ad E ed H una variazione 8E , bH , somma delle due va-

riazioni indipendenti 6(1)E 9 e y S(2)H calcolate precedentemente.
In C sarà :

con 8 ~ , b V’ scalari arbitrari, e vettori arbitrari solenoidali.

La variazione considerata è dunque ottenuta dando una variazione ar-
bitraria ai potenziali e agli antipotenziali in C. La variazione subita dal-

l’azione elettromagnetica, quando si varino in modo arbitrario in C i poten-
ziali e gli antipotenziali, ma si rispettino in C e su S le distribuzioni di ca-
riche elettriche e di correnti, è data dalla (4.12).

Affinchè sia comunque si varino in C e sul contorno S gli
scalari T~ e V’ e i vettori A e A’, debbono essere verificate tutte le equa-
zioni di MAXWELL (4.3), (4.4), (4.8), (4.9~, nonchè le relative condizioni al

contorno (4.5), (4.6), (4.10), (4.11). Concluderemo perciò affermando che, tra
tutti i campi che ammettono la medesima distribuzione spa,ziale e superficiale
di cariche e di correnti, e i medesimi valori iniziali e finali dei potenziali
vettori e degli antipotenziali vettori, il campo elettromagnetico rende staziona-

ria (miraima) elettromagnetica totale Y. E tale condizione di stazio-
narietà è caratter stica,, potendo da sola sostituire tutte le equazioni di
MAXWELL e le relative condizioni al contorno.

§ 5. - LA MINIMA AZIONE DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO NELLO SPAZIO

TEMPO.

Preliminari analitici : il primo lemma di GREEN per i tensori
emisimmetrici delle varietà quadrimensionali.

Supponiamo che lo spazio-tempo sia pseadoeuclideo, e la metrica sia
pseudopitagorica : ,

Nella (5.1), xo = c t indica la coordinata temporale in unità ròmeriane,
c la velocità della luce rispetto a un riferimento inerziale, Xli; (k - 1 2 , 3)
le coordinate spaziali.

Introduciamo l’operatore
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il quale, avendo i coefficienti i valori indicati da (5.1), è l’operatore di
d’ ALEMBERT :

Se U e V sono funzioni scalari dei punti dello spazio-tempo pseudo-
euclideo, è noto che (22), y indicata con z una regione connessa dello spazio-
tempo quadrimensionale e con y il sno contorno (ipersuperficie chiusa, bila-

tera) vale il primo lemma di GREM;N (estensione di quello ri.chiamato con

la (1,1))

ove na è il versore normale all’ipersuperficie y volto verso la regione 1: (23).
In particolare, se U --- V , soluzione dell’equazione di d’ALEMBBRT

~

Introduciamo ora due vettori solenoidali dello spazio-tempo, Ua e T~a

e indichiamo con G’a il prodotto interno del vettore U con il gradiente di V (24)

Segue

Applichiamo il teorema della divergenza al vettore Ca ; si ottiene

(22) Nei §§ 5 e 6 gli indici in basso sono di covarianza e qnelli in alto di controva-

rianza ; quelli indicati con lettere latine assumono i valori, puramente spaziali, 1, 2, 3 ; in-
dicati con lettere greche, assumono i valori da 0 a 3 ; preceduti da una lineetta inclinata,
sono indici di derivazione tensoriale.

(23) Per la dimostrazione della (5.2) cfr. J. A. STRATTON, 1. o. (7), p. 471.

(24) Per gradiente di un vettore si intende qui il doppio della parte emisimmetrica del
tensore derivato, e per gradiente di un tensore doppio emisimmetrico si intende il doppio
della parte emisimmetrica del tensore triplo derivato,
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Confrontando la (5.4) con la (1.1) e con la (5.2), si può osservare che

la densità di flusso attraverso y del gradiente del vettore Va, cioè il pro-
dotto interno compie l’ufficio di derivata normale del
vettore Va (25) ~ y e cos  può venir definita, in analogia della derivata normale
d’uno scalare.

Nel caso particolare C7a= V« = e supposto che tale vettore soddi-
sfi all’equazione di d’ ALEMBERT [~03A603B1 = 0(26), allora si trova, in analogia
alla (1.2) e alla (5.3)

, 
Se invece ue = Ve = 7 e supposto che anche questo vettore soddi-

s6 all’equazione di d’ possimno anche scrivere (dato che il pro-

dotto interno di due tensori emisiuimetrici coincide, in questo caso esatta-
mente, col prodotto interno dei rispettivi tensori coniugati) (27)

L’iutegrale quadruplo al primo membro della (5.5) è l’integrale di DI-
RICHLET ; la (5.6) svolge nello spazio-tempo 1’ufficio che la (1.4) svolge nello

(25) Per la definizione di derivata normale efr. anche A. M. PRATELLJ, Sopra i tensori

spazio-temporali di Hel’tz e di Bie8z, « Rend. Lomb. » 85 (1952) pp. 449-464.

(26) Per tensore emisimmetrico armonico in una varielà di metrica d82 = dxfJ ,
si intende qui un tensore d’ordine r --- n - 1 , che sia irrotazionale e solenoidale.

Questa è la definizione ohe (se la metrica è definita positiva) viene ordinariamente

assunta nella teoria delle forme armoniche : cfr. V. V. D. HODGE, The Theory and Appli-
’cation8 of Harmonic Integl’al8 (Cambridge, 1952) p. 107.

Condizione oaratteristica perchè un tensore sia armonico è allora che esso sia gra-
diente d’un tensore d’ordine r - 1., solenoidale, la cui generica componente ~(r _ 1] sod-
disfi a un’equazione del tipo - o.

Altra condizione caratteristica affinchè un tensore d’ordine r sia armonico, è che esso
sia il rotore d’nn tensore d’ordine n - r + 1, solenoidale, la cni generica componente

-^r+ 1] soddisfi a un’equazione del tipo r-1 ]~à - 0.
Quanto sopra vale per n qualunque, e qui avremo occasione di applicarlo per n  5.

(27) 11 prodotto interno di due tensori doppi emisimmetrici si ottiene saturando i due in-
i 1

dici di covarianza dell’ano con quelli di controvarianza dell’altro e moltiplicando per 1/2 ;
cfr. A. M. PRATELLI, Sui tensori emisimmetrici coniugati, « Rend. Ist. 82 (1949)
pp. 473-487.
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spazio tridimensionale, onde denomino « integrale di W. THoMSON » il primo
membro della (5.6).

a) Il principio dell’azione stazionaria del campo elettromagnetico
nello spazio-tempo, in corrispondenza a una variazione libera del campo.

Sia l’unico tensore che nel vuoto, rappresenta il campo elettroma-

gnetico nella varietà di metrica (5.1) ; se i è l’unità immaginaria, esso è de-
finito ponendo 

’ 

,

Sia Ja il vettore che individua la distribuzione delle cariche e delle

correnti nella regione c, e Ka il vettore che rappresenta la distribuzione

delle cariche e delle correnti sull’ipersuperficie y di contorno (19) .
Il teorema di decomposizione (3°), y applicato al tensore emisimmetrico

Fap == 2013 ~ ? assicura

ove i vettori ø a e primo e secondo potenziale, sono solenoidali.
Se diamo al tensore una variazione liùera, essa si decompone nella

somma .

Una, generica variazione libera del campo è quindi somma di una
variazione solenoide e di una irrotazionale ; cioè

(~8) L’asterisco a sinistra indica il tensore coniugato :
tensore quadruplo emisimmetrico di RICCI.

(2~) Non mi risulta che sia stata finora presa in esame la distribuzione di cariche e di
correnti elettriche snll’ipersnperfioie y di contorno. Nei principi variazionali, si suppone
che sul contorno della regione v il campo F fl si riduca a zero, oppure si suppone nulla

la variazione dei potenziali sul oontorno. Cfr. più avanti, la nota (35).
Il simbolo qui usato per indicare tale distribuzione, Ha, è stato scelto per analogia

al vettore spaziale che individua la distribuzione di correnti su una superficie bidimen-
sionale. Molto spesso si indioa cm ka o K03B1 il vettore avente la componente temporale pro-
porzionale alla potenza specifica delle corrente di convezione, e le componenti spaziali e-

guali alle componenti della forza di LORENTZ. Tuttavia nel corso della presente ricerca

non ho mai occasione di occuparmi di tale vettore (che è il prodotto interno Fafl JP) e
quindi non c’è possibilità. di equivoci.

(30) Cfr. B. 1. c. (i), p. 380. 
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ove

Si chiama azione di puro campo elettromagnetico l’invariante (31)

mentre chiamo azione elettromagnetica totale l’invariante

Diamo ora al campo una variazione libera arbitraria (5.8), lasciando
invariati i vettori Ja e 

La condizione caratteristica affinchè b ~ sia nulla, in corrispondenza a
variazioni arbitrarie dei potenziali all’interno di i e sul contorno r, 2 è data
dal verificarsi delle equazioni indefinite

e dalle condizioni sulla ipersuperficie di contorno
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Esse sono appunto le equazioni indefinite del campo elettromagnetico
nel vuoto, e le condizioni al contorno, quando si suppone nullo il campo
al di fuori dell’ipersuperficie r (32).

Concludiamo affermando che, a pai-ità di dist~~ibuzione spazio-tempora le
di cariche e di correnti eletti-iche nella ’regione z e sulla ipersupei;ficie 7 di

contorno, il campo elettromagnetico è quello che, tra tutti i campi costituiti da
tensori doppi emisimmetrici dello spazio tempo, rende stazionaria (33) l’azione 

Il primo addendo della (.5.14) esprime la densità di flusso del tensore

magnetoelettrico (34) attraverso l’ipersuperficie y, e lo denomino (per analo-
gia alla (2,~)) rotore ipersuperficiale cii il primo membro della (5.15)
esprime la densità di flusso del tensore elettromagnetico attraversn l’ipersu-
perficie y e la denomino (per analogia alla, (2.6)) divergenza ipei-superficiale
di ..

, 
OSSERVAZIONE, 1: :l’azione G può decomporsi nella somma di tre integrali

dei quali il primo è 1’integrale di DIRICHLET, il secondo l’integrale di W.
THOMSON~ mentre il terzo dipende solo dai valori che i due potenziali hanno
sul contorno 7 (come si rileva mediante semplici calcoli che tralascio).

(32) Le (5.12) e (5.13) sono le (B) e le (A) di H. MINKOwsRI, Die Grundgleichungen filr
die elektromagnetischen in bewegten .góipern, Naeh. Gesell. Góttingen », 1908, pp. 53-
111 ; cfr. ad es. B. FINZI e M. PASTORI, 1. e. (2) pp. 352-353.

Per confrontare le condizioni al contorno (5.14) e (5.15) con le condizioni (4.5), (4.6)
4.10)~ (4.11) conviene, ad es., supporre la ipereuperfioie y formata nel seguente modo. Per
x° = ct° e per essa sia costituita dalla regione C, mentre sia limitata, per gli altri
valori’ di lateralmente dall’ ipersuperficie (tridimensionale) cilindrica, avente le genera-
trici parallele all’asse x° e avente per direttrice la superficie S. Nei punti dell’ipersuper-

ficio cilindrica = no = 0, mentre le componenti nk = - nk coincidono con le compo-

nenti cartesiane del versore normale ad S ; sulla base x° = eto è n° = no == 1 ~ nk = 0;
sulla base x° = eti è n° = no = - 1, 

Moltiplicando entrambi i membri della (5.15) per si trova = 0. Il vettore

è qnindi tangente a y (ossia la sua divergenza superficiale è nulla). Esso, per la (5.15),
si trasforma come un vettore dello spazio-ternpo.

(33) Nel seguito, rui limito a stabilire le condizioni caratteristiche per la stazionarietà.

Si riconosoe ohe si tratta effettivamente di un minimo, mediante una dimostrazione ana-

loga a quella che si riferisce alla minima azione hamlltoniana. Cfr. H. POINCARA, Le. me-

thodes nouz·elles de la Mécanique celeste, 3 (Paris, 1899), pp. 249-293.
(34) Cfr. A. M. PRATRLLI, I tensori coningati del canipo elettromagnetico, « Rend. 1st.

Lomb. » 83 (1950) pp. 197-213.
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OSSERVAZIONE II : Se i potenziali e sono variati solo nell’inter-

no della regione 1:, cioè se si suppone che sull’ipersuperficie 7 sia 
==:0=:~!f~, allora si ottengono solo le equazioni indefinite (5.12) e (5.13).

Più in particolare ancora, dalla stazionarietà di ~ , a parità di valori

dei potenziali e sul contorno, si deducono le equazioni

le quali assicurano che il campo tensoriale è armonico.

OSSERVAZIONE III: Se lasciamo arbitrarie le variazioni 8 e ó sul

contorno, e supponiamo che sulla ipersuperficie y sia K« = 0 , y allora sulla

7 debbono valere le condizioni

cioè debbono esser nulli il rotore e la divergenza superficiale del tensore
Ma quando y è un’ipersuperficie di separazione tra il campo elettro-

magnetico e il campo nullo, senza che su di essa vi siano cariche e correnti

elettriche, F03B103B2 sull’ipersuperficie stessa eguaglia il tensore di discontinuità

tra i valori che il campo assume internamente ed esternamente a y .

L’ipersuperficie y è un’ipersuperficie geometrica che separa il campo pertur-
hato dal campo in quiete, cioè è una varietà caratteristica (nello spazio-
tempo pseudoeuclideo, invece che nelle spazio rappresentativo cinematico

quadrimensionale euclideo) del sistema differenziale (5.12) e (5.13’), o del si-
stema (5.12) e (5.13) (35) .

D’altra parte un tensore « semplice », quindi sulla varietà carat- ,

teristica r, semplice », cosicchè il campo elettrico e il campo magne-

tico, cioè i vettori spaziali E ed H, son tra di loro ortogonali (3s) ,

.b) Il principio dell’ azione stazionaria nello spazio-tempo, in cor-
rispondenza ad una variazione irrotazionale del campo.

Supponiamo sia assegnato a priori il rotore del campo tensoriale 
°

anzi~ . per occuparci del caso fisicamente più interessante, supponiamolo nullo,
siano assegnate cioè le equazioni

. -

(35) Cfr. R. FINZI, Diacontinuitd dei campi elettromagnetzci nello spazio-tempo, « Bollettino
IJ. M. I. » ser. 3, 7, (1952) pp. 252-259. 

’

(36) Cfr. A. M. PRATELLI, ,Sul campo elettromagnetico « ortogonale » nello spazio-tempo,
« Rend. Aco. Naz. Linoei », ser. 8, 9 (1950), pp. 251-256, 331-336.
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In conseguenza, si deve dare al campo tensoriale Fap una variazione
irrotazionale (5.9) e la corrispondente variazione dell’azione h è

La condizione caratteristica per 1’annullarsi di 8(i)c6 , quando la varia-
zione del primo potenziale, ôøa, è arbitraria sul campo e sul contorno, è
elle siano soddisfatte le equazioni

Concludiamo affermando che tra tutti i campi tensoriali aventi lo stes-

so rotore, e in particolare tra tutti i tensoriali irrotazionali nella re-

gione z e sull’ipersuperjicie y di contoi-i o, il campo elettromagnetico rende sta-
’ xionaria, l’azione &#x26; .

La variazione irrotazionale esaminata qui sopra è proprio quella (ove
si supponga 8 tPa = 0 su r, y oppure che la regione z sia tutto lo spazio-tem-
po) che ordinariamente viene adottata (:~7) per ricavare la seconda equazione
tensoriale (5.13) del campo elettromagnetico nel vuoto, quando sia nota la

prima equazione (5.12).
1/analogia col campo elettróstatico dà lo sptinto per ricercare i legami

tra il primo potenziale vettori che rappresentano le correnti : in

conseguenza della (5.12) 1’azione totale c6 può scriversi

e, per la (5.4) e la (5.5), la variazione corrispondente dello stesso invariante
c6 diviene

(37) Cfr. H. WEYL, Space-time-matter (trans. L. BROSE, NeR’ York, 1950), p. 210; cfr.
auche C. MOLLER, The Theory of Relativity (Oxford, 1952), p. 157.
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cosicchè condizione caratteristica affinchè 8(i) c6 = o , in corrispondenza á
valori arbitrari di 8 W« nella regione 1: e sul contorno y è

c) Il principio dell’azione stazionaria nello spazio-ten~po, in corri-
spondenza ad una variazione solenoidale del campo.

Supponiamo sia assegnata a priori la divergenza del campo tensoriale

Fap nell’intera regione z e sul contorno y ; anzi, per maggior aderenza al
significato fisico, supponiano che la divergenza sia eguale alla distribuzione
di corrente Ja entro la regione z, 7 e la divergenza ipersuperficiale sia eguale
al vettore Ka sull’ipersuperficie di contorno y : cioè siano assegnate la (5.13)
e la (5.15). 

’

La sola variazione che si può dare in tal caso al tensore una

variazione solenoidale (5.9), e in conseguenza le variazioni solenoidali degli
invarianti 9 e c6 coincidono tra di loro

I~a condizione caratteristica affinchè (5.18) sia nulla in corrispondenza
a variazioni arbitrarie ótfe del secondo potenziale nella regione 1; e sul con-

torno r, è data dalle equazioni .

Quindi tra tutti i campi tensoriali la cui divergenza è eguale alla distri-
buzione spazio-temporale Ja di e correnti nell’interno della regione 03C4, 
e la cui divergenza ipersuperficiale eguaglia la distiibuzione di cariche e cor-

renti sull’ipersuperficie y, quello che iende stazionaria l’ azione G è il

campo elettromagnetico..
Questo principio costituisce l’estensione allo spazio-tempo del classico

principio di W. THOMSON per il campo elettrostatico.

È superfluo insistere sulla diversità tra l’enunciato a) e l’enunciato c) :
in a) si suppongono assegnati i vettori ~la e Ka, e dalla stazionarietà di e6
in corrispondenza a una variazione arbitraria del campo Fap si ottiene il

gruppo delle equazioni (5.12), (5.13), (5.14), (5.15). Nell’enunciato c) si sup-
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pone noto il legame tra il campo e i vettori Ja e K«, y e dalla staziona-

narietà dell’azione di puro campo G si deducono le equazioni (5.12) e (5.14).

§ 6. - L’AZIONE STAZIONARIA DEL CAMPO MESONICO NEUTRALE (SCàLA-
. RE E VETTORIALE) NELLO SPAZIO-TEMPO QUADRIMENSIONALE.

_ Il canpo mesonico scalare neutrale. 
° 

Il più semplice tipo di campo mesonico (38) nello spazio-tempo di me-

trica (5.1) è individuato da un unico vèttore posizionale (39) (funzione dei
punti dello spazio-tempo).

In conseguenza del teorema di decomposizione (4°) un generico vettore
posizionale della varietà (5.1) può, a priori, sempre considerarsi somma del
gradiente di uno scalare e del rotore di mi tensore doppio emisimmetrico
solenoidale

Se 1: e y hanno il significato del § precedente, introduciamo l’invariante
~~ (azione dei campo mesonico neutrale Fa~

..

ove la costante x ha la dimensione del reciproco d’uva lunghezza (recipro-
co del « raggio » dell’elettrone, ossia del raggio d’azione delle forze nucleari).

Calcoliamo la variazione di CI in corrispondenza a una variazione libera
del campo Tale variazione è la somma d’una variazione irrotazionale e
di una solenoidale

.

(38) H. YIJKAWA, On the intel’action of elementary « Proc. Phys. Math. SOC. Japan &#x3E;&#x3E;,
17 (1935) pp. 48-57; cfr. anche C. MOLLER, 1. e. (37) p. 184.

il significato fisico delle quattro componenti del vettore cfr. F. HUND,
Über eine Symmetrieeigenschaft der Wellentheorie der « Zeit. für Phys. », 118, (1941-
42) pp. 426-442.. , 

16 

’

(40) Il teoremi, di decomposizione per un vettore dello spazio-tempo è già noto : cfr.

ad es. N. KEMMER, Quantum Theory ecc., « Proc. R. Soc. » A. 166, (1938) pp. 127-153 . e
0. COSTA DE BEAUREGARD, La Théorie de la relativité restreinte (Paria, 1949), p. 150,

3. Annali della Souola Norm. Sup. - Piscs. 
’
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ove

La&#x3E; variazione di 9 è data da

’ 

Se supponiamo nulla la variazione di entrambi i potenziali sul contor-

no r, la condizione caratteristica affinchè sia 8e7 - 0 in corrispondenza a
valori arbitrari di di nell’ interno di r è che siano soddisfatte le.

equazioni imiefioite

. L’integrale generale della (6.3) è allora

questo integrale generale, sostituito nello (6.4), reca di conseguenza

Le equazioni (6,3’) e (6.~’) sono le equazioni iudefinite del campo meso-
nico scalare neutrale ( scalare » pei-ebè il campo è descritto dal solo 

. 

(4i) Per riconoscere il significato della (6,4’) e, successi vamente, della (6.6’), basta scri-
verla per esteso;.. essendo la metrica data dalla
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funzione delle coordinate del generico punto della regione í-) (42). In

conclusione, a parità di potenziali sul contorno y , tra tutti i campi 
li regolari il campo mesonico scalare neutrale rende stazionarià 

Possiamo invece supporre (43) assegnata a priori la (6.3’) e dare al cam-
po Fa una variazione arbitraria compatibile con essa" cioè irrotazionale.

Allora la variazione che subisce l’azione è

e la condizione caratteristica affinchè sia quando 03B4~ è arbitraria
1 

in T ma nulla sul contorno r, y è che sia soddisfatta la (6.4’).
Viceversa, supposta assegnata a priori la (6.4), la sola variazione che

possiamo dare al campo Fa è una variazione solenoidale. In conseguenza,
l’azione subisce la variazione

Segue che la condizione caratteristica affinchè sia òs&#x3E; ?= 0 , quando il
tensore 8 P 111 z ma nullo sul contorno, è che sia soddisfatta
la (6.3): cioè tra tutti i ccrmpi ’t’etto1.ialli ,’egola1oi che soddisfano la (6.4), il

campo irrotazionale (cîoè il campo che ammette un potenziale scalare) è quello
che ’rende stazionaria l’azione. 

_

Il campo mesonico vettoriale neutrale. "

-I1 campo mesonico neutrale, nella varietà di metrica (5.1), sia ora indi-
viduato, analogamente al campo elettromagnetico, da un unico tensore dop-
pio esimmetrico, che si suol indicare ancora con benchè il significato

.+

fisico delle sue sei componenti sia diverso dal significato fisico delle analo-

ghe componenti del tensore che rappresenta il campo elettromagnetico (44). 
°

(42) Non mi occupo esplicitamente del campo mesonico « pseudoscalare » o di quello
« psendovettoriale » perchè essi si riconducono rispettivamente al campo scalare e al campo
vettoriale. Cfr. P. CALDIROLA, Sui uari tipi di campi mesonici nella teoria delle forxe nueleari,
« Rend. Sem. Fis. Pavia », 1 (1946).

(43) Cfr. C. MOLLER, 1. c. (37), p. 184.

(44) Cfr. A. PROCA, Sur la théorie ondulatoire des électrons, «Journ. Phys. Rad. », 7 (1936),
pp. 347-353; H. YUKAWA (e collaboratori) On the interaction of elementary pal’ticle8, « Proc.

Phys. Math. Soc. Japan» 20 (1938) pp. 319-340, 720-745 ; cfr. anche A. PIGNEDOLI, Sull’a-
8petto analitico di due importanti problemi della p’i3ica Nucleare, « Rend. Sem. Mat. Fis. Mi- °

lano » 22 (1951) pp. 74-89, ove trovasi ampia bibliografia.
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Decomposto in conformità della (5.7), chiamiamo azione del campo

mesonico 1’ invariante

&#x3E; 
_

Mediante calcoli analoghi a quelli sviluppati nel § 5, si riconosce che

la condizione caratteristica affinchè ~.£ sia nulla in corrispondenza a varia-
arbitrarie dei potenziali nell’ interno di 1:, e a parità di valori dei po-

tenziali stessi sul contorno dato. dalle equazioni indefvite

I/integrale generale della (6.5) è

il primo potenziale ~~ ~ sostituito nella (6.6), soddisfa all’equazione :

Le equazioni (6.5’) e (6.6’) sono le equazioni del campo mesonico neu-
trale « vettoriale » (perchè il campo è descritto dal potenziale vettore

solenoidale dello spazio-tempo) (46). Concludiamo affermnndo cle, tre, tutti i

èampi tensoriali dello spazio-tempo (costit-uiti da doppi emisimmetrici) il

campo mesonico vettoriale neutrale è quello t-he ’rende stazionaria 

Ritengo superfluo dilungarmi per mostrare come, supposta assegnato, a
priori l’equazione (6.5), dando al campo una variazione irrotazionale.

= - grad l’azione subisce una variazione

1

(45) Le equazioni (6.5) e (6.6) si riferiscono al campo «vuoto », cioè in assenza di

neutroni; la deduzione di tali equazioni trovasi già, sostanzialmente, in B. h’INZi, I. c. (~),
p. 480. Le suddette due equazioni (6.5) e (6.6) sintetizzano le quattro equazioni vettoriali

(12) di A. ’PIGNEDOLT, I. o. (44), p. 78.

(46) Il oampo sopra considerato è « neutrale », nel senso che le parti celle nucleari in-

teragisoono solo con mesoni elettricamente neutri : ofr. H. BETHE, The meson iheory of tUt-
clear force8, « Phye. », 57 (1940) pp. 260-272, 390-412. Per studiare le equazioni del

oampo mesonico in presenza di « cariche », occorre far uso di tensori complessi : non è

difficile estendere il teorema di decomposizione al oampo complesso, mentre l’azione deve
essere modificata aggi nngendo termini opportuni.
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cosicchè condizione caratteristica affinchè sia 5(~.~=0, a parità di valori

del potensiale al contornò e in corrispondenza a variazioni arbitrarie del
potenziale stesso nella regione 7:, è che sia soddisfatta l’equazione indefi-

nita (6.6). 
Viceversa, supposta assegnata la (6.6), imprimendo al campo la varia-

zione solenoidale l’azione subisce la variazione (47)

eosicchè condizione caratteristica affinchè sia ~~~~,~ = 0 , a parità di valori

del’ secondo potenziale Te al contorno e in corrispondenza a variazioni arbi-
trarie del secendo potenziale stesso nell’ interno della regione t, è che sia

valida l’equazione (6.5).

§ 7. - UN PRINCIPIO DI AZIONE STAZIONARIA NELLE V ARIE1’.À. PENTADI-

MENSIONALI. - 

’ 

_

Preliminari analitici : estensione del teorema di decomposizione.
Sia V~,) una varietà pentadimensionale, di metrica

Le coordinate xo , x~ , x2 , x3 hanno il significato dei §§ 5 e 6, mentre il

significato della quinta coordinata X5 rimane, almeno per ora, 9 imprecisato (48).
Se Ha è un vettore assegnato, posizionale, cioè funzione dei punti della

varietà V(5) di metrica (7.1), si posson sempre trovare un primo potenziale

(.7) t superfluo rilevare che nelle variazioni e 8~s~ ~ vien variato solo il primo
addendo, ohe esprime l’integrale quadruplo della norma del vettore ~a o del tensore n. -

(°8) La qninta coordinata è stata introdotta nello studio di teorie relativistiche da

KAL,ZA, e usata poi da altri autori: cfr. TH. KALUZA, Zum Unitätsproblem der Physík2
« Sitz. Ber. Preuss. Ak. Wiss. » (1921) pp. 966-972.

Adopero gli indici 0, 1, 2, 3, 5 e salto l’indice 4, perchè è ormai consacrato dall’uso

il significato x4 = ict. Quanto dico in merito al teorema di decomposizione vale, sostan-

zialmente, anche per le varietà euclidee. Valgono anche qui le convenzioni circa gli indici
di covarianza e oontrovarianza.
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g (scalare), e un secondo potenziale (tensore triplo emisimmetrico, che
possiam supporre solenoidale senza pregiudizio della generalità) tali che

Infatti calcolando la divergenza d’entrambi i membri della (7.4) si tro-

va l’equazione tensoriale (corrispondente ad uu’ unica equazione scalare)

Se si calcola invece il rotore di entrambi i membri della (7.4) si ottiene

l’equazione tensoriale

-

I primi tre addendi dell’ultimo membro sono nulli in conseguenza del-

l’ipotesi che il tensore sia solenoidale ; ci riduciamo quindi all’equazione
tensoriale (corrispondente a quattro (5°) equazioni scalari indipendenti)

(49) La (7.5) è talvolta denominata eqaazione di PoIssoN pentadimensionale nell’inco-
gnita g ; l’operatore « div grad » si snol anche indicare con nn pentagono O, perchè co-
stituisce l’estensione alla varietà pentadimeusionali dell’operatore di LAPLACE.

(5°) Le equazioni soalari sintetizzate nell’equazione tensoriale (7.6) sono formalrnente

tante quante le componenti non nulle del rotore = rot ga, oioè (5) = 10. 
’

3
La divergenza del rotore è identicamente nulla, cioè div rot 0 ; essa corrisponde

alle 10 identità scalari = 

, Senonohè è anche identicamente nulla la divergenza seconda di qualsiasi tensore emi-

simmetrico, cioè - 0 ; essa equivale a 5 identità scalari, da cui si deve detrarre

l’identità D~~‘~,~~, = 0 . ’
In definitiva, le componenti essenzialmente distinte del rotore, e quindi le equazioni 

~

scalari indipendenti, sono

(51) Le componenti distinte e non nulle di un generico tensore triplo emisimmetrioo

in una varietà pentadimensionale sono (:) = 10. L’ipotesi che tale tensore sia solenoidalo
implica le 10 condizioni 0; ma la divergenza seconda è identicamente nulla, e poi-
ché la divergenza seconda di un tensore triplo è un vettore, dobbiamo tener conto delle 5
identità O ; da queste, infine, si deve detrarre l’identità O .

In definitiva, le componenti essenzialmente distinte del secondo potenziale , cioè
le inoognite del sistema di equazioni (7.6) si riducono a 1
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Risolte la (7.5) e la (7.6), si ottengono i due potenziali, é il vettore Ha.
è decomposto nella somma di un vettore irrotazionale e di uno solenoidale.

Sia ora un tensore doppio emisimmetrico, posizionale, assegnato
nella di metrica (7.1): le sue componenti essenzialmente distinte e non
nulle sono dieci. Per decomporlo nella somma di un tensore doppio irrota-
zionale e di uu tensore doppio sole ioidale, occorre determinare un vettore

øa. potenziale, che possiamo supporre suleuoidale), e un tensore doppio
emisimmetrico (secondo potenziale, che possiamo supporre solenoidale),
tali che : .

Infatti calcolando la divergenza d’entrambi i membri della (7.7), si

trova l’equazione tensoriale (corrispondente a quattro (52) equazioni scalari

indipendenti)

Calcolando invece il rotore di entrambi i membri della (7.7) si ottiene

l’equazione tensoriale ,

1 primi due addendi dell’ultimo membro sono nulli in. conformità all’ipo-
tesi che il tensore !93-1 sia solenoidale ; ci riduciamo quindi all’equazione ten-
soriale (corrispondente a sei (53) equauioni scalari indipendenti)

i 
,

Risolte la (7.4) e la (7.6) si ottengono i due potenziali, e il tensore 

doppio emisimmetrico assegnato H03B103B2 risulta decomposto nella somma di un

tensore irrotazionale e di uno solenoide. 

(52) Calcolando la divergenza d’entrambi i membri fiella (7.8) si ottiene nn’identità;
d’altra parte, avendo stipposto il vettore 4i, solenoidale, le sue componenti essenzialmente
distinte si riducono a qnattro..

(53) Le componenti essenzialmente distinte di ~~a° sono 10 ; il supporre tale tensore

solenoidale implica 5 - 1=4 condizioni indipendenti : le oumponenti essenzialmente distinte
di Y~s~° si riducono quindi a sei, e le equazioni scalari (7.9) sono appunto sei, a motivo
delle identità che si ottengono oalcolando la divergenza d’entrambi i membri della stessa.
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OSSERVAZIONE : il tensore coniugato di un vettore .ffa è, .ill’ V(5), un 
tensore emisimmetrico quadruplo, avente, a meno del segno, per rotore la

divergenza di e per divergenza il rotore di Ha ; il tensore coniugato di
un tensore doppio un tensore triplo, avente, a meno del segno, per
rotore la divergenza di per divergenza il rotore di Il teorema

di decomposizione (nella forma (7.4) o nella forma (7.7)) vale quindi anche
per i tensori emisimmetrici tripli e quadrupli, perchè l’addendo solenoidale

si scambia con l’addendo irrotazionale. 
,

’ 

Il campo armonico gradiente d’un poteiiziale scalare (campo 
sonico scalare pentadimensionale).

, 
Sia 7~ una regione della varietà V(5) di metrica (7.1), 2 il suo contorno,

ua il versore normale a Z volto verso r . Se Ha è un vettore posizionale di F,
, chiamo azione l’integrale quintuplo della metà della norma di Ha ,

Decomposto il campo vettoriale Ha secondo la (7.4), la variazione libera

del campo si può analogamente decomporre nella somma di una variazione
irrotazionale e di una variazione solenoidale .. .

La variazione che in corrispondenza subisce è

Si diano al primo e al secondo potenziale variazioni arbitrarie nella

regione 1’ ma nulle sul contorno E;’ la condizione caratteristica perchè ri-

sulti in corrispondenza è che siano soddisfatte le equazioni
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cioè tra tutti B i campi vettoriali regolari r quello che, a parità di poten-
ziali c~ e 1pyde sul rende è il arl1l0nwo.

Dalle (7.11) e (’1.1~2) segue

Si dia ora al campo vettoriale. ~a una variazione irrotazionale ; anzi si

supponga assegnata a priori la (7.11); allora l’azione è data da

e la stazionarietà di comporta la stazionarietà dell’integrale di DIRICHLET.
Ritroviamo il principio di DIRIOHLE1.’: tra tutti i vettoriàli irrotazio-
nali aventi lo stesso potenziale (scalare) sul conto ;no, il campo per cui l’azione

stazionaria è il campo solenoidale..

Viceversa, si dia al campo JTa una variazione solenoidale ; anzi, si sup-
ponga assegnata a priori la (7.12) ; allora l’azione è data dall’integrale (che
possiam ancora chiamare integrale di W. THOMSON)

È manifesto che la condizione per la stazionarietà dell’azione è duale

di quella precedente :. tra tutti i campi vettoriali solenoidali, a parità di po-
tenziale al contorno, il campo per cui l’azione è staxionaria è il campo
irrotazionale. 

_

Se, in particolare, si sceglie la coordinata X5 in modo tale che sia
’ a = x (ove x ha il significato p recisato nel § precedente), l’equazione (7.11’) )
diventa l’equazione caratteristica dei campi mesQnici neutri.

Se il vettore ha il significato del § precedente, e indichiamo con 99
il suo potenziale scalare, posto :

allora le equazioni (7.11) e (7.12) comprendono le equazioni del campo me-

sonico scalare, cioè le (6.3) e (6.4) (54).
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Il campo armonico gradiente d’un potenziale vettore (campo meso-
nico vettoriale pentadimensionale).

Nella regione F9 se è un tensore doppio emisimmetrico posizionale,
chiamo axione l’integrale quintuplo della metà della norma di 

Decomposto il ~ campo secondo la (7.7), la variazione libera del campo
tensoriale si decompone nella somma

La variazione che in conseguenza subisce ~2’ è

Se diamo al primo e al secondo potenziale variazioni arbitrarie nella

regione F e nulle al contorno : la condizione caratteristica affinchè risulti

in corrispondenza b~2’- O è die siano soddisfatte le equ81zioni

cioè tra tutti i campi regolari costituiti da tenso1’i doppi emisimmetrici di V(5)
il campo che, a parità di potenziali e Tf3,2 sul contorno I, rende staziona-

ria l’azione è il campo armonico.

Dalle (7.14) e (7.15) segue

È chiaro che anche ioer il campo tensoriale si posson ripetere le

considerazioni svolte qui sopra sulla proprietà dell’integrale di DIRIOHLET
e dell’integrale di W. THOMSON.

In particolare, come si è fatto per il campo vettoriale Ha, si scelga

la coordinata x in modo tale °
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Se il tensore ha il significato del § precedente, e indichiamo con 4T~
il suo primo potenziale, posto 

°

’ 

allora le equazioni (7.14) e (7.15) comprendono le (6.5) e le (6.6), cioè diven-
tano le equazioni del campo mesonico vettoriale neutrale (55).

. 

,

(55) Le (7.14) e le (7.15) corrispondono alle (1) e (II) di P. CAI,vIROLA, Le equazioni
del campo mesonico nel continuo pentadimensionale, « Nuovo Cimento », n. s., 19, (1942) pp. 25-35 ;
cfr. anche C. SALVETTI, Numel’i di Clifford ed equazioni del ndesone, « Nuovo Cimento », ser. 9,
3, (1946), pp. 257-282. 

,

Per altre rappreeentazioni pentadimensionali del campo mesonico, cfr. H. T. FLINT, On
the 1.’heory of the Elect1’on Charge and the Quantum l’heory « Phil. Mag. », ser. 7, 29 (1940)
pp. 330-343, 417 segg.; F. HUND, 1. c. k39); C. MOLLER, On the l’heory of Me80n8, «Da,n.

Vid. Sei. Math. Pys. Med. », 18, n. 6 (1941).


