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SUL PROBLEMA DELLA DIGA
A GRAVITA DI MINIMO VOLUME ()

di SANDRO FAEDO (Pisa)

INTRODUZIONE

Sia o un piano verticale, riferito agli assi cartesiani ortogonali x e y,
di cui # disposto in senso orizzontale e y orientato verso 1’alto. Sia C una
curva regolare, semplice e chiusa.del piano « e indichiamo con D (0) il do-
minio piano e limitato di cui ¢ & completa frontiera; per tutti i punti di
D (C) sia y=0 e y— 0 in un intervallo dell’asse «. Se si imprime al piano
o un moto rotatorio attorno ad un suo asse verticale esterno a D (C), oppure
un moto traslatorio con direzione ortogonale ad o, il dominio D (C) viene a
generare un dominio A dello spazio e l’asse # un piano orizzontale S.

Supponiamo data in 4 una distribuzione di materia di peso specifico
p (x,y), dipendente cioeé solo da r e Y, p (®,y) essendo una funzione positiva,
assegnata in tutto il semipiano y =>0.

Si faccia funzionare il solido 4 come una diga a gravita, atta a sop-
portare la spinta di una massa liquida omogenea, di dato peso specifico, ad
un livello massimo assegnato sul piano &.

Il prof. M. P10cONE mi ha proposto di studiare il seguente problema:

Determinare, fra tutti i solidi A atti a sostenere la detta massa liguida,
quello di minimo volume.

Cio equivale a determinare fra tutte le curve ¢ di «, tali che il corri-
spondente solido 4 sostenga la massa liquida, quella per cui D (C) ha la
minima area.

Il problema ha un evidente interesse dal punto di vista dell’economia
delle costruzioni, in quanto — se il profilo di area minima ottennto soddisfa
a opportune condizioni di regolaritd — al minimo volume corrisponde non

(*) Lavoro eseguito per I'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calsolo.
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solo minimo materiale impiegato nella costruzione della diga, ma anche mi-
nimo tempo nella esecuzione dei lavori e, in definitiva, minimo costo com-
plessivo dell’opera.

Il problema é interessante non soltanto dal punto di vista della sua
utilitd pratica ma anche da quello puramente matematico. Infatti esso porta
a un problema di Calcolo delle Variazioni che esce dai tipi finora consi-
derati.

Per tradurre analiticamente il problema occorre prima adottare uno
schema matematico della diga a gravita che tenga conto delle forze che sol-
lecitano la diga (peso proprio, pressione idrostatica ed eventuali sottopres-
gioni dovute a infiltrazioni di liquido nel corpo della diga) e della struttura
del materiale impiegato. Tale schema dovrebbe soddisfare a due esigenze fra
loro contrastanti e cio® essere abbastanza semplice in modo da non preclu-
dere la via alla soluzione del problema variazionale e al tempo stesso essere
sufficientemente fedele al complesso fenomeno fisico che si studia.

Percid procederemo per gradi, considerando schemi via via pitt complessi
e piut vicini alla realta fisica; ogni volta che per un dato schema avremo una
risposta al problema variazionale posto, questa sard sempre significativa per
le applicazioni pratiche.

Nella parte prima del presente lavoro considereremo lo schema pit sem-

" plice; supporremo cio® che 4 sia un corpo perfettamente rigido e per il suo
equilibrio bastera assicurarsi della stabilitd al rovesciamento sotto la spinta
del liquido.

La risposta al problema variazionale che cosl si viene a porre &, a prima
vista, inaspettata. Si dimostra infatti che non esiste alcuna diga di minimo
volume; la dimostrazione di tale fatto & abbastanza semplice se non sono
limitate a priori le dimensioni di 4 e di cio si da una chiara inlerpretazione
fisica. Se invece 4 non pud uscire da una regione limitata, fissata a priori,
le cause della mancanza del minimo del problema variazionale sono piu ri-
poste. La ragione di cio sta nel fatto che V’ipotesi che A sia un corpo rigido
rappresenta troppo grossolanamente il fenomeno e la mancanza della solu-
Zione del problema matematico & la concreta conferma della non aderenza
dello schema teorico alla realta fisica.

Nella seconda parte, abbandonata D’ipotesi della rigidita, se ne fa sul
materiale un’altra pit aderente alle strutture murarie; si suppone ciod che
il materiale sia non resistente a trazione e percid per ’equilibrio occorre as.
sicurarsi che vi sia ad ogni quota stabilita al rovesciamento.

Ebbene, limitandoci ad una larga classe (K;) di profili ¢ che verificano
una condizione atta a garantire D’equilibrio a serbatoio vuoto e inoltre ad
escludere profili non convenienti dal punto di vista costruttivo, si dimostra
che in (K;) esiste un profilo per cui D (C) ha area minima.
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11 problema variazionale che si pone & del tipo seguente:

« Ad ogni profilo C wviene associata una nuova curva I' di equazione
xr=—1y(y), dove y (y) (che pud non essere continua) si esprime mediante una re-
lazione integro-differenziale operante sulla curva O.

8i deve determinare il minimo di arvea D (0) nella classe delle O tali che
I’ sia contenuta in D (0)».

Nel problema cosl posto la diga di minimo volume & una configurazione
di equilibrio limite.

Nel § 3 della parte seconda si precisa la nozione di grado di sicurezza
al rovesciamento per una diga; considerato, ad ogni quota, il rapporto fra il
momento stabilizzante e il momento rovesciante, il minimo r, di talé rap-
porto da il grado di sicurezza al rovesciamento. Se 7, > 1 si ha equilibrio
stabile, se 7y < 1 si ha il rovesciamento; se r,— 1 equilibrio limite.

Figsato un qualunque numero 7, > 1, si dimostra che nella sottoclasse
delle curve C di (K;) che hanno grado di sicurezza al rovesciamento = r,, ne
esiste una per cui D (C) ha la minime area.

Alla fine del presente lavoro studio il problema della diga a gravita di
minimo peso, che tratto in modo analogo a quello del minimo volume. Di-
mostro che nella classe (K;) esiste un profilo di peso minimo e cosi pure
nella sottoclasse delle curve di (K;) che hanno grado di sicurezza al rove-
sciamento = r, > 1.

Mi propongo di dare successivamente metodi per la determinazione dei
profili di area e peso minimi.

Mi & grato infine di ringraziare ’amico prof. L. DoNATO, ordinario di
Scienza delle Costruzioni nella Universita di Pisa, dei suoi preziosi consigli
per dare al problema una impostazione analitica che rispondesse alle esi-
genze della Tecnica.
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PARTE PRIMA

MATERIALE PERFETTAMENTE RIGIDO

§ 1. Dighe non appartenenti a una regione limitata.

1. - DEFINIZIONI.

Nel piano verticale o, riferito agli assi cartesiani ortogonali x e y (»
orizzontale e y orientato verso l’alto), consideriamo le curve semplici, chiuse
e rettificabili C che passano per il punto fisso H = (0,%), con h > 0 e che
sono completa frontiera di un dominio.

Assunta come parametro la lunghezza dell’arco s a partire dal punto A
e nel verso che sara tra breve precisato, le curve C possono rappresentarsi

con le equazioni
r=w(s), y=y( 0<s<l,

dove ! & la lunghezza di C e x (8) ed y(s) sono funzioni assolutamente con-
tinue,

Diremo (K) la totalita delle curve C tali che le funzioni x(s) ed y(8) sod-
disfino alle sequenti condizioni:

2(0)=0, yO)=h, aB=0, yOH=r
¥y =0 per 0<s<1

ed esistono i numeri o,, o,, O3 CON

0o, <oy < o3l
per cui é
y(8)=0 per 6, << $ < 0y,

y(8) >0 » 0<<s<ag, 8$>o0,,
yE<<h » 0y < 8 < 03,
Yy(og)=h.
Converremo di assumere come verso positivo su C quello per cui D’arco

(644 05) viene percorso nel verso positivo dell’asse x. Si noti che ogni curva
O di (K) ha lunghezza finita, ma al variare di C in (K) tale lunghezza non
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¢ superiormente limitata. Di una curva O diremo profilo a valle Varco per
cui & 0 <<s<o,, diremo profilo a monte ’arco o, << 8 < oy4.

Indicheremo sempre con D (0) il dominio racchiuso dalla curva C.

B inoltre assegnata sul piano xy la funzione quasi-continua positiva e
limitata p (¢, y); esistono ciod® due numeri n, e =, per eui & in tutto il piano

1) T=p@,y) <m,.

2. - POSIZIONE DEL 1° PROBLEMA VARIAZIONALE.

Si consideri D (C) come sezione col piano verticale o di una diga a gra-
vitd, costituita di materiale di peso specifico p (v, y), che faccia equilibrio a
una massa fluida di peso specifico ¢, con

(1) <y,

di livello h, situata dalla parte del profilo a monte.

In una prima schematizzazione consideriamo la diga come un corpo ri-
gido appoggiato alla base sul suolo y = 0; in tal caso basta per Pequilibrio
tener conto della stabilitd al rovesciamento, le forze agenti essendo il peso
proprio della diga e la pressione idrostatica sul profilo a monte.

Indichiamo con X(s), Y (s) le componenti della pressione del liquido nel
punto 8 dell’arco (g,, o4); con x, e y, le coordinate del baricentro di D (0);
con Y, la componenle sull’asse y della risultante delle forze di gravita ap-
plicate nei punti di D (0). Si ha

Yo=—/fp(w,y)d$dy-
D(C)

L’equazione della retta d’azione r della risultante delle pressioni eser-
citate sull’arco (g,, 03) di C e del peso proprio di D(C) &

(2) (fY(s)ds—l— Yol)x—ny(s)ds: Y, —|—/[Y(s)m(s)— X@3)y(s)ds.

a2

Si ha

Yowoz—f/wp(.v,y)dwdy,
D(C)

X (s)
Y (s)

—qh—y &)y (),
g (b —y(8)a' (s)
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e quindi, integrando per parti,

O3

/Y(s)ds:q/[h—y(s)]x’(s)ds:—-—qhw(oz)—|—qfw(s)y'(s)ds,

o2

/[Y(s)w(s)—X(s)y(S)]dsz %ﬁh — 0= [0 () + 97 ()] ds =

= % (2 —y(3)) (@° () + 92 (s))]Z + % /[w2 O+ ey (s)ds=

03

h3
== hete)+ 4 [y e ds 4 g

O2

Percio I'equazione di r diviene

%—thc(az)—f—q/w(s ds—// r,y)drdy

D0

w——ny(s)ds_

. ’ -
——//ww,y)dwd.«/—%hmﬂ(ozw% Py (s)ds g
Do o

La condizione per D’equilibrio & che la retta » incontri il suolo y=20
in un punto della base (o,,0,) di C; ciod posto '

®: = @ (0,) + 7[2 (65) — @ (,)]

il numero #, con 0 <7 <"1 deve verificare Pequazione

3) Qf[wz—-@]w(s)y’ (s)ds—qhw(oz)[mr__"”(%)J_

2
3
—/f[w,—w]p(w,y)dwdyz%-
“bo

o2
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Diremo 1° problema variazionale quello di trovare le curve C che rendono
minimo il funzionale area D (C) nella sottoclasse (K,) di (K) costituita dalle
curve C di (K) che verificano la (3) con un valore di Tt compreso fra O ed 1.

Un caso di particolare interesse del 1° problema variazionale & quello
di cercare il minimo di area D (C) nella sottoclasse (K,) di (K,) per cui il
dominio D (C) & normale rispetto all’asse y ed ha per base Pintervallo (0, k)
dell’asse y. Il dominio D (C) & limitato dalle curve di equazioni

z—=x(y) e x=&(y)
con
ER)=0 e fy<ez@ly per 0<y<h.
Si ha

h
area D (0) :/[1' W —éWldy
0

e la (3) diviene

b,
@) offo =" e ay —gra [ — 2 -
0
h 2(y)
3
—[ay [ e —alp @, mae =12,

0 &)
essendo

x, = E(0)+z[x(0)—&(0)], 0<<7<<1.

3. - NON RISOLUBILITA DEL 1° PROBLEMA VARIAZIONALE NELLE OLASSI
(K) E (Ky).

Consideriamo Pinsieme a due parametri dei domini normali rispetto al-
Passe y, aventi per base il segmento (0,h) dell’asse y e limitati dalle curve
C di equazione

x:x(y):o,

a— &

—a-+ty per 0<<y<e,

]
r—=£§&(@y) = \

h—¢

(y —h) > e<y<h,

a ed ¢ essendo parametri con 0 <<:z:<<a.

5. Annali della Scuola Norm, Sup. Pisg
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Dimostriamo che per ogni & > 0 sufficientemente piccolo esiste almeno
un a per cui il dominio corrispondente verifica la (3') e quindi ha la fron-

tiera che appartiene a (K,).
Si ha, nel nostro caso,

r,—a(t—1)

e il primo membro della (8") diviene, essendo x(y)=0,

h 0
—fdy/[“(f—l)—w]p(w,y)dw
0 )
e per t—0
3 0
fas [ +apemas.
0 &(y)

Essendo, per &(y) <x <0, a -} r=0, risulta per il teorema della media

h 1] h 0
fdy/(a+w)p(w,y)dw———17(a,8)/'fy/(a+w)dw,
0 &y)

0 &y

dove E(a,s) & un numero ehe dipende da « ed & ed & per la (1)

n,g}i(a,e)gnz. .

Si ha
h 0
h
area D(o):fdyfdxza‘; :
0 &)
e percio &
h 0
a
/dy @dnde=a—gt— 5 | E@dy =
0 &y) 0

=at e f@taiti =L@t 3ak—ac—eh)

Si ottiene cosi
h 0
fdyf(a-|—w)p(w;y)dw:;(a,e)%(2a2-|—3ah—ae—eh).
0 &)
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Poiche & 0 < ¢ << a risulta
2a?+3ah—ae—eh=>a*+2ah>0.

Percid, essendo l’integrale

h 0
fdyf(a+w)p(w,y)dw'
0 &)

una funzione continua di ¢ ed a, tale & anche il numero p (a,e).
La funzione

4) 5(a,s)%[2a2¥|—3ah—ae—eh]

per a — ¢.diviene

2 2 13
ple, o ten=<meten<is

purcheé z sia abbastanza piccolo; per a — - oo, qualunque sia ¢ > 0, la (4)
ha per limite 4 oo e percido esiste’ per ogni ¢ abbastanza piccolo almeno
una a = ¢ per cui

— 3
(5) p(a,s)—;—[2a2—|—3ah—as—sh]—_—q—:—,

che esprime che & verificata la (3’) per 1 —0. A
Risolvendo la (5) rispetto ad a, tenuto conto che & a =& > 0, si trova

©) a:s——43-h_l_V9h23—|—2821L—i;/;3—|—8qh3/17(a,s)’

da cui

e

— 2 ) 3 3
a® 43h+|’9h e+ 2¢ :7:8 —{—8qh/n,.
€

T quindi

- e—3h
ae<ce¢ 1

—|—71—Ve[9h28+282h+83+8'9"3/”1]

e ne segue

limae—0.
&340
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Essendo

area D(O):a;_hs,

risulta
lim area D (0)=10
e—>+40

che prova che l’estremo inferiore di area D (C) in (XK,) [e quindi anche in
(K,)] & lo zero.

Poiche per ogni curva C di (K,) e (K,) 'area D (C) & sempre positiva,
¢id prova che il 19 problema variazionale non ha soluzione.

4. - OONSIDERAZIONI SULLA NON RISOLUBILITA DEL 1° PROBLEMA VARIA-
ZIONALE.

Dalla (6) segue

a28—43h+l’9h28+2s2:}7tf3+8qh3/n2
&

e quindi &
limae =+ oco.
=40

I domini D (C) considerati nel n. 3 non sono complessivamente limitati,
cio® non si pud fissare una regione limitata del piano zy entro cui eadano
tutti questi domini.

L’ipotesi' fondamentale fatta nell’impostare il 1° problema variazionale
era che il corpo considerato fosse perfettamente rigido. Tale ipotesi non si
puo quindi accettare per un materiale di dimensioni non limitate ; essa sara
eventualmente accettabile solo per una porzione limitata del materiale che
si considera, D’estensione di tale porzione essendo tanto maggiore quanto
pitt il materiale & prossimo ‘al caso limite della rigidita.

§ 2. Dighe appartenenti a una regione limitata.

5. - POSIZIONE DEL 2° PROBLEMA VARIAZIONALE.

Dalle considerazioni svolte nel n. 4 viene naturale di modificare I'im-
postazione del problema variazionale nel modo seguente.
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Chiamiamo (Kfl) e (Kg') la totalita delle curve di (K,) e (K;) ehe sono
tutte contenute in un rettangolo assegnato R definito da

E: a<x<b, 0<y<ec,
con a<0<b, c>h.

Diremo 2° problema variazionale la ricerca delle curve C che rendono
minimo il funzionale area D (€) nella classe (KL); suo caso particolare note-
vole sard il considerare tale minimo nella classe (Kgl).

Infine con (KZL) indicheremo la sottoclasse delle curve di (K) che sono
contenute in R.

6. - ALTRA ESPRESSIONE DELLA CONDIZIONE (3).

Sia ¢ una curva di (K) di equazioni x —=2x(8),y==y(s); con le nota-
zioni del n. 2 per essa la (3) pudo anche scriversi

O3

@ w,gﬁpw,wdmwqhw(oz)—q[w<a)y'<s)ds§=

D(C) )

g3
i , 13
=[[sr@,nasar+ e er— L [0y was— L.
D(C) 02

Se tale relazione & verificata per 0 <<v< 1 la C oltre che a (K) ap-
partiene alla classe (K,).

Consideriamo una nuova distribuzione di materia di peso specifico p*(x, y)
cosl definita:

p¥(@,y)=p(x,y) foori della striscia 0 <y <<h;
nella striscia 0 <<y << h & invece
p(*,y) nei punti (x,y) appartenenti a D (C) in cui &
x << x(0,) e nei punti non appartenenti a D (C)
. situati prima del profilo a valle;
@,y = p(x,y)—gq nei punti (x,y) appartenenti a D (C) e in cui &
x> x(0y);
q nei punti (x,y) non appartenenti a D (C) e situati
dopo il proﬁlo a monte (il verso essendo quello
dell’asse x e ciod dal profilo a valle a quello a
monte).
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Indichiamo con D*(C) il dominio ottenuto aggiungendo a D (C) I'insieme
dei punti (x,y) per cui &

@) <w<<x(0y), y=Y(8), 0, < 8033

tale insieme & vuoto se & sempre x(s) = x(o,) per g, < s << 03.

Consideriamo in D*(C) la distribuzione di materia p* (x,y) e indichiamo
con &*(0) lascissa del baricentro di D* (C); indicato con I), l'insieme dei
punti (z,y) di D{C) in cui & x =x(0,),0<<y<_h, si ha

wp*(@,y)dady
& 0=29 =
p*(w,y)dwdy
f/wl’ ,ydﬁdy+qffwdwdy—qf/wdwdy
D*(C)—D(C)
ff ,ydwdy-l-qffdwdy—qj/dwdy
D*(0)—D(C)

Per un noto teorema si ha

([[osor= ffoci| | frmrnen—orved -

Dbx0—D(C) +F§D*<o>—D<C>} +FD,

o3

=Qf[w(02)—w ®)]y () ds:qhw(ﬁz)—wa(S)y'(s)ds j

[ [Jessar= o =4 s frosn-

Dxo—-D©) +r{pv0—D(O)} +FD,
(43

:%f[xz(gz)_w2(s)]y’(s)ds:-q2—hw2(02)—%—fﬂﬂg(s)y (s)ds

La (7) pud dunque scriversi

qh3

(8) w,———f*(C)—ﬁ—p.(—o),
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dove P*(0) indica il peso di D*(C); essa equivale alla (3) se esiste un nu-
mero 7 con 0 <Cz<C1 per cui sia

9) @, = (0y) + 7 [@ (o) — 2 (3))] .

Dalla (8) risulta che il numero #, & un funzionale coptinuo di C in (K),
tali essendo &*(C) e P*(C), con P*(C)= 0. Cid significa che se O & una
curva di (K) e si fissa un numero & > 0 ad arbitrio, si pudo in corrispon-

denza determinare un numero positivo p tale che se ¢’ & una qualunque
curva di (K) appartenente ordinatamente all’intorno (o) di C (?j, risulti

| o — 2, | <&
dove x; indica 'z, relativo a C'.

Si osservi che, anche se O appartiene a (K,), »; verifica la (8) con un
valore di v che pud non appartenere all’intervallo (0 ,1); solo se ci0o accade
la O’ appartiene a (K,), ossia verifica la (3).

Se C e ¢’ hanno lo stesso profilo a monte ed & D (C') D D(0) si ha

D (0")— D (C)= D*(0')— D*(0).

I numeri &*(C) e P*(C), funzionali dipendenti da C, hanno la seguente
proprieta : fissato ¢ >> 0 ad arbitrio si pud determinare § > 0 in modo che se

area { D*(C') — D*(0)} < ¢
risulti

| 4 (0)—&*(0) | <&, | P*(O)—P*(0)]| <.
Ne segue, essendo P*(C) == 0, che fissato ¢ > 0 ad arbitrio si pud de-

terminare 6 >0 in modo che se C e €' hanno lo stesso profilo a monte ed
& D(C)DD(C) ed area { D(C')— D(0)} <.8 risulti

| o — o, | <.

.

Esprimeremo tale proprieta dicendo che x, & un funzionale continuo in
misura in ogni insieme di curve di (K) aventi lo stesso profilo. a monte.

(%)- Cfr. L, TonkLL1 Fondamenti di Caleolo delle Variazioni, ed. Zanichelli, Vol. I, pag. 72.
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7. - UNA CONDIZIONE NECESSARIA PER LE MINIMANTI.

Ricordiamo che le classi (KL), (KL), (KL) sono costituite dalle curve di
(K),(K,), (K, tutte contenute nel rettangolo R fissato

a<<wr<b, 0<y<ec, [a<<0,5>0,c¢c>h].

Il seguente teorema di una condizione necessaria per le minimanti del
2° problema variazionale.

TEOREMA I: « Se esiste il minimo del funzionale area D (C) nelle classi
(Kf‘) e (Kg‘), ogni curva minimante C ha per base sull’asse x Vintervallo (a , b)
¢ verifica la (3) per t=—0».

Siano # =z (s), y—y (s) le equazioni della curva C di (Kf‘),[;(gi),
 (0,)] il suo intervallo base sullasse .

a) Dimostriamo dapprima che per C @& necessariamente x (%):b .

Supponiamo che sia #(o,) < b.

Passiamo dalla curva ¢ a una curva ¢’ di (KL), avente lo stesso pro-
filo a monte di C e lo stesso intervallo base sull’asse x, tale che per i cor-
rispondenti domini D (C) e D (C') risulti D(C)D D (C') e che fra le ascisse

dei baricentri di D*(C) e D* (C’) sussista la disuguaglianza
£ (C) > & (0).
Dal dominio D (C') se ne pud ricavare un altro D (C") aggiungendo a
D(C') una areola A avente per base sull’asse x il segmento [z (o,),b] con

area 1 < area[D (C) — D (C')] in modo che (" appartenga a (KL).
Detta &* (0”) Pascissa del baricentro di D* (C”) risulta

b> & (0")
percheé D*(0”) & contenuto in R. Percid & anche

qh?

b > a7 :5*(0")—6*2,1‘(‘6,7)

dove #. & l' x, che corrisponde a (”.
Dimostriamo che & inoltre

w:'>;(¢—7_i).
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Si ha
_ _ I3
10 w, — & (0) — L _
(10) (0) 6 P* (0)
e posto
— X
11 E*(C) == —
(11) O= 5
"o % mo__ qh3 S
2 = &(0") — i =
(12) -
h3
X f/w( ,y)dw41y+q/dy/wdw+/[ [ (x, 9) —QId%dy—qT
. D(C)—D(C") 2(03)
I 1)*(0”)
Si ha

/Wp(w,y)dw(iy+//w[p(w,y )—dqldedy=y¢,,
D(C)-—D(C’)

dove &, & infinitesimo con area {D((j) — D (C")}; inoltre &

P*(W’)--P*('c‘*)—ff ,y>dwdy+qffdwdy+

b@—nen 0 @(ap

+[/lp 2,y —gdedy=P*( 0)+q/[dwdy+ez,

0 ® (03)

dove &, & infinitesimo con arex {D (C)— D (C")).
Sostituendo le espressioni trovate nella (12) si ottiene

XL~ — L,
P*(C)+qh[b — 2 (o)) + &,

Essendo C una curva di (K7) &

@ (0,) < @ < (o) <D,
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da cui segue

kig_@l)>;“

Si fissi ¢’ in modo che risulti

—x,|.

- — — b %ts. -
lel—ezw,t<thb—x<og>][—+§(iﬁ’ }

Ne segue
P*(0) (g [ — 7 (0] [”—J—rz“”—("”—i}+ei—szi,}>o_
e per le (10) e (11),

— — o1 % (0. _ 3 _ 13
ahlb — 3 (o) [+—2””“'*1P*<(J>—X+g6i]+s. P*(O)— Xey+ L5 0> 0

ossia

PO X+ = — L 4o | >

e LGRS R

che esprime che &

h - h3 13
Y+ L —al) -4 e 2T
P — S > —
P*(0)+ qh[p—2 (o) + o, P*(0)

”n
— Ty
.

x, =

per le (10) e (11).
B quindi

w! >w,= (o).

Avendosi # (o) < #¥ < b la curva C” appartiene a (Kf’), poiche il suo
intervallo base sull’asse # & intervallo [z (o,),b]. Si ha inoltre

area D (C") — area D (C") - area A — area D (C) — area {D (C) — D (0"} +
-+ area 4 < area 1 (6) ;

percid C non sarebbe una minimante di area D (0) in (Kf’), contro lipotesi.
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b) Dimostriamo che c verifica la (3) per t—20.

Seritta la (3) nella forma (8) per la C

qh
6P* ()’

se & 0 <7 <1 per la continuitd di @, (n. 6) si pud passare da ¢ a una
curva ¢’ di (Ki") con area D (C') < area 1)(6) e tale che il corrispondente
x, differisca di poco quanto si vuole da x, e quindi verifichi ancora, come
x,,1a (9) con 0 << 1.

Non potrebbe quindi C essere minimante in (Kf') e percid ¢ deve ve-
rificare la (3) con v —20 oppure r—1. Quest’ultimo caso si esclude.

Infatti per a) deve essere x 02)_b d’altronde essendo C tutta conte-
nuta in R Pascissa &* (C) del baricentro di D*(0) & <<b e quindi si ha

qh3

T b:__ .
6 2* (0) < @ (o)

@, = E* (C) —

Se fosse 7 —1 sarebbe per la definizione di x,
8

o (;2)

e quindi’ & necessariamente z —20.
¢) Dimostriamo mfme che per C & mecessariamente 'v(o,)__a
Suppomamo che sia x (o )> a . Per quanto si & gia dimostrato per C
deve essere w(oz)_b e x, _w(ol) Per la continuitd di x, in (KL) (n. 6)
8i pudo determinare una curva ¢’ di (KL), appoggiantesi sull’asse x sullo
stesso intervallo della ¢, con area D((’) < area D(O) e per cui sia

a <w, <b;

questo «; verificherd in generale la (8) con un 7 non appartenente all’inter-
vallo (0, 1).

Per la continuita in misura di #, nell’insieme di curve di (KL) aventi
lo stesso profilo a monte di ¢’ (n. 6), si pud trovare una curva ¢” di tale
insieme, con area D (C") < area D (C) che abbia per base sull’asse x Pinter-
vallo (a,b) e per cui sia a <a; <b, dove x; & relativo alla C”. La C”
verifica quindi la (8) con 0 <z < 1 ed appartiene a (Kl ), contro Pipotesi
che O sia minimante in (Kl)

_d) Quanto si & detto per la classe (Kf‘) si pud ripetere, con ovvie
avvertenze, per la classe (K%‘) .
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8. - NON RISOLUBILITA DEL 2° PROBLEMA VARIAZIONALE.

TEOREMA I1: « Il 2° problema variazionale non ha soluzione né nella
classe (KL) né nella (KJ)».
a) Supponiamo che esista una minimante Cin (Kf‘); per il teorema I &

w(o)=a, x(o)=>b, @ =a (ciod 1=0).

Detto 4 il punto (¢, 0) di 6, indichiamo con ¢’ ubna curva di (KI)
con le seguenti proprietd: & D(Z‘)DD(O’), I’ insieme D(E)—D(C’) & tutto
contetiuto nell’intorno circolare di raggio o (che preciseremo) di 4 e €' ha
ancora per base sull’asse x 1’intervallo (a,b).

NelVintorno di raggio ¢ di H=(0,h4) consideriammo una areola 1 con
area 41— area {D(E)—D(O’)}, non avente punti interni a comune con
D(0) e in modo che D (C")= D (C)-+ 1 abbia per froutiera una curva C”
di (KL). Cidb & possibile se area {D(C)— D (C')] & abbastanza piccola; in-
fatti C & una curva semplice passante per H ¢ percio divide 1’intorno cir-
colare di centro H e raggio o sufficientemente piccolo in due regioni di

area positiva, quella dei punti che appartengono a 'D((,T) e quella dei punti

che non appartengono a D (C).
Mostriamo che se ¢ & abbastanza piccolo C” a\ppartiene a (KL). Siha

P* (O =1 (6>—ﬂp(w,wdwd.«/+/]p<m,y)dwdy—7qareal,
D(C)-D(C) A
dove y ¢ un numero compreso fra 0 e 1 (¢ y=—0 se 1 non & immersa nel

liquido, y =1 se & totalmente immersa).
Essendo area {D(C)— D (C')} = area 1, si ha per il teorema della media

f/p(w,y)dwdy:p,areul,

D(C)—D(C")

/]p(w,?/)dwdy:mareal,
2

ed & per la (1)
TSPy =Ty Y =Py =7y
Ne segue

(13) P*(0") = P*(0) — area A [p, — Py + 7 q] -
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Analogamente &

£ (0" P* (0") = &* (0) P*(Z*>—//wp(w,y)dwdy+

D(()—D(C")

+f/wp(w,y)dwdy—6q/fwdwdy,
A A
con 0 <f<<1.

Per il teorema della media &

(14)

f/wp(m,?/)dwdy:wm, area 1,

D(O)—D(C)

f/“’l’(”,?/)dwdyzwgpgareal,
A

[/wdwdy:w3a1'etll,
2

dove i numeri x, ,x,,x; soddisfano alle limitazioni

(15) ez <a-+tpg, |@|<e, |2;]<eo.
Sostituendo queste espressioni nella (14) si ottiene

(14') & (0") P*(0") =&*(0) P* (C) — avea Afo, p, — w,p, + 8 q 3] .

Avendosi per la (8)

o — SO P2 (0" — g W36

T P* (U”) b
segue dalle (13) e (14')
* (0 P* (0O qn
& (0) P*(C) — area k [x, p, —x2p2+6qw3]~T
f— —
P*(0) —area d[py — p, + 7 q]
Posto

aread[p, —po+y4ql _
P*(0)

.
?
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per o abbastanza piceclo & |k | < 1 e percid

_ — h3
& (C) P*{0) —avea A [x, p, — ®, py -+ 6 q 5] — s

” 6
P =% (14 &+ k2.) =
=80 —— B areaz BB T TP 04 +
6 P* (0) P*(0)

— — A3

, (0 P*(0)—arealls, p, — @y py + 8 g @] — 4_6_
+ 1—k P* (_) -
= h3 area 1 )

=& (0)— 1 _ @y Py — By Py + 8 q ¥y —

_ 6P*(0) P*(0)

— 3
E¥(0)P*(C)—arealr,p,—x,py—+dqs]— 26—

—(p,—potHre) (V4 k4K ....)

P*(0)
Essendo
- - 13
« =7 =80 — 12,
6 P*(0)
ne segue
w__ __ areal w a R P +
X —a I)*(a) pl 1-‘— l—k p2 2 l—k
ya
area 1 Xy Py — Ty Py 10 q g
———-—-::'( -_— q) 1 T .
+1>*(0) Pi— P2ty T

Per ¢ — 0 si ha per le (15) ed essendo &k — 0

a
pi[wi—_l_k]_’o’

. a
T T

qéay—0;
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poiche & inoltre area 4 — 0 per o — 0, la (16) puod secriversi per o > 0

n l
) —a — :’r:?(j)- fa(pe—79 + (),

dove ¢(0) -0 per o -0 e dove p, e y sono numeri dipendenti dalle costru-
zioni eseguite e per cui &

ﬂ1Sp2£n2, Ogygl'

Essendo, per (1) 7, >q ed a <0,

- ap—ro<a@z —q <0,

se o & abbastanza piccolo risulta

almy—q) +e(@<0
e quindi
a(pe—ra) +¢(<0.
Ne segue :
! >a.

Cid & assurdo perche, essendo area C" —urea C , anche ¢” & una mini-
mante in (K{J) e, per il Teorema I dovrebbe aversi o —a.
b) La dimostrazione nel caso della classe (KL) & analoga.
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PARTE SECONDA

MATERIALE A STRUTTURA MURARTA.

§’]. La classe delle curve (XK,).

9. - NUOVA IPOTESI SULLA STRUTTURA DEL MATERIALE.

Abbandonata V’ipotesi della rigidita, formuliamo sulla struttura del ma-
teriale un’altra ipotesi pitt aderente al caso pratico pitt comune delle dighe
a gravitd in muratura. ‘

Supponiamo che il materiale sia non resistente a trazione. .

Sia ancora D (0) la sezione della diga con il piano verticale a e si con-
sideri I'intersezione di D (C) con la retta orizzontale y —1v, con 0 <<y <h;
supponiamo che tale intersezione sia sempre un intervallo I, e indichiamo
con a, e b, il primo e secondo estremo del massimo intervallo contenuto in
I, tale che a, e b, siano punti di accumulazione di punti interni a D (C) e
aventi ordinata > . Indichiamo poi eon D, (C) il dominio costituito dall’in-
tervallo (a,,b,) della retta y=—x e dai punti di D (C) con ordinata > .
Consideriamo D, (C) come una diga a s& stante che fa equilibrio alla massa
liquida contenuta nella striscia n <<y << h. Detto @ () il punto della retta
y =1 per cui passa la retta d’azione r, della risultante del peso di D, (0)
e della pressione idrostatica, perché la sezione y—» non sia soggetta a tra-
zione occorre che @ (y) sia contenuto nell’intervallo (a, , b,).

Diremo curva delle pressioni il luogo descritto da € (n) al variare di 4
con 0<C# < h, luogo che & rappresentabile con un’equazione

z=1y(y) Oy <h).

Per Vequilibrio della diga imporremo la condizione che la curva delle pres-
siont sta contenuta in D (0), intendendo con cio che sia

an ay <y <bd, 07y <h).
Sia ¢ una curva di (K) e siano o, e oj i valori di s per cui si ha
x(o)=b,, Y(o)=1n,

x(o;):a,,, y(oﬁ,):n;
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per s—o, si ha un punto del profilo a monte, per s =0, un punto del
profilo a valle.
Con tali notazioni la (17) diviene

(17 z)ym<o(n.

Ricaviamoci Pespressione di y ().
L’equazione della retta », & [efr. 1a (2) del n. 2], con le notazioni del

o3 03

(2 </‘Y(")d-"—|—Y,;)-’v——y/X(s)ds:Y,,m,,—i—

o, 0'17

1
-l—f[l’(s):v(s) — X y(s)ds,
n

dove & ora
Yn:—f/p(m,y)dwtly,
D,
Y,,w,,:—//‘wp(w,y)d‘vdy.
b,
Si ha
o3y o3

ff(s)ds:—q/[h—y(s)]g/’(s)ds:—qh(h—n)—i—

o, o,

n 1

o3
a1 — 9, __ .
+ 2,/ds Y2 (8) ds —= 9 (h — ).
%

Analogamente agli sviluppi fatti nel n. 2 si ha

O3 O3

[Y(s)ds:—q(h—n){w(on)—l-qfw(s)y’ (s)d s,

o/

[ o,

ki 1

O3

f[Y(s)w(s);X(s)y(s)]dsz—%(h—’?)wg(%)—l-
i

9 (2 W—p g, .
'|-? 2®(8)y' (s)ds+¢q 6 —?ﬂ(h“‘ﬂ)-

n

6. Annali della Socuola Norm, Sup. Pisg.
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Imponendo che la retta r,, la cui equazione & la (2'), paési per il punto
[y (n), ] si ottiene, sostituendo nella (2) le espressioni trovate, la seguente
equazione a cui soddisfa y (%)

x (s)  (0,)

(8" Qf[V(ﬂ)_T]“”(”)ﬂ'(s)ds"ﬂh_77)“’(0")[7(’7)—7]—

i

_/f[J’(’?)—ﬂv]p(w,y)dmdy—_— %("_’7)3-
D,(0)

La condizione (17) diviene quindi
9 y () = @ (o) + 7 [(6,) — 2 (07)] con 0<<r<1,

dove ora  pud variare con 5 e p(y) & definita dalla (3").
Indichiamo con (Kj) la totalita delle curve C di (K) per cui la y(n) de-
Sfinita dalla (3") verifica la (9').

10. - ALTRA ESPRESSIONE DELLA OONDIZIONE (3”).

Fissata una curva C di (K,) consideriamo una nunova distribuzione di ma-
teria p (x,y ;%) definita da
p@,y;n) —p(xy) foori della striscia y <<y<<h
e nella striscia <<y << I definita da
P,y nei punti (r,y) di D, (C) con r << x(o,)
e nei punti non di D, (0) situati prima
del profilo a valle;
p@,y5m)= .
p@,y)—q nei punti (x,y) di D,(C) con x> x(s,);
q nei punti non di D, (C) e situati dopo il
profilo a monte,

mtendendo di dssumere come verso quello positivo dell’asse z.
Indichiamo con Dj (C) il dominio ottenuto aggiungendo a D, (C) linsieme
dei punti (x,y) per cui &

(

vz lwlog), Yy=y@B) o0,<8=0;.

\ -
Consideriamo di avere fatta in D} (0) 1a distribuzione di materia p (x, y; n)
e indichiamo con &F(C) e Pj(C) Pascigsa del baricentro e il peso di Dy (C).
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In modo analogo a come nel n. 6 si & dedotta la (8) dalla (3) si otftiene
ché la (8”) pud porsi nella forma

q(h—y)p3

n

§ 2. La classe di eurve (K,)

11. - DEFINIZIONE DELLA COLASSE (K J).

Esporremo ora alcune considerazioni che portano a definire una sotto-
classe di curve di (K;) che contiene i profili C di effettivo interesse.

Se & & il livello d’invaso del serbatoio, livello che & un dato ben pre-
ciso, essendo quello degli sfioratori di sicurezza, ben poco interesse haunno i
profili che lo superano di molto. Percio, fissato un numero non negativo 48, ci
limiteremo alla sottoclasse di (Kj) i cui elementi sono tutti contenuti nella
striscia 0 <y<<h 4 4.

Altri fattori contribuiscono a fare delle ulteriori scelte fra gli ele-
menti di (Kj).

Anzitutto nel definire gli elementi di (Kj) non si & tenuto conto che si
deve avere l’equilibrio qualunque sia il livello s <<k raggiunto dal liquido;
in particolare dovra aversi l’equilibrio anche per #—0, cio® a serba-
toio vuoto.

Inoltre vi & un’altra considerazione di carattere generale che viene an-
cora a limitare la classe (K;). Il problema da noi studiato ha per scopo di
indicare ai tecnici la diga di minimo volume sempre atta a mantenere 1e-
quilibrio; al tecnico interessa invece di avere la diga pitt economica e non
¢ detto che al minimo volume corrisponda il minimo costo. Basta ad esem-
pio pensare che se per la costruzione di un dato profilo occorressero forti
opere di centinatura, queste potrebbero incidere in modo rilevante sul costo
dell’ intera opera.

Occorre percido fare delle ipotesi qualitative sui profili da prendere in
esame, in modo da avere profili di carattere regolare dal punto di vista
costruttivo.

A tali requisiti soddisfano le curve della seguente sottoclasse (K) di (Kj).

Le curve di (K,;) sono quelle curve C di (K;) che soddisfano alle se-
guenti condizioni :

a) D (C) & tutto contenuto nella striscia 0 <<y<<h |- 5, dove § & un
numero non negativo fissato;
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b) C pud dividersi in tre archi e ciod: un intervallo della retta y — 0
e altri due archi, uno contenente il profilo a valle, Paltro il profilo a monte
di C; pell’arco contenente il profilo a valle 1’ascissa x dei suoi punti non
decresce al crescere della quota y; nell’arco cotenente il profilo & monte la
x non cresce al crescere della y.
In forma piu precisa, se

r=x(8), y=—y(s) 0<s<)

sono le equazioni della curva C di (K;), deve aversi:
z(0)=0, yO0)=h,
0<y(s)<<h-|+d46, per 0=<<s<lI

ed esistono i numeri o, ,0,,0;,0, con

01<o, <0, <0g<<0,<1

per cui e
y(8)=0 per o, <8< o,,
0Ly <<h per 0 <s< o, 0,<s8<og,
y(og) =h,

h<y@E<<h-+406 per o3<s<I.

Inoltre le funzioni assolutamente continue x(s) e ¥ (s) sono:

funzioni non crescenti di s per 0 << s <o, e per 04£8£l; x (8) non
crescente, y(s) non decrescente per o,<<s$< o,; la curva C & chiusa,
cioé & #(1)=20, y () =L e inoltre appartiene alla classe (Kj), cioé la curva
delle pressioni e contenuta in D (C).

Gli archi 0 <<s < o0,, 0, < s < 03 saranno ancora detti rispettivamente
profilo a valle e profilo a monte.

OSSERVAZIONE [: Si noti che la lunghezza ! della curva C & varia-
bile eon C e che Dinsieme delle lunghezze delle curve di (Ks) non é superior-
mente limitato.

Mostriamo cid con un esempio. Consideriamo il dominio, normale ri-
spetto all’asse y, D (C;), con base I’intervallo (0, %) delimitato dalle curve
di equazione .

e=t)=7"
' O=y<n).
x—2x(y)y=0
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Se 1 & positivo e abbastanza piccolo allora C; appartiene a (K;); basta
dimostrare che C; appartiene a (K,;) in quanto C; soddisfa a tutte le altre
ipotesi per Pappartenenza a (K;). Fissato 5 con 0<-5n <h e supposto
p(x,y) —p = costante si ha

2 —h
Bo=¢m+ gl —sm ="
& inoltre

h— )2
P:(Gl.):ﬂ-z—lﬂ)—-

B sempre y (y) == (y); percheé €, appartenga a (K;) deve essere inoltre
)<y . Se &

-

risulta
. 2p
B —,
q .

da cui

1 1 ql

731 T sy
ne segue

—h —h . 2
w(n)_—."—l-gng—l———%(h—n)"' WZ}’(’?)-

La lunghezza di C; & = (0) — £(0) — — ed & grande quanto si vuole,

~| =

purcheé 1 siy abbastanza piccolo.

OSSERVAZIQNE II: Se, nella parte prima, invece delle classi (K,) e (K,)
si fossero considerate le loro sottoclassi (K7) e (K3) costituite dalle curve
aventi le proprietda di monotonia che ora si richiedono per quelle di (K,),
anche in (K}) e (K3) il problema variazionale non avrebbe avuto soluzione.

Infatti le curve considerate nel n. 3 appartengono a (K3i) e a (K3).

12. - APPARTENENZA DELLA CURVA DELLE PRESSIONI AL DOMINIO D (C)
PER LE OURVE C DI (Kj).

Sia ¢ una curva di (K;). In questo caso I’intervallo [ (s;), « (0,)] base
di D, (C) [(v. n. 9)] pud essere definito nel modo seguente :
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oy, & il minimo valore di s per cui y(s)=17; il punto [z (s;),#] appartiene
al profilo a valle;
o, ® il massimo valore di s per cui & y(s)=19; il punto [2(s,), %] appartie-
ne al profilo a monte.
L’equivalenza delle due definizioni & immediata conseguenza del fatto
che la funzione z(s) & non crescente sugli archi (0,0,) e (0,,05) . Da cid
segue pure che la condizione (17) e la la sua equivalente (9') si riducono a

z(8)<7y[y(s)] per 0 <s<<o, e y@B<h,
z(8) =1y [y (s)] 'per o, <5< 0y.
Poiché ogni punto di Dj(C) ha ascissa << « (0,) & sempre
£(0) < (o)

e percid dalla (8') segue che sull’arco del profilo a monte & sempre

z(8)=7y[y(s).

Le condizioui (17) o (9'), che esprimono che la curva delle pressioni
appartiene a. D (0), si riducono quindi alla

(18) - x@®<yly@) per 0<s<<o, e y(&B<h.

13. - STUDIO DELLA CURVA DELLE PRESSIONI PER UNA DATA O DI (Kj,).

Dimostriamo il seguente teorema relativo alla curva delle pressioni di
ogni elemento ¢ di (Kj).

TEOREMA IlI: « Per ogni curva C di (K;) la corrispond;mte curva delle
pressioni ha una equazione x —y (y), dove y (y) é una funzione continua a de-
stra e semicontinua inferiormente sull’intervallo 0 <<y < h ».

Intersechiamo D (C) con la retta y—# (0 <<% <h) e distinguiamo i
quattro casi seguenti :

1% 11 profilo a monte e quello a valle sono incontrati ciaseuno in un
sol punto; .
2% II profilo a valle ha a comune con la retta y —# un intervallo e
quello a monte un solo punto;

3% Il profilo a valle ha a comune con y — 5 un solo punto e quello
a monte un intervallo,
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4% Entrambi i profili hanno a comune con la retta y —# un inter-

vallo. ’

Nel 1°) caso i punti [ (g,), 9] e [x (d7), %] sono i punti di incontro della

retta y — # con i due profili di C e ¥ (y) & una funzione continua per y—rm.

Infatti y (y) & espressa dalla (8') e le funzioni di y &} (C), Py(C) sono en-
trambe continue per y —7, con Py (C)=0.

Nel secondo caso il punto [z (o)), n] & quello di massima ascissa dell’in-
tervallo comune a y—14 e al profilo a valle. Anche in questo caso y(y) &
continua per y =1 , essendolo ancora &5(C) e Pj(O).

Nel 39 caso il punto [x(s,), %] & il punto di minima ascissa dell’inter-
vallo comune a y—17 ed al profilo a monte. La x— y(y) presenta una di-
scontinuita di prima specie per y—1.

Infatti per y — %+ 0 si ha

& (0~ &/(0),  Py(0)— P7(0);
per y -~ n—0
Py(C) —~ P7(0)+ 1 q (b — 1),

dove 1 & la lunghezza dell’intervallo comune al profilo a monte e a y—=1;
analogamente, per y — # — 0, £y(C) ha per limite D’ascissa del baricentro
della figura ottenuta aggiungendo a Dj (C) il rettangolo avente per base il
segmento [z (o,), # (5,) + 4] della retta y—1 e altezza (h — 5) considerato
riempito di liquido di densita ¢q.

Nel 4% caso si ha ancora una discontinuita di prima specie per la fun-
zione y (y). -

Nel 3% e 4% caso si ha

lim & (0) << lim & (0),

y—n+0 y->n—0
lim P} (0)<< lim P} (0),
y—n+0 y—n—0
percio per la (8') &
(19) lim y(y) =y () < lim y (y)
y—n+0 y—n—0

che esprime che y (y) & continua a destra e semicontinua inferiormente.

OSSERVAZIONE : Il teorema III, e in particolare la (19), continua a sus-
sistere anche per le curve ¢ che hanno le proprieta di monotonia delle curve
di (Ks) e che non verificano su tutto il profilo a valle la condizione espressa
dalla (18) del n. 12.
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14. - STUDIO DELLA CURVA DELLE PRESSIONL AL VARIARE DELLA OURVA
0 D1 (K.

Indichiamo con # —=y(y) e x:;(y) le equazioni delle curve delle pres-
sioni relative agli elementi C e C di (Kj;). Dimostriamo il

TEOREMA IV : « Data una curva O di (Ky) e fissato 2> 0 ad arbitrio,
8i puo determinare un numero u >0 in modo che se C ¢ una qualunque curva
di (K;) differente da C al pin lungo il profilo a valle e tale che Vintervallo
intersezione di una qualsiasi retta y=—n < h col profilo a valle di C abbia
estremi distanti meno di p dagli estremi corrispondenti dell’intervallo interse
zione di y— 1 col profilo a valle di C, risulti

(20) l7@)—7r@) | <k 0 <y <h)».

a) Supponiamo dapprima che C possieda un arco contenuto nella stri-
scia h<y<h -4 8, arco che & comune anche alla C; si ha percid per ogni
1, con 0<y<h,

P} (0)>Py(0) >0,

P3(0)> Py (0)= Py (0) > 0.
Si hg,

area Dy (0) — u (b — 5) << area D} (C)<< area D} (C) + u (b — u)

e quindi

area D} (0) = area D} (O) + k u (h — 1),

dove & | k| << 1; cosi pure &

(21) P} (O)="P}(O)+ T up(h—1y),
con my < p << m,.
Ne segue
7 — 3 3 _
(22) q(h—mn) t 1 |_qglh—n® [k|pph—mn
6 P¥o) PE (O 6 P} (0) PX(0)
q htm, 1
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purche sia
3 Pp(C)?
S iy

Analogamente si prova che, se u & abbastanza piccolo, &

— A
(23) | £5(0)—8(0) | <+

2
e quindi & provata la (20).
b) Supponiamo che C (e quindi C) non possieda un arco nella striscia

hly<h+439.

Procuriamoci un’altra limitazione inferiore per Pj{(C).

Indichiamo con L (5) 1a lunghezza della base di Dj (0); L () & funzione
non crescente di 7.

Essendo, come si & gia notato mel n. 12, £;(C) << (g,), si ha

L (n) = @ (0,) — @ (07) = &, (0) — @ (0y)
e per la (17') e (8')

-

h— )3
L) =E(0) — y () = L=

6P5(0)

Essendo D#*(0) contenuto nel rettangolo che ha per base quella di D} (C)
e altezza (h — #), risulta

Py (0) < 7y L () (b — 1)

e quindi
- q(h —n)?
da cui
q
L h — —_—,
(n) =( n)Vﬁn2
Percio ¢
h
1
area D, (C)z[L(y)dy2 - Vé—qa;—(h—’?)%
2
e quindi ’
(24) Py0 =4 |6l b
K 2 Y 6ax,

Si osservi che il secondo membro di questa disuguaglianza non dipende
da C e quindi vale per ogni curva, come la C, che sta tutta nella striscia
0<y<h.
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Sussiste ancora la (21) e percio per la (24) si ha

1

gk —mP*| 1 1_ :q(h-—,])s [ k| (h—n)p g4pn2,u<i
6 py(0) I%(0) 6 Py(C) Py (0) ® 2
purché sia
¢ 1
” < 87'[3 .

Anche in questo caso vale quindi la (22) e analogamente la (23), da cui
segue la (20).

TEOREMA V : « Data una curve C di (Kj), fissato 2 >> 0 ad arbitrio, si puo
determinare un numero u > 0 in modo che se O é una qualungye curva di (Ky)
con le seguenti proprietd :

D) cD(0);

C ¢ C hanno lo stesso profilo a valle ;

Vintervallo intersezione di una qualsiasi vetta y—n < h col profilo a monte
di O ha estremi distanti meno di u dagli estremi corrispondenti dell’intervallo
intersezione di y—# col profilo a monte di C;

Varco di C contenuto nella striscia h<<y<<h - & appartiene ordinata-

mente all’intorno (u) del corrispondente arco di C ; allora é '

ly@)—r@) | <1 (0 < y < h)».

Indichiamo con P, (C) e P, (0) i pesi di D, (0) e D, (0) e con E la parte
di D(0) — D(C) che sta nella striscia » < y<<h 4 4. Si ha

P2 (0) = P, (0) + qarea {D%(0) — D, (C)},

P}(0)= P, (0) + qarea {D7(0) — D, (C)},

da cui _ _
P (0)= Py(0)+ [P, (0) — P, (0)] +
- g [area {D}(C) — D, (0)} — area {D,‘;‘(b—) — D, (5)}] .
Si ha : _ _
area { D¥ (0) — D, (0)} — area {D} (C) — D, (O)} =
— area { D*(C) — D*(C) — B} — area {D, (C) — D, (C) — B}
ed ¢

aren (D} () — D} () — B) < pu(h — ),

avea {D, (0) — D, (C) — B} << p(h — 7).
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Inoltre &

area (D, (0) — D, (O) <ph —n) tarea BE<p(h—n)+2Lp,

dove L & la lunghezza dell’arco di C compreso nella striscia h << pu<<h | 4.
Percio &

(25) PYHO)=P}(O)+kp, p(h—n)+ep, Lp

con |k|<3,|e|<2ep,, p, sono numeri compresi tra q e z,.

Si pud ora ripetere il ragionamento fatto nel Teorema IV sostituendo
alla (21) la (25). Si osservi che se la O fosse tutta contenuta nella striscia
0<y<h, lo stesso accade per C essendo D (C) € D (0). In tal caso nella
(25) 8 e=—=0 e si pud seguire il procedimento del Teorema IV, caso b).

15. - LIMITAZIONE INFERIORE PER L’ASCISSA DEL BARICENTRO.

Sia € una qualunque curva di (K;) ed y un valore di y con 0 <<y < h;
consideriamo il dominio D;—"(O) [v. n. 10] con la distribuzione di wmateria
p(x,y;y), e sia 53(0) Pascissa del suo baricentro; indichiamo con x—a e
x=—>0 le ascisse minima e massima della base di D;—' (0) sulla retta yzy.

TEOREMA VI: « 8i pud fissare un numero g, con 0 < o <1, per cui é
(26) E(0)=a+ o —a)

qualungue siano la curva C di (K;) e _7/ , con 0 g?/ <h>».
a) Se O possiede punti nella striscia bk < y< h -} 8 consideriamo

Parco o3 <<s<<o, di C, nel quale z(s) non & crescente e y(s) non decre-
scente. Sia R il rettangolo che ha per base il segmento [k ,y (o,)] della retta
¥ = x (0,), situato nel semipiano x >> x (o,) e tale che la sua area sia la stessa
del sottoinsieme A dei punti di D (C) per cui & x == (0,), y = h; il lato di
R opposto alla detta base sta sulla retta x ==, con x <  (oj).

Indichiamo con 4, la parte di 4 che non sta in R e con 4, quella di
R che non sta in 4; & area 4, — area 4,.

Posto
= 1 ®,y)dxd
pi_ area Ai 4 ,?I y?
4
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se poniamo in R
py in 4, ,
P (@, y)= _
(p(@,y) in R— 4,

R ha lo stesso peso di 4 e inoltre ’ascissa del suo baricentro & minore o
uguale dell’ascissa del baricentro di 4. Percid .se in D};(G) sostitniamo R,
con la distribuzione p, (v,y), a 4 otteniamo un nuovo dominio, che diremo
D,, il cui baricentro ha un’ascissa &, gsg (0).

Indicheremo con p, (x,y) la funzione coincidente con p, (x,y) in E e con
p @,y foori di R.

In D, si ha la distribuzione di materia p, (m,y;_) che coincide con
py(x,y) per y>h e acg;, mentre per ;gygh &

_ py(@,9) in D; (0),
P (@,Y59) = .
Per y>h e @ > x poniamo p‘(w,y;y):q.

b) Consideriamo ora il dominio D, ottenuto da D, aggiungendogli il
rettangolo che ha per base il segmento (z,b) della retta y=nh, altezza
y(o,) — h e situato nel semipiano y > k.

Eseguiamo in D, la nuova distribuzione di materia.

;p.(w,y;.'?) per s<uz,

P (@.y) =
g Yo —h =
(pl(wyyr?l) q v (00 per x>
Si ha , R
. h b yloy b
3/(04)—’0/ / ) / /
eso D, —peso D, —q ——— | d adx —— ] d dx—=peso D, .
p 2 = P TG 3/_ +4q (00 y% p 1
0 x h x

L’ascissa &, del baricentro di D, &

h 3 ylo) b
1 y(o4)—h/ f h [ f
— — d rda —ld xzdx
52 §| + peso D‘ % q y(04) y_ + q :l/(04) ?/—
0 x h ax

Percid se &, & I’ascissa del baric_ent;ro di D, , con la distribuzione p, (2, y),
& £y << .E};(()). Inoltre D, per x > x coincide col rettangolo di base (z, b) sulla

=§.
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retta y:@ e altezza y(o4)~g7, percio, dette X (5) e X(n) le ascisse minima
e massima dell’intersezione di D, con la retta y—1n, X(y) & funzione 1on
decrescente di # per y<77<y(o4), X (n) & costante.

¢) La distribuzione p, (¢ ,y) soddisfa alla limitazione

h
o=y, —r@y=mn

percid se &3 e l’ascissa del baricentro di 1), con la distribuzione p;(z,y)

g se  x<"{;,
Py(®,9) b
qh—l—a se x> &,

& certamente &3 << &, << Ef (0).

d) Nel rettangolo D3 avente per base il segmento (a,d) della retta
y=—y, altezza y(o,) — y e contenente D, dinmo la distribuzione p; (x,y);
per Pascissa £, del baricentro di D; & &, << &;. Infatti, essendo &; ascissa
del baricentro di I),, ed X (5) funzione non decrescente di 7, la base di
D, , formata dal segmento (¢ ,bd) della retta y_—__;, ha per baricentro il punto
v=¢, ed & £ <EH=<E(0)

e) Se in D, si di la nuova distribuzione

7y se r<<§,
Py (@, y) = L
qh——l—_g se x <&,

dove & & D’ascissa del baricentro di D, & §g$4£§g(0).
Calcoliamo &; si ha

1” ——a’2+qh+6(b2_52)

”g(f—f')+9m(b~f)

e sviluppando si ottiene ’equazione a cui soddisfa &

h hb I
(”2 1q-|-a)2 2(”2“ hq;ra>§+2 —hq—|-62
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Dovendo essere & > a 8i ricava

h h
n2a_hq__|_b6b+(b_a’)l/n2qh+6
£= :
qh

da cui

frestme T T e
7wy h 48
Essendo per la (1)
q h
ﬂg < 1 ) m £ 1 Py
posto \
q h q h
Vs it
- q h !
Tty m
risulta
0<e<1
ed &

f=a+tolb—a)<E(0),

che prova la (30), qualunque siano la C di (K;) ed 37

16. - PROPRIETA DELLE CURVE DELLA OLASSE (Kj;).

TEOREMA VII: «8e (' & una qualunque curva di (K;) 8i puo costruire
una curva C di (K;s) con D (C)c D (C') e quindi

area I (0) << area D (C)

e avente una delle sequenti proprieta :

«) il profilo a valle di C sta tutto sulla retta x—0,
oppure

B) il profilo a valle di C incontra lu retta x— x(0,) in un intervallo
— riducentesi eventualmente al solo punto [x(s,),0] — e tale intervallo con-
tiene almeno un punto della curva delle pressioni » .

Per comoditd di notazione la ¢’ sard indicata nella dimostrazione con

C e la C dell’enunciato sara la curva C, che si verrd a costruire.
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a) Sia C una curva di (K;) e indichiamo con C, la frontiera del do-
minio ottenuto togliendo da D (C) tutti i punti (#,y) con # < x(s,) + &, per
e=>0; con x —y, (y) indichiamo la curva delle pressioni di C. e con I V’in-
sieme degli ¢ per cui ¢, appartiene a (K;). I contiene é==0 ed & superior-
mente limitato; infatti se C, appartiene a (K;) deve passare per il punto H
e percid & e<< — x(o,). y

Detto ¢, P’estremo superiore di I, dimostriamo che C., appartiene a (Ks),

Ammettiamo che &, non appartenga ad I e sia quindi un elemento di
accumulazione di I. C,, differisce da O solo per un arco del profilo a valle
e tale arco di C,, sta sulla retta # —x (0,) | ¢,; lungo V’arco chiuso A co-
mune ai profili a valle di C,, e C & y,,(y) =7y (y). Percid se C,, non appar-
tiene a (K;) esiste’ un punto y —# della curva delle pressioni # — y,, (y) che
non appartiene a D (C.,),n essendo inferiore alla minima ordinata dei punti
di A ; ne segue che y —7 incontra il profilo a valle di C., nel solo punto
x=1w(0,)f ¢, ed &

27) x(0,) g — 7y, () =21>0.

i

Per il Teorema IV (n. 14) si pud determinare u, con 0 << u << 1, in
modo che sia

|70 (0) —y ()| < 4

per ogni ¢ distinta da C., al piu lungo il profilo a valle, i profili a valle
di Ce C., essendo incontrati dalle parallele all’asse x in intervalli aventi
estremi corrispondenti distanti meno di u e dove x=—=y (y) & la curva delle
pressioni di C. Se z & un elemento di I con gy — p < & < g, risulta quindi

[7eo () — 7 () | <4,

da cui

(28) 7o () < 7eo () + .

L’estremo inferiore dell’intervallo in cui y —# incontra il profilo a valle
di C. ha un’ascissa » = (0,) 4 ¢ e quindi per le (27) e (28) si ha

e <zlo)te—A<m(o)te—p<w(o) ey

che esprime che il punto [y, (y), ] non appartiene a D (C.) ossia che C, non
appartiene a (K;), contro ipotesi che ¢ appartenga ad I. B cosl dimostrato
che C,, appartiene a (Kj).

Per la costruzione fatta & D(C,) € D(C) e quindi area D(C,)<<area (DC).
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b) Se & x(0,) -6, =0, la curva C;, ha la proprietd «) e il teorema
& dimostrato.

¢) Sia « (0,) + &, < 0 e proviamo che la C,, ha la proprieta f), espressa

nell’enunciato del teorema. i

Siano x — . (8),y — y.(s) le equazioni della C.. Se C,, non ha la pro-
prieta f), sia ¢® << 8 <<o? Varco I" di C,, in cui il profilo a valle di C., ap-
partiene alla retta # — « (6,) | ¢, . Poich® per s =0 C,, passa per H & ¢° > 0.
Si pud determinare ¢* con 0 < o* << o® in modo che per o* << 8 << o 1a dif-
ferenza y,, [y., (8)] — ., (8) risulti sempre positiva.

Tale differenza & sempre non negativa perché C, appartiene a (Kj;) [V.
la (18) del n. 12]; se, comunque sia ¢* prossimo a o¢° vi fossero valori di
8 con o* << s << ¢° per cui tale differenza & nulla si avrebbe per la (19)

lim {730 [yio (8)] - xfo } = lim 780 [l/] - $€o o ) =7 [yio 0)] - wso (00) =0
8—00—0 y—Y(a0)+

e sull’estremo s —0° di I" si avrebbe un punto della curva delle pressioni,
mentre si & supposto che non sussista la g).
Tissato uno di questi ¢*, con 0 < ¢* << 0%, la funzione

780 [yso 8)] wé‘o 8)

& una funzione semicontinua inferiormente su (o*. o) [Teorema III] ed ha
un minimo 21> 0, non sussistendo la f).

Per la definizione di I' & inoltre x,, (¢*) — 2, (c°) > 0.

Fissato cosl 1, si determini il numero u << 1 in base al Teorema v,
ove si ponga C —C,,. Sia ¢ un numero con

g < e et p, < g+ w, (6% — (00

la curva C. ¢ una delle C del Teorema IV ed &

e (M) > 7 (1) — 4, per 0<<y<h.

Indichiamo con s il massimo valore di s per cui (su C,,) & wso(s)__ac )+ €;
essendo

1) e =2 (0%) + e — gy < @, (0%)

risulta s < o*
Per 7> y,o (s) Cs coincide con C;, e cosi pure coincidono gli archi delle
rispettive curve delle pressioni per h < 9 <<y, (s ).
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Per 7 < ¥.(s), 86 & ., (s,) =17 & anche s, >s e quindi s, appartiene
all’intervallo (o*, o)) in cui &

Voo (1) — ®ey (85,) =214,

Ne segue, indicato con s, il primo valore di 8 (su C,) per cni y, (s;) =7,

78(’7)>730("7)'_'1>weo(317)+1>ms(”,q)—‘_/‘+'l>we(3;7)°

Quindi e
Ve [ys (3)] =2, (8)

per ogni s eon 0 <<y, (s) < h e cid prova che (. appartiene a (K;), contro
Pipotesi che &, sia ’estremo superiore dell’insieme I. Percio C., deve avere
la proprieta ) e il Teorema VII & cosi dimostrato.

TEOREMA VIII: « 8e C' é una qualunque curva di (K;) si pud costruire
una curva C di (Ks) con D (C)c D (C) e quindi

area D (C) < area D ()

tale che la curva delle pressioni ha a comune col profilo a valle un punto
[ (;),y(;)], in cui essa é continua ; la retta y:y(;) incontra 1l profilo a
monte nel solo punto x—u (o,) ¢ la parte di D(C) che sta nella striscia
0<y<< y(o) & il rettangolo che ha per base sull’asse x Vintervallo ® (6)y =
= (0,) <2 <0, e altezza ¥ (0)» .

Per il Teorema VII possiamo passare dalla curva ¢’ di (Ks) a una curva
C, con area D (C)<<arew D(C’), avente le proprieta a) o f).

a) Supponiamo che C abbia la proprietda f) del Teorema VII.

C & una curva di (K;) tale che il profilo a valle contiene un arco (of, 0,)
— eventualmente riducentesi a un solo punto — che giace sulla retta z —
—a(0,) e che contiene almeno un punto della curva delle pressioni; sia
y la minima ofdinata di tali punti.

Indichiamo con C, la frontiera del dominio ottenuto togliendo da D (C)
tutti i punti con # > x(0y) — &, cone =0.

Analogamente a come si & fatto nella dimostrazione del Teorema VII [a)],
usufruendo del Teorema V invece che del Teorema 1V, si dimostra che se
g, & Vestremo superiore degli ¢ per cui C, appartiene a (Kj), la curva C,,
appartiene a (K;).

La retta # — x (s,) — ¢, contiene un arco (eventualmente riducentesi a
un punto) del profilo a monte di C,, e sia ¥ lJa massima ordinata dei punti
di tale arco, Dimostiiamo che sull’arco del profilo a valle di C,, che sta

7. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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sulla retta o —x (o,) esiste un punto della curva delle presssioni di ordi-
nata y<< Y.

Sull’arco di C,, che sta sulla retta #=—x (o,) esistono certamente punti
della curva delle pressioni di ordinata <y, in quanto la C,, coincide, nella
striscia y << y<<h -+ 0 con la C; infatti se cid non fosse sarebbe

£ (Co) < E(0),

* *
P} (0.) < P3(0)

e quindi per la (8) si avrebbe y,, (_a_/_) <3 @), da cui, per la definizione di
;, gi dedurrebbe che C., non appartiene a (Kj).

Se non ci fossero sull’arco # —2x (o,) di C,, punti della curva delle pres-
sioni con ordinata < Y, si potrebbe determinare Y’ con ¥ < Y’ < y tale
che in tutto il segmento (0, Y') delia retta x— & (0,) non esistano punti
della curva delle pressioni. ’

Ripetendo un ragionamento gid fatto nella dimostrazione del Teore-
ma VII [¢)] se ne deduce che esistono ¢ > g, per cui C. appartiene ancora
alla classe (K;s), contro Dipotesi che g, sia Pestremo superiore degli & per
cui C, sta in (Kj).

R cosl dimostrato che sull’areo z — = (¢,) di C, esiste un punto [= (0,) , ¥,]
della curva delle pressioni con ordinata y, << Y¥; con y, indichiamo la mi-
nima ordinata di tali punti.

Se & y, =Y la retta y — y, 1ion pud avere a comune col profilo a monte -
di C,, un intervallo; infatti in tal caso sarebbe per la (19) del n. 13

hm yeo (y) > 7&0 (yi) —=x (01)
Y= —0
e x (6,) — ¥, (y) avrebbe un estremo inferiore positivo nell’intervallo 0<<y<(y,.
Percid con un ragionamento gia fatto nella dimostrazione del Teorema VII
[¢)], ne seguirebbe che esisterebbero degli ¢ > ¢, per cui C, appartiene a (Kj).
Quindi la retta y—y, incontra il profilo a monte in uh sol punto e
percid la funzione y, (y) & continua per y —y, .
Se si pone C =UC,, il Teorema VIII & in questo caso dimeostrato.
b) Se la curva C del Teorema VII ha la proprietd &) la dimostrazione
8i conduce in modo analogo.

I1 seguente Teorema chiarisce la struttura della classe (Kj).

TEOREMA IX: « Ad ogni numero N sufficientemente grande 8i pud far
corrispondere un retiangolo R del piano xy con la proprietd che se G’ ¢ una
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qualunque curva di (Ks) con area D(C)<<N, si pud costruire una C di (Kj)
con area D (C)< area D (C') che é tutta contenuta in R e che ha le proprieta
espresse per la curva C nel Teorema VIII ».

Fissato il numero N in modo che esistano curve di (K;) racchiudenti
un’area << N, sia ¢’ una di tali curve.

Sia* C la curva che corrisponde a C’ per il Teorema VIII; bastera de-
finire R, dipendente solo da N e non da (', e dimostrare che C appartiene
ad R.

Distinguiamo due casi:

/

19 caso : Sia y(;)z—g—.

In tal caso &

area D (C) = [« (o) —  (0,)] —Z? ,

h
contenendo D (C) il rettangolo di altezza " & base [® (a,) , 2 (0,)] sull’asse « .

2
Essendo .
area D(C)<< N,
risulta
2N
.’I/'(Gg) —xX (0‘) < T

ed essendo 2 (0,) << 0,2 (0) =0,

2N 2N
w("g)Z—*h—a “’(02)S—h—--

Se per R si assume il rettangolo R, del piano xy avente per base sul-

I’asse x ’intervallo
_2N 2X¥
hh

e altezza h | 8, la curva C & contenuta in E,.

20 oago: Sia y (o) <% .

Consideriamo la parte di D (C) per cui & y =y (s) che si appoggia alla
retta y:y(;) sull’ intervallo x (0,) << x << # (g,).
Per il Teorema VI (n. 15) detta &, - (C) Pascissa del baricentro Dj - (0)
si ha
*

éy(;) (O) 2 X (01) —|_ Q {(1/' (02) - (01)] )
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dove ¢ & un numero fissato, con 0 << ¢ << 1. Poiche il rettangolo che ha
per base l’intervallo [_0 , @ (0,)] della retta y —y (o) e altezza h — y (o), situato
nel semipiano y > y (o), & contenuto in 1):(;), risulta

*

Py (0) > qa(oy) [k —y (o)]
e quindi &

glh—y@P 2
6P, (0) ~6a(%) '

Se fosse
/1
@ (og) > h V Bo
ne seguirebbe
eeion 6 x(a,)

e quindi, avendosi x(¢,) << 0, risulterebbe

*

) g[h—y(o)P
Y (o) :

(Ot Zelele) =l =evlod> et )

&

Essendo per la (8')

* o qh—y@P =
y(;)(C)—W—— [y (o)] ,

NG
ne segue _ _
7 (y (o)) > @ (0,) = (0),

che coxltraddice Iipotesi che la curva delle pressioni passi per il punto
®=w(c), y=y(o).
Deve quindi essere

1
X (02) < h ]/6—9

Procuriamoci un’altra limitazione inferiore per P;(;)(C).

Se & 5 <k si indichi con L(y) la lunghezza dell’intervallo base' di
D, (0) sulla retta y —y; poichd C appartiene a (K;) deve essere [V. Teo-
rema IV, b))

q(h— ) = qg(h—y)3
6 P (0) 67y, Lin)[h+6—1n)’

L=



a gravita di minimo volume 261

da cui
qh— P
(29) L(”)2V6n2(h+d—n)‘
Percio &
h
o T q(h— ) l/ q(h— 7P _
M%D”(“)(C)>f_l/6n2(h+6—17)d”>-,( AT B

Yy (o)

Neé segue che &
* Y
Py(;)(b) >kan,.

Supponiamo che sia

. q 3
| #(a,) | _—w(oi)>6knlg'
Essendo _
g qlh—y(OI‘*
6k o 691)”(“)(0) '
risulta _
h — vy (6)]3
—w(a,)g>Q[ y )P,

£ ’
Py @) ©
essendo per il Teorema VI

fy(a)(o)—w G,) > Q[w(az)_w(%)] > —Q‘”(oi)y
ne segue 3
%* -(C) — ; [h — :'/ )] ,
£ (0)— (o) > ——Mw)

ossia ancora

¥ ¥ (0) > @ (0;) =2 (o)

e la curva delle pressioni non passerebbe per il punto [z (;),y(;)].
Deve percio essere
qhd

z(0,) > — 6707!1@.

Si pud quindi assumere come rettangolo R il rettangolo R, che ha per
base sull’asse x 1’intervallo

67"7‘19< Sh]/—

e DPaltezza h - 6, situato nel semipiano y > 0.
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Detto E un rettangolo che contenga R, ed R, & cosl dimostrato che E,
indipendente da C, contiene C.

17, - ESISTENZA DELLA SOLUZIONE DEL PROBLEMA VARIAZIONALE NELLA
CLASSE (Kj).

TEOREMA X : « Il funzionale area D (C) ha minimo nella classe (Ks)».
a) Detto i Vestremo inferiore di area D (C) in (Kj;) sia {C;} una sue-
cessione di curve di (K;) per cui si abbia

areaD(CL,)<i+% m=1,2,...)

Fissato N —1 4 1, determiniamo il rettangolo R del Teorema IX del
n. 16 e, posto ¢’ = O,,, sia C, la curva rappresentata in tale Teorema con
C. E ancora

(30) area D (Cy) < i 4 ,_t

e C, appartiene ad R.

Siano x =, (8) y =1y, (s) le equazioni di C, € 65,4, G2y O30, Ogn, L
i valori di 8 che limitano gli archi di C,, ove le a,(s) e y, (s) hanno le pro-
prieta indicate nel n. 11 se w_y,,( ) & Vequazione della curva delle pres-
sioni esiste un valore o, di s (0<a,,go1 .) tale che la curva delle pres-
gioni passa per il punto [z, (o,,),,y,, (o“ )], con x, (o,,)___x,, (01,4); la parte di
D(C,) che sta nella striscia 0 <<y <<y, (o,,) & un rettangolo e la retta y — y(;,,)
incontra il profilo a monte di C, in un solo punto di ascissa wx,, (0,,4).

Ogni curva C di (K;) contenuta in R ha lunghezza non superiore al pe-
rimetro di R. Percio le C, hanno lunghezza complessivamente limitata e per
un noto teorema di HILBERT (3) la successione {C,} possiede almeno una curva
di accumulazione, che indicheremo con C,, di equazioni » — x,(s), y =y, (8)
0<<s<1, con x,(s) e y,(s) assolutamente continue; inoltre C,, come le
Oy, & una curva chiusa.

Poiché area D (C) & un funzionale continuo di C segue dalla (30) che &

area D (C)) =1

(®) Cfr. ad es. L. ToNELLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Bologna, Ed. Zam-
chelli, Vol. I, pag. 87; per la definizione di curva d’accumulazione, v. pag. 73.
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Per dimostrare che (, da il minimo a D(C) in (K;) basta quindi pro-
vure che C, appartiene a (K;).
b) Poiché ogni ¢, passa per H = (0, h), anche C, passa per H.
Indicata con L,() 1a langhezza dell’intervallo di base di D,(C,) [Ogn<h],
si ha, analogamente alla (29).

g —n?

da cui segue

Ny a4 b

(32 S

e/

(33) area D C)>/V oh— 1y .
" 6, (h 4 06—mn)

Ogni C, passa per il punto (0,0) e incontra I’asse # in un intervallo
di Junghezza L,(0); per la (32) C, possiede in comune con l’asse x# un in-
tervallo contenente il punto (0, 0). )

Diciamo ¢, il primo valore di s per cui y,(s)=0. In (0, 0,) le fun-
zioni x, (8) e y,(s) sono non crescenti; tale proprieta & immediata conseguenza
del fatto che x,(s) e y,(8) sono non crescenti nell’intervallo (0, 6;,).

Sia 0,9 > 01, il massimo valore di 8 per cui & y(s) =0 e o3, il primo
valore di 8 > g5 per cui & y,(8)=—"h.

Sull’arco 0,9 << 8 << 05 le funzioni x, (s) e y, (s) sono rispettivamente non -.
crescente e non decrescente. ’

" Se nell’arco (03,04 ly) esistono due diversi valori di s, ad es. s, e s, per
cui &
Zo[81) =20 (82), Yo (8:) =10 (%),

Parco 8, <<s<|s, di C, & costituito di un intervallo della retta x— x,(s,)
percorso prima nel senso delle y crescenti e poi in quello delle y decrescenti;
sopprimiamo da C, ogni tule eventuale arco, chiamando ancora C, la curva
che ne risulta. Se P’areco (o3, ) di O, non giace sulla retta y—~"h, sia g4,
il primo valore di s per cui y,(s) assume il suo valore massimo che & << h 4 4;
in (03,0, 040) %y(8) € Yo (8) sono funzioni rispettivamente non crescenie e non
decrescente e in (g4, l) entrambi non crescenti.
¢) Dimostriamo che C, é frontiera di un dominio.

La retta x—1# per 0 <5 < ¥y, (04) incontra D (Cy) in un intervallo di

lunghezza L () positiva; cid segue subito dalla (31) per 0 <y <<h e per
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h << n <yy(o4,) dalle considerazioni svolte in b) sull’arco (o3, lp) di Cy; inoltre
L (n) & funzione non crescente di 7.

Per dimostrare che (, racchiude un dominio resta da provare che O,
ha a comune coll’asse = nn intervallo i cui punti sono tutti d’accumulazione
di puuti'interni a C,, ossia che al variare di s da 010 & Oy &

@y (61,0) < @ (8) < @, (02,0)-

Diciamo rispettivamente a« e g il minimo e il massimo di a,(s)

(01,0 5 03,0
d) Dimostrazione che é f— x,(05).

Supponiamo che sia f > x,(0s,); dalle proprieta di monotonia dei profili
a monte delle ¢, segue che, al variare di s in un intervallo contenuto in
(61,0 y 02,0) © avente per secondo estremo op,, il punto che gh corrisponde su
C, descrive prima Dintervallo [, (01,), f] dell’asse x nel verso positivo e poi
Pintervallo [x, (d2,), ] nel verso negativo.

3
Analogamente alla (33) se & 5 << > si ha

h —
area D, (0,.)>fl/ﬁnq(§t 6.1/_3/) dy,
2

q(h —y)p .
area D, (Cp) >/V6n2(h 3—9) ay;

. N . h
ne segue che si pud determinare un numero @ >0 tale che se ng—z—

risulta .
(34) P} (Cn)>Q, Py(Cy) > Q.

Dimostriamo che si possono determinare i numeri g, e g con 0 <o, <
<@y <h, in modo che se C, appartiene ordinatamente all’intorno (o,) di C,,
8i abbia

(35) 7 [Yn (_an)] > 7a(02)y

dove o, & il valore di 8 per cui la curva delle pressioni di O, passa per un
punto del profilo a valle di ascissa x,(0y.).
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h .
Fissiamo g, con 0 <C gog? abbastanza piccolo in modo che sia

¢W (h — 00 [8 — y (930—200] _ a (81" + 300k + eddeo .
- ’
6 7 (area R)? 60Q

(36)

ne segue che &

(36) oo < L lond),

La curva (,, appartenga ordinatamente all’intorno (9) di C, con
0<<e<e-

Si ha @, (02,4) > B — 0, Infatti nell’intorno (¢) del punto (8,0) di C,
cade almeno un punto di C, la cui ascissa & quindi =8—90>f— 0;
poiche x,(0;,) & la massima ascissa dei punti di 0,,, ne segue ,,(65,,) > — 0,-

Si ha inoltre y, (s,) << 0, . Infatti, se fosse y, (c.) = g, , l'arco di C, che
sta sulla retta x— =, (0,,) avrebbe una lunghezza > ¢, perché tale arco &
incontrato dalla retta y—1y, (;,,); per la (36’) ed avendosi x,, (024) > B — 0o
il punto di massima ordinata di tale arco disterebbe pitt di ¢ da ogni punto
di C,, contro Vipotesi che C,, appartenga ordinatamente all’intorno (g) di ¢, .

Posto, per semplicitd di scrittura, y, (0n) =9Yn, consideriamo i domini
D (C4) & D, (On); essendo y,< gy & D} (Cy)D D3(0n).

La retta y —yg, incontra il profilo a monte di €, in punti di ascissa
< %, (05,0); percid, se o & abbastanza piccolo, la C, & incontrata dalla retta
¥ =9, in punti di ascissa < x;(0s,) + 0,. Sappiamo invece che la retta

¥ =y, incontra il profilo a monte di C, nel solo punto ©=2a, (05,) > — 0o.
Da cio segue che &

PL (Cu) — 8,(Ca) > g (b — og) [ (02.0) — @y (03,0) — 0o] >
> q(h— 0o) |8 — @, (62,0) — 2 0] -
Percio si ha, tenuto conto della (34) e che & "3‘/” < 005
h—gyp " [P} (0.)— P& (C)]
I);;n (0") ‘6 Pz) (G”) 'P;pl (Cn)

4 -9
6 P5(C.) 6

3h’y, —3hy,+ yn
P (Cy)
Yn

i 300 — 3001 — 0}
6 PI:,(G")

q
+—6— >

S P10 — o) [B— (020 —20] _ g (31 + 3hgy+ oD oo
6 n2 [area RJ? 60 >0

.

per la (36).
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La (37) sussiste per ogni g, soddisfacente alla (36) (con 0<pp< —g—)

e C, appartenente ordinatamente a un intorno (¢) di C, con o << g, e suffi-
cientemente piccolo. R

In modo analogo si pud dimostrare che si puo fissare x> 0 in modo
che per o < u sia

&, (On) — & (C) >0,

per ogni C, che appartiene ordinatamente a un intorno (o) di C,, con ¢ < o
e sufficientgmente piccolo.

Detto g, il pit piccolo fra u e g, per la (8”) & cosi dimostrata la (35).

La curva C, appartenga ordinatamente all’intorno (¢,) di C,.

Detta =, l’ascissa di un punto in cui y = g, incontra il profilo a valle
di C, si ha &, <<y, (0,); essendo @, (61,) = . [V (0,)] , Segue dalla (35)

Ly (ol,n) >z, ’

che contraddice il fatto che su (0,0,,) la funzione x,(8) & non crescente.
Deve quindi essere f— x,(02,) .
e) Dimostrazione che é o =— x;(oy,) .

Supponiame che sia a < #,(0,,); al variare di s in [o;4,099], il punto
corrispondente su C, si muove percorrendo prima 1 intervallo [a, %, (o,)]
dell’asse = nel verso negativo e poi Iintervallo [a,x, (020)] nel verso positivo,

Dimostriamo che, fissato ¢ > 0, 8i puo determinare un numero o > 0 tale
che per ogni C, che appartiene ordinatamente all’intorno (o) di C, é

(38) [ 7u @) — 70 (W) | <&,

4
dove y, € y, sono due qualunque valori di y con

0<y <o, 0=y, <o-

. Indichiamo con w(g) loscillazione della funzione x,(s) nell’intervallo
(02,04 02) , dove o5 & il massino valore di 8 > o0, per cui & y,(s) —¢; poiche
per s > o,, & sempre y,(s) > 0, per ¢ ~08; 0, ¢ quindi (o) ~0.

Fissato u > 0 ad arbitrio, si determini g, > 0 in modo che sia

Layo,+[wle)+20]ah+ )< p,

dove I, & la langhezza del lato di R che sta sull’asse x.
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La retta y — g, incontra il profilo a monte di C, in un intervallo i cui
punti hanno una minima ascissa X, ; si puo determinare g,, con 0 <g,<<p,,
in modo che se C, appartiene ordinatamente all’intorno (gp,) di C, la retta
y — g, incontri il profilo a monte di C, in punti tutti di ascissa = X; — o,.

Poichd il punto [z, (oy,,), 0)] di C, appartiene all’ intorno (g,) di almeno
un punto di C, si ba, essendo per d) (o) la massima ascissa dei
punti di C,, :

@y (02,n) < #( (02,0) + 04 -

Detto X, il punto di minima ascissa in cui la retta y — o, incontra il
profilo a monte di C, si‘ha

Ly (02,71) - X2 =, (02,0) - X1 + 200=o (91) + 2 (R

Percio se & 0 <y, << 0,, 0 <y, <<, 8i ha

I Py*;(Cn)_P;,(Cn) | SP*(Cn)—-P;;(Cn)S
< Layo,+[w(e)+2elat+8)<p.

Da questa disuguaglianza e per la (34) segue, in modo analogo a come
si & provata la (37), che si puo determinare g, > 0 in modo che se C, ap-
partiene ordinatamente all’intorno (gg) di C, risulti

(h — v, _ (b — y,)® £

Py, (Cy) Py, (Cy) 2’

4
6

per 0 <y, g3, 0<y,<<¢3-
In modo analogo si pud determinare (p,) in modo. che sia per ogni
C. appartenente ordinatamente all’intorno (g,) di C,

€

per 0 <<y, <o,, 0y, <<g,. Detto o il minore fra g, e g, per la (8") &

dimostrata la (38).

%y (01,0) — &
3

per ogni O, appartenente ordinatamente all’intorno (g) di C,. Per tali C, &,

per un ragionamento gia fatto pit volte,

Fissato ¢ — , si determini ¢ < ¢ in modo che sussista la (38)

Zn (01,0) < & Q.
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La retta y —p incontra il profilo a valle di C, in punti di ascissa
=, (ol 0); percid se C, appartiene ordinatamente ad un intorne (¢') di C,
con o’ <o e sufficientemente piccolo la retta y — g incontra il profilo a
valle di O, in punti di ascissa X, = &, (01,0) — ¢; inoltre & X, << y, (o).

Sappiamo che esiste un valore 6, di s per cui @

70 [Yn (_o,,)] =&, (01,0) -

Con un breve ragionamento, gia fatto in d), si prova che Darco di
C, che sta sulla retta  — w, (01,,,) ha lunghezza < o e quindi & y, (0,) <p.
Ne segue

7::(0)""7’n[yn(;n)l2)(14_“'”(01,11)2'”0(01,0)_“—29238—29>87

che contraddice la (38). B quindi « =, (01,).
f) Per provare che C, appartiene a (K;) resta da dimostrare (per la
18) del n. 12) che é

(39) o (8) << 7 [Yo ()]

per gli 8 di (0,0,,) per cui y,(8) <h.

Per ottenere cid dimostriamo prima che, fissati 5, con 0 <<n<<h ed
e > 0 ad arbitrio, si puo determinare il numero positivo o in modo che se
Cn appartiene ordinatamente all’intorno (¢) di (C,) é

(40) [ () —ro(n) | <e.

Infatti se o & abbastanza piccolo Py (C,) differisce di poco quanto si
vuole da Pj (C,) e su cid non influisce ’eventuale soppressione dell’arco di
C, ‘situato nel semipiano y > & e coincidente con un intervallo di una retta
parallela all’asse y percorso nei due sensi; lo stesso vale per £,*(C,) e &¥(C,).

Per la (31) tanto area D} (C,) che area D} (C,) sono maggiori di

(h—y9p®
fl/ﬁ”z hFo—p?

Ne segue che si pud determinare un uumero positivo ¢, e per g ab-
bastanza piccolo &

P7(Cw) > @y, P3(Co) > @

e da cio si deduce la (40).
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Supponiamo che esista un valore ‘s dellintervallo (0,0,), con y, (;) <h,
in cui sia

(41) o (8) > 7o [¥, ()] -

Se y =y, (;) incontra il profilo a valle di C, in un intervallo, la (41) &
verificata certamente se x,(s) & la massima ascissa dei punti di tale inter-
vallo. Per la osservazione fatta alla fine del n. 13 si ha

lim x,(8) ==, (;) y

3—8—0

lim yo [y, (8)] = lim y, () =y, [9, (8)] 5
3—+5—0 Y—Yo(8)+0 )

ne segue che la (41) & verificata in tutto un intorno &' < s <<s. In tale in-
torno non pud essere y;(s) quasi ovunque nulla, altrimenti x, (8) non sarebbe
la massima ascissa dell’intervallo comune a y —y, (s) col profilo a valle di
Cy; percio esisteno valori_ di 8, che indicherelqo ancora con s_, per cui vale
la (41) e la retfa y —y, (s) incontra il profilo a valle di C, in un solo punto.

Fissato ¢, con 0 < & < 20 ®) — 270 [y0 () , 8i determini o, con 0 < o < ¢,

in modo che se _(_J,, appartiene ordinatamente all’intorno (o) di C, valga la
(40) con 5 =y, (3). _

Detta X, la massima ascissa dellintersezione di y —y,(s) col profilo a
valle di C,, se C, appartiene ordinatamente ad un intorno (¢') di C, con
¢’ < ¢ e sufficientemente piccolo &

Xy >2(8)—e .
-Ne segue per la (40)

2

X, > 1y (5)— 0 > 70 [9o B)] - 2 £ — 0> 70 lyy @] + £ > 70 [y0 B)] -
La C, non verifica quindi per s— la condizione
@0 (8) < 70 [yn ()]
e non pud appartenere a (K;); cid & assurdo e quindi non 'vale la (41).

Percid- sussiste la (39) e C, appartiene a (Ks;). Cosi il Teorema X &
completamente dimostrato.
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§ 3. Sicurezza al rovesciamento.

18. GRADO DI SICUREZZA AL ROVESOCIAMENTO.

I1 dominio D, (C) & soggetto a una forza F, che agisce verticalmente .
verso il basso, costituita dal suo peso e dalla componente verticale della
pressione idrostatica agente su D, (C).

Diciamo momento stabilizzante alla quota 7 il momento M, (i) di F, ri-
spetto al punto [z (o;),y] di minima ascissa della base di D, (C). Con fa-
cili caleoli si ha, con le notazioni del n. 9,

M,(n):w(o;)UY(s)ds—l— Y,,}—w,, Yq—/Y(s)w(s)ds.
I

%n

Il dominio D, (C) & soggetto p’ure ad una forza F, agente nella dire-
zione dell’asse x (e in verso opposto), costituita dalla componente orizzontale
della pressione idrostatica.

Diciamo momento rovesciante alla quota 7 il momento M, (n) di F, ri-
spetto a [x (o7) ,7].

Si ha

M,(q):fX(s)y(e)ds—an(s)ds.
i ]

Diciamo grado di sicurezza al rovesciamento alla quota n e lo indiche-
remo con z (%), il rapporto

M,
r0= 5oy
Posto
X '
5: (0= 1% ’

si ba, per quasto gid visto nei nn. 9 e 10,

M (n) = X, — 2 (07) PL(C),

M ()= — gy
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e quindi &
()= = —q- 2o i 0,
= —_—n)3
g (b —nP

Dalla (8”) risulta che &

x (07) < 7 (n) per () >1,

x(o) =y per r(n=1,

(o) >y per  r(p<I.

Fissato un numero r, =1 diciamo che D(C) ha un grado di sicurezza
al rovesciamento =r, se ¢ Sempre

r () =7, 0=y <h.

19. - ESISTENZA DELLA DIGA DI MINIMO VOLUME CON GRADO D1 SICUREZZA
AL ROVESCIAMENTO MAGGIORE O UGUALE A UN VALORE ASSEGNATO.

Se D (C) ha un grado di sicurezza al rovesciamento =17, =1 si ha per
09 <h

Mq(n) __ Xy — @ (oy) Py (C)

= > 7,.
M’)‘ (’7) _q_ (h — 77)3
6
Ne segue che e
- i i
(42) @ {0,) < EH(C) — 7, T(O? :

Diciamo curva delle pressioni con grado di sicurezza 1y la curva di
equazione
q(h—yp

® =1y, (y) =& (C) — r, 6 P}(C)

Se C & una curva di (K;) per cui D(C) ha grado di sicurezza al rove-
sciamento =7, =1 per essa sussiste la (42) e questa — con considerazioni

analoghe a qnelle svolte nel n. 12 — equivale a

(18" o (8) << pr, [y (8)] per 0<s<<o, e y@B<h.
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Diciamo classe (K;™) la sottoclasse delle curve di (Kj) che verificano la
condizione (18').

La classe (K{™) & costituita da tutte le carve ¢ di (Kj) per cui D (C)
ha grado di sicurezza al rovesciamento =r,.

La curva delle pressioni con grado di sicurezza r, ha le stesse proprieta
qualitative dimostrate nei nn. 13 e 14 per la curva delle pressioni # —y (y)
delle curve di (Kj).

Per la classe (K,;’“)) sussistono i teoremi del n. 16 nei cui enunciati
basta sostituire alla (Kj) la (K;™) e alla # =1y (y) la curva delle pressioni
con grado di sicurezza ry. . '

Lo stesso vale per il Teorema X, cio® si ha il

TEOREMA XI: « Il funzionale area I) (C) ha minimo nella classe (Ka("’)) ».
B cosi dimostrato che esiste'la diga di minimo volume fra tutte quelle
con profili C regolari in modo da appartenere a (K;) e per cui D(C) ha
grado di sicurezza al rovesciamento =7, =1, dove r, & un numero assegnato.

§ 4. Diga a gravita di minimo peso.

20. - POSIZIONE DEL PROBLEMA DELLA DIGA A GRAVITA DI MINIMO PESO.

Accanto al problema fino ad ora studiato della diga a gravita di mini-
mo volume presenta interesse lo studio della diga a gravita di minimo peso.
Si tratta ora di rendere minimo, in una opportuna classe di profili, non il
funzionale area D (C) bensi ’

peso D(C)_—:P(C):[fp(w,y)dmdy,
"D

la funzione p (x , y) essendo assegnata iu tutto il piano x y, quasi continua
positiva e soddisfacente alla condizione

(1) m=p@,y) <m,.

Se la funzione p (r y) si riduce a una costante, il profilo di minimo
peso esiste e coincide con quello di minimo volume.
. Nel caso generale di distribuzione di materia in modo discontinuo il
profilo di minimo peso sara diverso da quello di minimo volume; Pesistenza
di tale profilo segue facilmente dai risultati del § 2, come ora dimostreremo.
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21. - ESISTENZA DEL PROFILO DI MINIMO PESO NELLA OLASSE (Kj).

Per ogni curva C di (Kj) il dominio D (C) & un insieme limitato e mi-
surabile e quindi esiste ed & finito I’integrale

PO=[[re,nacay.

D(¢)

Nei teoremi VII e VIII [n. 16] si assegna una curva ¢ di (K;) e si
costruisce una curva C di (K;) con D (0)c D (0') e avente opportune pro-
prieta; da D (C)c D (0') segue che &

P(C)< P(0).
Se O’ & una qualunque curva di (Ks) con P (C’) << N', si ha perla (1)
n, area D (0) << P (0)<< N’

)

da cui
area D(O’)Sﬂ-—:N.

e
Percido dal Teorema IX [n. 16] si deduce immediatamente il

TEOREMA XII: « Ad ogni numero N' sufficientemente grande si pud far
corrispondere un rettangolo R’ mnel piano xy con la proprieta che se €' @&

una qualunque cwrva di (K3) con P (0)<N’, 80 pud costruire una 0 di (Ky)

con P (C) < P(C'), che & tutta contenuta in R e che ha le propriéta espresse
per la curva C nel teorema” VIII ».
Dimostriamo ora il teorema di esistenza e cioé il

\

TEOREMA XIII: « Il funzionale P (O) ha minimo nella classe (Ks)».
Sia i Vestremo inferiore di P (C) in (K;) e sia {C;] una successione di
curve di (K;) per cui si abbia

P(E,’.)<i—l——11;— m=1,2,...)

Figsato Ny =i - 1 determiniamo il rettangolo R’ e posto 0 = C, sia
Z‘,, la curva di (K;) rappresentata con C nel Teorema XII. B ancora
P(5)<i-|——;- m=1,2,....
e O, appartiene ad R'.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Come nella _parte a) della dimostrazione del Teorema X 8i prova che
la successione {C,} possiede una curva C, di accumulazione; poichs P (C)
¢ un funzionale continuo di C, risulta

P (Cp) = .

Per dimostrare che E’o~ appartiene a (K;) basta fare lo stesso ragiona-
mento con cui nel Teorema X si & provato che C, appartiene a (Kj); tale
ragionamento & fondato sulle proprieta delle curve C, [di cui gode la
curva C del Teorema VIIl] e che sono pure comuni alle curve 5,, .

Anche per il problema della diga a gravita di minimo peso si possono
ripetere le considerazioni svolte nel § 3 a proposito della sicurezza al rove-
sciamento. Si ottiene cosi il

TEOREMA X1V : « Il funzionale I’(C) ha minimo nella classe (K f,’o))».
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