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MAGGIORAZIONE DEL RESTO DELLE SERIE DI
POTENZE SUL CERCHIO DI CONVERGENZA

di GIOVANNI RICCI (a Milano)

considerano le serie di potenze 1 e nelle

quali - 0 per n -. -f- oo . Come complemento al noto teorema di P. FATOU e M. Rilcsz che

garantisee la convergenza di tali serie nei punti regolari eie, e uniforme in ogni insieme E
chiuso di tali punti, si assegna una maggiorazioaae della dif ferenza fra f (eie) e la somma
n

2 ak ike che vale uniformemente in E. Se ne fa applica,zione al caso an = 0 (n Y).
o 

00

1. una serie di potenze avente raggio di convergenza I ;
o .

denotiamo con la funzione analitica definita da questa serie per pro-

lungamento rettilineo (cioè entro la stella di MITTAG-LEFFLER) e poniamo

È noto il classico teorema di P. FATOU-M. RIESZ (1) «Se, per 91 8  82,
i punti eie sono punti regolari di f (z) e inoltre a.u -- 0 , 9 allora In (eie) - 

(per n - + 00), uniformemente in 0,  0  0~ » .
È evidente, come conseguenza del lemma di 

che la tendenza al limite risulta uniforme su ogni insieme claizcso di punti
e regolari, poichè ogni tale insieme si può ricoprire con un numero finito
di archi di regolarità.

’ Può presentarsi Futilità di maggiorare, in funzione di n, il resto

uniformemente rispetto a 0 , mentre eie descrive un arco di

regolarità o, più in generale, un insieme E, chiuso, costituito di punti regolari
di f (z) : a questo problema risponde la presente Nota. L’esame del caso in
cui la successione (an) non è a fluttuazione finita conduce ai due teoremi

del n. 4.

() Vedi E. LANDAUy und 76r/7MM ctter Metter’ %er 

(1) Vedi E. LANDAU, DarBteLlung und Begründung einiger 
neuerer Ergebnisse der Funktio-

nentheorie, Berlin., 2. Aufl." 1929, pp. 15, 73-76: ivi si trovano anohe le indicazioni biblio-

grafiche.

1. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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2. Il caso elementare della fluttuazione finita. Cónviene prendere in
~ considerazione preliminare un caso elementare che rispecchia un classico

00

teorema di E. PICARD (2) che di solito si enuncia per le serie 1 an z" con
o

au reale, a,~ ~ an+1 ~ a" -~ O .

Diremo, seguendo l’uso comune, che successione di nU1neri 

ple8si è a flut-tuazioite finita quando, è limitato snperiormente il perimetro
della poligonale avente per vertici ao ~ 9 a, , ... a" (n = 0 , 1 ~ 2 ,...) ; i l’estre-

mo sni&#x3E;eriore L di tale perimetro si dirà fluttuazione totale di (a,,I. Questo
" 

00

si verifica se e soltanto se Z la,u - è convergente : si pone allora
. o

ed è~  L , 1ft .... 0 per + DO..
È evidente che se (a,,1 è a fluttuazione finita necessariamente esiste

limo,, e sia può 0.
*

Il classico teorema di E. PIOARD può assumere la forma seguente :
, La successione sicc a fluttuazione finita e sia a,, - 0 i

puniamo

00 
’ 

1

La serie f (z) == a,, zn ha il raggio di convergenza almeno uguale - a 1 e
o

converge in ogni punto z = eie (0  0  2 n) ; il resto maggiorato al

seguente

Il raggio di convergenza è almeno 1 poichè limitato, inoltre è

E. II, 3e éd., Paris 1925, pp. 77-78. S. PINCHERLE,(2) Vedi E. PICAUD, Traité d’Analysc, 11, 3e éd., Paris 1925, pp. 77-78. S. PiNCHERLE,
Teoria delle funzioni analitiche, Bologna,1922~ pp. 61-62. G. SANSONE, Teoria delle funzioni
di una variabile complessa, Vol. J, 1950, p. 18. 
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Per ogni da questa uguaglianza, mediante sottrazione, otte-
niamo -

e passando ai moduli ricaviamo

Adesso osserviamo che a" -  ~,a - e al limite per

’In -- 00, risulta 0 I Àm - 0 e qui ndi i  Aii ; analogamente am I  
IJa somma 1 al ’secondo membro è 2,, - lm e si conclude

e quindi

dove il secondo membro è indipendente da ~z, Per ogni 0 fissato, il criterio

generale di convergenza ci dice che In (ei9) converge ed è j°n e

vale la (2.2).
OSSERVAZIONE. 2013 Sia (,,) a fluttuazione finita e an- rt con a == 0 ; si

può porre an = a -1-- .

Allora an - - e quindi (b,,1 è a fluttuazione finita e bn- 0.

dove 11: ~  1 (z complesso).
Si può dimostrare, basandosi sulla (2.3), che hinsieme dei punti ( fn y

In+1 1 f-+2 ...~ ha un diametro non ’superiore -~t ( i + (0/2):
basta osservare che an = a + zii Ån , a~z = a 1m’ ( I I C 1 ~ I ~ 1) e
il secondo membro in (2.3) lia il niodiilo non superiore a 2 ( i a i + .’

1
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L’uguaglianza (2.4) ci dice che, fissato 0 (0  0  2 n), y l’indeterinina-
zione di fu (eie, partendo da g (eie), segue, quella della somma parziale della

serie geometrica a (1 + eze +... + con l’aggiunta di un termine 
tellite» infinitesimo « n/sin (0/2).

00

ESEMPI. - Quando ==0(")&#x3E;1) la serie f (z) _ az’ conver-
o

ge assolutamente e uniformemente in z ~  1 ed --f,, 
uniformemente rispetto a 0. L’ipotesi della fluttuazione finita ci consente di

migliorare questa va,lutazione e anche’ di considerare il caso 0  y  1

nel quale la convergenza della serie non è più assicurata a priori per I zï [ =1.
Consideriamo il seguente esempio.

e 

co

allora, se la serie 2 qJn/nY converge, la successione {an} è a flitttuazione fiuita.
o

Sitt inoltre 0 ; allora pe1’ ogni t5 &#x3E; 0 ri,gulta,

quando n è abbastanza grande.. .

00

Per y &#x3E; 1 l’affermazione è ovv a, poieliè _Y converge e risulta
o

a flnttnazione finita ; in questo caso potrebbe anche non essere ~-" o.
. Sia O  7 ~ ! , , allora necessarian ente sia anche r ~&#x3E; O qua-

lunque con ~ 2013 0. Allora è

ed essendo )~-~ 2013~! ~ ~ -- 0, abbastanza grande, risulta (tenen-
do conto degli i sviluppi in serie):
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e quindi

ed essendo P,, - 0 , anche

Questa maggiorazione, passando alla serie cle assegna Ân, conduce
alla (2.5) valida per n abbastanza grande.

L’osservazione precedente conduce alle proposizioni seguenti.
’ 

.

1) == 0(1/n) segue

(K indipendente da n e da 0) .
2) Se 0  y  1 e = o (nY-1) allora f  (ei8) converge per

(K e da 0). 
°

Veniamo adesso al problema più delicato di maggiorare - fn (eie)
nel caso in cui, pur essendo a,,, -- 0 , non si faccia l’ipotesi che sia finita la
fluttuazione della successione (an) . ,

3. Definizione della successione infinitesima Sia an- 0 e poniamo
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È evidente che An /n - 0 per ~--)-oò~ ~(~~)20130 per 
+ oo . Fissato ~, con 0  ~  1, si consideri il seguente minimo

conseguito al variare di u e v ’

È ancora evidente che Wn (5)  6~ (b’) per 0  5  5’ e si può consi-

derare la seguente espressione y indipendente da 6, ottenuta con v - n
(limitando la variabilità della coppia (u, v)) e quindi tale che mn (5) per

ogni 6 &#x3E; 0 .

Il comportamento di e (n , n), 8 (n , oo) assicura che, per n ~. + 00,
risulta 0 : infatti tutti e tre i termini della somma: entro parentesi
convergono a zero quando si scelga, per esempio, u (n)  n/2, u (n)-. + oo .

4. La maggiorazione. - Sussiste il seguente
00

TEOREMA I. La serie di z" abbia raggio di convergenza 1
o

e sia an -.. 0 ..

Sia E un insieme chiuso di punti e2e regolari della circonferenza di con-
00

verge,nza e f (z) la funzione definita da f (z) == aH z" per prolungamento ret-
. o

tilineo. 
~ 

-

A Ilora esiste una costante K = K (E ,, f ) indipendente da n, tale che si abbia

per ogni ei8 E.

OSSERVAZIONE. Questo teorema contiene ovviamente quello di FATOU-
RlEsz e ri sponde . all’informazione richiesta.

D numero b &#x3E; 0 , I che definisce (J)n (5) , può essere assunto piccolo quanto
si vuole, ma deve essere indipendente da n.

Come corollario del precedente teorema, ricaviamo la proposizione se-

guente :
TEOREMA II. == 0 (n-y) (y &#x3E; 0) : conservardo per f (z) .E , 9 ,

significato del Teor. 1 risulta :

per
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per

per

per

OSSERV AZIONE. - L’espressione maggiorante contiene al denominatore
una potenza di n : in questa potenza, al variare di y, y l’espoileiite rimane
invariato’ col valore 1 per tutto l’intervallo 1  y  2. Rimane aperto il

problema di stabilire se questo fenomeno è essenziale oppure se è dovuto

accidentalmente al processo dimostrativo.

. 

La dimostrazione di questo Teor. II è immediata, quando si parte dal
Teor. I. Si considerino i tre addendi dell’espressione entro parentesi che

figura al secondo membro di (3.5) : essi sono maggiorati nei diversi casi

al modo seguente

.

4). i’ &#x3E; 2 . In questo caso si ricorre alla maggiorazione immediata
00

della serie ae I ak zk I e si ottiene 0(~"~).
n+i .

Possiamo esaminare un altro caso : ’

’ 

Sia a,1= O ( 1 ) ; ’; allora, con le solite ~notazioni, abbiamo Au = I aol +
+ I +-... + i au ~ I = 0(log log u) e, assumendo u ~ [n/(log n loglog ~)]

, otteniamo == 0(log log n/n) e quindi

su ogni insieme (chiuso) 1 E di regolarità per f (z).
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, 5. -, Dimostrazione del teor’ema I (3). Denotiamo con 1 -E (y numero
complesso) l’insieme dei punti y z , essendo z E E .

. Denotiamo con 4 ~ un qualunque numero minore della distanza dell’in-
sieme j67 dal contorno della stella rettilinea di MITTAG-LEFFLER di centro 0.
L’insieme chiuso /),~’-E7(12013ó~~~l-)-óy 7 - ó  ~  à) è strettamente

interno a detta stella : denotiamo con M (~5) il massimo di i in questo
insieme chiuso. 1

Sia un punto di .E; il suo intorno [Z, d costituito dal quadri-
9 -   b) è contenuto in .Î. E. É

sufficiente dimostrare la validità di (4.1) per il punto Z con una costante K

dipendente soltanto da f e da h 2 e allora la sua validità è assicurata uni-

formemente..

Procediamo con una serie di piccole osservazioni :
1). Sia 0  a  ó; allora, tenendo presente (3.3), quando I z I 1 - a

risulta

2). Sia 0 ~ a ~ o ; allora, tenendo presenti (3.1) e (3.2) e il significato
di M (8) , quando i z i -1-~- a risulta

(3) Questa dimostrazione è analoga a qnella esposta da E. LANDAU pel Teorema di FATOU-
RIESZ (vedi loc. cit, (1)) : essa si basa sul principio del massimo modulo applicato a una

funzione ausiliaria g (z) regolare nell’intorno di un punto 



129

3). Siano Ci e C2 i due punti Ci == e Cl = eia Z, estremi dell’arco

tt C2 di regolarità ; poniamo per v &#x3E; z :

Nel punto
quindi

da cui

Pel principio del massimo modulo, essendo gn (x) regolare in un campo
contenente il quadrilatero [~ ~], la (4.1) risulterà diinostrata se faremo ve-
dere che i gn (z) ~ lungo il contorno di questo quadrilatero verifica

dove g1= .gs ( f , a) dipende soltanto da ó e dalla successione Allora

K = 4 K1/d2. ..
4).. Lungo l’arco r z i == 1 - ~, arg Z"7- h  arg o  arg Z -j- o ri-

sulta I (Z - Ci) (x - C2)1  5 ~2. e per la (5.1)

5). Lungo il i Z - 6, risulta

e tenendo conto della (5.1) otteniamo

6). Lungo I = 1-’- ~ , arg Z - 6  arg z  arg Z -f - ~ risulta

I (x - ~i) (Z - C2) I  5 ó2 e per la (5.2) si vede che i gn (z) ~ i è minore di
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e quindi

È evidente che, fissato , quando v - u 2 v (h) risulta (essendo 14. po-
sitivo e non decrescente al crescere di u e quindi limitato)

e pertanto è

7). Lungo il raggio 1  i z i  1-+- ~, arg z = arg Z - h risulta

e tenendo conto della (5.2) si vede che i i è minore di

e quindi 
’

Osserviamo che la frazione o&#x26;/(1 + cx)m assume il valore massimo per
(1. = - 1) ed è 

’

Ne segue

e poiché positivo e non decrescente al crescere di u
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8). Nel punto o è gn (z) = 0. La maggiorazione di i gn (z) i sulla
parte rimanente del contorno 1- 8 _ ~ x ~ _ 1-~- 8 ~ arg z = arg Z -[- h si

ottiene per simmetria. ,

9). Le maggiorazioni (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9) ci mostrano che lungo
tutto il contorno di [Z ? 8~ risulta

e quindi vale la (5.5) e la (4.1), tenendo conto della definizione (3.4) di con -

Il teorema risulta cos  dimostrato.


