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SU UN PRINOIPIO DI ESISTENZA
NELL’ANALISI LINEARE

di SANDRO FAEDO (Pisa)

1. - Nel Convegno internazionale sulle equazioni alle derivate par-
ziali di Trieste (1) G. FICHERA ha comunicato un principio generale di esi-

stenza nell’Analisi lineare, mediante il quale egli ha potuto dare una trat-

tazione unitaria a numerosi problemi esistenziali. (z)
Siano V un insieme astratto, lineare rispetto al corpo reale [complesso]

e e ’d32 due spazi di BANACH reali [complessi]. Siano definite in V due

trasformazioni lineari M, (v) e M2 (v), aventi codominio rispettivamente in
e in S2. Sia assegnato un funzionale lineare e continao W (w1) , definito

in Si e si consideri l’equazione

nell’incognita ~J1 (w2)’ essendo P (W2) un funzionale lineare e continuo defi-

nito in ’d3, .
Il principio esistenziale di FICHERA si può cos  enunciare :

« Condizione necessaria e suffioíente affi-nchè esista la soluzione dell’equa-
zione 1), dato comunque 0 , è che esista una costante K, tale che sia per

ogni ve V

(i) « Atti del Convegno internazionale sulle equazioni alle derivate parziali », Trieste,
agosto 1954, Ediz. Cremonese, Roma, 1955, pagg. 174-227.

(2) Oltre al lavoro cit. in (1) si veda G. FICHEUA, « Sulle equazioni differenziali lineari

ellittico- .paraboliche del secondo ordine », Memorie dell’Accad. Naz. Lincei, S. VIII, vol. V,
fase. L°, 1956; G. FICHERA, « Sulle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine ellit-

tico-paraboliche », Rend. Seminario Mat. Univ. e Pol. di Torino, Vol. 15, 1956, pagg. 27-47.
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Soddisfatta la 2), esiste una della 1) verificante la dis1’gua-
, 

glianza il Il 15 Il e ogni altra soluzione si ottieiie aggiungendo ad essa
funzionale ortogonale al codoininio lVl2 (V) di M2 (v) ».

2. - Indichiamo con coz l’origine dello spazio di BANAOH e con Vi
la varietà lineare delle autosoluzioni dell’equazione Mi (v) = coi (i = 1 ,2 ) .
L~ varietà Vi può essere eventualnente 

’

Se è soddisfatta la 2) è ovviamente Y1.
Se non è V2 e VI esiste nn’autosoluzione di 111/2 (v) C02 che non veri-

fica la 2), comanque grande si prenda K; in tal caso esistono funzionali
lineari continui 0 (w,) , definiti in ’d3, per cui la 1) non possiede solnzione.

’ 

, 

TEOREMA I ; non è Vi, condizione necessaria, la 1) sia
risolubile è che l’assegnato funzionale 0 (Wi) sia ortogonale a M1 (V2) ; i ogni
soluzione tp (W2) della 1) è allora ortogonale (t M2 (Vi) ».

Infatti se per un la 1) ha la soluzione Y’ (w2) risulta

e, per la 1),

Analogamente quindi

3. - Studiamo ora l’equazione 1 ) quando non sia
1

TEOREMA II : necessaria e sufficiente atfillchè esista la solu-

zione 1/1 de ll’ equazione 1), per ogni «&#x3E; oi-togoitale a M1 ( P2)~ è che esista una

costante K, tale che sia per ogni v C V

Soddisfatta questa condizione. esiste una soluzione 1p della 1), ortogonale a
e la disuguaglianza IL PK Il ø il e ogni altra soluzione

si ottiene aggtuiigendo ad esst un funzionale ortogonale a A12 (V) ».
La condizione è sufficiente.

Per ogni 
* 

w2 C M2 (V) si consideri un v c T~ tale che sia 1V12 (v)= w2 e
il numero ø [(M, (v)]. Dimostriamo che 0 (v)] .è univocamente determi-

nato da 1-02;’ infatti se M2 (v’) = w2 l’isulta v - v’ C V2 ed è
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essendo P ortogonale
ovviamente lineare,

Si è cos  definito in 1112 (V) il funzionale,

dove è w2 - ~1t2 (v) e V2. °
Tale funzionale è anche continuo lll M2 (V). Infatti per ogni

e, poichè il primo membro non dipende da V2, y

dalla 3) segue

e quindi

Per il teorema di Hahn-Banach si può prolungare (U’2) in tutto B2
in modo da ottenere un funzionale lineare e continuo tp (w2) per cui sia
ancora

i I --- I I -- I I - I I

Per il teorema I P è ortogonale a È inoltre ovvio che se

ortogonale a anche P + Po soddisfa alla 1) e che viceversa

la differenza fra due diverse soluzioni della 1) è ortogonale a M2 (Y) .
La condizione è necessaria.

Invece di considerare gli spazi di BANACH Bi ci si pnò limitare ul1e

loro varietà lineari e ai funzionali lineari in esse definiti. Iudi.-

chiamo con lo spazio duale (3) di e Con ln varietà lineare,
contemta in y degli elementi di che sono ortogonali a (Vj) (i, ~j=1, 2;
i ’t’ ?) ·

Se la 1) è risolubile per ogni 0 di e~~’1 , essa fa corrispondere a ogni
4S di un solo elemento J1 di si ha cos  una trasformazione lineare

~ = T(~) definita in e con codominio in cg/72’ .
Fissato w2 in al variare di (P in consideriamo ~’- T «15)

e il numero Tf (w2); i si viene cos  ad associare all’elemento w2 un funzionale

lineare, definito in e che indicheremo con W1 (0); i la trasforinazioue

(3) V. ad ca, G. FICHERA, « Lezioni 8ulle trasformazioni lineari », VoI. l,1st. Mat.
Uuiv. Trieste, 1954, p. 143.
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è lineare, definita in M2 (Y) e con codomiuio nel duale di La T ~ (’w2)
è continua, cioè esiste una costante .g tale che sia

ciò si dimostra con lo stesso ragionamento di FICHERA (4).
Si noti che il è definito da

Sia Ad ogni i{) di si faccia corrispondere il numero

P(W,). Si viene cos  a definire un funzionale lineare W W~ (Ø). Dimostria-
mo che (Ø) e continuo e che è 

.

dove dwl è la distanza fra w1 1 e M1 (-F2) -
Sia ø c e’1 , wl ( T - V2) e poniamo 0 (W1) = a .
Sulla varietà lineare -V,,, proiettante .~11 i ( V2) da W~ , di equazione

dove e t è un numero, risulta

Perciò è, per t =}= 0 ,

e il modulo di 4S (w), considerato soltanto ! i

Poiché 4S è continUO2 se è dwl = 0 deve essere anche a= 0 ; perciò
in tal caso il inodalo di ø su Vw, è nullo.
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Indicato con modulo di i , si ha quindi

Inoltre, per il teorema di HAHN-BANACH esistono certamente in dei 4Ì

- per cui nella 8) vale il segno di uguaglianza.
Dalla 8), risulta

ed esistono in elenenti per cui vale l’ugnuglianza. È cos  dimostrata la 6).
Se ve t~ ed è u~1=1~1 (v), W2 (v), posto P = si ha per ogni

ossia

da cui

Se v2C -F2, consideriamo la varietà degli elementi
Si ha

dove indica la distanza di w! da 1~1 ( Y2) .
Ne segue per le 6) e 9)

e quindi per la 5)

è cos  dimostrato che sussiste la 3). ,

OSSERVAZIONE : Se V2 C V, è M, (V2)==Wi ed 0gni Ù è ortogonale a
M1 ( Y2) ; inoltre è Ml (v + v2) ~ Ml(V) per ogni V2 C V2. In tal caso la 3) si
riduce alla 2) e si riottiene il teorema di FICHERA.
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4. - Come prima applicazione consideriamo il problema deirintegra-
zione di una equazione a,lle derivate parziali e ttico-parabolica del secondo
ordine. In un insieme aperto A dello spazio cartesiano Sr è data l’equazio-
ne differenziale 

’ °

definita o seinidefinita positiva in ogni punto x - x2~...~ ar)
di A. Si supponga inoltre che c sia continua e bh siano rispettiva-
iiieiite di classe uno e due in A + 2, dove- _Y denota la frontiera di A.
Indichiamo con (u) l’operatore x&#x3E;gginnto ad 8 (u) e cioè ’

La frontiera "¿’ di A è costituita da porzioni di ipersuperficie regolari
"¿i (i == 1 , 2 , ... , n). Detto l’insieme dei punti di Ei in cui l’iperpiano
tangente lia giacitura caratteristica rispetto all’equazione, conside-

’ 

riamo la funzione

dove cos (Xh n) è il coseno direttore rispetto all’asse .1Jh della normale n a

~z volta verso l’ iiterno di A. La funzione b (x) può essere estesa per con-
tinuità su tutta Diciamo l’insieme dei punti di nei quali è

b h 0 e poniamo .

Indichiamo con (e) la classe delle funzioni u (x) che soddisfano alle

condizioni :

a) ogni u di 0 (8) è continua in A -~- ~ i .
b) è possibile decomporre A + ~ in un numero finito di domini re

golari, due a due privi di punti interni in comune Ti, T2 , ... , T8 tali che
se bk non è identicamente nullo in A + E la derivata parziale

... ,

esiste in ogni punto interno di Ti e coincide con una fun-
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zione continua, in Ti (i -1, 2 , ... , s) . Se u C C (~) e v è di classe due in

A + I si ha per la formula di GREEN-GAUSS (5)

dove e d a è la misura dell’elemento superficiale su
~; inoltre y indica Passe conormale a ~ e cioè tale che sia

ed il fattore positivo a, è cefinito da

G. FICHERA (6) ha dimostrato che è ben posto per l’eq.uazione (10) il pro-
blema di ceicaine la soluzione verificante le seguenti condizioni al contorno

’ sono due insiemi privi di punti a comune e tali che

Indichiamo con V la classe di tutte le funzioni verificanti le condizioni

seguenti :
1°) v appartiene a C (8); i
2°) comunque si assegni una u verincante le 12) di classe uno 11~

tale che 8 (u) sia continua e limitata in A+ _Y risulti
ssendo l’involucro di Z (3&#x3E;’ e Z(3&#x3E;")

(5) Cfr. M. PIcONE Analisi 8uperiore », Napoli, Ed. Rondinella, 1940,
pag. 735. ,

(6) G. FICTIRRA, loc cit. in (2). È inoltre da osservare che l’omogeneità delle 12) e
13) non è una condizione essenzialmente restrittiva. ,
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Se la soluzione u del problema 10), 12) verifica per ogni v C V la con-
dizione 2°) si ba per ogni v di V

Si indichi con (A) lo spazio di BANACH delle funzioni di modulo di

potenza sommabile in A e sia f E ~~~~ (A). Una funzione

u E £q&#x3E; (A) (q &#x3E; 1) che per ogni ve V verifica le 13) si dice una soluzione

debole ~.~ ~q~~ .~ ~ ~&#x3E;J del problema considerato.
Ad ógni elemento vc V facciamo corrispondere l’elemento v dello spa-

zio di BANAOH con

e l’elemento E* (v) dello spazio di BANACH S2 con

Dal teorema Il segue immediatamente per il teorema di rappresentazione
dei funzionali lineari e continui definiti 

TEOREMA III : « Siano p e q due numeri maggiori di e sia Vo l’in-

sieme delle autosoluzioni di &#x26;* (v). Condizione necessaria e sufficieiite per l’esi-

stenza di una soluzioue debole [.C (q) , del problema considerato, comitn-
que si assegni f le condizioni

è che esista costante K tale che- per ogni 1: C V si abbia

. Per si ottiene lo spazio .~ ~°°~ (A) delle funzioni pseudo-limitate

in A e nella relazione precedente va sostituito

analogamente per q = oo ,

(7) V. loc. cit. in (3), pag. 473,


