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STRUTTURE UNIFORMI DI SPAZIO PRECOMPATTO

di GIOVANNI AQUARO (Bari)

INTRODUZIONE. - Scopo del presente lavoro è 1’esposizione di un pro-
ceciimento generale di definizione di strutture uniformi di spazio precompatto.

Introdotto « ad hoc » lo strumento essenziale, il « reticolo » sopra uno

spazio topologico E, secondo la def. 1 del § 19 il procedimento consiste sem-

plicemente nel far corrispondere nnivocamente ad ogni reticolo una strut-

tura uniforme di spazio precompatto, detta « associata » al reticolo : la to-

pologia da questa dedotta risulta meno fine della topologia inizialmente

data su .E . 
,

L’asserita generalità del procedimento viene misurata dal fatto c1e ad

ogni struttura uniforme cM si può far corrispondere univocamente un reti-
colo la cui struttura uniforme associata sil (~) è meno fine della data CJ1 e
con essa coincide se e solo se CJ1 è una struttura uniforme di spazio pre-

compatto ; in ogni caso le topologie dedotte da U ed sil (c i) sono icientiche.
Le conseguenze del procedimeoto sono svariate e di esse alcune nuove

e facilmente riconoscibili dal lettore esperto.
Dal puuto di vista metodologico si noterà che la tecnica qui sviluppata -

ha carattere puramente insiemistico e può essere inquadrata nell’ambito p.

es. di [6] (*) cap. II non richiedendo direttamente o indirettamente 1’nso in-
termediario della retta numerica.

Si terrà presente che la terminologia ed il simbolismo sono quelli di

[5] e [6] ad eccezione di pochi casi che saranno esplicitamente precisati con
adeguati enunciati. A tal proposito si segnala subito che il termine « entou-

rage » di [6] cap. II viene qui tradotto con « adiacenza » ; i inoltre, diversa-
mente da [6], qui non si richiede che spazii topologici compatta regolare
uniformizzabili, precompatti ecc., siano separati (di Hausdorff).

Poichè dovremo ripetutamente servircene, converrà enunciare subito

alcune definizioni e proposizioni equivalenti ad altre ben note.

(*) I numeri indicati in [ ] si riferiscono all’acclnsa Bibliografia.

3. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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l. - Si dice che la struttura ~ sull’insieme E è una

uniforme di spazio preco1upatto se per ogni adiacenza V di E 
esiste un finito di E foi-i ata da insiemi piccoli di ordine V. Lo
spazio uitiforiiie E si dice precompatto se è da una struttura uniforme
di spazio precoinpatto. ,

PROP. 1. - Ad ogni spazio unifo1’me E, definito dalla struttura uni f ór-
me si’possono far corrispo7idere unirocamente uno spazio uniforme com-

pleto ff ed di E sopra un sottospazio denso di .B .

Se E è separato anche .E è separato ed unico a meno di un isoiiiorfiqmo.
2. - Se lo spazio unifoi-i ie E è definito dalla struttura uniforme

~ , lo spazio uniforrne c01npleto E e di cui alla precedente
prop. 1, chiamansi rispettivamente completamento di E cM ed isomor, fismo
associato. 

_ 
,

PROP. 2. - b’e E è uno spazio uniforme ed C)1 è la sua struttura uni-

forme, affinchè E sia preeompatto occorre e basta che il coinpletamento di i E
cM sia compatto. ’

~ 1. - Reticoli e strutture uniformi ad essi associate.

DEF. 1. Se 9 e q sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
apeerte dello spa,zio topologico E, chicr,cuasz reticolo su E ogni parte cR del

prodotto ~X ~ di ff per ~~ che i seg1tenti assiomi : ,

(RI) -- cR non è la pa1’te vuota di 

(RII) - (F, G) E ’P implica Fc G
- 9 Gl) E c)2 ed (F2, G2) E cR implica (F~ n I’2 , ai fl C2) E c12
- per ogni (F ~ G) E 0~ esistono due insiemi chiusi A e B di E

tali clze E=AUB, (~1, G) E 0~ e(B,CF) E Cf2.
La compàtibilità di questi assiomi risulta quanto segue ed in par-

ticolare dal teor. 1 del § 2 ; l’indipendenza di ciascuno degli (R~), (R~~) ed
(RIII) dagli altri tre restanti è di facile verifica mentre quella di dai

primi tre è chiarita nella prop. 7 del § 4.

2. - ~Se Cf2 è un reticolo sullo spazio topologico E, un 
mento aperto finito . ]1] dicesi ck - riducibile se esiste un ’rico-

vrimento chiuso finito di E tale ohe, l1e’f ogni k T 1 , 2, ... , n sia

(Fk, Gk) E Cf2.
DEF. 3. - Se Cf2 è un reticolo sullo spazio topologieo E, dice-si base

associata ad flÉ l’insieme delle parti B dello spazio E X .E, _prodotto di E per
se stesso, tali che esista un ricovrimento aperto finito Cf2 - ’riducibile 

di E per cui sia
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Con un opportuno adattamento di llll procedinento usato iu [1] u. 3

prop. 7 indichiamo come ad ogni reticolo si possa associare una struttura
uniforme.

TEOR. ~ - cR è un reticolo sullo spazio topologico E, la base associata
ad c)2 (def. 3) è un sistema fondamentale di adiacenze di una struttura uni-

(C)2) di spazio precompatto su E (cfr. def. 1 dell’Introduzione) e la

topologia 1: dedotta dlt ck è meno ,fine della, topologia 1: data 
mente su .E .

1 
DIM. Stabiliamo, in primo luogo, che la base c03B2(c)2) associata ad cR è

una base di filtro su ed all’uopo proviamo preliminarmente che :

i implica
Infatti, pér la def. 3, esistono due ricovrimenti aperti finiti ridu-

cibili di .E ta~li che. ..

Per la def. 2 esistono due ricovrimenti chiusi fiuiti e di

.E tali che ( perk=1,2,...,~a.
Ovviamente è

.....

e da ciò, poichè in forza dell’assioma (RIII) si ha (Fh n Gk,

consegne che (
è un ricovrimento aperto finito 92 - riducibile di E e quindi per le deff.

2 e 3, 
Inoltre se dE la diagonale di y ovviamente si ha che :

(2) implica 
-i -i

(3) B E 03 (Cf¿) implica B = B (dove B è il simmetrico di B) .
Poiclè sussiste (1), poichè per (RI), y 95 (92) non è la parte vuota di

1J (.E X B) (insieme delle parti di .E X E) C2 poichè per la (2) non contiene
la parte vuota di i .E X .E, ~ (~) ~ una base di filtro su .E ~ E .

Dimostriamo che 93 (92) è un sistema fondamentale di adiacenze di una
struttura uniforme su E, per il che basta stabilire che 93 (Cf2) verifica gli
assiomi (U,’), (U’,,) ed del n. 1, § 1, cap. II di [6]. Evidentemente (UI’)
ed sussistono in forza di (2) e (3). Passiamo a verificare la ( ÚÌII) . Al-
l’uopo sia per la def. 3 esiste un ricovrimento aperto finito Q2 -

riducibile di E tale che , Per la def. 2 esiste

un ricovrimento chiuso finito di .E tale che per k =1, ,2, ... , n sia

Per ~==1~2~...~~ posto Vk = C in forza dell’assioma (R~v) esi-

stono due insiemi chiusi Hk e Gk di E tali che
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e (G) , Inoltre per (RII) si ha e quindi è .E = Uk U 
dunque (Uk, Vk) è un ricovrimento aperto finito LR - riducibile di E e per

ciò, posto si ha Ak E 03 e, posto

in forza di (1), si ha Si riconosce che è A o A c B . Infatti sia
n

x E .E; poichè esiste un k= 1, 2,... n tale e

k=1

quindi, per la definizione di Ak, si ha Ak (X) = Uk. Consegue A (x) c
~ ciò che, A essendo simmetrico al

pari di ogni Ak, implica

Dunque c 3 (92) verifica anche e quindi è un sistema fondamentale
di adiacenze di una struttura uniforme 9~ (Cf2) su E.

Supponiamo che V~ sia un’adiacenza di .E per CJ1 (Cf2) : esiste un B E c 3 

tale ebe B c V e, come al solito è dove i111

ricovrimento aperto finito c?2 - riducibile di .E: poichè è un

ricovrimento finito di .E formato da~ insiemi piccoli di ordine B e quindi di
ordine V, CJ1 (c)2) è una struttura aniforme di spazio precompatto. Inoltre,
poichè B è aperto in .E X E , V è un intorno di AE ill E X E e quindi,
per ogni x E E , 9 V (x) è un’intorno di x per Dunque la topologia C 
dedotta da CJ1 (Cf¿) è meno fine di re.

Il teorema 1 cos  dimostrato consente di porre la definizione :

DEF. 4 - Se è un reticolo spazio topologico E, la struttura

CJ1 (Cf¿) su E , dellit quale la base associata (def. 3) è un 
dvn ei tale di adiacenaze (teor. 1) dicesi struttura uniforme associata ad 02
e la topologia C (Cf2) su E dedotta, C)1 (Cf2) chia1nasi topologia associata ad Cm.

Naturalmente, re (Cf2) , pur essendo meno fine di re, in generale non è
identica e se si vuole che C)1 sia compatibile cioè che sia

re (R) =C , si devono imporre ad c)2 delle restrizioni che vengono preci-
sate nella seguente

PnoP.1 - Se cR è un reticolo sullo spazio topologico E , affinchè la 
ui ifornie CJ1 (C)2) associata ad c?2 (def. 4) sia coi patibile con la topologia

re di E, 5 è uecessario e sufjïciente che c?2 verifichi il segueitte assioma (più
restri ttivo di (R~)):

(R~) - Per ogni punto x di E e petO ogni intorno V di x esiste un (F, G)
tale che sia x E F e G c V.

DIM. Necessitèt. Supponiamo c t compatibile con la topologia C di E
e V sia un intorno del punto x di E. Esiste allora un’adiacenza W di E
per CJ1 (C)2) tale che V = W (x). Detta B (c?2) la base associata ad c)2 , in
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forza della def. 4, esiste un B E c03B2 (92) tale che B c W e quindi, per la def. 
’

3, esiste un ricovrimento aperto finito c)2 - riducibile di .E tale
n

che B = U (Gk X Gk) . Per la def. 2 esiste un ricovrimento chiuso finito
k=l

di E tale che per ogni l~ = 1 , 2 , sia (Fk, Gk) E Esiste un

k = 1 , 2 , ... , n tale che x E Fk donde, per (RII) essendo Fk è Gk , consegue
x E Gk . Per ogni y E Gk si ha (x , y) E Gk &#x3E; Gk c B c: W e quindi y E W (x) =
= ~P e poi CTk c: V. Dunque (Fk, Gk) E C)2 , x E Fk , Gk c: Vk e da ciò (R1).

rSufficienza. Supponiamo che c)2 verifichi 1’assioma (Rí) . Siano x un
punto dil .E e V un intorno di x per’ 1:. In forza di (Rí) esiste (~’ , 9 G) E C)?
tale che sia x E F, G c V. Per (R~v) esistono due insiemi chiusi A e B di .E
tali che E=A U B , (A , Dunque (G, C F) è un
ricovrimento aperto finito c]2 - riducibile di .E e q u.indi, posto O = (G X
X G) U ((C 1) X (C F)) si ha C E ~ (cR) . Poichè è Íc E F si ha C (x) = G c V
donde V è intorno di x per la topologia C (c-k) associata ad C-P (cfr. def. 4).
Dunque ’E (c)2) è più fine di re, ciò che, 1: essendo più fine di re per
il teor. 1, dimostra che è 1: = re (Cf¿) e quindi che W è compatibile con re.

La proposizione cos  stabilita, in quanto (Rí) implica (R~) , giustifica la
seguente definizione :

5. - Se 9 e 9 sono gli insiemi’ delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio topologico E, chiamasi reticolo regolare su /1] ogni parte
c)2 del &#x3E; ~ che roerificlci (R’) i della e gli 

(R~~~) ed (R~v) della def. l.

Questa definizione, la prop. 1 (sufficienza) ed il teor. 1. consentono di

enunciare il teorema.

TEOR. 2 - rSe c)2 è un reticolo regolare sullo spazio topologico E, llt

struttura u iiforme su E associata ad cR è una strzcttzcra uniforme di spazio
yrecomlaatto compatibile con la topologia di E.

Sussiste la seguente proprietà estremale.
PROP. 2. - Se c)2 è uit reticolo sullo spazio topologico E, la 

uniforme ,~ associata è la meno fine delle strutture CJ1 su
E verificanti la seguente proprietà :

cr,) - pe~~ ogni (F, G) E c)2 esiste un’adiacenza V di E per CJ1 tale che
V (~’) c G . _

DIM. Sia (F , 9 G) E cP, . In base all’assioma (Rjv) esistono due insiemi

chiusi A e B di .E tali che .E = G) E Cf¿ 
que (G , C F) è un ricovrimento aperto finito Cf2 - riducibile di E e quindi,x ’

posto è un’adiacenza di L’ per sil (~)
e si ha V (F) = G . Dunque (Cf2) verifica a). 

"

Supponiamo ora che ~ sia una qualunque struttura uniforme su E ve-
rificante a) e V sia una qualunque adiacenza di E per ,~ (~) . In base alla
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def. 4, esiste un B appartenente alla base associata 93 (c)2) ad Q2 tale che
B c V . Per la def. 3 esiste un ricovrimeiito aperto finito 92 - riducibile

di E tale che i Per la def. 2 esiste un ricovri-

mento chiuso finito tale che, per ogni lc = 1 , 2 , ... , n , sia
(Fk, Gk) E R. Poieliè ck verifica la a) per ogni k = 1 , 2 , .., , n esiste un’a-
diacenza Wk di E per CJ1 tale che Wk (Fk) c Gk .

Poniamo : ovviamente W è un’adiacenza di E per CJ1: se

."

è (x, y) E W, da E = U Fk ,  consegue x E Fk per almeno un k = 1, 2 , .,. n
k=I

e quindi
donde W c V: dunque 7 è un’adiacenza di E per CJ1 ed è meno

fine di % .
La proposizione cos  dimostrata non richiede che Cf2 sia regolare cioè,

secondo la prop. 1, che .$4(92) sia compatibile con la topologia di E: con-
viene per ciò osservare il corollario :

COROLLARIO. - /S~ 92 è un reticolo regolare sullo spazio topologico J57,
la (1)2) associata meno fine delle 

uniformi compatibili con la e verificanti la a) della prop. 2.

Per proseguire l’analisi delle strutture uniformi associate a reticoli con-
viene premettere un :

è una parte ovunque densa dello spazio jE se
. A e B gono del sottospazio tali che esista unl(ldiacenza V di

tal sottos P azio tale che n B==0 allora esiste un’adiacenza V di -9 per citi
0

Dim. Esiste un’adiacenza simmetrica W del sottospazio E tale che

W o W c V. Risulta W (A) n W (B) = 0 : poichè E è sottospazio uniforme

di E esiste un’adiaceiiza W di E tale che sia W = E); assumia-

mo un’adiacenza aperta 7 di E tale cito 7 c W. Risulta V (A) n B == 0 .
Per dimostrarlo, essendo B c V (B) basta riconoscere che è V (A) n V(B) = 0.
Per assurdo, supponiamo che, viceversa sia V (B) 0 : poichè

(A) n V (B) è aperto ed E è ovunque denso in E risulta E n 

(B» * 0. Supposto si ha x E E ed esistono a’ E A

e l/EB tali che F e: W,
(b, x) E (B x E) n V c (E x E) e quindi, essendo W = W~ n (E x E) ,
x E W (A) n W (B) il che è escluso. Dnnque è V (A) n ’i’(B) = 0 e da ciò

la tesi.
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Ciò premesso stabiliamo una proposizione che uilizzeremo ripetutamente.
~ 

PROP. 3. - Se è un reticolo Y’6g01ar6 sulló spaxio topologico É , 2 se

sIl è la struttura uniforme associata ad ck , se E è il completaii ento di
E per sil e se j è l’isomorfismo associato ad sil (C)2) (cfr. def. 2 dell’In-

troduzione) ogni volta che per le parti A e B un (F, G) E tale che

A c F , B f1 G = o , denotate con j (A) e j.(B) - le aderenze di j (A) e j (B)
in E, risulta,

Dim. Poichè in forza della prop. 2, esiste iinladiacenza V di E per sil
tale che V (F) c G e risulta A c F , G c C B , si trova V (A) c V (F)

c G c C B e quindi V (A) n B = 0 . Sia la struttura uniforme

indotta ’su j (E) e sia h Pestensione di j ad E X E cioè l’applica-
zione di E X E su j (E) / j (E) definita ponendo per ogni (x, y) E E x E

1 

h (.r y) = (j (r) , j (y)). Posto W = h (V), y poichè j è un isomorfismo di E

su j (E) per . ed . W è un’adiacenza di j ~E) p.er ed

inoltre, essendo F (A) n B = 0 ~ risulta W (j A)) n j ~(B) = 0 . Poichè j (E)
è ovunque denso in E, per il lemma precedente esiste u ladiaceiiza V di E
per tale che V (j (A)) (B) = 0 . Sia W un’adiacenza simmetrica

N ~

di .E per ,A (R) tale che V .
Se fosse esisterebbe e quindi sa-

rebbe e quindi per un a E j (A) ed
un b E j (B) sarebbe a E W (x) , b E W (x) e da ciò W essendo simmetrica,
(a, b) E W o W c V nonchè b E (A)) ed in fine b E V (j (A)) n j (B) il che è
escluso. Dunque

I seguenti esempii forniscono una prima verifica della compatibilità de-
gli assiomi di reticolo regolare : in entrambi denota uno spazio topologico,
~ e 9 denotano gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte di E.

E.gempio 1. - Supponiamo che E sia compatto e regolare ed 0R sia
l’insieme degli (~’, G) E ~ x ~ tali che F c G. Poichè E è regolare, cioè

verifica l’assioma (Om) di [6] cap. 1, § 6, n. 6, se x è un intorno di .E e V
o

è un intorno di x, detto Y l’interno di V, esiste un intorno chiuso F di x
o o

tale che F c V. Posto G = V si ha G c V donde

l’assioma (RÌ) è vero per 92. La verifica di (RII) ed (RIII) è immediata.
Per stabilire (RIy) supponiamo (F, G) E 0R. Essendo F c G , poichè .E è

compatto e regolare esiste un intorno aperto V di F tale che Y c G (cfr.
[10] cap. 5, teor. 10). Posto = V e B = C V , ~ risulta .~ = A U B, con A
e B chiusi, ed inoltre da~ A c G e B c C F, consegue (A, G) E 0R e

(B , C F) E R: dunque c)2 verifica e quindi è un reticolo regolare
sii E. Si ritrova cos  un risultato ben noto di A. WEIL : ogni spazio
compatto e regolare risulta uniformizzabile (cfr. teor. 2).
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Ese111pio 2. - Denotiamo ora con cR 19insieme degli (F, 7 G) E -T X G
tali che esista un U E (cioè simultai eamente chiuso ed aperto) per cui
F c U c G . Poichè .E stesso è aperto e chiuso, è chiaro che cR verifica
(RI). Che ~ soddisfi anche (RII) ed (R~~~) è immediato. Per provare (RIy)
snpponiamo (F , 5 G) E 92 : esiste un U E tale che F c U c G. Posto

risulta -

e B c C F : in conseguenza è (A , G) E ~ e (B , C F) E ~ e da ciò (R~v) ri-
sulta verificato da 92 che, cos , è un reticolo su E.

La struttura uniforme A associata ad 92 (def. 4) è qui chiamata strut-
su E. Per la def. 4, la base C)3 associata ad

92 (def. 3) è nn sistema fondamantale di adiacenze di E per Denotiamo

con ’2t il filtro generato da 93 cioè il filtro delle adiacenze di nl : un altro
sistema fondamentale ’di adiacenze per sfl è l’insieme 93o delle parti B di
E della forma dove una partizione aperta

(e quindi chiusa) finita di E . Per dimostrarlo, poichè è 030 c ~~ e ~5 è una base
di ’2t, basta solo stabilire che per ogni B E ~3 esiste un Ba E 030 tale Ba c B .

Sia dunque per la def. 3, esiste un ricovrimento aperto finito

92 - riducibile di .E tale che i Per la def. 2

esiste uu ricovrimento chiuso finito di .E tale che per ogni lc =

.1 ~ 2 , ... , n sia (Fk, Ciò implica che, per ogni k = 1 , 2 ~ ... , ~c e-

siste un insieme chiuso ed aperto Wk di .~ tale che Fk c Wk Sia

Evidentemente

ogni Vk è aperto e chiuso (eventualmente vuoto), risulta Vh n Vk == 0 se

1~

U ... , kp quelli degli indici k = 1,
k=1

2 , ... n tali che 0 . Posto Ul = per ogni 1 === 1 2, ... ,p, 

è una partizione aperta finita di E e quindi, posto

ha Bo E 930 ed inoltre, se è 1 = 1, 2,..., p risulta

donde Bo c B . Dunque 930 è un sistema

fondamentale di adiacenze per 
Notiamo ora che, in forza della prop. 1, nl è compatibile con la topo-

logia di E, cioe ’W è un reticolo regolare, se e solo se per ogni punto x di
.E e per ogni intorno V di x esiste un U E df n 9 tale che sia x E U c V :

in altre parole : ,

a) - Affinchè la st’t’uttu1ra uniforme 0-dimensionale sullo spazio topo-
logico E sia coii patibile con la topologia di E occorre e basta che E sia

0-dimeitsioiiole secondo (cfr. [41).
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Ciò premesso, sia E il completamento di E per -7i (cfr. def. 2 della In-

troduzione) e sia À la struttura uniforme (di spazio completo) di E : poiché
y per il teor. 1, è una struttura uniforme di spazio precompatto, in forza

della prop. 2 delllliitroduzione, E è compatto. Dimostriamo che se E è 0-di-

ineitsioitale secondo altrettanto accade ad E (cfr. [11 D.
Sia i l’isomorfismo associato ad A (cfr. def. 2 dell’Introduzio e) j (E)

è ovunque denso in jE7 e, detta la struttura uniforme indotta da A su

j (E) , j risulta un isomorfismo di E su j (E) per sil ed 

Denotata con X- l’aderenza in E di una qualunque parte X di E os-
serviamo che :

~8) - una partizione aperta finita di E ,
è una partizione aperta finita di E .

Infatti, per ogni h = 1 , 2 , ... , n, Uh è aperto e chiuso e quindi è
e quindi per ogni k = 1, 2 , ... , n _con k =~= h, essendo

, per la prop. 3 consegue . Inoltre, ov-

viamente, è . e da 

Ciò premesso, yY sia una qualunque adiacenza di E per .;¿ e W’ sia

una adiacenza chiusa di E tale che W’ c W. Posto V = W’ n ( j (E x j (E),
ovviamente Vè una adiacenza di j (E) per Detta h l’estensione di j ad
.E X E, cioè 12applicazione (biunivoca) di E x .E sa j (E) X j (E) definita
ponendo per ogni (x, y) E .E X .E , h (x, y) = ( j (x), j (y)), y poichè j è unifor-

. N
memente continua per A ed 5 la h (V) è un’adiacenza di .E per -,2J.
Poichè ~o è un sistema fondamentale di adiacenze per sil, y esiste una par-

tizione aperta finita di .E tale che Risulta:

Poniamo per la osservazione #) ,

è una partizione aperta finita di E e quindi B è un’adiacenza di E per la
N N N N

struttura uniforme 0-dimensionale 7 su li . Dunque À0 , è più fine di A;
N N N

da ciò consegue che la topologia o su .E dedotta da .A0 è più fine della

topologia t dedotta da nl cioè dalla topologia di spazio uniforme e com-

patto di cui è munito j67. Ciò e, poichè per il teor. 2 . fo è meno fine di
N N N N

C , dimostra che o è identica a é; dunque A0 è compatibile con la topo-
logia di .~ ed li, per la a), è 0-dimensiotiale secondo Menger-Uryshon.
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§ 2. - Reticoli generati da una struttura uniforme.

Nel precedente § 1 ad ogni reticolo abbiamo associato una struttura

uniforme. Uno degli obbiettivi di questo § 2 è, reciprocamente, quello di as-
sociare ad ogni struttura uniforme un reticolo regolare : a tal fine premet-
tiamo due lemmi.

LEMMA 1. - Se A e B sono _parti dello spazio uniforme E e se V è una

adiacenza di .E tale che V (A) e B , esiste un’ulteriore adiacenza W di E tale

che W (A ) c B .
Dm. Basta assumere W come adiacenza simmetrica di .E tale che

WoW c V.

LEMMA 2. - Se A e B sono parti dello spazio uniforme .E e se esiste

un’adiacenza V di E tale che V (A) f1 B = o , esiste un’ulteriore adiacenza

W di .E tale che 0 .
DIM. Basta assumere W come adiacenza simmetrica di .E tale che W c V.

Ciò premesso indichiamo come ad ogi spazio uniforme si associi un re-
ticolo regolare.

TEOR. 1. - ~’e sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,
aperte dello spazio unijórme E e se ck è la struttura uniforme di E, l’insieine
~ (~) degli (F ~ G) E tali, esista un’adiacenza V di E per cui V (F)
c G, è un reticolo regolare su E (cfr. def. 5 § 1).

DIM. Sia x E E ed V un qualunque intorno di x : esiste un’adiacenza
_ 

o

V di E tale che V (x) = U il che, per il lemma 1, implica che esiste un’a-
_ 

o 
_ 

o

diacenza W di E tale che W c U. Dunque è ((xj , U) E R (cM) , il che, es-
o

sendo x E {x} ed U e U dimostra (RI) per 92 (01) . La verifica di (RII) è im-
mediata. Suppouuuno i esistono due a-

diaceuze Vt e V2 di .E tali che Posto V = Vi n V2
si ha e quindi cioè 92 (~)
verifica (RIII).

Per provare (RIy) supponiamo (F, G) E 92 (~) : dunque esiste un’adia-

cenza W~ di E tale che W1 (h’) ~ G e sia W2 un’adiacenza aperta di .E tale
che W2o W2 c Wt. Poniamo allora, Evidellte-

mente A e B sono chiusi ed è E = A U B ; inoltre, a causa del lemma 1,
essendo esiste un’adiacenza Vi di .E tale che Vt

: dunque
Inoltre, a causa del lemma 2, essendo B n W1 (F) = 0 esiste un’adia-

cenza V2 di .E tale che 0 da cui risulta Y2 (B) c C F e (B,
C F) E Cf2 (cM). Dunque sussiste per ~’R che, in tal guisa, risulta un
reticolo regolare su E.
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Il teorema cos  dimostrato, tra l’altro, fornisce una nuova prova della
compatibilità degli Hssiomi (Rí) , (RH) , (RH~) ed (R1v) e quindi quella di (Rl) ~

ed · Ci sarà comoda la seguente : -
DEF. 1. - Se F e 9 sono gli insiemi delle parti chiuse e, risp ettivaiii ente,

aperte dello spazio uniforrne .E e se CJ1 è la uni forme di E, il reti-

colo regolare Cf( su .E (cfr. teor. 1) insieme degli (F, G) E ff X 9 tali
che sia V (F) c G almeno un’aditi cenza V di .E chiamasi reti-
colo generato da CJ1 e la uniforme. associata ad cR (U) (cfr. def. 4,
§ 1) chiamasi struttura uniforme associata ad gí. 

°

Questa definizione ed il teor. 1 di cui sopra consentono di enunciare la:
PROP. 1. - Se .E è uno spazio uniforme definito dalla struttura unifor-

me CJ1, la struttura unifoi-me associata ad ck è una sti,uttura uniforme di spa-
zio precompatto compatibile con la topologia su F, dedotta da CJ1.

La nozione di reticolo regolare fornisce una nuova caratterizzazione

della uniformizzabilità :

PROP. 2. - Condizione necess~aria e sufficiente affinchè lo spazio topo-
logico E sia uniformizzabile è che esista i-eticolo regolore su .E .

DIM. Necessità. Consegue dal teor. 1.

Sufficienza. Consegue dal teor. 2 del § 1.

Al fine di proseguire l’analisi della struttura uuiforme associata ad una
data premettiamo due lemmi.

LEMMA 3. Se r E è uno spazio uniforrne ed CJ1 è la sua struttura ieni-

se è il reticolo generato da CJ1 (cfr. def. 1) affinchè il ricovri-

mento aperto finito di E risulti cR (c t) - i-iducibile (cfr. def. 2, § 1)
è itecesstrio e sufficiente che esistano un’adiacenza V di E per CJ1 ed un ri-

covriineitto chiuso finito di E tale che sia V (Fk) C Gk per ogni
k = 17 2 , ... , n .

DIM. Necessità. Se è un ricovrimento aperto finito cR 
ducibilé di E, esiste un ricovrimento chiuso finito di .E (cfr. def. 2,
§ 1) tale che per ogni k = 1 , 2 , ... ~ n sia (Fk , Gk) E Cf2 (~) : dunque per k = 1,

fí

2 , ... , n esiste un’adiacenza V~k di .E tale che Vk (Fk) c Gk. Posto V = n rk
k=l

consegue c Gk per ogni k = 1 ~ 2 , 9 n ed inoltre ~P è adiacenza di

.E per CJ1. _

Sufficenza. È ovvia.
LEMMA 4. - Se .E è uno spazio unifori ie ed CJ1 è la sua struttura uni-

’ 

forme, affiazchè una A di .E X E sia un’adiacenza di E per la struttura

uniforme sIl (c?i) associata ad CJ1 (cfr. def. 1) è necessario e sufficiente che esi-
stano un ricovrimento aperto finito un ricovrimento chiuso finito ,

ed una adiacenza ~T di E tali che sia
A ù

e ~~~=1~2~...~.
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DIM. Necessità. è il reticolo regolare generato (def. 1)
la base 93 (~ (9~)) ad esso associata è un sistema fondamentale di adiacenze
per stl per cui, A essendo adiacenza di .E per A (c i) , esiste un ricovri-

n

mento aperto finito 92 (c t) - riducibile di .E tale che U ( Gk X Gk) c A .
k=1

Per il lemma, 3 (necessità) esistono un ricovrimento chiuso finito 

di .E ed un’adiacenza Y di E tali che V (Fk) c Gk per k = 1, 2 , ... , n .
Sufficienza. Se sono ricovrimenti finiti di .E il

primo aperto ed il secondo chiuso ed esiste un’adiacenza V di .E tale che

per per il lemma 3

(sufficienza), è R(u)-ridueibile e quindi 
i&#x3E;

appar-

tiene alla base associata ad R(u) ed A appartiene ad ,A (U) .
Ciò premesso possiamo stabilire che :

PROP. 3. - Se uno spazio uniforme ed CJ1 è la sua 1tni-

forme, denotata con sil la struttu1fa uniforme associata ad ck (cfr. def. 1)
si ha che :

a) - sil è meno fine di ~?,~,
b) - sil è identica se e solo se cM è una struttura uniforme

di spazio precompatto,
e) - Se F è un qitalítnqite chiuso di E, se CJ1F è la struttura

indotta su F, se sil (c £,,) è la struttura uniforme su F asso-
c ata ad CJ1F e se sil è la struttura unifoi-me indotta da sil (c t) su F,
risulta sil (CMF) == sil ·

Dm. di a). Sia C)~ il reticolo generato (def. 1). Se è (F, G) E
C)~ (cY) , per la def. 1 esiste un’adiacenza V di .E per CJ1 tale che V (F) c G.
Poichè sil (c £) è la struttura uniforme associata ad cR (c £) , per la prop. 2
del § -1, sil (c t) è meno fine di 

,

Dm. di b). è una struttura uniforme di spazio precompatto, di-
mostriamo che è sil per il che, sil essendo meno fine di 

causa di a), basterà dimostrare che % è meno fine di sil (c £) . Sia V un’a-

diacenza di .E per e W sia un’adiacenza aperta simmetrica di .E per C)1
tale che W o W c V. Poichè cM è una struttura uniforme di spazio precom-
patto, esiste un ricovrimento finito di .E formato da insiemi chiusi

piccoli di ordine W . Per ogni k = 1 , 2 , ... , n sia = W (Fk). Evidente-

mente un ricovrimento aperto di .E : posto se

è (x , y) E B si ha (x , y) E ak X ak per almeno un k =1, 2 , ... , n e da ciò
’ 

x E W (Fk), y E W (Fk) e, W essendo simmetrica, (x, y) E Wo Wo W c V donde
B c . Da ciò, poichè ed sono ricovrimenti finiti il pri-
mo aperto ed il secondo chiuso di .E ed essendo W (Fk) = Gx per k =1, 7
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2 , ... n, in forza del lemma 4 (suffficienza.), risulta che V è un’adiacenza di

.E per sfl ed CJ1 è meno fine di sfl come volevasi. j
Dm. di c). Cominciamo con lo stabilire che sfl è meno fine di -2J

(~F) ed, all’uopo, supponiamo che A sia nn?adiacenza di F per A 
Esiste una adiacenza A’ di J~ per A (~?,~) tale che ~. _ (F X F) n A’ e quindi,
per il lemma 4 (necessità), esistono un ricovrimento aperto finito un

ricovrimento chiuso finito un’adiacenza V di E tali che V’ (Fk) c
n

Gk per k = 1 2 , ... , p ed U ( Gk X e A’. Siano k l 5 k 2 1"’, kp quelli de-
k=1

gli indici 1, 2 , ... , n per i quali Fk’ n F =1= ø e, per ogni i = 1 , 2 , ... , p ,
sia Ovviamente ed

sono ricovrimenti finiti, il primo aperto ed il secondo chiuso, di F
e risulta Y (Fz) c Gi per ogni z =1, 2 , ... p . Ciò, V essendo un’adiacenza

11

di F per in forza del lemma 4 (sufficienza) dimostra che, posto B = U
i~l

(Gi X è un’adiacenza di F per sfl (C £F) ; risulta inoltre B c A . Dun-

que A è un’adiacenza di F per nl e per ciò nl è meno fine di

sil 

Reciprocamente, dimostriamo è meno fine Supponiamo
dunque che A sia un’adiaceuza di F per In base al lemma 4 (necessità) e-
sistono un ricovrimento aperto finito un ricovrimento chiuso finito

ed un’adiacenza V’ di F per tali che V(Fk) c Gk per ogni k=1,2,...,n
ya ,

ed U ( Gk X Gk) c A. Poichè V è un’adiacenza di F per %F esiste un’adia-
k=1

cenza V di E per tale che ~V’ . Sia W’ un’adiacenza aperta
simmetrica di E per CJ1 tale che W’o W’ e V’. Per ogni l~ =1 ~ 2 ~ ... ~ ~c
1&#x3E;oniaIno GJ§ = W’o W’ e Fk = W’ (Fk) : ovviamente Gk ed Fk sono parti
rispettivamente aperte e chiuse di E. Essendo W’ (W’ (.I’k)) = W’oW’ (Fk) =

per il lemma 1 esiste un’adiacenza Wk di E per CJ1 tale che ==

per ... , ~ .
Sia poi : essendo

dal lemma 2 consegue che esiste un’adiacenza W,~+~ di .E per ~Ì,e tale che

=== 0 donde ~’n+1 G;a+1. In conclusione, per
n+1

ogni k =1, 2 , ... , n , n +-1, è Wé (Fk) c GIe il che, essendo = U 
,._,

dimostra che , per il lemma 4 (sufficienza), è un’adiacenza

di E per _ci (c t) .
Poichè è = C F si ha donde, posto

si ha
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Sia k = 1 , 2 , y... n : risulta per definizione W’ o W’ (Fk) e quindi se
è x E GJ§ n F consegue x E W’ o W’ (Fk) n F c ~’ (Fk) e per ciò è x E F ed

esiste un y E Fk tale che (x , y) E V’ : essendo Fk c F si ha (x ~ y) E (Fk X F) n
V’ c ~’ = V e quindi x E V c Dunque è 

per (1 ), B c A : poichè B è un’adiacenza di F per altrettanto acca-

de di ri e quindi è meno fine di ,~ (~)F . 
(9~)~ e la prop. 3 è completamente dimostrata.
Dalla proposizione cos  stabilita deduciamo alcuni corollari il primo dei

quali fornisce una proprietà estremale della struttura uniforme associata ad
una data che può essere raffrontata con quella stabilita nel coroll. prop. 2,
§ 1 (cfr. anche [6J cap. ~x, ~ 1 eserc. 6, b)). 

’

COROLLARIO 1. - Se E è uno spazio uniforme ed T~ è la sua struttura uni-
struttura (~) più ,fine delle strut.

uniformi di spazio E fini di ~ .
DIM. Supponiamo che CJ1’ sia una qualunque struttura uniforme di spa~

zio precompatto su E meno fine di ~ . Siano 1:, e 1:,’ le topologie dedotte

rispettivamente da CJ1 ed CJ1’: poichè è meno fine di CJ1 , 7:’ è meno fine

Inoltre per la prop. 3 b) risulta Sia V un’adiacenza di

E per Î,~’ : per il lemma 4 (necessità) esistono due ricovrimenti finiti 
ed di JJJ, il primo aperto ed il secondo chiuso per 7:’ ed esiste
un’adiacenza W’ di E per tale che W’ c Gx per ogni k =1 ~ 2 ~ ... , ~

ya

ed U (G~ X c V’ . Poichè ciascun Gk è aperto e ciascun F~ è chiuso
~=1

per C e poiclle W’ è anche adiacenza di JJJ per CJ1, in forza al lemma 4

(sufficienza), risulta che V’ è un’adiacenza di E per nl (%) . Dunque CJ1’ è
meno fine di nl (%) ciò che, per la prop. 1, dimostra la tesi.

inferiore corollario della prop. 3 è il seguente :
COROLLARIO 2. CJ1" sono strutture spazio pre-

compatto E e se Cf~ ed ~ (~") sono 
e, rispettívamente, àa CJ1" , (CJ1’) = 92 (U) CJ1" .

DIM. Se ed sono le strutture uniformi associate ad CJ~’
e rispettivamente 9T e se ~~ (~ (~’)) ed .~’~ (~ {~")) sono. le strutture uni-
formi associate e, rispettivamente R (U’’) , richiamate l’ipotesi e
la def. 1, in forza della prop. 3 b) si ha

COROLLARIO 3. - Se ogni struttura uniforme CJ1 compatibile (..,on la to-

pologia dello spazio uniformizzabile E verifica la seguente proprietà :
a) - ~~e F e G sono insiemi il primo chiuso ed il secondo aperto di E

ed è F c G esiste V di E per CJ1 tale che V (F) c G,
esiste una solcc struttura uniforme compatibile con la topologia di E.
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DIM. In base alla prop. 1, in forza della uniformizzabilità di E, esiste
almeno una struttura uniforme CJ1 di spazio precompatto compatibile con la
topologia di .~ . Sia 92 (9~) il reticolo generato da CJ1; se ~’ e G sono insie-
mi di .E il primo chiuso ed il secondo aperto con F c G, sia V un’adia-
cenza di E per CJ1, prevista da a), tale che V (F) e G. Se éF e 9 sono gli
insiemi delle parti chiuse e, rispettivameute, aperte di .E , detto cR (.E) l’in-
sieme degli (F, G) E ff x 9 tali che sia F e G , risulta 92 (E) e: 92 (9~) ? donde,
essendo c CR. (E) in forza di della def. 1, § 1, si conclude CR (E) =
= 92 = CJ1 (cfr. prop. 3 b)). Dunque esiste un sola struttura uniforme 

..

di spazio precompatto compatibile con la topologia di .E . In base al teor. I 
’

di [12], consegue la tesi.

Poichè le strutture uniformi compatibili con la topologia di uno spazio
compatto uniformizzabile verificano la a), in conseguenza del teor. 33 di [10]
cap. 6 pag. 199 si ritrova un ben noto risultato di A. Weil:

COROLLARIO 4. - Non può esistere di una struttura uniforme coni-
patibile con la topologia di uno spazio compatto.

Proseguiamo ora l’analisi delle strutture uniformi associate in relazione
alla uniforme continuità.

PROP. 4 - Se E ed .E’ sono spazii uniformi e se CJ1 ed CJ1’ 
sono le loro strutture uniformi, dette sil ed sil (ck’) le strutture 

formi associate ad cM ed rispettivaine tte, ogni applicazione f di E in E’,
uniformemente continua per % ed U’ è uniformemente continua per ed

Dm. Supponiamo che A’ sia un’adiacenza di E’ per stl (U) . Per il lem-
ma 4 (necessità) esistono due ricovrimenti finiti ed .E,
il primo aperto ed il secondo chiuso, ed esiste un’adiacenza V’ di E tale

che Y’ (Fk) e Gk per ogni k=l 9 27...7n.
Sia 9 l’estensione di f ad _E x -E, cioè, al solito, l’applicazione di 

in .E’ ~ .E’ definita ponendo, per ogni
-1

Posto V = g ( Y’) ~ poicllè f è uniformemente continua per CJ1 ed ~’ ~ y Y è

un’adiacenza di .E per ~ .
-1 -1

Per ogni k = 1, 2 ~ ... , n poniamo Gk = f (Gk) ed F~£ = f (F~) ; 
ed sono ricovrimenti finiti di E, il primo aperto ed il secondo

M

chiuso ; inoltre, come è facile constatare risulta Essendo U
k=1

-J.

, per il lemma 4 è un’adiacenza di J57

per ,~ (ck) . Dunque f è uniformemente continua per ,~ (c i) ed ,~ (C’J1’) .
Consegue il

COROLLARIO - Se E ed E’ sono spazii uniformi, se c?t ed C)1’ sono ri-

spettiva7nente le loro strutture uniformi e se CJ1’ è una struttura uniforme di
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spazio precompatto, ogni applicazione f di E in E’ nnijotrmemente continua
C)1’ è anche unifoi-ntemente continua per A (c £) ed C)1’ .

Dm. Consegue dalla prop. 3 b) e dalla precedente prop. 4.

Ricordato che ogni spazio compatto e separato (di Hausdorff) è regolare
e quindi che esiste una ed una sola struttura uniforme compatibile con la

sua topologia (come si riconosce anche dall’esempio 1 del § 1 e dal coroll. 4
della prop. 3 di questo §), possiamo utilizzare i risultati precedenti per in-

dicare una nuova proprietà di estensione delle applicazioni uniformemente
continue. 

’

PROP. 5. - Se E’ é uno spazio compatto e separato ed C)1’ è l’unica

struttura compatibile con la sua topologia, le seguenti proprietà a) e
b) sono equivalenti :

a) - Se A è un insieme chiuso di uno spazio uniforme E ed f è un’ah-
plicazione uniformemente continua del sottospazio A nello spazio uni-

forme E’ esiste unlal)plicazione unifoi-meinente continua f di E in E’ tale che

_pei- ogni x E A sia f (x) = f (x). 
’

b) - Se A è una _parte chiusa di uno spazio regolare e compatto E
ed f è un’applicazione continua del sottospazto A nello spazio E’ , esiste un’ap-
plicazione continua f di E in E’ tale che per ogni x E A sia f (x) = f (x) .

DIM, a) implica b). Supposta vera la, a), -4 sia una parte chiusa di uno

spazio regolare e compatto .E ed f sia un’applicaziooe continua del sotto-

spazio A nello spazio E’ . Sia C)1 l’unica struttura uniforme compatibile con
la topologia di ~ (cfr. esempio 1, § 1 e coroll. 4 della prop. 3 di questo §) ;
la struttura uniforme CJ1A indotta da C)1 su A è (1’unica) compatibile con la
topologia del sottospazio A . Poichè A è compatto, la f, come è noto, ri-

sulta uniformemente continua per CJ1A ed ~’a e quindi per a) esiste un’ap-
plicazione f di E ill .E’ uniformemente continua per C)1 ed C)1’ tale che per
ogni y E A sia Poichè f è continua in E la b) è verificata.

b) implica a). Supponiamo vera la b) ; A sia una parte chiusa di uno
spazio uniforme E ed f sia un’applicazione uniformemente continua del sot-
tospazio uniforme A in E’ . Denotata con C)1 la struttura uniforme di E e
con C)1A la struttura uniforme indotta da C)1 su A, y come di consueto indi-

chiamo con _ci (c () ed sIl le strutture uniformi associate (def. 1) rispet-
tivamente ad ~ e ad e con la struttura uniforme indotta da

nl su A . Poichè .E’ è compatto, in forza del coroll. della prop. 4, la f,
che per ipotesi è uniformemente continua per CJ1A ed C)1’ , è uniformemente

continua per ,~ (C £A) ed C)1’: ciò, essendo in forza della

prop. 3 c) ~ implica che f è uniformemente continua per sil (%)A ed CJ1’ .

Detto .E il completamento di .E per nl (%) (cfr. def. 2 dell’Introduzione),
sia la sua struttura uniforme di spazio completo. Poichè sil (c £) è una
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struttura uniforme di spazio precompatto, in forza della prop. 2 dell’Intro-

duzione, .E è compatto. Sia j Pisomorusfno associato ad A (U) (cfr. def. 2

dell’Introduzione) : j (E) è una parte ovunque densa di E e j è un’isomorfismo
di E su j (E) per A (%) e per la struttura uniforme indotta da

L’applicazione h inversa di j è, dunque, un’applicazione

(biunivoca) di j (E) su E uniformemente continua per A ed A i
inoltre si ha : &#x3E;

Natvralmente, se ~ (~)~~A) è la struttura uniforme indotta da 

sulla parte j (A) di la restrizione hj(E) di h ad j (A) è un’applicazione di

j (A) su A uniformemente continua per ,~ (~)’(A) ed .~ e, per la (1),
risulta

In conseguenza f o hj(A) è un’applicazione di j (A) in E’ uniformemente
continua per 9t ed c (’ . Poièhè E’ è separato e completo (poichè coin-

in forza del teor. 1, n. 4, § 3, cap. II di [6], esiste un’ahplicazione
uniformemente continua f’ del sottospazio uniforme
derenza di j (A) in E) in E’ , 5 tale che risulti :

La f, dunque, è un’applicazione continua dell’insieme di

E in .E’ e ciò, essendosi supposta vera la b) ed E essendo regolare e com-
,, 

- 

,patto, implica che esiste un’applicazione continua f" di .E in E’ tale che
risulti 

, 
1

per 

e quindi, y in forza di (3), tale che risulti :

per ogni x’ E j (A) .

Poichè E è compatto ed f" è continua in ~7 y come è noto f " è uni-
formemente continua per À ed CJ1’. Posto 1 = j" oj, la f è 
cazione di .E in E’ uniformemente continua per sil (c t) ed CJ1’ e ciò, poiclè
sil (c t) è meno fine di CJ1 in forza della prop. 3 a), diinostra che f è unifor-

memente continua per CJ1 ed ~’ . Inoltre, in forza di (5) e di (2), per ogni
x E A, risulta Dunque b)
implica a,) e la prop. 5 è completamente dimostrata.

4. Annali della Sc1tola Norm. Sitp. - Pisa.
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Ad esempio, osserviamo che se .E’ è uno spazio di Banach compatto,
come è ben noto ([6] cap. X, § 5, eserc. 11, ed anche [3], [8] e [2]) per E’
sussiste la b) di cui sopra e quindi la prop. 5 ha il corollario :

COROLLARIO. Se A è Una chiusa di uno spazio uniforme E e se f
è un’applicazione unifo7·menaente continua del sottospazio uniforiiie A nello spa-
zio di Banach coiiip(itto E’, esiste un’applicazione uniforiitemente continua f
di .E in E’ talé che per ogni x E A sia f (x) = f (x) .

Da questo corollario, se E’ è un intervallo compatto della retta nume-

rica, consegue un risultato indicato da KàTETOV in [9] (cfr. anche ~1]).

§ 3. - Un assioma di separazione caratteristico degli spazii uniformiz-
zabili e la struttura uniforme di Tychonoff-Cech.

. Mentre ogni spazio uniformizzabile, oltre ai consueti assiomi di struttura
topologica (0,) ed di [6] (cap. 1, § 1, n. 1), verifica l’assioma di regola-
rità (Oin) ([6] cap. I, § 6, n. 7 ; cap. II, § 2, n. 2) il sussistere di in

generale non basta ad assicurare l’uniformizzabilità la quale, come è stato
rilevato in più modi ([14] § 2, teor. 1 ; [6] cap. IX, § 1, n. 5 ; [13] cap. III,
§ 25, 21.1) può essere caratterizzata solo mediante assiomi di separazione
più restrittivi.

La nozione di reticolo regolare può essere utilizzata per caratterizzare

1’uniformizzabilità mediante un assioma di separazione che, come è ovvio,
è equivalente agli altri già noti ina può essere formulato senza l’uso inter-

mediario della retta numerica (attraverso funzioni reali continue) o dei nu-
meri diadici.

A tal fine premettiamo una definizione :
DEF. 1. Dicesi successione di U1’yshon sullo spazio topologico E, ogni

successione finite di insiemi aperti (li E tali che :

per ogni m E N ed ogni h == O , 1 , ... , 2m
per ogni mEN ed o~t~ ~ == O ~ 1 ~... ~ 2*~ 2013- 1.

2 - Se A e B sono pa1,ti dello spazio toyologico E, si dice che

A è U - conten1tto in B se esiste una sitecessioiie di Uryshon
s~c E tale che A c Úó°~ ~ c B . 

,

Ci serviremo del lemma seguente che, anche se deve considerarsi so-

stanzialmente noto, non sembra sia stato esplicitamente enunciato nella for-
ma qui esposta.

(i) Denotiamo con N l’insieme dei numeri interi positivi 1, ~ ~ .,. ~ n, ...
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LEMMA 1. - Se A e B sono parti dello spazio E e se esiste

un’adiacenza V di E tale che V (A) A è U - contenuto in B.

DIM. Per ricorrenza determiniamo una successione adiacenze

e di E tali che Vo c V e, per ogni n E N, o e Vn.
Ancora per ricorrenza determiniamo una successione di parti
aperte di E X jE7 tali che, detta 4 la diagonale di jE7 X .E, y risulti :

a) un insieme aperto di E X .E per ogni m E N ed h =1, 2, ..., 2m.

per ogni m E N ed
per ogni m E N ed

Per univocamente determinata da 03B2) e sup-

postala determinata per un certo m E N definiamo ponendo :

per

per

Evidentemente, per costruzione, verifica 

quanto alla ó) essa è di verifica immediata.
Sia m E N ed )z = 0 , 1, ... , 2m - 1 . Si verifica facilmente che è

e da ciò consegue che, se si pone
--- 1,1

per ed h=0~1~...~2~‘~ y la ( è una successione di

Uryshon su E (cfr. def. 1) ed inoltre è A c d unque A è

U- contenuto in B come volevasi.

Dopo ciò è immediato che :
PROP. 1. - Ogni spazio topologico u ifoi-iitizzabile E verifica l’as8io’lna:

~ 
(Olv) - Per ogni punto x di E e per og1ti intorno V di x, esiste un in-

torno W di x tale che W sia U - contenuta in V (cfr. def. 2).
DIM. Sia A un’adiacenza di E per una qualunque struttura uniforme

U coinpatibile con la topologia di .E e tale che A (x) = V. Sia B uiiladia-
cenza aperta di F tale che B o B c A . Posto W = B (x), risulta B (W) =
= B o B (x) e A (x) = p e quindi, in forza del lemma 1 del § 2 esiste un’a-

diacenza Bo di E tale che c V : ciò, in forza del lemma 1 di questo
§, 1 W essendo un intorno di x, prova (OIV) .

L’assioma (0,,) ora introdotto è evidentemente più restrittivo dell’assio-
ma di regolarità (Om) e può legittimamente considerarsi un assioma di com-
pleta regolarità : il lettore esperto, infatti, riconoscerà facilmente la sua equi-
valenza con l’assioma di completa regolarità di Tychonoff. Di ciò noi diamo
dimostrazione indiretta ricordando che detto assioma di Tychonoff, in forza
di un ben noto teorema di A . Weil ([6] cap. IX, § 1, n. 5), equivale all’u-
uiformizzabilità e provando, con la proposizione reciproca della prop. 1 di
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cui sopra, che ogni spazio verificante (O~v) è uniformizzabile. Premettiamo

all’uopo la :

PROP. 2. - Se E è uno spazio topologico verificante l’assioma e se

eT- e P sono gli delle parti chiuse e, riqpettivanteitte, aperte di E, 
sie1ne CR (E) degli tali che F sia 0 - contenuto in G (def. 2)
è un reticolo i-egolare su E .

DIM. Supponiamo che x sia un punto di jE7 e che T~ sia intorno di x.
o

Poichè sussiste 17assioma e poichè l’interno V di V è un’intorno (aperto)
di x ? y esiste un ulteriore intorno W di x tale che W sia U - contenuto in
u

~; si ha dunque donde per 92 (.E~ sussiste
l’assioma (RÌ).

La verifica di (Bn) è immediata. Dimostriamo Supponiamo (F1, G1)
E ~ (E) , (Fz , G2) E C’f2 (~). Per la definizione di 92 (~) e per le denf. 1 e 2, esi-
stono due successioni di Uryshon su E, 9
tali che Per ogni
poniamo è immediato riconoscere che 

è una successione di Uryshon su .E e che F2 c Wó°~ , c G2 .
Dunque è (F1 n G~ n G2) E e ciò dimostra (R~~~) per ~ (.E) .

Per stabilire premettiamo un’osservazione preliminare :
risulta, 1

Infatti, essendo esiste una successione di Uryshou
tale che Per ogni 1n E N ed

poniamo : è immediato riconoscere che
una successione di Uryshou e che è dunque è (C G,

e da ciò la oc).
Ciò preiiiesso, l)assiamo a dimostrare (R,,) per R (.E) . -
Supponiamo e quindi che esista una successione di Ury-

shon tale che

Poniamo e, per m E N ed h = 0 1 , ... , 2"’ poniamo
~. Si riconosce facilmente ch e i

sono successioni di Uryshon su .E e che è

Dunque è , Poniamo

Evidentemente A e B sono insiemi chiusi di E e risulta E = A U B. Es-

sendo ~ 1 h, mentre, da , in forza

della osservazione a) consegue ossia (
In conclusione (RIv) è vera per 92 (.E) che cos  è un reticolo regolare

su E.
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Siamo ormai in grado ~.i dimostrare che (0~,) è anche sufficiente per
l’uniformizzabi1ità. Invero si ha :

PROP. 3. - Se .E è uno spazio topologico le seguenti tre proprietà sono
equivalenti :

a) - E è uniformizzabile.
b) - E verifica l’assioma 
c) - e 9 gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, aperte

di E, l’insieme cR (E) degli (F, G) E ~ X ~ tali che F sia U - contenuto in G

(cfr. def. 1) è reticolo regolare szc E.

,, Dm. a) implica b). Consegue dalla prop. 1

b) implica c). Consegue dalla prop. 2 ,

c) implica a). Consegue dal teor. 2 del § 1.

Dopo ciò siamo in grado di porre uua definizione :

DEF. 3. - Se E è uno spazio topologico ve’rificante l’assioii a e se

9 e 9 sono gli insiemi delle pai-ti chiuse e, 9,ispettívamente, aperte di E, il

reticolo regolare ck (E) su E (cfr. prop. 2) insieme degli (F, G) E tali

che F sia U - contenuto in G (def. 2) chiat«asi reticolo di Tychoito g"-Cech su E.
DEF. 4. - Se E è uno topologico ve1’ificante l’assioma la

struttura ititifoi-me ( E) su E associata a l 1’eficolo di Tychonoff Cech (deff. 3
e 4 del § 1 e def. 3 di questo §) chiamasi struttura di Tychoitoff
q 

°

su E.

Dopo ciò è ovvia la

PROP. 4. - Se E è uno spazio topologico verificante la
v

, 
struttura itnijornie di Tychoitof-Cech su E (def. 4) è zcna struttura unifo’t’me
di spazio i)reco) patto compatibile con la topologia di E.

La struttura uniforme di Tyeboi off-èeel  è caratterizzata dalla seguente
proprietà estremale.

PROP. 5. - Se lo spazio topologico E verifica l’assioma (O~v), la, strut-

tura itiiiforme di Tychonoff-Oech su E è la più fine delle strutture uniformi
di spazio precompatto compatibili con la topologia di E.

Dm. Supponiamo che ck sia una struttura uniforme di spazio precom-
patto compatibile con la topologia di .E e sia la, struttura uniforme

associata ad W (cfr. def. 1 del § 2) : per b) della prop. 3, § 2, si ha sfl (U) _ Clf.
Sia V un’adiacenza di E per Clf. Per il lemma 4, § 2, esistono un ricovri-
mento uperto finito , un ricovrimento chiuso finito ed

un’adiacenza W di .E per CJ1 tali che sia
1

per ogni k =1, 2 , ... , n : per gli stessi k consegue da lemma 1 che 

V - contenuto in G~ e da ciò, denotato con il reticolo di Tychonoff
v

Cech su .E (def. 3), si ha che , ridncibile (def. 2, § 1 ).
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Quindi in forza delle deff. 3 e 4, è un’adiacenza. di .E per la

struttura uniforme di Tychonoff-Cech sil (.E) di .E: dunque V è un’adiacenza
di .E per stl (E) che cos  risulta, più fine di CJ1.

Il seguente corollario fornisce un’ ulteriore caratterizzazione della strut-
tura uniforme di Tychonoff-Cech.

v

Se 0f~ (E) è il reticolo di sullo spazio
v

uniforme E verificante l’assioma (OIV), la struttura uniforme di l’ychonoff-ceolt
- su .E è l’itnica delle strutture uniformi di spazio precompatto CJ1 com-

patibili con la topologia di E che godono della proprietà : -

a) - per ogni (F, G) E 0f~ (E) esiste un’adiacenza V di E per 9Z tale che
Y (F) c G .

1 

DIM. Poichè sil (E) è la struttura uniforme associata ad R (c £) (clef: 4),
per la prop. 2, § 1, sil (.E) verifica la a) ed ogni struttura nniforme % su .E
verificante la a) è più fine di sil (9£) . Ma se CJ1 è una struttura uniforme
di spazio precompatto compatibile con la topologia di E, per la prop. 5,
essa è meno fine di sil (E) : quindi si ha CJ1 == sil (.E) come volevasi.

PROP. 6 - Se E ed E’ sono spazii topologici verificanti l’assioma 
v

e se sil (E) ed sono le strutture uniformi (li Tychonoff G’ech su E e,
rispetlivanteitte, su E’, ogni applicazione continua f di E in E’ è uniforí e-
mente continua sil (E) ed sil (E’) .

DIM. Denotiamo rispettivamente con cR (E) ed R (.E’) i reticoli di Ty-
A

chonoff-Cech di E ed E’ e premettiamo un’osservazione

a) se è (F’, G’) E 92 (.E’) si ha

Per provarlo rileviamo che da (F’, G’) E 92 (E’), in forza della def. 3,
consegue che F’ è U - contenuto in G’ e ciò, in forza della def. 2, implica
che esiste una successione di Urysbon su E’ tale che

. Posto per ogni m E N ed ogni h = 0 ,
1, ... , 2m è facile riconoscere che è una successione di U-

ryshon su E e risulta e da ciò la a) , Ciò premesso
supponiamo che A’ sia un’adiacenza di E’ per esiste un B’ ap-
partenente alla base associata ad 92 (~) (cfr. deff. 3 e 4 § 1) tale che B’ c A’.
Per la def. 3 del § 1 esiste un ricovrimento aperto finito di E’,

92 (.E’~ - riducibile tale che Per la def. 2 del § 1 esiste

un ricovrimento chiuso finito (. di .E’ tale che sia
_, 1

per ogni k = 1 , 2 ,... , n. Consegue che sonó ri-
covrimenti finiti, il primo aperto ed il secondo chiuso, di .E e, in forza di
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a) per ogni lc =1 ~ 2 , ,.. ~ n ~ 5 risulta Ciò mostra che,

posto con le solite argomeutazioni, y A è uuladia-

cenza di E per sfl (E). Detta g 1’estensione di f ad E X E, cioè 
zione di jE7XjE7 in definita ponendo, per ogni

si ha
-1

; dunque g (A)
è u ladi-,teenza di E per _ci (E): ciò dimostra che f è uniformemente conti-
nua per ed 

Quanto precede ci consente di pervenire alla compattificazione di Ty-
v

chonoff-Cech-Stone nell’ai biio della teoria dei reticoli.

PROP. 7. - Se E è uno spazio topologico 
E per la struttura uniforme Tychonoff-Cech e

associato ad A (E) (cfr. def. 2 dell’introduzione) godono delle
seguenti 

a) - if è uno spazio regolare e compatto, -separato se E è separato.
b) omeomorfismo di E sopra un sottaspazio denso di E.
e) - l’omeomoi:fi-smo di j (E) inverso di j, per ogni ap-

plicazioiie continua f di _E in un qualunque spazio separato e compatto E’ esi-
ste una applicazione continua f di jE’ in ~7~ tale che per ogni re Ej (E) risulti

7(~)==/o~). ’

Dim. Poichè if è uno spazio uniforme esso è regolare e, poichè A (E)
è una struttura uniforme di spazio precompatto, per la prop. 2 della Intro-

duzione, E è compatto. Inoltre, se E è separato, dalla prop. 1 della stessa

, Introduzione, risulta che ~7 è separato. Dunque ~) è vera.

Poichè j è un isomorfismo di ~7 su i (E) e j (E) è ovunque denso in ~7,
la b) è vera.

Detta la struttura uniforme indotta su j (E) dalla struttura u-

niforu1e ÀÒ (E) di è tinlapplicazione di j (E) su jE7 uniformemente con-

tinua per ed Detta la struttura uniforme di Tycbo-
v

noff-Cech dello spazio E’ (unica compatibile con la topologia di E’ poichè
E’ è compatto), a causa della prop. 6, ogni applicazione continua f di j67 in

E’ è uniformemente continua per ed e quindi f oh è un’ap-
plicazione di j (E) in E’ uniformemente continua per ed -2í (E’) -

Poichè j (E) è ovunque denso in if e poichè E’ è separato e completo per
A(jE7"), per il teor. 1 del n.4, § 3, cap. 6, [6], esiste un7applicazione f di
in E’ uniformemente continua per ed tale che (E) impli-
chi La f è continua in ~E e da ciò consegue c).
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Se E è separato, per a), anche .E è separato ciò che in forza di b) e

c), con ben nota argomentazione, caratterizza E come la compattincazione
v

di Tychonoff-Cech-Stone di ÀO a meno di un omeomorfismo.

Ulteriore conseguenza della prop. 7, della quale conserviamo ipotesi e

notazioni, è la seguente.
Supponiamo che E sia separato : ricordato che è la struttura uni-

forme associata ad 92 (.E) 9 in forza della prop. 7, precedente e della prop. 3
N -

§ 1, risulta che E è uno degli spazii topologici E tali che esista un’appli-
-

cazione i di .E in _E per cui :
............ 

.

a’) - spazio coiiipatto e separato,
b’) omeoi oi-fisino di E sopra un sottospazio ovunque denso di .E,
c’) - se F’ ed F" sono insiemi chiusi e disgiunti di E tali che (F’,

C F") E cR (E) 
"’’-

l’aderenza in E della

sua parte X).
Supponiamo inoltre che Ê ed i verifichino a’) ~, b’) e c’) e sia c2?la strut-

tura uuiforme che compete ad E quale spazio compatto e separato. La strut-
-

. 

tura uniforme % su .E , immagine reciproca di U per i, in quanto i è un
omeomorfismo, è compatibile con la topologia di .E , è una struttura unifor-
me di spazio precompatto e quindi, per la prop. 5, è meno fine di 

Inoltre se è (F, poiclè F e C G sono chiusi e disgiunti, per c’)
si ha i . Da ciò, poichè .E è compatto, consegue che esi-

ste un’adiacenza Y di E tale che e quindi
V (i (F)) n i (C G) = o . Se V è Padiacenza di .E per iinmagine reciproca
, .....

di V per 1’estemione di i si ha e quindi
V (X) c G. Per la prop. 2, ~ 1, consegue che CJ1 è più fine e quindi per
quanto sopra, identica ad sil (E). Da ciò, con ben nota argomentazione, si

N -

deduce che .E ed .E sono omeomorfi.

Dunque E è uno, e risulta ouleomorfo a ciascuno, degli spazii topolo-
gici E cui può associarsi un’applicazione i di E in .E di guisa che a’), b’)
e c’) siano verificate. Poichè if è oneomorfo alla compattificazione di Ty-

v -

chonoff Ceclr-Stone di E altrettanto accade per ciascun E .

§ 4 - Un metodo generale di definizione di reticoli.
’ 

Descriviamo ora procedimenti di generazione di reticoli.

DEF. 1. - sono chiuse e, rispettiva1nente
aperte dello topologico E sistema di generatori di reticolo
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Slt E ogni coppia C13) di insiemi di parti chiuse di E verificante i seguenti.
assiomi :

(G~) - .Esiste un (F, G) E tale che F c G ed (F, C G) E 93.
(GlI) - Da B’ E c 3 e B" E ci3 consegue B’ fl B" E c73

- Da B’ E c 3 e B" E c13 consegue B’ U B" E 03
- Risulta ’lt c 93 .
- Da A E ’2t e B E 93 consegue 

(Gv~) - Da A’- E gf ed A" E gf consegue A’ U A." E ~
Gy~~) - Se è (F, ed (F, C G) E ’ltx 93, esistono e

V E 9 tali che CV E 03, Fc c G.

Esempii di sistemi di generatori vengono forniti in seguito : per il mo-
mento giustifichiamo l’introduzione di essi con la :

PROP. 1. - Se (9t, c 3) è un sistema di di1’eticolo sullo spa-
zio topologico E, l’insieme Cf2 degli (F G) E ~ tali c G ed ( F , C G)
E (’2t X C13) U (03 X ~) è itu reticolo su .E .

Dm. La (G~) dimostra che Cf2 verifica (R~).
La (RII) sussiste per la definizione di Cf2.
Per verificare supponiamo (F’ , G’) E Cf2 ed (F", G") E Cf2 . Essendo

F’ E c 3 ed F" E c 3, a causa di (G,,) è F l fl F" E 03; i essendo C G’ E ~ e

C G" E i~ , per (G~~~) è C ( G’ ~ G") = (C G’) U (C G") E c 3; se almeno uno degli
F’ ed F " appartiene ad ’2t, poichè l’altro per (G1v) appartiene a c13, in forza
di (Gy) risulta Fl n p" E ’2t e quindi (F’ n ~"’~ G’ n G") mentre, nell’altro
caso, per la definizione di Cf2 deve essere C G’E ’2t, C G"E ’2t e quindi, per (G,,I) ,
C (C G’) U (C G") E ’2t ed ancora (Fl n F" ~ G’ n G") E Dun-

que % verifica (RIII).
Per stabilire (R1y)snpponiamo (F ? G) E Cf2 e sia F E ’2t. Per la definizio-

ne di Cf2, essendo F c G , in forza di (G,,,) esistono A E ’2t e VE 9 tali che
c G ed,

essendo A E ’2t, G E c 3, si ha (A, G) E Cf2; da F c V consegue poi B c E F
ed, essendo B E c 3 e C (C F) = F E ’2t si ha (B, C F) E Cf2. Dunque è
vera per Cf2 che in tal guisa risulta un reticolo su .E (eventualmente non
regolare).

La proposizione cos  dimostrata giustifica le seguenti definizioni.
DEF. 2. - SecT e 9 sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente,

aperte dello spaxio topologico E e se c03B2) è un sistenta di generatori di re-
ticolo su E, chiai asi reticolo generato da (’-M, il reticolo Cf2 su E (cfr.
prop. 1) insieme degli (~’, G) E tali che (F, C G) E c 3) U (c?3 X ~),

DEF. 3. - Se (M, c03B2) è un si,gteiY1a di generatori di reticolo sullo spazio
topologico E, chiamasi struttura uniforme generato, da (’2f, c 3) la struttu1’a u-

nifornie associccta (cfr. def, 4 § 1) al relicolo generato da (U, cí3) (cfr. def. 2).
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Passiamo ora ad un rapido studio di alcune proprietà della struttura
uniforme generata da un sistema di generatori. All’uopo premettiamo un

lemma.

LEMMA 1. - Se (9t, 03) è uit sistema di generatori di reticolo szcllo 

zio topologico .E, se è A E gi e 9e è un ricovrimento aperto di A

tale che per ogni k =1, 2 ... , n sia C ITk E c[3, esistono due ricovi-imenti finiti
ed di A, il primo aperto ed il seconado chiuso tali che per

ogni k = 1 9 2 9 ... 9 n C Yk cAk c Uk.
Dim. Poichè la tesi, in forza di (GVIl) è vera per n = 1, per induzione

completa basterà stabilire che se essa è vera per un certo intero positivo n
essa è anche vera per n + 1. Sia un ricovrimento aperto finito
~ di A tale che per ogni k = 1 , 2,...,n,n+1 sia C Uk E Cf3 . Poichè è A 
e C Un+1 E Cf3, per (Gv) risulta A n (C E q¡ e quindi essendo A U (C 

n

C U Uk e C Uk E Cf3 per ogni k =1, 2 , ..., n , dall’ipotesi di induzione
k=1 

consegue che esistono due ricovrimenti finiti ed di

A n (C U,,+,) , il primo aperto ed il secondo chiuso, tali che per ogni k =1,
n

2,..., r Vk E03 e V k c Ak C Uk. Consegue A n (C U Vk) e U,,+1 ·
k=1

li

, 

Per ogni k = 1, 2 , .,. n, è C Vk E 03 e quindi in forza di (Gli) è C U Vk =
k=1

u. , 

n

= n (C Vk) E c03B2, donde, essendo A E W, in forza di è A n (C U Vk)Eq:
k=1 k=1

in forza di esistono un’insieme aperto V,,+, ed un insieme chiuso 
n

tali che C Va+1 E , A n (C U Vk) c 1’"n+1 c An+1 c Un+1. Dun-
k==1

n+1

que è A c U Vk e, per ogni k=1,2,...,n,n-+-1,A~E~,C Vk E Cf3 e
k=1 ’

Vk c Ak C Uk. La tesi è, dunque, vera per induzione completa.
Sussiste allora la seguente.
PROP. 2. - Se c13) è un sistema di generatori di reticolo sullo .sp a-

xio topo-logico E e c 3) è la struttura uniforme da esso generata (cfr.
def. 3) affinchè V sia un’adiacenza di E per c 3) è necessario e suffi-
ciente che esista ítn t-icovi-imeitto n,perto finito di E tale che sia

n 
.

U Gk) c V , C Gk E Cf3 per ogni k =1, 2 , ... , n e, se esista un
k=l 

’

k=1,2,...,n tale che C Gk E ’li .
DIM. Sia-no 9 e 9 gli insiemi delle parti chiuse e, rispettivamente, a-

perte di E, Cf~ il reticolo generato da (9t, c03B2) (cfr. def. 2) e 6 la base

associata ad R (def.. 2, § 1).
Supponiamo che 1,7 sia una parte di E X E .
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Se V è un’adiacenza di .E per @ (QÉ , 93), in forza della

def. 4 del §.1, ha come sistema fondamentale di adiacenze 6 (cR)., esiste un
B E tale che B c V. Per le deff. 2 e 3 del § 1 esistono due ricovrimenti
finiti ed di E, il primo aperto ed il secondo chiuso, tali
che per ogni k = 1, 2,..., n sia (Fk, Gk) E 92 . Quindi per k = 1, 2, ... , n in
forza della def. 2, risulta (Fk , Gk) E (~ X 93) u (93 X Qi) e da ciò, in forza di
(G1v), si ha C Gk E B , inoltre, se è non potendo essere Fk E U per

.. n

ogni k = 1, 2, ... , n perchè allora, in forza di (GVI)’ sarebbe .E = U Fk E ’2t ,
, k-l 

’

deve essere C Gk E 93 per almeno un lc =1, 2 , ... n .
Reciprocamente supponiamo che sia un ricovrimento aperto

11 

’

finito di .E tale che, posto B = U (Gk X Gk) risulti B c V, sia C Gk E 95
k=1

per ogni k = 1 , 2 , ... , n e, se è .E ~ ~, 9 risulti C Gk E per almeno un
n

k =1, ... , n . Se è applicando il lemma 1, 9 dall’essere .E = U 
k=--1

consegue l’esistenza di due ricovrimenti finiti ed di .E,
il primo aperto ed il secondo chiuso, tali che per ogni k = 1 ~ 2 I ... 9 n sia
C Vk E Fk E QÉ e Vk c Fk c Gk. Per ogni k = 1, 2,..., n è dunque (Fk , Gk)
E Q2 donde in base alle deff. 2 e 3 del § 1, risulta B E 6 (92) e quindi V è un’a,
diacenza di E per ~ (gf 93) .

Se, invece, è per ipotesi è C Gk E gi per almeno un k = 1, 2,..., n’ 

n-1

ed è lecito supporre C G" E Da ciò e da C Gn c U Gk con C Gx E 95 per
k=1

k = 1 , 2 , ... , n - 1, in forza del lemma 1 consegue che esistono due rico-
vrimenti fini.ti di C Gu tali che per ogni k =1,’ 

n-l n

2 n - 1 risulti Posto Fn = C (U Vk) risulta E = U Fk
k-l
n-1

e per ogni k =1, 2 , ... , n -1 è ( Fk , Gk) E Cf2. Inoltre da C G’1 c U Vk
° 

-

consegue Fn c Gn: ma per lc =1, 2 , ... , n -1, 9 è C Vk E 95 ed allora, per
n-1

(Gn) si ha Fn = U C Vk E 93 il che, essendo C dimostra che è an-
°

che (Fn, Gn) E Tutto ciò, in base alle deff. 2 e 3 del § 1 dimostra an-
cora che è B E 6 (%) e quindi che V è un’adiacenza di E 

Diamo un’ulteriore informazione sn @(QÉ, %) dopo aver premesso il

LEMMA 2. - Se (U,B) e un sistema di di retico lo sullo spa-
zio topologico E, se Cf( e c73) sono rispettivamente il reticolo e la strut-

tura uniforme su E generati da (~M, c03B2) (cfr. deff. 2, e 3), per ogni struttura
su .E le seguenti due proprietà sono equivalenti :

a) - per ogni (F, esiste .E per C)1 tale che

V (F) c G. ’
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b) - se è A E U è un sistema aperto tale che C U E A c: U,
esiste itnladittce iza W di E per CJ1 tale che W (A) c U.

DIM. a) implica b). Sia vera la a), sia A E QÉ ed U sia un insieme aperto
tale che C U E CJ3 ed A c U. Consegue (A , C U) E e quindi (A, U)
E ~ : tenuto conto di a), consegue b).

b) implica a). Sia vera la b) e sia (F, G) E dunque è F e G, (F, C G)
E U x gf) . Se è (F, C G) E essendo vera la b) consegue
a). Se, invece, è (F,C si ha C e C G e

C F donde, per b) esiste una adiacenza W di .E per CJ1 tale che W (C G) c
C h’ e quindi (W(CG»C F=’0 : da ciò, per il lemma 2 del § 2 consegue
che esiste un’adiacenza V di .E per CJ1 tale che (C e quindi
V (F) c G : dunque è vera la a). ..

Dal lemma cos  dimostrato si deduce la seguente proposizione
’ PROP. 3. - Se è icn sistema di generatori di reticolo sullo spazio
topologico E, la struttura uniforme ~ (’2t , gene1’ata da è la meno fine
delle strutture uniformi CJ1 su E che verificano la, b) del preeedente 2.

Dm. Indicato con c)2 il reticolo generato da (~, c03B2) , )

per la def. 4 del § 1 è la struttura uniforme associata ad Cf2, in forza della

prop. 2 del § c 3) è la meno fine delle strutture uniformi i su .E verif -

canti la a) del lemma 2 e quindi, per lo stesso lemmx, è la meno fine delle

strutture uniformi su .E verificanti la b) del lemma 2 medesimo, donde la tesi. i
Gli i assiomi da (GI) a (Gv~~), come già si è affermato, sono compatibili :

di ciò diamo verifica mediante la seguente proposizione.
PROP 4. - Se fl e K’ sono gli delle parti chiuse e, rispettiva-

1nente, chiusc.e c01npatte dello spazio ’regolare localiiicitte c01npatto E, risulta che :

a) - (~~’, ff) è un sistemn iIi generatoi-i di reticolo su h~ ,
. 

b) - la struttura ff) generata d a (e~~’, ff) (cfr. deft. 3)
è la meno fine delle uniformi compatibili con la topologia di E

c) - affinchè V sia un’adiacenza di E per G(K’, ff) è necessario e 

ficiente che esista ic.n t’icovri1nento aperto finito di E tale che sia

Il

U (Gk X Gk) C V e, se E non è c01npatto, tale C Gk sia compatto per almeno
k=1

un k=1929 ... 9 n .
DIMOS1’RAZIONE di a). Sia x un punto di .E e V sia un intorno di x :

. o

1’interno V di V è un intorno aperto di x, onde, .E essendo regolare e lo-

calmente compatto, come è ben noto ([10] cap. 5, teor.17 ; [6] cap. 1, § 10,
o

coroll. prop. 9) esiste un intorno chiuso e compatto .g di x tale che K c V.
o

Denotato con R il reticolo generato da (U, si ha che è (K, C V) E 
o .

e quindi (li, V) E Cf¿ ,. Dunque : 
’
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a) - per ogni lmlto x di E e per ogni intorno V di x esiste un
tale che x E F e G e V.

Ciò dimostra in primo luogo che per (X, ff) sussiste (GI). La verifica
degli assiomi da (Gn) a (G,I) è immediata. Quanto alla (Gvn), supponiamo
che .g ed U siano insiemi di .E ~ 7 il primo chiuso e compatto ed il secondo

aperto con g e Z7~ . Poichè .E è regolare e compatto, come è ben noto ([10]
cap. 5, teor. 18 ; [6] cap. I, ~ 10, prop. 10) esiste un intorno aperto G di K
tale che G sia compatto e contenuto in U : ciò, essendo 
dimostra (Gyu) per J~. Dunque è vera la a).

DIMUSTRAZÍONE di b). La a) di cui sopra prova che 92 è un reticolo
regolare (cfr. def. 5 § 1) e è compatibile con la topologia di
J~. Inoltre sia K E ed U sia un insieme aperto di .E tale c U : co-
me è ben noto ([10] cap. 6, teor. 33; [6] cap. II, § 4, prop. 1) per ogni strut-
tura uniforme 9~ compatibile con la topologia di .E esiste un’adiacenza V di
.E per U tale che V (F) e G . Dnnque U verifica la b) del lemma 2 e per

essendo per la prop. 3 la meno fine delle strutture uniformi
su .E compatibili con la topologia di .E e verificanti la b) del lemma 2, è
meno fine di c?í. Ciò dimostra la validità di b).

. DIMOSTRAZIONE di c). Consegue dalla prop. 2. 
,

Se E è separato una ben nota argomentazione consente di stabilire che il

completamento di .E per ae (9t, c 3) (cfr. def. 2 dellIntroduziolle) non è altro
che la compattificazione di Alexandroff di .E (a meno ,di un omeomorfismo).

Indichiamo ora un procedimento di costruzione di generatori di reticolo
suscettibile di comode utilizzazioni. Premettiam o una definizione :

DEF. 4. - Uit insieme eS di parti chiuse’ dello spazio topoLogico E dicesi
un ottosistenta di generatori di reticolo su E se verifica i seguenti assiomi.

(S~) - Esistono un insieme chiuso .F’ ed insieme aperto G di E tali
che F c G ed (P, C 

- Da x’ E,5 ed x" E c5 consegue Fl fl F" E,5.
(Sni) - D~ F’ E ae ed F" E 5 consegue P’ U F" E,5.
(S,v) - Se F e G sono parti di E, &#x3E; la chiusa e la seconda 

ed è F c G nonchè (F, C G) E eS X ae, allora esistono uit insieme chiuso A ed
insieiiie aperto V di E tali che (A, C V) E ae x,5 ed F c ’V c: A c G. ,
Consegue ovviamente la 

°

PROP. 5. - Se eS è un sottosistema di generatori di reticolo sullo spazio
topologico E, (ae, ae) è un sistenaa di generatori di reticolo su E.

Dopo ciò conviene introdurre la
’ 

DEF. 5. - Se ae è un sottosistema di generatori di reticolo sullo spazio
topalogico E, chiamasi struttura uniforme generata da eS la struttura uniforme
generata (def. 3) dal sistema di generatori di reticolo (eS ~ eS) . 

’
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- PROP. 6. - Se G(S) è la struttura uniforme generata dal sottosistema di ge-
itei-atot-i di reticolo 5 sullo spazio topologico E, V sia un’adiacenza
di E necessario e sufficiente che esista un ricovrinaento aperto

n

di .E tale che U (Gk X Gk)c V ogni k = 1 , 2 , ,.. , n ~ C Gk E ae.
k=1 

_

Dm. Per la def. 5, ~,(eS) è la struttura uniforme generata dal sistema
di generatori di reticolo (c5, c5) . Supponiamo che F’ e G siano insiemi di E,

. il primo chiuso ed il secondo aperto tali che G e tali che (F, C G) E
ae x ae (cfr. assioma (SI)). Per (SI,) esistono A ed un insieme aperto V di
j67 tale che C V 6 S per cui F c V c A c G. Risulta .E = A U (C V) e quindi
per (Sui) é -ld E c5: ciò, per la prop. 2, dimostra la tesi.

Quanto sopra viene ora utilizzato in due, esempii.

PROP. 7. - Se ff e 9 sono gli insiemi delle parti chiuse e, rispettiva-
mente, aperte dello spazio topologico E e se cR è l’insieme degli (F, G) E 
tali che F c G, le seguenti tre proposizioni sono equivalenti.

a) - ~ è un reticolo su E.
(Ov) - Per ogni insieme chiuso F di E ed ogni intorno aperto Ù di F

esiste un intorno aperto V di F in E tale che V c U .
b) - ~ è un sottosistema di generatori di reticolo su .E (def. 4).

. Dm. a) implica (Ov). Supposto che 92 sia un reticolo su .E, sia ~4 (cR)
’ 

la struttura uniforme associata ad c)2 (cfr. def. 4, § 1). Supponiamo che F
sia un insieme chiuso ed U un suo intorno aperto in .E : si ha (F, 9 U) E 92
e quindi per la prop. 2 del § 1 esiste un’adia~cenza Wo di .E per ,~ (c??) tale
che Wo (F) c U. Sia W un’adiacenza di E per ,~ (~Q) , aperta per la topo-
logia prodotto per se stessa della topologia ’C (c)e) dedotta da su E,
con l’ulteriore ipotesi W o W c W o : consegue 
e U. Ciò per il lemma 1 del § 2, implica che, detta A l’aderenza di

W (F) esiste un’adiacenza Wi di E per (~) tale che W1 (A) c U.
Consegue A e U : detta W (F) l’aderenza di W (F) per la topologia C data
inizialmente su E, poichè per il teor. 1 del §’1, C è più fine si

ha W (F) e A e U. Sempre perchè ’C è più fine (92), W (F) essendo
un intorno aperto di F W (F) è un intorno aperto di F per c
ed è W (F) e U . Ciò implica la (Ov).

(Oy) implica b). Infatti Y verifica (SI) , ed (SIII) e, se E verifica (Ov),
~ verifica anche (SIv) come è ovvio.

b) implica a). Supposto che 9 sia un sottosistema di generatori di re-
ticolo su E, per la prop. 5, ~) è un sistema di generatori di reticolo
su E : sia Cf2* il reticolo su .E generato da evidentemente è Cf~ = 
Poichè R* è un reticolo su E consegue la a).
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La proposizione cos  dimostrata prova, come è ovvio, l’indipendenza
degli assiomi di reticolo della def. 1 del § 1 e indica relazioni tra spazii
normali e reticoli.

Indichiamo un ulteriore esempio di utilizzazione della nozione di sotto-
sistema di generatori di reticolo.

Ricordiamo che si dice perzfer2camente compatto ogni spazio topologico .

verificante l’assioma :

(R C) - Ogni punto dello spazio è dotato di un sistema fondamentale di
intorni aperti a-venti frontiei-c&#x26; compatta. 

i 

.

Conviene ora premettere un lemma :
LEMMA 3. - Se 1~’ ed U sono parti la prima chiusa e la seconda aperta

, dello spazio regolare perifericamente compatto .E, se è F c U e se la fron-
tiera Fr. (U) di U è compatta, esiste un intorno aperto V di F avente fron-
tiera compatta e tale che Ve U.

Dm. Essendo (Fr. (U)) = o ed in forza della regolarità di .E e del-
l’assioma (.R~ C) di cui sopra, risulta un ricovrimento aperto di Fr. ( U) l’in-
sieme Cf~ delle parti aperte h di .E tali che F1’. ( V) sia. compatta, sia
V n (Fr. (U)) =~= z ed esista un intorno aperto W di F tale che W c U e

, 

v n W = ~ . Poichè Fr. (U) è compatta, Cf~ contiene un ricovrimento aperto
finito di Fr . ( U ) . Poniamo : .

Come è ovvio si ha A c U; inoltre A è chiuso e, hoichè dalla (1 ) con-
. n

segue Fr. ( A) c (U) U (U Fr - (Uk)) la Fr (A), come insieme chiuso del
. 

n

sottospazio compatto (U Fr . ( Uk)) è compatta.
~==1

o

Dimostriamo che ~’ è contenuto nell’interno A di A . Sia k = 1 , 2 , ... ~ n;
essendo esiste un intorno aperto Vk di F tale che sia Yk c U ed

n ,a

= §5 : posto W = n si ha yY c Vk c C c n (C Uk) =
k~l

n n

= C (U donde, essendo anche W c U, consegué W c Un (C (U Úk)) = A.
k=1 k=i

o

Da ciò, poichè W è aperto e contiene F, consegue F c A come volevasi. ’

o o 
.

Posto si ha e quindi, come insie-
me chiuso del sottospazio compatto Fr(A), la Fr(V) è compatta e ciò,

o 
_ _

V essendo intorno aperto di F ed essendo V = A c A e 
dimostra la tesi.

Dopo ciò è immediato riconoscere che:
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PROP. 8. - Se E è uno spazio regolare perifericamente compatto, l’in-

sieme F* delle pa1.ti chiuse aventi fffontiera compatta di E, è un sottosistema

di generatori di ret-icolo src E, la struttura uniforme generata da ~’~

(cfr. def. 5) è compatibile con la topologia di E ed affinchè I’ sia icn’ccdia-

cenza di E occorre e basta che esista un ricovrimento aperto
n

di E tale che sia U (Gk X Gk) C V e per ogni k = 1 2 ..., la
k=1

Fr . (Gk) sia compatta.
Dm. Sia x in qualunque punto di E e V un intorno di x : per l’as-

sioma, (R C) esiste un intorno aperto G di x avente frontiera compatta e
’ 

tale che G c T~ : poichè .E è regolare esiste un intorno chiuso U di x tale

che U e G. Per il lemma 3 precedente esiste un intorno aperto W di U

avente frontiera compatta e tale’ che W c G. Posto F = W si ha (F)
c Fr . (W) e quindi F è un insieme chiuso avente frontiera compatta ed è
.~ c G . Ciò dimostra che éF* verifica (Si)’ ed sono ovvii ed (Sjv)
consegue dal lemma 3. Dunque àF* è un sottosistema di generatori di re-

ticolo su .E (def. 4) e per ciò (prop. 5) (~* ~ ~’~) è uu sistema di generatori
di un reticolo su .E il quale, per quanto sopra è regolare (def. 5, § 1) e
quindi la struttura uniforme generata da ~~ è compatibile con la to-

pologia di .E (prop. 1, § 1). La prop. 6 completa la dimostrazione della tesi.
Si osserverà ulteriormente è una struttura uniforme di spazio

precompatto e quindi il completamento di .E è compatto : per ul-
teriori proprietà di tale completameuto si potranno sviluppare considerazioni
analoghe a quelle di [11].

Benchè esuli dalla teoria degli spazii uniformi, può forse avere interesse
l’osservare che il lemma 1, in forza delle propp. 4 a), 7 b) ed 8 implica cl&#x3E;e:

Se E è uno spazio topologico ect A è un insieme chiuso di -E,, se si 

rifica uno dei seguenti casi a), 03B2) e y)
a) - _E è regolare e localmente compatto
~) - E è normale
y) - E è 1’egolare e perifericamente compatto,

se A nel caso a) è compatto e nel caso 7) ha frontiera compatta e se

 (Uk)1k.,z è un ricovrimento aperto di A tale che nel caso y) Fr . ( Uk) sia con -

patta per ogni k = 1, 2, ..., n, allora esiste un ulteriore ricov-oimento aperto
finito di A tale che, ogni k = ~ , 2, ..., n, sia Vk c Uk ~ nel caso
a) V k sia compatto e nel caso y) Fr (Vk) sia c01npatta.
(cfr. per a), [7] cap. X, § 50, teor. A ; per [6] cap. IX, § 4, n: 3 prop.

3 ; per y), [11] § 1, lemma 1).
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