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LES VARIETES RIEMANNIENNES (1/4)-PINOEES.

M. BERGER (Strasbourg)

1. Introduction.

Une variété riemaunienne V est dite d-pincée si sa courbure p vérifie

à  e (p)  1 pour tout plan tangent /t à V. Il est classique que dans le

cas ~ = 1, c’est à dire celui où V est à courbure constante, V est locale-
ment isométrique à la sphère SdimV (1) de dimension égale à celle de V et
de courbure constante J. D’autre part, les espaces projectifs complexes, qua-
ternioniens et le plan projectif des octaves de Cayley, munis de leur mé-

trique canonique d’espace symétrique, sont exactement (1/4)-pincés ; les

sphères et ces espaces projectifs constituent la classe des espaces symétri-
ques compacts simplement connexes et à courbure strictement positive. Dans
cet article, nous démontrons d’abord le :

THÉORÈME 1. - Soit V une variété rieinannienite compacte simplement
connexe de dimension paire. Si V avec 6 &#x3E; 1/4 , n lors V est ho.

méomorphe à la sphère ,Sdi"sY .
La restriction sur la dimension provient uuiquement de ce que la dé.

monstration utilise essentiellement uu théorème de Klingenberg (théorème 3
ci-dessous) qui n’est valable dimension paire. Dans deux articles an-

térieurs ([2], [3]], ces variétés étaient étudiées à l’aide la théorie de Morse ;
on pouvait alors seulement montrer que V avait même homologie ent,ière

que SditnV.,
Lie cas d = 1/4 peut être aussi traité complètement ; on est conduit au

résultat de classification et de rigidité suivant:

THÉORÈME 2. - Soit V une variété riemannienne compacte simplement
connexe de dinlension paire. Si V n’est pas homéomorphe à SdimV et est (1/4)-
pincée, alors V est un espace symétriqzce, muni de sa métrique canonique.
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La démonstration des théorèmes 1 et 2 a été résumée dans une note

aux Comptes-Rendus : [1].

2. Définitions et notations. 
°

Ce sont celles de [2J et [3] que nous résumons brièvement. La variété
V sera toujours supposée indé6niment différentiable ; T (Y) (resp. dési-

signera l’espace des vecteurs de V (resp. vecteurs de V d’origine p E V ) .
Par Il Il et ( , ) on désignera la norme définissant la structure riemannienne

considérée et le produit scalaire associé. Pour tout point p de V, on no-
tera la forme bilinéaire antisymétrique définie sur Tp à valeurs
dans les eudomorphismes de qui est définie par le tenseur de courbure
de la structure riemannienne considérée. On note P (V) l’ensemble des sous

-espaces vectoriels de dimension 2 des ( p parcourant V). Si et

si Y sont deux vecteurs de Tp qui engendrent on appelle courbure
de V dans p le nombre réel:

Soit d un nombre réel ; la va1’iété rie1nannienne V est dite d-pincée 8’il

existe un nombre réel positif d tel que l’on ait:

pour tout

Dans toute ltt suite, on supposet’a, ce qui n’est pas une restriction, avoir
riemannienne de V de façon que l’on ait d = 1 , c’est à

quel que soit IÀ E P(V). Si V est ô-pincée avec à &#x3E; 0 , on
dit encore que V est à cou1’bu1’e positive.

Si p, q sont deux points de V, on notera d ( p , q) la distance de p à

q dans la structure d’espace métrique sur V canoniquement associée à la
structure riemannienne donnée sur V. Si la variété V est compacte, on no-
tera d (V) son dia’mèt1’c, c’est à dire la borne supérieure des d (p, q) lorsque
p et q parcourent V. Les géodésiques de V seront toujours supposées pa-
ramétrées par la longueur de l’arc à partir de l’origine i si I’= 

(0  8  l) est une géodésique ainsi paraniétrée, on notera y’ (8) E 2Îy(s) son ve-

cteur tangent en y (8), et l’on aura donc Y’ (s) Il = 1 quel que soit s , tan-
dis que 1 sera égale à la longueur de h. Par désignera l’ensem-
ble des géodésiques d’extrémités p, q et dont la longueur est égale à d (p, q) i
le théorème classique de Hopf-Rinow assure que si V est topologiquement
complète, l’ensemble n’est jamais vide. Ce sera ici toujours le cas

car toutes les variétés riemanniennes Y considérées seront compacte. Rap-
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pelons le résultat classique : le diamètre d’une variété riemannienne compa-
cte 6-pincée, si ô &#x3E; 0 , vérifie d (V)  ~~-c112) ,

3. Rappel des résultats utilisés..

La démonstration des théorèmes 1 et 2 utilise essentiellement, d’une
part les :

TÉORÈME 3. - (Klingenberg : [4], théorème 1, p. 655). - Soit V une va-
riétè riemannienne compacte simplement connexe de dimension pai’re et à cour-

bure strictement positive. Scient p, q deux _points de V tels que d ~_p , q)  11: ;
alors l’ensemble 111 p, q Ili a un élément et seul ; en particulier : d ( V) 2: 11: .

THÉORÈME 4. - (Klingenberg: [4], p. 664-666). - Soit V une va-

riété riemannienne vérifiant les deux conditions suivantes: a) - quels que
soient les deux points r , s de V vérifiaitt d (1’ , s)   , l’ensemble ce

urc élément et un seul ; b) - il existe d eu:c points p et q de V tels que, quel que
soit r EV, on a : d (t- , p)  11: oit d (r, q)  11:. Alors V est homéomorphe à 

D’autre part, le théorème de comparaison de Rauch pour une variété

d-pincée (théorème 6 de [2], p. 96) et l’amélioration globale suivante, dûe a
Toponogov : 

THÉORÈME 5. - (Toponogov : [6], théorème 1, p. 719). - Soient V une
variété riemannienne compacte ô-pineée &#x3E; 0, e p , q, r trois points et

deux géodésiques de V telles que:

(ô) la sphèi-e à deux 
sions et de courbure constante  el par un triangle de tel que

les longueurs deux côté . vérifient
~ et vé’fifie cos

Alors, si désigne la longueur dit troisème côté du triangle
de on a l’inégalité ;

Les notations étant celles de l’énoncé du théorème 5, on en déduit les:
COROLLAIRE 1.

on a 

COROLLAIRE 2.

on a alors :
, - ..

Les corollaires 1 et 2 résultent de calculs directs de géométrie sphèri-
que. Dans le cas Ô = 0, l’analogue du théorème 5 est une comparaison
avec le plan euclidien R2, que l’on peut énoncer sous la forme ; -,
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THÉORÈME 6. - (Toponogovov : [5], p. 674). - Quels que soient les
trois points p, q , r de la variété V à cou1’bu’re positive oit nulle et les géodé-
8iqlle8 telles q2ce
on a l’inégalité:

4. Réglisation du diamètre de Y.

La démonstration des théorèrnes 1 et 2 repose sur l’utilisation d’un

couple de points p, q de V , tel que d (p , q) = d (V). Pour un tel couple,
on a le : 

1 
.

LTMME 1. - Soient p , q deux points variété rie1nannienne compa-
cte V, à~ cou1’bu)Oe positive, tels que d (_p , q) = d quel que soit

il existe une géodésique telle que:

Soit donné un vecteur unituire fixons une géodésique
telle que : Pour tout s &#x3E; 0 , choisissons une

géodésique telle que :

D’après le théorème 6. on a ~,

Mais, par hypothèse : quel que soit s. On a

donc, puisque

quel que soit

De l’euseinble des géodésiques ou peut extraire une suite

loisque n - oo) convergeant vers une géodésiques
on a et

Pour s assez voisin de 0, ox~ a d’où

Et, lorque

ce qu’il fallait démontrer.

5. Démonstration du théorème 1.

LEMME 2. - Soit V une variété compacte Ô-pincée, telle

que et soient p, q dezcx point,,q de Y tels que d

que soit on ou
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Soit une géodésique de V telle que :
’-’ -

D’après le lemme 1, il existe une géodésique telle que :
Si le lemme est démontré ; si

comme le corollaire 1 du théorème 5

montre que d (r , q)  ~ ~ ce qu’il fallait démontrer.
Pour démontrer le théorème 1, il suffit maintenant de choisir deux

points p, q de V tels que d ( p , q) = d ( V ) . La réunion du théorème 3, du
lemme 2 et du théorème 4 entraîne alors que V est homéomorphe à Sdi.v.

6. Quelques lemmes.

La démonstration du théorème 2 se déompose en deux parties : dans
la première, on montre que si d (V) &#x3E; n, la variété V est encore homéo-

morphe à SdimV. Dans la deuxième, on montre que d ( V ) entraîne que
V est 11n espace symétrique muni de sa métrique canonique. La démon-
stration de la première partie est analogue à la démonstration du théorème
1 mais nécessite les quelques lemmes ci-dessous.

LEMME 3. - Soit V une variété riemannienne compacte simplement con-
nexe de dimension paire, telle que : 0  (} (,u) ~ 1 quel que soit ,u E P (V).
Soient _p , q deux de V tels que et

deux géodésiques de V telles que :
A 

En outre, désignons par la géo-
désique de V définie par :

A lors, on

quel que soit
Posons la condition as-

sure que 0, 01 sont distinctes, ce qui, d’après le théorème 3, entraîne
r =t= s . La condition ( 0’ (0) , 8i (0’) ) &#x3E; - 1 assure que l’angle de 0 et 01 en
~, n’est pas un angle plat ; un résu1tat classique-de géométrie riemannienne
dit que Foi) a alors, pour tout l’inégalité stricte :

Si l’on prend x sur 01 entre p et 8, on aura
donc D’après le lemme 2 de [3], l’angle de 0 et 01 en q ne
peut pas être plat. On a donc aussi si le point x est sur
entre s et q. Finalement : quel que soit

Soit B la boule ouverte de T,. définie par :
- - 

B 
- 

, .... !

Les hypothèses du lemme permettent d’appliquer le théorème 3, qui entraîne
que l’application exponentielle exp (r) : B -V, qui est toujours différentiable,
est alors de plus bijective. On vient de voir que il existe

donc une famille de géodésiques
de V, famille qui est différentiable et telle que:

8, Atinali della Souola Norm. Sup, Pila, -
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quel que soit t. Le théorème 6 de [21 affirme que la courbe lieu
des extrémités des D (t) (courbe qui n’est autre que et par constructionï)
est de longueur supérieure ou égale à celle de la courbe obtenue dans

la sphère (1) (de même dimension que Y et courbure constante 1)
par la correspondance explicitée dans [2], p. 96. Mais les points p ~ q de

(1) qui correspondent à ~ , q sont deux antipodes de 8dimV (1) ; leur

distance dans SdimV (1) est donc n; d’où : long (01) &#x3E;_ ~c . Mais, par hypo-
thèse : long (01) _ n; on est donc dans le cas où, dans la conclusion du

théorème 6 de [2], l’égalité est atteinte. On procède alors comme dans la
démonstration du lemme 10 de [3] : le fait que l’égalité est atteinte entraîne
alors que la structure riemannienne, induite par celle de Y ~ sur la sous
variété W à deux dimensions de V engendrée par les Q (t), est isométrique
à celle d’une sphère S2 (1) à deux dimensions et de courbure constante 1.

En particulier: o (9’ (0) ~ 0’ (0)) = 1.
Mais, de plus, p , q étant des antipodes de 82 (1), il existe une famille

de géodésiques de S2 (1), d’extrémités .p , q et de longueur n. Par l’isomé-

trie entre W et S2 (1) 1 on obtient dans V une famille de courbes W (k , la) , y
qui ont toutes pour extrémités p, q, sont de longueur n et dont les vecteurs
tangents initiaux en p sont les

Comme c’est que les W (k, ,1~)
coïncident nécessairement avec les géodésiques 19(kh), ce qui achève la
démonstration du lemme. 

LEMME 4. Soit V une variété riemannienne compacte (1/4)-pincée, telle

que d (V) &#x3E; n et p, q deux points de V tels que d (p , q) = d (V). Alors, quel
que Boit r EV, on oit ou

Soit r E V tel que et une

géodèsique telle que : , D’après le lemme 1, il existe

une géodésique telle que :- - , .. , - III - 
-

D’après le corollaire 2 du théorème 5, on a

ce qui déuionti-e le lemme.

LEMME .5. Soit V une variété riemiannienne (1/4)-pincée, de diamètre tel

que soient p , q, r trois points et deux

géodésiques de V, tels que :
l)osons

Dans ces conditions, on a d’abord : E~z

outre il existe deux géodésiques
r , p p ,

telles que :

Supposons Il est classique qu’il existe alors des
-1

points x de il, voisins de p, tels que : Le raisounetneut
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de la démonstration du lemme 4 de [31 conduit alors à la contradiction :
ou On a donc ~/(0))===0.

Au triangle p , q, r de V, dont deux côtés sont .I’ et A, faisons cor-
,

respondre le triangle analogue (et le point s) de la sphère
de même dimension que V et de courbure constante 1/4 (ou

doit avoir long (T ) = long (r ) , long (A) = long (A) et l’angle de T , A en
p doit être égal à l’angle de r et A en p). Désignons par il) la

",...... "",......

géodésique de SdimV (1/4) qui joint q à r (resp. 8 à r) ; on a long (Q) =

= long (0) = 11:. Notons A (t) la famille de géodésiques de SdimV (1/4) d’ori-
gine p et dont l’extrémité parcourt 0 .’Par A (t), 0 , , on désignera les
géodésiques de V correspondant respectiveinent à ~1 (t) , fi, ê. Le théorème
6 de [2] affirme que : long (0)  long (Ô) = n , Mais, puisque 0 a ~ ponr
extrémites q, t- et que d (q , r) _ ~c , on a long ( 0) &#x3E; ~ . Nous sommes donc
dans le cas où, dans la conclusion du théorème 6 de [2], l’égalité est
atteinte. On sait alors, d’après la démonstration du lemme 10 de [3], que
la structure riemannieme, induite par celle de V, y sur la sous-variété à

deux dimensions W,  engendrée par la famille A (t), est isométrique à celle
de la sphère S2 (1/4) à deux dimensions et de courbnre constante 1/4. On
en déduit, en particulier : e (y’ (~) , 0’ (?r)) = 1/4 , ( y’(~) , 0’ (n) ) = cos (d (V )/2),
y’ (n) + 0’ (n) = 2 cos (d (V)/4) co’ (n) .

LEMME 6. Soit V une variétés riemannienne ô-pincée, avec à  1, p un
point de V et X, Y, Z troi8 vecteurs unitaires de Tp, 1 tels que : Y =1= Z,

.~ 

Construisons un ensemble orthonormé de tel que:
Les hypothèses entraînent :

puis:
, , 

- 

_, , . , , - _ ,

Diaprés les majorations données dans la deuxième partie de [3], les deux

relations de courbure ci-dessus et le fait que V est Ô-pincée entraînent :.
pour tout U tel que

D’où alors : , D’où encore :

pour tout U tel que
Par (Mimitiou : Ou

a : O

Et:

D’où, compte
tenu des relations obtenues ci-dessus :

Comme on a :

on a bien :
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LEMME 7. Soit V une variété riemannienne simplement connexe de di-
mension paire ; qupposons V (1/4)-pincée et telle que 1l  d (V)  2 . Soient

p , q deux points de V tels que d (p, q) = d (V). Alors, quel que soit r E V ,
on a : d(~’~.~)~c ou ,

D’après le lemme 4, il, suffit d’exclure le cas

Procédons par l’absurde, en supposant qu’il existe un tel r . Soit

une géodésique de V telle que : D’après le,Ir , ij - - -

lemme 1. il existe une géodésique telle que :
Soit

......

d’après le leiiime 5, on a
et il existe deux géodésiqnes

telles que :

Montrons maivtenant qu’il existe une géodésique telle

que : En effet, d’après
le lemme 1, quel que soit le nombre réel positif t, y il existe une géodésique

telle que :
La démonstration du lemme 5 implique

d’où: quel que soit De.lu
famille ~1 (t), on peut extraire une suite lorsque
convergeant vers une géodésique qui i
sera telle que :
ce qui montre que Ai est ,telle que d’où

puis
La géodésique di jouit, par rapport à p, q, r et 7~y des mêmes pro-

priétés que A ; appelons s~ , les éléments analogues à 8, ~ , il,
constrnits cette fois à partir de Ai . On aura :

De plus, l’hyliothèse faite sur le diamètre de V

entraîne : et

Les deux points s et si de V sont certaineneut difiéreiits, en vertu du
théorème 3, parce que les deux géodésiques A, di sont distinctes et que

On a donc puis
Ce qui entraîne finalement : En effet, il suffit

d’utilise les relation obtenues ci-dessus pour
et leurs produits scalaires, et le fait que entraîne

cons 1

Posons alors: Les hypothèses du
lemne 6 sont toutes satisfaites ; donc D’autre part, 0 et 01
vérifient les hypothèses du lemme 3, donc C’est 1 a eoiitra-

dictioa eliercliée.
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7. Démonstration du théorème 2.

Dans tout ce sera une variété riemaunienne compacte, simple-
ment connexe de dimension paire et Ou a rappelé à la un du
n° 2 que l’on a d(V)2n; d’après le théorème 3 : D’où :

Si d (V) = 2n, le théorème 5 de [6], p. 720 entraîne que
V est isométrique à, la sphère Sdim V (1/4). Si n  d (V)  2n, la réunion
du théorème 3, du lemme 7 et du théorème 4 entraîne que Y~ est homéo-

inorphe à Sdimv. Il reste seulement à étudier le cas où d (Y) _ ~ . 
aclteve1’ la démonstration du théorètne 2, il suffira de déinontrer que, si V est

telle q2ce d (V) = n, quel que soit p E V, il existe une géodésique d’o’l’igine et

d’exlré1nité p et de longueur 2n. C’est en effet l’affirmation du lemme 1 de

[3] ; or ce lemme 1 constitue le point de départ de la démonstration du

théorème 1 de [3], démonstration qui n’utilise, à part la conclusion du

lemme 1 de [3], que les hypothèses du théorème 2 ci-dessus.
Soient p, q deux points de 1T tels que d ( p , q) _ ~ = â ( ~P ) ( p peut

être évidemment arbitrairement choisi). Désignons par U le sous-ensemble
de Tg formé des vecteurs unitaires tangentes en q aux géodésiques de

L’ensemble U doit satisfaire les deux conditions suivantes : a) -

quels que soient X , Y E U tels que X # Y et X - Y, l’arc de grand
cercle de la sphère des vecteurs unitaires de Tq, qui joint X à Y, doit
être tout entier dans v ; b) - quel, que soit XE 2g y il existe Y E U tel

que (Xy Y) &#x3E; 0 . La condition a) provient du lemme 3 ; la condition b) du
fa,it que o (p ,-q) _ ~ (Y) et du lemme 1. Ces deux conditions entraînent qu’il
existe tel que - X E U. Supposons en effet U tel que X E U entraîne

soit U l’enveloppe convexe de U. L’ensemble Û ne contient pas
l’origine 0 de Tq, diaprés la condition a). Comme U, donc. U, sont

, 

fermés, il est classique qu’il existe alors un et un seul Z de U qui réalise
la distance du point 0 à l’ensemble U , d’où (Z, X)  0 quel que soit

X E U, (a fortiori quel que soit X E U), y ou ~ - Z, ~.’~  0 quel que soit

X E U~ ce qui contredit la condition b).
Soit alors r (resp. rt) la géodésique de ~~ p, q Ili dont le vecteur tan-

gent en q est X (resp. - X); la réunion est bien une géodésique
d’extrémité et d’origine p, de longueur 2n. Ce qu’il fallait démontrer.
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