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SUL PROBLEMA DELLA ESISTENZA DI MISURE
INVARIANTI RISPETTO A . TRASFORMAZIONI
MISURABILI DI UNO SPAZIO IN SE(®

Nota di U. BARBUTI (a Pisa)

L’esistenza di misure invarianti, rispetto a trasformuzioni misurabili di
uno spazio in 88, & presupposts mnella quasi totalitd delle proposizioni che
8’incontrano nella teoria ergodica(!) e il problema della esistenza di tali
misure ebbe una prima notevole soluzione, nel caso di trasformazioni biu-
nivoche e bicontinue di uno spazio metrico in s, da parte di N. Kryloff e
N. Bogoliouhoff (3) in un fondamentale lavoro di interesse fisico matematico.
Successivamente' J. C: Oxtoby e 8. M. TUlam (3) migliorarono il risultato
di detti autori, utilizzando un’applicazione del classico teorema di Banach
sul prolungamento dei funzionali lineari.

Con questo lavoro discutinmo di nuovo la tecnica di Oxtoby e Ulam
alla luce di alcuni recenti risultati () della teoria del prolungamento di mi-
sure in reticoli a struttura normale, conseguendo, in tal modo, estensioni
di quel teorema che si ritengono degne di nota.

1. Sia & un d-anello di sottoinsiemi () di un prefissato insieme sostegno

8. Sia T una trasformazione (puntuale) di § in 88, misurabile rispetto a B,
vale a dire:

(1) T-1X¢e&B(%), per ogni X ¢€B.

(") Questo lavoro fa parte della realizzazione del programma del gruppo di ricerca,
n® 20, del C. N. R. (1960-61).

(1) Per una recentissima trattazione delle teorie ergodiche si veda [1].

(®) Cfr. [2].

(3) Cfr. [3].

(4) Cfr. 1a monografia [4] e il lavoro [5].

(5) Ciod un anello chiuso rispetto alla formazione di intersezioni numerabili dei suoi
elementi; si noti che esso risulta anche condizionatamente ¢-completo.

(%) Si veda [6], a p. 162, oppure [7], a p. 5. T~1X indioa Vestensione reciproca di X
rispetto a 1.
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Una misura u su B & detta invariante, rispetto a T, se
(2) (T X) = u(X)("), per ogni X¢€&B.

2. Suppongasi che & sia un reticolo di sottoinsiemi di § relativamente
U-normale (N-normale) e condizionatamente o-completo (d-completo)(8), sia
inoltre # il minimo dJ-anello d’insiemi contenente &. Ci sard utile la pro-
posizione :

I. Al fine di riconoscere che la misura u su B ¢ invariante rispetto a
T, .¢ sufficiente verificare la (2) su &.

Suppongasi & relativamente U-normale e condizionatamente s-completo.
Fissato Y€ B, esiste(?) un Y& tate che XC ¥ e u(Y)<u(X)+ e; ri-
sulta anche Z-1 XC T-1Y e poiche per ipotesi & u (71 ¥)= u(Y), si ha
p(T1X)< pu(X)+ e; ossia, tenuto conto della arbitrarieta di & p (I'~1 X) <
< p(X).

Sia, d’altro canto, &Y% il reticolo complementare di #y; esiste ancora
un Y'€&RYy tale che per esso risulta Y'C X e u(Y')>u(X)—e. Si ha an-
che T-1Y'C T-! X; dico, inoltre, che u(I—1Y')=pu(Y'). Infatti risulta
Y=Y—Zcon ZeERy ¢ T'Y =T Y—T"1Z (con T-1 Y DT-12Z),
onde u(T-1Y")=pu(T-1Y)— u(T~12) = pu(¥)— u(Z)=pu(¥'). Si ha
dunque: (I 1X)>u(T1Y)=u(Y')>u(X)—e, e, per I arbitrarietd
di & p(I'1X)>u(X); si ha ciod la (2).

Analogamente si ragiona se & & relativamente N-normale e -completo.

3. Vale anche la seguente proposizione :
II. Sia & un reticolo d’insiemi contenente l’insieme vuoto come elemento ;
sia v una funzione reale finita su R e tale da risultare;
a) non decrescente e nulla sull’insieme vuoto,

(" Cfr, [7], a p. T. ,

(8) Per la nomenoclatura usata in questa nota si veda F. Cafiero in [4]. Un reticolo
d’insiemi & ® detto relativamente U-normale (N-normale) se contiene 1’insieme vuoto come
elemento e se per ogni X €A, e Y€ &, ¥ C X, esistono una successione { ¥, |, v (N=1,2,..)
d’insiemi appartenenti al sottoreticolo A5 ed una successione d’insiemi [Y’;}“N apparte-
nenti al reticolo &%, complementare di Ay, per i quali d:

Y,CY¥,CY,,, (Y,2F%,27,,), nckN, lim¥, =V
”n

Un reticolo d’insiemi & @ poi detto condizionatamente o-completo (d-completo) se & chiuso
rispetto alla formazione di unioni (intersezioni) numerabili d’insiemi di & contenuti in
ingiemi di &.

(®) Cfr., per quel che segue, in [4], & p. 203, la definizione, ivi data, di misurabilita.
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b) finitamente additiva e subadditiva ;
allora la funzione definita per ogni X € R con:

(3) u(X) = inf ( 2 (X)y Xne B, U X, _:_X)

N =(1,2,..),

ove (Xu) & un’arbitraria successione, gode delle proprieta a), b) e inolire
risulta :
¢) numerabilmente subadditiva su &R (19).
La a) segue facilmente per u dalla validitd della a) medesima per ».
Proviamo la b). Siano X, X due insiemi di & e siano (X9 ),y

2 ioni i i P () @ @
( X)), due successioni, appartenenti ad & e tali che“gvXn . ¢ 3 el1,vX @22 X@,

Posto X, = XP U X®, visulta U X,, DX U X? e inoltre per la finita su-
neN
badditivita di »:

Sy XPUXD)<ZrXP) + 29X
neN neN nN

Dalla definizione di u e dal fatto che le successioni (X}, (X%} sono qua-

lunque segue:
#XDUX®D) < (XD) 4 p (X D).

Quest’ultima disuguaglianza prova la finita subadditivitd di ux; inoltre
essa pud invertirsi, se XMW NX® = . Sia infatti {Xn)uey una guccessione

di & tale che U X, DX U X?®, 8i ponga X =x,NxxP=x,nX*,
neN

n€N; risultera XP N XP = g@.
Per le a), b) valevoli per », si ha:

SrEX)=Zv (X, NXVU X)) =3»IXP)+ 3 » XD
neN neN neN neN

Per la definizione di x4 e per essere {X,} una successione qualunque,
segne: u(XMU X®) > u(XW) 4 u(XP); quest’ultima prova la b) per u.
Proviamo ora la c). Sin X€R e {X"), n€ N, una successione d’insiemi di

& tali che UX™ D X. Fissato ¢> 0, associamo, per la definizione di u e
neN

utilizzando Dassioms della scelta, ad ogni X una successione (X% |xey

(1) Ciod risulta: u(X)<< 2 u(X,) se X, X, el e | X, D X,
neN neN
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d’insiemi di &, tali che:

XVcUXP e Iy X)) <pu(X™) 4 /2", neN.
keN keN

Avremo Xc U X{™ e, sommando rispetto all’indice n» la disuguaglianza
* kmeN
su scritta :

Z v X< I pu ™+
k,neN neN

Tenuto conto della definizione di u e della arbitrarietd di e, segue dall’ul-
tima disuguaglianza la ¢) e la proposizione & cosl provata.

4. Suppongasi ancora &# un reticolo relativamente U-normale e condi-
zionatamente o-completo, B il minimo d-anello d’insiemi contenente &.

Sia » una funzione su & godente delle proprieta a), b) della proposi-
zione II. La funzione u definita in (3) gode delle proprietd a), b) e ¢) e, &
causa della strutturs normale di &, & univocamente prolungabile (1) in una
misura ; su B. B opportuno osservare allora che: condizione necessaria e

sufficiente affinché p sia mon identicamente nulla é che esista almeno un in-
sieme C € B tale che per esso risulti:

neN n

4) inf [z  (Xa)y Xu € 8 U X 2 0] >0. (1)

OSSERVAZIONE.

Allo scopo di indicare un caso. utile nel seguito, nel quale la (4) si
trova verificata, diamo la seguente definizione: diremo che l’insieme C€&B

(41) 8i veda in (5) la proposizione 4.
(!%) Poichd & @ relativamentc U-normale e condizionatamente o-completo, risulta
(cfr. la nota (9)), u(C) =0 cinfay (X). Per la definizione (3) di u si ha:
CXe

B(C)= inf [inf|Zv»(X), X, €& X DX
#(0) OEXEQ[ {”EN( ,‘)’ ” ’”37 n= ”

o, cid che & lo stesso:

™ 4 (C)=inf[ 2 v(X,), X,e& | X,,2.0]
neN neN

e, per la (4), ,4— 3 non identicamente nulla. _
Viceversa se x & non identicamente nulla, allora esiste un C€ & tale che u(C)>0;

per la detta struttura di & esiste una successione d’insiemi X, € & tali che |J X, 2 C e
neN
per i quali vale la (4).
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& compatto relativamente ad &, se ogni ricoprimento numerabile di C con
ingiemi di & contiene un ricoprimento finito. Vale osservare allora che:
Se C & un compatlo relativamente ad & e se risulta:

(5) inf »(X)>0,
CSXeRR

allora & rverificata lu (4)(!3), ciod u & non identicamente nulla su &B.

5. Sia & un reticolo d’insiemi di 8, contenente V’insieme vuoto come
elemento, B il minimo d-anello contenente & e T una trasformazione di §
in 88, misurabile rispetto a . Vale lu proposizione :

II1. 8e v ¢é finita su R, s6 T & invertibile, se, inoltre, T"1 XeR ¢ TXER
quando X€R: allora, se » é invariante su &, tale risulta su B la u defi-
nita in (3).

Siano X, X, € R, ne N,U X, D X. Risultera T-' X ¢ 7! (LIJVX,.) =

7ne.

neN
=UT-1X,. B dunque:
neN

p(T1X)< 3 v (11 X,).
neN

Per essere » (T—! X,,) = »(X,), & anche:

p(T1X)< 2 v (Xa)
neN

dalla definizione di u segue :

(6) m(T1X)<p(X)

Per la ipotesi fatta risulta allora, ragionando sulla 7 -1 come si & fatto
sulla 7, per la (6), u(TX)<(X).

Se ora partinmo dall’insieme T —1 X € &, risulta ancora u (X) < u (71 X)
che, confrontata con la (6), da la tesi.

(13) Per la compattezza (i C, segue 'esistenza di un numero finito ¥,, i <m, d’insiemi
della suocessione [X,| o, che fignra nella (*) (nota (12)), tali che |J ¥;2 C. Posto
i=m

Y, = X, per la finita sub-ndditivitd di », risulta:

ism

p(C)=inf[ T »(¥), U ¥;2C]> inf »(X).
tem iSm C=XeR

E dunque per Ia ipotesi (5) ;(C)>O.
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6. Pud ora provarsi il seguente teorema d’esistenza di misure inva-
rianti :

IV. Sia & un reticolo relativamente U-normale e condizionatamente o-com-
pleto di sottoinsiemi di S, B il minimo d-anello contenente & ; sia T una tra-
sformazione di 8 in 8é, misurabile rispetto a B, tale che T-1 Xe€R ¢ TXeR
se X€R. Hsiste allora una misura limitata su B, invariante rispetto a T e
non nulla, se esiste un compatto C relativamente ad R ed un punto z°€ §
per cui é:

1 »n=1
) lim”" — X %o (T* 2% > 0,
” N o
ove ¢ é la funzione caratteristica di C e T* la iterata kms di T.

Consideriamo con Oxtoby e Ulam lo spazio di Banach 8* delle succes-
sioni limitate di numeri reali & = {£x}ney ed osserviamo che, in virtd di un
classico teorema di Banach, & possibile costruire un funzionale llneare .L ()
su 8* che rispetta le condizioni seguenti (%)

19 lim’ &, < L (&) < lim"” &, (15)
”n ”

20) Posto & = {En}neN e &= (£n+1}neN, risulta: L (§) = L§').

3% L (&) pud essere scelto in modo che, per una prescritta successio-
ne & = (&4 ., sia L(&) =1im" & .

n
Cid premesso, in corrispondenza ad ogni X € &, consideriamo la succes-

sione & il cui termine generale &:

1 »—1
P k
6) b= Z Xy (TE),

ove il punto z° soddisfa la (7). Poniamo poi:
9 v (X)= L (&).

Dico clie la funzione » gode delle proprieta a), b) (16) della proposizione II.

(44) Cfr. [3] alle pp. 561-562.
(15) Si osservi che la 1°) assionra che L (£) si restringe al lim &, sulla varietd lineare
n

dello successioni convergenti.

(4¢) Si noti che la fanzione » pud definirsi su qualsiasi famiglia di sottoinsiemi di
8 e le proprietd a), b) sono in ogni caso verifioate. Notiamo perd che » pud non godere
della proprietd c), vale a dire pud non essere numerabilmente subadditiva. Valgs ’esempio
seguente. Sia § I'insieme dei reali tali che 0 <x <1 e sia Tx=1x% Fissato un qualunque
29 € 8, 1a successione 7 ¥z’ converge a zero, se k tende all’infinite. Esaminando le (9), (8)
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Se infatti X< X® gono due insiemi di &, sard ¥,()< ¥, e conseguen-
temente dette &1, £® le due successioni definite dalla (8) con XW, X®), ri-
sulta &V <¢® ne N, e, per la linearitd di L, anche L (§0) — &) = L (§0)—
— L (£®), Dalla proprietd 1°) e dalla (9) segue » (XW)<y»(X®@); & poi ovvio
che »(@)=0.

Per la proprietd b) basta osservare che se X, X gono disgiunti &
2 yux® = Xxa) 250 , 8€ non sono disgiunti & invece ¥ za),zo <Xz + Xxe) -
Conseguentemente per la (9), la linearitd di L (£) ed ancora per la proprietd
1% segue la finita additivitd e subadditivita di ».

Osserviamo ora che la » & invariante su & (17). Infatti 8: %, (T¥2°%) =
=X, (T*+1 2% e, considerata la successione £, il cui termine generale & de-
finito in (8) e la & il cui termine generale &:

=1, (a0 = 1T x (T g

”_nk—o ™1lx —”k—ox w)’

risulta subito dalla proprietd 2°) e dalla definizione di » che »(7T—! X) =
=y (X), per ogni X €.

Consideriamo ora su & la funzione u definita in (3). Per la proposizio-
ne IT essa godra delle proprietd a), b), ¢); per essere » invariante su & ri-
spetto a T e, godendo 7T delle medesime ipotesi della proposizione I1I, an-
che u riuscira invariante su &. Se cousideriamo allora il prolungamento
p di p su B (1), per la proposizione I, anche p sard invariante rispetto a
T. Per provare completamente il teorema basta mostrare che la (7) assicura
che x & non identicamente nulla. Per questo osserviamo che se X € e X2 0,
per la proprieta 3% di L, la » soddisfa la condizione :

n—1
v ()27 (0)(19) =lim" =3 Z,(T* a0),
n N k—o

Per la osservazione fatta al n® 4 risulta allora che ; ¢ non identicamente
nulla.

e la proprieta 1°) di L, si noti che risulta » (X) = 0 se esiste un intero » tale che, preso z € X,

1
~isulta 2 > w7 mentre » (8) = 1. Se dunque prendiamo una successione an, d’insiemi di §

1
tali che risulti 19 #> — se x€ X,,, n€N, 2° |J X, =8, avremo I »(X,) =0, mentre
n neN neN
v (S) =1.
(") B ciod » (T ~1X)=»(X) per ogni Xe&. Si noti che la invarianza di » resta
veriticata se » ® supposta definita su di una qualunque famiglia di sottoinsiemi di 8.
(18) Cfr. la nota (11).
(49) 8i ricordi quanto & stato detto nella prima parte nella nota (16).
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Dalla proposizione IV ora provata segue il corollario:

Sia 8 & uno spazio topologico perfeltamente normale ¢ B la famiglia dei
borelliani di 8, sia T una trasformazione di S in s8é, biunivoca e bicontinua ;
affinché esista una misura invariante rispetto a T e non nulla & sufficiente che
esista un compatto C ed un punto x, € S per i quali risulti verificata la (7) (*°).

7. Una pil semplice costruzione di una misura invariante e, con essa,
un pid diretto legame tra tale misura e il valore del funzionale L (3!), in
quanto evita il ricorso alla funzione u, definita in (3), pud ottenersi partendo
da un reticolo & velativamente MN-normale, d-completo e condizionatamente
perfetto (*2) di sottoinsiemi di S. Supponiamo soltanto che 7' risulti misura-
bile rispetto &, essendo al solito & il minimo J-anello d’insiemi contenente
&R. Per ogni X €& si consideri ancora la »(X) definita in (9); quest’ultima
gode delle proprietd a), b) ed & invariante su & (*%). Essendo poi &# condi-
zionatamente perfetto riesce per » valida la propriets :

¢’) » & continua verso il basso sull’insieme vuoto (*4).

Le condizioni a), b), ¢') sono sufficienti perch® » possa essere prolungata
in una misura _;z su & (%5 ; poichd poi » & invariante su &, utilizzando an-
cora la proposizione I, segue che u & invariante, rispetto a 7.

Segue dunque il teorema:

V. Sia & un reticolo relativamente N-normale, 8-completo e condizionata-
mente perfetto di sottoinsiemi di 8, sia T una irasformazione misurabile ri-
spetto al pin piccolo d-anello d’insiemi B contenente R, allora esiste su B una

() Basterd assumere in S il reticolo degli aperti & ohe risulta relativamente U-nor-
male e condizionatamente o-completo per essere la topologia su § perfettamente normale.
Ricordiamo che spazio topologico perfettamente normale significa spazio normale nel quale
ogni chinso ® un ;.

(1) L’interesse di questo pid diretto legame va veduto nella circostanza che, se la
successione & definita in (8) ha limite, allora il valore del funzionale L (§) coincide con
questo limite (ofr. 1a nota (15)); un tale limite rappresenta poi, per n grande, il « soggiorno
medio » di T*z® sull’insieme X.

(22) Un reticolo & d’'insiemi ® detto perfetto se ogni filtro & primo su & ® determi-
nato da nn punto z € §; ciod se esiste un z € 8 tale che X € & se e solo se x€ X, Un filtro
& e un insieme di elementi di & tali che: 1°se X€&F e Y€ & allora XNYe&F 20 se
Xe& YeF e X € ¥, allora Y& Un filtro proprio d poi detto primo se, supponendo
che XU Y€ &, o0id implica X € & oppure Y € & Pud provarsi che: ogni filtro prime & mas-
simale, vale a dire e proprio e non contenuto propriamente in aloun filtro proprio. Noi dicia-
mo poi che & ? un reticolo condizionatamente perfetto se ogni reticolo Ay (X € &) & perfetto.

(23) 8i veda la nota (17).

(34) Ciod »(X,,)—~0 se X, tende, non crescendo, all’insieme vuoto; & questa una faocile
conseguenza dell’essere & condizionatamente perfetto.

(#5) Cfr. [8], alle pp. 152-154.



della esistenza di misure invarianti ecc. 113

misura limitata, invariante rispetto a T, che risulta non nulla, se esiste al-
meno un punto a0 € 8 ed un insieme CE€R per i quali risulta verificata la (7).

Basta per ultima affermazione della tesi osservare semplicemente che,
per la proprieta 3° del funzionale L, risulta :

n—1
»(0) = L (&% = lim” % 3 2 (Tka%)> 0.
n k=0

La proposizione precedente ammette il corollario :

Sia 8 uno spazio di Hausdorff, perfettamente normale ¢ B il minimo
8-anello d’insiemi, contenente il reticolo dei compaiti (*6), sia T misurabile ri-
spetto a B ; affinché esista una misura invariante rispetto a T ¢ non nulla, é
sufficiente che esista un compatto C ed un punto 2° per i quali valga la (7).

Chiudiamo osservando che i procedimenti su esposti, che utilizzano
il ricorso a teoremi di prolungamento per misure, possono essere impiegati
a provare l'esistenza di misure invarianti, rispetto a famiglie di trasfor-
mazioni misurabili, dipendenti da un parametro continuo e formanti gruppo
rispetto ad esso; bastera a tal uopo sostituire alla media (8) uua media
integrale (%7).

(26) Il reticolo degli insiemi compatti di uno spazio topologico di Hausdorff & condi-
zionatamente perfetto. Sia infatti & un filtro primo su &y . Lu intersezione C degli insiemi
del filtro non d vuota porchd® se fosse vuota, essendo gli insiemi del filtro chinsi (perch®
compatti in un compatto) esisterebbe una famiglia finita, contennta nel filtro, con inter-
sezione vuota; conseguentemente il filtro & non sarebbe proprio e quindi meppunre primo,
contro il supposto. Sia ora z€ C; dico che tale punto determina & Sia Y€y e tale che
x € Y, risulta Y € &; se infatti 0id non accadesse, si consideri il filtro & generato da FU | Y}
(si da per & laregola: Z€ & se solose ZEfAy e ZD X, " X,n..N X, nY, ove X;(i==k)
sono insiemi di fy). Poichd &  massimale perchd primo (vedi nota (23)) 3 allora &= Ry,
quindi (J€ & ; si ha ciod che esistorio un numero finito di elementi di & per i quali ?
=X, nX,~n..AaX, 0¥, cid d manifestamente assurdo perchd z¢ X, (i<k), ze Y.

(®7) Cfr. Oxtoby e Ulam in [3], a. p. 564.

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.



114

[1] K.

[2] N.

(3] J.
[4] F.
[51U

[6] P.
[1] p.

[8] U.

U. Barsuri: Sul problema ecc.

BIBLIOGRAFIA

JacoBs, Neure Methoden und Ergebnisse der Ergodentheorie, Springer-Verlag, (1960),
Berlin.

KnrYLOFF o N. BoGOLIOUBOFF, La Theorie générale de la mesure dans son application
a Vétude des systémes dinamiques de la méoanique non linéaire; Annals of Math. (2),
38 (1937) pp. 63-113.

C. OxTOBY e 8. M. ULAM, On the existence of measure invariant under a transformation ;
Annals of Math. Vol. 40, (1939).

CAFIERU, Misura ¢ Integrazione Collezione « Monografie Matematiche » a oura del C.N.R.
Ed. Cremonese, Roma (1959).

BanBuTI, Sul prolungamento di misure da reticoli a siruttura normale; (nota in corso
di stampa sui: Rend. del’Acc. Naz. dei Linoei).

R. HaLMOS, Measure Theory; D. Van Nostrand Co., Inc.,, New York (1951).

R. HaLMOS8, Lectures on ergodic theory ; Pubblications of the Mathematiocal Svciety of
Japan (1956).

BaArBuUTI, Teorems di prolungamento per misure da reticoli d’insiemi ; « Ricerche di Ma-
tematioa » V. VII, (1956) pp. 145-162.



