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SUL PROBLEMA DELLA ESISTENZA DI MISURE
INVARIANTI RISPETTO A TRASFORMAZIONI

MISURABILI DI UNO SPAZIO IN SÈ(*)
Nota di U. BARBUTI (a Pisa)

L’esistenza di misure invariant j, rispetto a traeformazioni misurabili. di
uno spazio in sèl è presupposta nella quasi totalità delle proposizioni che
s’incontrano nella teoria ergodica (i) e il problema della esistenza di tali

misure ebbe una prima notevole isoluzione, nel caso di trasformiazioni biu-

nivoche e bicontinue di nno spazio metrico in sè, da parte di N. Kryloff e
N. Bogoliouboff (2) in un fondamentale lavoro di interesse fisico matematico.
Successivamente J. C: Oxtoby e S. M. Ulam (3) IniglioraroD9 il risultato

di detti autori, utilizzando un’applicazione del classico teorema di Banach

sul prolungamento dei funzionali lineari.
. 

Con questo lavoro discutiamo di nuovo la tecnica di Oxtoby e Ulam
alla luce di alcuni recenti rieultati (4) della teoria del prolungamento di mi-
sure in reticoli a struttura normale, conseguendo, in tal modo, estensioni
di quel teorema che si ritengono degne di nota.

1. Sia à8 un d-anello di sottoinsiemi (5) di un preflssato insieme sostegno
S. Sia T una, traeformazione (puntuale) in sè, misurabile rispetto a &#x26;3e
vale a dire :

(*) Qnesto lavoro fa parte della realizzazione del programma del grnppo di rioeroa,
no 20, del C. N. R. (1960-61).

(1) Per nna reoentiseima trattazione delle teorie ergodiohe si veda [IJ.
(t) Cfr. [2].
(8) Cfr. [3].
(~) Cfr. la monografia [4] o il lavoro [5].
(5) Cioe un anello ohinso rispetto alla formazione di intersezioni nnmerabili dei suoi

elementi ; si noti che esso rieulta anche oondizionatamente c-oompleto.
(e) Si veda [6], a p. 162, oppure [7], a p. 5. T -1X i nd ioa l’estensione reoi prooa di X

rispetto a ~:
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Una misura ,~ su ~3 è detta ’invariante, rispetto a T, se

3. Suppongasi che 9 sia un reticolo di sottoinsiemi di S relativamente
U-normale (fl-normale) e condizionatamente a-completo sia

iuoltre B il minimo c5-anello d’insiemi contenente 8/,. Ci sarà utile la pro-
posizione :

I. di ricon08cere che la ,u su i/3 è invariante rispetto a
T, , ~ sufficiente verificare la (2) BU ~.

Suppougasi R relativamente U-normale e condizionatamente a-completo.
FiFisato 1XeB esiste (9) un Y E 9 tate che l C Y e lA ( Y )  ju (X) + 8; ri-

sulta anche Y e poichè per ipotesi è ,u (T-1 Y) _ ~C (Y), si ha

X)  p (~Y) -~ 8 ; ossia, tenuto conto della arbitrarietà di e, ,~z (T -1 X ) ~
iu (X). 

.

Sia, d’altro canto, ~p il reticolo complementare di esiste ancora

un tale che per esso risulta e ~C (Y’) &#x3E;,u (X) - ~. Si ha an-
che T -i Y’ C T-1 X; dico, inoltre, che ,u (T-1 Y’) _ ~c (Y’). Infatti risulta

e 

onde ,u (T-1 Y’) _ ~c (T-‘i Y) - ,u (T-1 Z) _ ,u (Y) -,u (Z) _ ~c (Y’). Si ha

e, per l’arbitrarietà
di é ju (T-1 X) ~~,u (X); si ha cioè la (2).

Analogamente si ragiona se 8~ è relativamente fl-normale e a-completo.

3. Yale anche la seguente proposizione :
II. Sia a un reticolo oontenente l’inyieme vuoto come elemento ;

sia v una funzione reale finita su 9 e tale da ri8ultare;
a) non docre8cente e nulla 8ull’in8ieme vuoto,

(1) Cfr. [7], a p. 7. 
,

(8) Per la nomenolatura usata in questa nota si .veda F. Cafiero in t4]. Un retioolo
d’insiemi M è detto relativamente U-normale (n-normale) se oontiene l’insieme vuoto corne
elemento e se per ogni Y C X, esistono una successione 1, 2, .")
d’insiemi appartenenti al sottoretioolo ed nna snooessione d’ineiemi apparte-
nenti al retioolo ai, oomplementare di per i quali è :

Un reticolo d’insiemi A è poi detto oondizionatamente cf-ootnpleto (d-completo) ee è chiuso
rispetto alla formazione di nnioni (intersezioni) numerabili d’ineiemi oontenuti in

insiemi di R. 
’

(’) Cfr., per quel ohe segue, in [4], a p. 203, la definizione, ivi data, di miaurabilità.
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b) finitamente additiva e 8ubadditiva ;
allora la funzione definita per ogni X E III con:

ove un’arbitraria successione, gode delle p,.oprietà a), b) e inoltre

ri8ulta :

c) numerabilinente Bubadditiva 8u 9 (tO).
La a) segue facilmente per ,u dalla validità della a) medesima per v.

Proviamo la b). Siano X (1), X(2) due insiemi di R e 
{Xn(2)}nEN due successioni. appartenenti e tali che 

nE

Posto e inoltre per lR finita’ su-

badditività di v:

Dalla definizione di p e dal fatto che le successioni sono qua-

lunque segue:

Quest ultima disuguaglianza prova la finita subadditività di ,u; inoltre

essa pub invertirai, se X(l) il = Qj. Sia infatti una successione

n EN ; risolterà il = 0.
Per le a), b) valevoli per JI, si ha :

Per la definizione di p e per essore (Xn) una successione qualunque,
qnest’ultima prova la b) per ,u.

Proviamo ora la c). Sia X E 8l e E N, una successione d’insiemi di
9 tali che Fissato e &#x3E; 0, associamo, per la deftnizione di p e.

nEN

utilizzando l~assioma della scelta, ad ogni X (n) una successione 
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d’insiemi di tali che :

Avremo X C_ U e, sommando rispetto all~indice n la disuguaglianza
. 

su 8critta:

Tenuto conto della definizione di p e della arbittarietà di e, segue dall’ul-
tima disuguaglianza la c) e la proposizione è cosi provata.,

4. Suppongasi ancora R un retioglo relativamente U-normale e condi-
zionatamente o-completo, B il minimo ô-anello d’insiemi contenente R.

Sia v una funzione godente delle proprietà a), b) della, proposi-
zione II. La fanzione u defluita lll (3) gode delle proprietà a), b) e c) e, a

causa della stratturit normale di éQ, è univocainente proluugabHe (11) in una

misura p su È opportune osservare allora che : condizione necessaria e

8uffioiente affinchè ju 8ia noaa identicameitte esista almeno un in.

CE iI3 tale che per esso r;8ulti:

OSSERVAZIONE.

Allo scopo di iudicare un caso. utile nel segaito, nel quale la (4) si

trova verificata, diamo la segaente definizione : diremo che l’insieme 

Si veda in (5) la proposizione 1.
(i2) Poichè A è relativamento U-normale e oondizionatamente a-completoe rieulta

(ofr. la nota ( Per la definizione (3) di p si ha: 
’

o, oib ohe è Io stesso :

e, per la (4), P ~ non identioamente nulla.
Vioeversa se p è non identioamente nulla, allora esiste un tale ohe

per la detta etruttura di A esiste ana auooea8tone d’insiemi .

per i quali vale la (4).



109

è compatto relativamente ad ee ogni ricoprimento numerabile di 0 con
insiemi di dq contiene un ricoprimento finito. Vale osservare allora che :

Se 0 è un compatto t-elativamente e se 

lit (4) (t3), cioè p è non identicamente flulla eu ~3.

5. Sia R tin reticolo d’insiemi di 8, contenente l’insielne vuoto come

elelneuto, B il minimo d-anello conteneute R e T una trasformazione rii S

in sè, misurabile rispetto a Vale làè proposizione :
III. 8e v è finita sra 8/" se T è Ínvetibile, se, itioltre, T-1 x E Dl e 

qttando X E R : se v ra invariante ou 9, tale ri8ulta 8u B la p deft-
itita in (3).

Sia»o , .. Risulterà

Per essere è nuche:

dalla definizione di p segue:

Per la ipotesi fatta risnlta allora, ragionando sulla T-1 corne si è fatto

sulla T, per la (6), 1,&#x26; (TX )  (X).
Se ora partiamo dalll insienie T-1 X E risulta ancora il (x )  u (T-1 X)
confrontata con la (6), dà la tesi.

(i$) Per la compattezza (li C, segne l’esistenza di nn nnmero Bnito  m, d’insiemi
della successione ohe fignra nella (*) (nota (12)), tali ohe U Posto

. .....

.-.«

per la finita sub-additività di v, risnlta : 
.....,.

È dainque per la iltotesi
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6. Pub ora provarsi il seguente teorema d’esistenza di misure inva-
rianti :

IV. Sia tll un reticolo relativamente U-normale e condizionatant ente a-com-

_pleto di sottoinsie»ai di 8, B il inininto b-apiello 1 8ia T una tra-

sformcaxione di S in 8è, misurabile ri8petto a ’d5, tale clie T-1 X E 9 e 
se X E 9. E8iBte allora ttna misitra limitata 8u invariante ri8petto a T e

non nulla, sE esiste un compatto 0 relativainente ad 9 ed un punto x0 E S

per cui è :

ove Zc è la funzione caratterigtica di C e iterata kma di T.

Consideriamo con Oxtoby e Ulaln Io spazio di Banach 8* delle succea-
sioni limitate di numeri reali e _ ed osserviamo che, in virtù di un
classico teorema di Banach, è possible costruire un funzionale llneare 
su 8* che rispetta le condizioni seguenti (14)

3°) L (1) pnb essere scelto in modo cbe, per una prescritta. successio-

Ciô premesso, in corrispondenza ad ogni X’E 8/, consideriamo la succes-
sione E il cui termine generale è :

ove il punto x’D soddisfa la (7). Poniamo poi :

Dico ch’e la funzione v gode delle proprietà a), b) (16) della proposizione II.

(i6) Cfr. [3] allé pp. 561-562.
(15) Si osservi che ]a 1°) assionra ohe L (~) si restringe al lim ~n snlla varietà lineare

n

dello snooeseioni convergenti.
(16) Si noti ohe la funzione v pub definirsi sn qnalsiasi famiglia di sottoinsiemi di

8 e le proprietà a), b) sono in ogni oaso verifioate. Notiamo perb ohe v pub non godere
della proprietà c), vale a dire pub non essere numerabilmente subadditiva. Valga l’esempio
seguente. Sis 8 l’ineieme dei reali tali obe 0  x  1 e sia 1-’a; = x2. Fissato un qualnnqne

la successione oonverge a zero, se k tende all’infinito. Esaminando le (9), (8)
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Se infatti X(1) _ X(2) sono due insiemi di R, sarà XX(2) e conseguen-
temente dette E(1), E(2) le due successioni definite dalla (8) con X(1), X(2), ri-

sulta e(l)  e(2) n E N, e, per la lineaii tà di L, anche L (E(1) - E(2)) _= (E(1)-
- L (e(2». Dalla proprietà 1 °) e dalla (9) segue V (X(1) _ y (X(2» ; è poi ovvio

che v(~)=0.
Per la proprietà b) basta osservare che se x (1), X(2) sono diagiunti è

X X(l)UX(2) = +~(2) ? se non sono disgi l1nti è invece x~~l~~gr2~  .+. x~(z~ ·
Consegueittemente per la (9), la linearità di L (e) ed ancora per la proprietà
1°) segue la finitu additività e subadditività di v.

Osserviamo ora che la v è invariante su ~ (17). Infatti è : (Tk x°) =

Xx xll) e, considerata la successione ~, il cui termine generale è de-
finito in (8) e la ~’ il cui termine generale è :

risulta subito dalla proprietà 2°) e dalla definizione di v 

= v (X), per ogni X E Dl.
Consideriamo ora su Dl la ftinzione u definita in (3). Per la proposizio-

ne II essa godrà delle proprietà a), b), c) ; per essere v invariante au 9 ri-

spetto a T e, godendo T delle medesime ipotesi della proposizione III, an-
che p riuscirà invariante sn Se consideriarno allora il proltingamento
p. su iI3 (18), per la proposizione 1, anche p sarà invariante rispetto a
T. l’er provare completamente il teoren13 basta mostrare cbe la (7) assicura

che p è non identicamente nulla. Per questo osserviamo che se e 

per la proprietà 3°) di L, la v soddisfa la condizione :

Per la osservazione fatta al n° 4 risulta allora, è nou identicainente
iiulla.

e la proprieta 1°) di L, ai noti che risulta v (X) = 0 se esiste nn intero n tale che, preso x E X,
wienlta x &#x3E; i , .1 mentre v (S) = 1. Se dnnquo pretidiamo nna suooessione 1 d’insiemi di 8n "

tali che risulti avremo mentre

y (~5’) =1. 
__.

(17) È cio v (T-iX) = v (X ) per ogni Si noti obe la invarianza di v resta

verificata è suppoeta definita eu di una qnalunque famiglia di sottoinsiemi di S’,

Cfr. la nota (11).
(19) Si ricordi quanto è etato detto nella prima parte nella nota (16).
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Dalla proposizione IV ora provatu, segue il corollario :

Sia 8 è spazio topologico perfeltamente normale e B la. fataiglia dei
sia l’ una trasformazione di 8 in 8è, biunivoca e bicontinua ;

affinchè 68iBta una miBura invariante rispetto a Tenon nulla è Sufficiente clae
esillta un cotnpatto 0 ed un punto $0 E S per i quali risulti verificata la (7) (2°).

7. Una più semplice costruzione di una misura invariante e, con essa,
un più diretto legane tra tale nnaura e il valore del funzionale l~ (2t), in
quanto évita il ricorso alla funzione u definita in (3), ptta ottenersi partendo
da un reticolo R relativamente n-normale, d-conpleto e condizionatamente

perfet,to (22,) di sottoinsiemi di S. Supponiaitio soltaiito che T risulti misura-

bile rispetto iI3, essendo al solito B il minimo d-anello d’insiemi contenente

R. Per ogni si consideri aucora la definita in (9) ; quest’ ultimu
gode delle proprietà a), b) ed è invariante Essendo poi R condi-
zionatamente perfetto riesce per v valida la proprietà :

c’) v è continua il sull’insieme tuoto (24).
Le condizioni a), b), c’) sono sufficieuti perché v possa essere prolungata

in una misnra p (25); poichè poi v è invariante su R, utilizzando au-
cora la proposizione I, segue che p è invariante, rispetto a Z’.

Segue dunque il teorema :
V. Sia R un re’ticolo relativainente fl -normale, e condixionata-

mente perfetto di sottoinsiemi di 8, sza T trasformazione tni-gurabile 

spetto al più piccolo ô-anello d’in8iemi iI3 contenente ill, allora esiste su B una

Basterà assumore in S’ il retioolo degli aperti A che risnlta relativamente U-nor-
male e oondizionatamente ar-aompleto per essere la topologia au 8 perfettamente normale.
Rioordiamo che spazio topologioo perfettamente normale signifiaa spazio normale nel qnale
ogni ohiuao è un Gd.

(2t) L’interesse di questo più diretto legame va veduto nella oiroostanza che, Se la
siiooessione 1 definita in (8) ha limite, allora il valore del fnnzionale L (e) coïncide oon

qnesto limite (cfr. la nota (1; )); un tale limite rappresenta poi, per n grande, il « soggiorno
medio » di snll’insieme X.

(22) Un reticolo A d’insiemi é detto perfetto se ogni filtro Il primo è determi-

nato da un pnnto x E S; oioà se esiste tale olive e solo se x E x. Un filtro

un insieme di elementi tali ahe : 1~ se e allora 2~ se
allora Y E 9. Un filtreo proprio à poi detto primo se, supponeiido

che X U oio implioa Y E 9. Pno provarsi ohe : ogni filtro primo è mas-
simale, vale a dire e proprio e non contenuto propriamente in alcun filtro proprio. Noi dioia-
mo poi che A b un retioolo condizionatamente perfetto se ogni retioolo 9. (X E R) è perfetto.

(23) Si veda la nota (17).
(24) Cioè y (X~) -~ o se Xn tende, non oresoendo, all’insieme vnoto ; è qaesta una faoile

eonsegnenza dell’oessere R aondizionatamente perfetto.
(~5) Cfr. [8], alle pp. 152-154.
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tni.&#x26;ura limitata, invariante t.ispetto a T, che risulta non nulla, se esiste al-

aneno un punto E S’ ed un iitsietite 0 E Dl pet- i quali risulta verificata la (7).
Basta per Iultima affermazione della tesi osservare semplicelneute che,

per la proprietà 3°) del funzionale L, risulta :

La proposizione précédente ammette il corollario :
uno spaxio di perfettarmente e B il 

a-anello contenente il t-eticolo dei sia T misurabile ri-

8petto a iI3; affinchè una misura invarianate t-i# petto a Tenon nulla, è

sufficiente che e8i8ta un compatto 0 ed un punto XO per i quali valga la (7).

Chiudiamo osservando che i procedimeoti sa esposti, che utilizzano

il ricorso a teoremi di prolungamento per misure, possono essere impiegati
ti provare l’esistenza di misure invarianti rispetto a famiglie di trasfor-

mazioni misurabili, dipendenti da un parametro continuo e formanti gruppo
rispetto ad esso ; basterà a tal uopo sostituire alla media (8) uua media

intégrale (27).

(26) Il retioolo degli insiemi compatti di uno spazio topologico di Hauxdorlf è oondi-
zionatamente perfetto. Sia infatti filtro primo ou Ln. intersezione C degli insiemi
del filtro non è vuota porche se foese vuota, essendo gli insiemi del filtro chiaei (perché
oompatti in un oompatto) e8isterebbe nna famiglia finita, contennta nel filtro, con inter-
sezione vuota ; oonsegnentemente il filtro 9 non earebbe proprio e quindi neppnre primo,
contro il supposto. Sia ora x E C; dico ohe tale punto determina if. Sia YE gx e tale che
x E Y, rianita se infatti oiÕ non aocadeaae, si oonsifieri il filtro 9 generato da 1 YI
(si dà per 6’0 la regnla: Z se solo se Z E ex e ... ove Xi (i  k)
sono inaiemi di Poichè 9 è massimale perchè primo (vedi nota (23)) ô allora go = 
quindi ai ha cioè che esistorio un nnmero finito di elementi di J per i quàli è

0 == X2 n ... Y, cib è manifestamente aaaurdo perchè x E Xi (i  k), x E Y.

(z~) Cfr. Oxtoby e Ulam in [3], a. p. 564.

8. dnnali della Scuola Norm. Sup.. Pisa.
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