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SEZIONI DI INSIEMI k-RETTIFICABILI (*)

di ANTONIO CHIFFI (Pisa)

Definita una classe (5k,,, di insiemi dello spazio Rn (def. 2.4) la quale
risulta formata (teor. 2.13) dagli insiemi di Rn misurabili rispetto alla

misura di Hausdorff 9~k e (~k , k)-rettificabili studiamo le sezioni degli
insiemi di (5k,n con sottospazi di R~ (teor. 3.6).

§ 1. - Richiami sulle misure di Hausdorff.

DEFINIZIONE 1.1. - Sia Rn lo spazio numerico a n dimensioni e

x = (x~ , x2 ~ .,. , xn) un suo generico punto ; poniamo Detto
. ,

E un insieme di Rn e k un intero positivo, si dirà misura esterna 

sionale secondo Hausdorff (2) il numero (finito’ o infinito) :

dove con si è indicato il diametro dell’insieme E con mk si è

indicata la misura secondo Lebesgue della sfera di Rk di raggio unitario.
Per k = O, y gto (E) è, per definizione, uguale a + oo se E è infinito ;
è uguale al numero dei punti di E se E è finito. La misura è uguale
alla misura esterna di Lebesgue in Rn. Per k &#x3E; n è sempre: gtk (.E) _. 0.
La misura 9tk è monotona e numerabilmente subadditiva. 

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n. 9 del Comitato

per la Matematica del C. N. R. per l’anno accademico 1961-62. L’autore ringrazia il

prof. Ennio De Giorgi per i preziosi suggerimenti.
(1) Cfr., ad es., H. FEDERER [6] def. 8.9 a pag. 496. I numeri in parentesi [ ] si

riferiscono all’elenco bibliografico posto in fondo al lavoro.

(~) Cfr., ad es., H. FEDERER, [5] n. 2, a pag. 307.



174

DEFINIZIONE 1.2. - Un insieme .E C Rn si dice misurabile (3) rispetto
a cgk, ovvero gek-misurabile, se per ogni L C Rn si ha :

La famiglia degli insiemi Hk-misurabile è chiusa rispetto alle operazioni
di unione finita o numerabile e differenza e contiene i boreliani di Rn. La

misura esterna di un insieme Re Rn che sia gtk misurabile sarà detta
misura k-dimensionale secondo Hausdorf di .E. La misura cdk è numera-

bilmente additiva nella famiglia degli insiemi Hk-misurabili.
Richiamiamo pure le seguenti proprietà della misura di Hausdorff:

_ i 
/ 

....

, TEOREMA 1.3. - Se f : R- è una trasformazione lipschitziana con
coefficiente Â, vale a dire : se per ogni coppia di punti x e x’ di Rn è :

per ogni E C Rn. ,

Il teorema segue subito dalla definizione 1.1.

Valgono i seguenti teoremi (vedi, a,d esempio, Federer [4] n. 2, 
308 e 309 ; per le dimostrazioni cfr. [9], cap. II, theorem 8.1 a pag. 53

e [8] corollary 3.8 a pag. 245) : 
’

TEOREMA 1.4. - Sia E un insieme di Rn : esiste una successione di in-
siemi aperti ~Ajy~h~l,2,.., tale che sia : e :

TEOREMA 1.5. - Sia E C R" un insieme ik misurabile e di gtk
, finita. Esiste una successione di insiemi chiusi ( Ch~h~l,2... tale che sia : Oh e :

Dal teorema 1.5 segue, per l’additività della misura gek nella famiglia degli
insiemi gtk misurabili, il seguente :

TEOREMA 1.6. - Un insieme misurabile rispetto a gek e di

misura gek finita è uguale alla unione di un ircsieme di Borel e di un insieme’
di misura gek nulla, °

(3) Cfr. C. CARA THÉODORY [2], oap. V, n. 239 a pag. 246. 
’
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§ 2. -- Definizione e prime proprietà della famiglia 

DEFINIZIONE 2.1. - Siano n e k due interi con 0 k  n e siano

f, , f2, ... , f,, n funzioni reali continue nell’intervallo T di Rk, dove indi-
chiamo le coordinate del generico punto y con : (y~ ,..., yk) ; indichiamo con
:fl1 la frontiera di T. Posto : f = (f1 ,..., ha), consideriamo la funzione vetto-

riale f: T - RO che al puuto y di T associa il punto x di R" di coordinate :

Indichiamo con f (I ) 1’immagine secondo f di un insieme I C 11 e poniamo:
V = f (T). 

’

Se sono verificate le seguenti ipotesi :
(a) la f possiede derivate parziali prime continue in T ; -
(b) la corrispondenza f : T - V è biunivoca ; 7 

’

(c) la matrice jacobiana

allora la terna :

ha caratteristica k ; 
"

sarà detta varietà parametrica regolare k-dimensionale di R", di equazioni (1)
con intervallo base T e supporto V.

Se in luogo delle ipotesi (n), (b), (c) si fa soltanto 17ipotesi che la fun-
zione f sia lipschitziana, la terna [T, f, V] si dirà varietà parametrica
lipschitziana k dimensionale di R".

È noto (4) il seguente :

TEOREMA. 2.2. - ye f, V] è una varietà lipschitziana k-dimen-
sionale di R" (0  k  n) e se la corrispondenza f : 11 - G è biunivoca, esi-

stono quasi ovunque e sono misurabili in .T le derivate parziali della, f e, posto :
1

si ha, per ogni insieme misurabile (secondo Lebesgue) I C T :

(4) Cfr. ad H. FEDERER [4] 5.9 a pag 144,
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TEOREMA 2.3. - Se flfl = [T, f, VI è una varietà lipschitziana k-dimen-
sionale di Rn (0 C k  n) ha luogo per ogni misurabile I C .T la

disuguaglianza :

DIMOSTRAZIONE. - Invero, I, x) il numero, finito o infinito, 1

dei punti y E I per i quali è: f (y) = x~ si ha (5)

ed essendo ovviamente :

il teorema risulta dimostrato.

DEFINIZIONE 2.4. - Sia 0  k  n. Diremo che un insieme F C Rn

appartiene alla famiglia se :

L’insieme E è misurabile rispetto a 
esistono una successione (C)2h)h di varietà regolari

ed un insieme N di misura nulla, tali che :

Diremo poi che l’insieme .~ C Rn appartiene alla famiglia se è finito
o numerabile.

DEFINIZONE 2.5. Diremo che un jnsieme E C RI, è k-orientabile (6) se:
appat.tiene alla famiglia lEk,,,;
esiste un insieme aperto A C Rn tale che :

(5) Cfr. ad es., 100. oit. (~), .

(6) Tale nome verrà giustificato dai prossimi lavori, dove mostreremo ohe tali insiemi
sono supporti di insiemi k-orientati del tipo oonsiderato da R. CACCIOPPOLI in [1].
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qualunque sia l’ insie~ne compatto 0 C A si abbia :

Stabiliremo ora alcune’ proprietà degli insiemi della famiglia 
È di immediata dimostrazione il seguente : ,

TEOREMA 2.6. - La famiglia degli insiemi è chiusa rispeíto alle ope-
razioni di unione finita o itumerabile e di anzi, dati un insieme

E e un insieme L C R’~ che sia ckk misurabile, appartiene a (5k,,, anche
la .E - .L. ,

’ 

TEOREMA 2.7. - Sia E E (k,,, - Esistono una successione di com-

patti ( G,,-1,2", di Ru ciascuno dei quali contenuto nel supporto di una va-
rietà regolare e un insieme N’ C verificanti le ’relazioni:

DIMOSTRAZIONE. - Tenuto conto della def. 2.4 e, iii particolare, della
(7), poniamo :

Si ha subito, per la (3) :

Per il teorema 1.5 esiste, per ogni h, una successione jC~=.i,2,... di insiemi

chiusi contenuti in ~h e tali che si abbia : ’

Per lp (14) e per 1’additività della misura nella famiglia degli insiemi

Hk-misurabili, per ogni h esiste un insieme Nh di misura Hk nulla tale che:
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Dalla (15), posto 2 segue : O 
O

dove gli insiemi soddisfano alla (11) per la (16) e l’ insieme N’ ha

m i sura 9~k nulla.

TEOREMA 2.8. - Ogni insieme E E (0 ~5 k  n) è uguale alla unione
di un insieme di Borel e di un insieme di misura nulla.

DIMOSTRAZIONE. - Per k =1= 0 il teorema segue dal precedente teorema
2.7 : per k = ,0 è banale.

TEOREMA 2.9. - I sUPPo1.ti delle varietà lipschitziane k-dimensionali di
.R" (0  k z!~ n) sono insiemi della famiglia 

DIMOSTRAZIONE. - Sia [T,f, V] una varietà lipschitziana. Sia
una successione di numeri positivi convergente a zero. Esiste per ogni

G~ una funzione vettoriale f (1) : T - Rn, continua con le sue derivate parziali
prime in T, tale che l’insieme :

ha misura secondo Lebesgue minore di 81(7).

Posto: , si ha subito :

Sia Yl] la varietà di intervallo base T, di equazioni x = f(1) (y)
e supporto YI = f l (T ). Il supporto della varietà lipschitziana C19 è conte-

ao

nuto nelhunione dell’insieme U Vi e dell’insieme f (I), che ha, per la (17) e
1-1

per il teorema 1.3 misura Wk nulla. Le varietà c191 possono non risultare

regolari nel senso della def. 2.1, potendo la matrice jacobiana della funzione

f ~I~ rispetto alle variabili (Yt,..., yy) non avere caratteristica k e la corri-
spondenza f ~I~ : -T- Vi non risultare biunivoca. Basterà però dimostrare che, B
a loro volta, i supporti Y I delle varietà ~I~ sono contenuti, a

(7) Cfr. H. WHITNEY [11] teor. 3 a pag. 148.
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meno di un insieme di misura 9~k nulla, in una famiglia numerabile di sup-
porti di varietà regolari.

Fissato un valore dell’indice 1 e posto :

sia Gt il sottoinsieme chiuso di T tale che, per y E è : det Il glhliln (y) Il = o.
Per noti teoremi sulle funzioni implicite l’insieme aperto si

lascia ricoprire da una infinità numerabile di intervalli Th tali che la cor-

rispondenza definita dalla restrizione di Th sia biunivoca e la

caratteristica della relativa matrice jacobiana sia uguale a k.

Dette Wih le varietà regolari di intervallo base Th, di equazione
e supporto Vlh, si ha :

ed è : [f(1) (Cl)~ = 0 per il teorema 2.3, e : cdk (9~ T)] = 0 per il teo-

rema 1.3, quindi Vl E (5k,,, e il teorema è dimostrato.

Valgono pure i teoremi seguenti :

TEOREMA 2.10. - 0 ~ k  n. Condizione necessaría perchè un

insieme misurabile E C R" appartenga alla famiglia che esista

una funzione lipschitziana f : Rk - Rn tale che : [.E - f (Rk)] = 0.

DIMOSTRAZIONE. - Sia = [Th (h ,= 1, 2, ...) una successione
di varietà regolari ed N un insieme di misura nulla tali che sia, a nor-
ma della def. 2.4 :

e sia ~Ch il modulo di Lipschitz della funzione vettoriale f(h). Sia una

successione di trasformazioni di R~ in sè, tali che :

(a) per ogni coppia di punti y e y’ di Rk si abbia

(b) posto : T~ la distanza tra gli insiemi T h e =~= l)
sia maggiore del massimo di ( fch&#x3E; (y’) _ f~i~ (~’~) , per y’ E Th e 
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La trasformazione inversa Thl di Th esiste per la e poniamo, per
ogni 

Gli intervalli I[ (h =1, 2, ...) sono disgiunti a due a due per (b) e per-
00

tanto ha senso considerare una funzione  definita nell’insieme U Th ed a
h-1

valori in R", tale che, per si abbia : g (y) _ { ( y). La funzione g
risulta lipschitziana di modulo 1 ed è : 

°

Per un noto teorema (8) esiste una funzione vettoriale lipschitziana:

f : tale che si abbia ;

Dalla (20) segue subito :
1

TEOREMA 2.11. - Coitdizione sufficiente perchè un insieme 

bile E C R" (0  k  n) appa1’tenga alla famiglia (5k,,, è che, fissato s &#x3E; 0,
esista una funzione lipschitziana f : R" tale che sia :

DIMOS1’RAZIONE. - Se è soddisfatta per E la condizione enunciata, e-
siste una successione di funzioni lipschitziane f(h): -jR(==l,2,.,.)
tal i che : Decomposto Rk in una infinità numerabile

di intervalli Ti, consideriano le funzioni restrizioni di f(h) a Tz. Per
il teorema 2.9 gli insiemi (TI) (h, 1 = 1, 2, ...) e di conseguenza, l’insieme

appartengono alla famiglia êk,n. A tale famiglia appartiene

pure l’insieme E, in quanto differisce dall’insieme per un in-

sieme di misura ~k nulla.
Dai precedenti teoremi seguono immediatamente i due seguenti:

TEOREMA. 2.12. - Condizione necessaria e sufficiente perchè un insieme
Hk-misurabile E C Rn (o  k  n) appartenga alla famiglia è che esista

una funzione lipschitziana f : Rk -. Rn tale che sia: gtk [E - f (Rk)] = 0.

(8) Cfr. M. D. KIRSZBRAUN [7], Hanpt8atz .E 1 a pag. 104. 
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TEOREMA 2.13. - Condizione necessa)-ia e sufficiente perchè un insieme
Htk-misurabile E C Rn appartenga alla fainiglia (5k,,, è ,fissato e &#x3E; 0, esi-

sta una funzione lipschítziana f: Rk - Rn tale che:

Dal teorema 2.13 si vede che gli insiemi della famiglia Ck,u sono tutti e
soli gli insiemi di Rn Hk-misurabili e k)-rettificabili, secondo la nomen-
clatura adottata da Federer in [6], def. 8.9 a pag. 496.

TEOREMA 2.14. - Sia 99 : Rn - RI» una funzione lip8chitziana e lc un in-

tero positivo non maggiore dei due numeri m e n. Se E appartiene alla fami-
glia Ck,n l’insieme g (E) appartiene alla famiglia Ck,m.

DIMOSTRAZIONE. - Per il teorema 2.7 esiste una successione di insiemi

compatti {Oi}i-~,2,... e un insieme N’ di misura gtk nulla, tali che sia :

L’immagîne secondo g di ciascun insieme compatto C  è un insieme com-

lotto e pertanto è misurabile rispetto a l’immagine secondo 99 di un
insieme N’ di misura nulla è pure, per il teorema 1.3 di misura 9~k
nulla e pertanto è 9~k misurabile.

Per il teorema 2.12 esiste uno. funzione lipschitziana f’: Rk -. Rn tale che
l’insieme N = .E - f (Rk) abbia misura Hk nulla. La funzione composta

~ = q~ . f è lipschitziana e si 

Per il teorema 1.3 si ha: ~~ (N ‘) _ ~k j~ (N )] = 0 e, per il teorema .

2.12, l’insieme ,CfJ (E) risulta appartenere alla famiglia ·

~ 3. - Sezioni di insiemi di 
’

DEFINIZIONE 3.1. - Indicheremo con s un intero soddisfacente alla

limitazione: ’1  s i con JR~ lo spazio numerico ad 8 dimensioni, di cui
indicheremo con t = (ti 9 ... 9 t,,) il generico punto; fissato t E RS, indicheremo
con sn-s (t) il sottospazio di Rn di equnzioui :

TEOREMA 3.2. - Siano: E un insieme di R"; k e s due interi soddisfacenti
alle limitazioni : 1  s  k  n, s  n . Tenuta presente la definizione 3.1,
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ha luogo la disuguaglianza :

dove si è scritto dt al posto di dt, e dove l’integrale a primo membro è
da intendersi nel senso di integrale superiore e le misure e nel senso

di misure esterne di Hausdorff (9). 
-

DIMOSTRIZIONE. Prendiamo prima in considerazione il caso s  k.

Sia 9 la famiglia delle successioni i}i=1,2,... dove Ki è una sfera aperta
di R" di raggio i (l’insieme vuoto o deve considerarsi come una sfera di

raggio zero). Sia c5k (.E) la misura (esterna) definita per ogni insieme E C R"
-nel modo seguente : 

’

dove con Wk si è indicata la misura secondo Lebesgue della sfera di Rk di

ra’ggio unitario. Ogni ricoprimento di E con una successione di sfere

aventi tutte diametro ~i minore di e , induce per ogni t E Rs un ricoprimento
di [E fl sn-s (t)] con sfere Ki (t) = [Ki ÍÌ (t)l di i (t) aventi diametro

òi (t) minore di s . Poniamo ó~ (t) = 0 se l’intersezioue [Ki Íl è vuota.

Un facile calcolo mostra che vale l~uguaglianza :

Sommando le (3) rispetto a i si ottiene :

Sia (81)1.1,2, ... una successione di numeri positivi convergente a zero e
sia 2ï}i , ... ·· una successione di elementi di F tale

(9) Per 8 = 1 cfr. S. EILENBERG [3]; per 8 = k = n - l, y cfr. J. SCHAUDER [10], teor.
III a pag. 11, 

,
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che

Si ha subito, per la (4):

Posto, analogamente a quanto si è fatto nella (2), per ogni insieme .

.

si ha immediamente:

e dalle (10) e (8) segue:

dove l’integrale a primo membro è da intendersi nel senso di integrale su.

periore. Dalla disuguaglianza, valevole ovviamente per ogni Ec Rn e

e dalla (11) segue subito la (1).
Sia ora s = k. Detta bi)i una successione di elementi di c:F, per

ogni i poniamo vi (t) = 0 se K; fl RU-8 (t) = o e vi (t) = 1 in caso contrario.
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Detto v b~,~i , t] il numero delle sfere della successione che
hanno intersezione non vuota con sn-8 (t), si vede facilmente che il numero

9~o [E n 8 --- (t)] dei puuti che appartengono a .E n Sn-8 (t) soddisfa la disu-
guaglianza :

.Per ogni i si ha, ricordando che è : k = s :

Sommando le (14) si ottiene l’uguaglianza :

Come nel caso precedente, detta una successione di numeri positivi
decrescente e convergente a zerp, consideriamo una successione di elementi

tali che valgono le (5), (6) e (7). Anche questa volta dalle (15) e dalla (7)
segue :

~y per le (12), (13) e (16) si ottiene :

i

e la (1) è pienamente dimostrata.

OSSERVAZIONE. - I risultati ora stabiliti si estendono immediatamente
alla intersezione di E con la famiglia dei sottospazi a n - 8 dimensioni
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perpendicolari ad uu sottospazio ad s dimensioni di Rn arbitrariamente pre-
fissato ; ci si può infatti ricondurre al caso del sottospazio, O, ..., x. = 0)
mediante una rotazione, essendo le misure esterne di Hausdorff invarianti

per rotazioni. ,

TEOREMA 3.3. - Nelle ipotesi del teorema 3.2 e se è finita,
è finita per quasi ogni t E R s ; se Hk (E) è nulla,,

[E Íl 8"-’ (t)i è nulla per quasi ogni t E RS .

Segue immediatamente dal teorema 3.2.

TEOREMA 3.4. - Siano k e s due interi soddisfacenti alla limitazione
1  s  k ; Rk lo spazio numerico a k dimensioni, del quale iitdich amo con

Y ... , yk) il generico punto ; Rs lo spazio ad s dimensioni del quale in-
dichiatno con t = (ti ?...I ts) il geitet-ico punto ; Rk+s il cartesiano di Rk

e .RB, del quale indichiamo con z = Zk+.) = ... , yk; ti ts) il

generico punto; Sk (t) il sottospazio di Rs+k di eguazioni : tl,..., = 

T un iittei-vallo di Rk; fl (y) , ... , fs (y) funzioni definite in I’ ed ivi lipschi-
txiane ; = [T, , W] ] una varietà lipschitziana k-dimensionale di RS+k , dove
la funzione vettoriale V ha come componenti le funzioni : 

’

Posto :

per ogni insieme 1 C T misurabile secondo Lebesgue, ha luogo la disuguaglianza :

DIMOSTRAZIONE. - Detto A un numero reale positivo, poniamo :

dove le funzioni /1’’’. fs sono le funzioni che compaiono nella (18). Con-
sideriamo la funzione vettoriale 1p (Â., y): 1’- R8+k avente come componenti .

le funzioni :
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e la varietà lipschitziana

Dato un insieme I misúrabile secondo Lebesgue e contenuto in T, indiche-
remo al solito con y (29 1) [oppure y) (I)] la immagine di I secondo la fun-
zione (A, y) [oppure V (y)].

Posto :

la funzione ghm (Â, y) risulta definita quasi ovunque in T e si ha, per il

teorema 2.2:

ed anche, per la (1) del teor. 3.2:

Per le ovvie uguaglianze :

e : o

la (26) diventa:

Tenuto conto delle (19), un semplice calcolo mostra che è :



187

Poiché le funzioni di y :

sono equiliniitate in T per A&#x3E; 1, dalle (29) e (30) segue la (20).

TEOREMA ~3.5. - Sia C}9 = [T, f, V] ] una varietà regolare k-dimensionale
di s un intero verificante le limitazíoni 1  s  k ?a, s  n ; sn-s (t) il
sottospazio di R" di cui alla definizione 3.1. Esistono : un insieme M soddi-
sfacente, petto quasi ogni t E RS, 9 l’uguaglianza :

ed una successione ~~C,h~h-1,2,... di vai,iett  regolari k-dimensionali di R": Zh =

= ~Qh ~ Zh], ove la funzione vettoriale gg(h) (1}) = (r~1 ~ .., ~ ~~) ha come
componenti le ficazxioni :

tali che abbia luogo 

DIMOSTRAZIONE. - Siano :

le componenti della funzione vettoriale f ; consideriamo la varietà regolare
k-dimensionale di W = [T W], dove la funzione vettoriale ha
come componenti le funzioni :

La varietà si trova nelle ipotesi del teorema 3.4 e pertanto ha luogo la
disuguaglianza (20) dove le funzioni gp~ (y) sono definite dalle (19).

Sia G C T l’insieme chiuso dei punti y E T per i quali è :

det Il (y) Il = 0 ; per la (20) è :

, Scuola llTOrm. Sup. 
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da cui segue che, per quasi ogni t E è :

i

Sia G (t) l’insieme dei punti y E T tali che y E Q’ (y) E Sk (t). Quando
y = (~i ? ..., yk) descrive G (t), il punto (Y, , ..., 2 Yk 9 ti ... , ts) descrive l’insieme

(Q) nSk (t) e perciò dalla (37) segue : 

per quasi ogni t E Rs. Prendiamo ora in considerazione la funzione vetto-

dalla (38) e dal teorema 1.3 si ha, , sempre per quasi
ogni t E RS :

ed anche, per Fuguaglianza :

segue l’altra uguaglianza valevole per quasi ogni t E Rs :

Essendo inoltre (9T) = 0 , per il teorema 1.3 è:

dal teorema 3.3 segue l’uguaglianza:

per quasi ogni i E .Rs , Posto dalle (41), (42) segue la (31)
per quasi ogni t E Rs. 

-

Mostriamo che, dato un punto esistono: un insieme

aperto A C 1’ - (G U al quale y è interno e una varietà regolare k-di-

mensionale L = [Q, , Z], tale che la funzione vettoriale p ha come compo-
nenti le funzioni, analoghe alle (32) :

e siano verificate le relazioni :

Infatti se y è un punto di T - (G si ha : det il gpq =~= 0 e, per
la definizione (19) di gpq (y), esiste una s-upla di numeri interi (r1’’’.’ rg) ed
un intervallo al quale y è interno, tale che in tutti i
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punti di T’ sia verificata la relazione :

Senza sostanziali restrizioni possiamo supporre : r, = 1, ... , rs = s, e quindi
scrivere la (46) nella forma:

Esaminiamo dapprima il caso s  k.

Per noti teoremi sulle funzioni implicite esistono per la (47): un insieme
aperto un insieme àperto A 2 C Rk-S; un insieme aperto A 3 C T’ cRk ;
8 funzioni reali vi ... , vs definite in A, X A2’ ed ivi continue con le deri-
vate parziali prime, tali che ogni (k + s)-upla di numeri (t1 ~ ... ~ ts ~ y1 ~ ... , Yk)
verificante le relazioni :

verifichi pure le relazioni :

e viceversa, ogni (k + s)-upla di numeri (t, i... 9 ts, yi , --- , Yk) verificante le

(49) verifichi pure le (48). Indichiamo per semplicità con (li, 9 --- 7 17k), anzíchè
con (~ ~..., ~ , 9 --- le coordinate di un generico punto ii E Al x A2.
Le (48), (49) sono le equazioni di una corrispondenza buinivoca C tra’i punti
y dell’insieme e i punti ii dell’insieme 
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Detto Q un intervallo contenuto in e contenente nel suo interno

il punto q di coordinate ( y), ..., fs ( y), ... , Yk j, l’immagine dell’insieme
Q - nella corrispondenza re è un insieme aperto A al quale appartiene
il punto y.

Poniamo, per ii E Q :

Le sono funzioni continue con le loro derivate parziali prime e,
tenendo conto delle (47), (48), (49) e del fatto che V era per ipotesi varietà
regolare, con semplici, considera,zioni si verifica che la matrice : 

,

ha caratterietica k e che la corrispondenza 99 : biunivoca. Con-

sideriamo la funzione vettoriale di componenti :

che sono della forma (43) ; y la varietà regolare k-dimensionale 2 =[Q, g, Z]
verifica le condizioni espresse dalle (44) e (45).

Esaminiamo ora il caso s = lc. Per la (47) esistono: un insieme aperto
un insieme aperto s funzioni reali definite

in A i tali che ogni (2k)-upla di numeri (t~ ~ .,. ~ ts ~ y1 ~ ... ~ yk) verificante la

relazione:

verifichi pure le relazioni :
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e viceversa. Come nel caso precedente, dalle (48’) e (49’) segue 12esistenza
di nna varietà regolare k-dimensionale L = [Q, p, ZJ dove la funzione cp è

della forma (51) e la varietà 2 verifica le condizioni espresse dalle (44) e
(45). 

-

Data l’arbitrarietà con cui è stato fissato y, possiamo concludere che

per ogni esistono un insieme aperto Ay ed una varietà
regolare k-dimensionale verificante le:

Consideriamo la famiglia di insiemi aperti A = Ay Esistono :

una successione (Ah)h di insiemi aperti della fainiglia A tali che:

e, di conseguenza, una successione di varietà regolari: y =

= [Qh , ZhJ, dove la funzione vettoriale cp(h) ha la forma (32), verificanti
le relazioni analoghe alle (43) e (44):

Dalle (53) segue:

e, ricordando che si è posto: M dalla (54) si ottiene la (33).
Tenuto poi presente che M verifica la (31) per quasi ogni t E Rs, il teorema

risulta dimostrato.

TEOREMA 3.6. - Sia E un insieme della famiglia s un intero

soddisfacente alle limitazioni : 1  s  k --- n ; s  n. Per quasi ogni t E .R~

l’insieme [E (t)] (cfr. def. 3.1) appartiene alla famiglia Ck-s,n.

DIMOSTRAZIONF. - Sia E un insieme della famiglia Per il teo-

rema 2.8 esistono un insieme di Borel B e un "insieme N’ di misura 9~k
nulla tali che si abbia: E = B U N’. L’intersezione (t) è un insie-
me di Borel e pertanto è Hk-s-misurabile per ogni l’insieme

sn-s (t) è di misura gek-s nulla per quasi ogni t E Rs per il teorema 3.3.

L’insieme E fl sn-s (t) = (B n 8 n-s (t)) U (N’ (t)) è pertanto misurabile
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rispetto a per quasi ogni t E R8 . Per la (7) della def. 2.4 esistono una
successione í Vhlh di supporti di varietà regolari ci2h e un insieme di mi-
sura nulla, tali che:

L’insieme lV f 1 Sn-s (t) è di misura gek-s nulla per quasi ogni t E Rs per
il teorema 3.3 e pertanto appartiene a Ck-s,n per quasi ogni t E Rs. Pertanto,
per la (55) e per il teorema 2.6 per dimostrare il presente teorema sarà
sufficiente provare che ciascun insieme appartiene alla famiglia
Ck-s,n per quasi ogni t E RS .

Considerata infatti una varietà regolare k-dimensionale c19 = [Tf, V],
dimostriamo che l’insieme V fl (t) appartiene a per quasi ogni
tE Rs .

La dimostrazione è immediata nel caso 1 = k  n7 in quanto, per
il teorema 3.3 la misura geo [V fl (t)i, che dà il numero dei punti del-
l’insieme V fl Sws (t) (cfr. def. 1.1), risulta finita per quasi ogni e

pertanto 1’insieme v fl sn-s (t) appartiene a per quasi ógni 
Sia invece : 1  s  k . n. Per il teorema 3.5 esiste nna successione di

varietà regolari = [Qh , Zhl verificanti le (32) e (33) e un insieme M
verificante la (31). Consideriamo l’intersezione dei due membri della (33)
con S"-8 (t) :

Dimostriamo che, 9 comunque si fissi e 12intero h, lyinsieme Zh fl Sn-8 (t)
è il supporto di una varietà regolare (k - s)-dimensionale. Infatti, indicato

con Sk-8 (t) il sottospazio di Rk di equazioni : = 
... , 2 Vs = ts~ poniamo :

e consideriamo la funzione vettoriale ... , 9 lik)g definita in Qht e ot-
tenuta dalla (r~~ , ... , ..., = ts . Si ha :

11 supporto della varietà colare (k - s)-dimensionale = [Qht, Zht]
è uguale, per la (57) all’insieme Zh n Sk-s (t). Dalla (56) e dalla (31) segue

il teorema. 
’
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