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OSSERVAZIONI SULLE APPLICAZIONI CONTINUE
FRA VARIETA TOPOLOGICHE (¥)

di A. ToaNoL1 (Pisa)

INTRODUZIONE

11 presente lavoro & dedicato allo studio di alcune proprieta delle ap-
plicazioni continue fra varietd topologiche.

Date due varieta siffatte V e W ed un’applicazione continua f di V
su W, che sia un omeomorfismo fuori da un insieme S C V, studieremo i
legami fra i gruppi di omologia di V e di W in relazione ad 8.

Tale studio & stato intrapreso da A. Aeppli in [1] nel casoin cui V e
W siano varietd triangolabili compatte e l'insieme dei punti singolari di f
sia un sottocomplesso di V.

In tali ipotesi egli riesce ad esplicitare tali legami ed a caratterizzare
f dal punto di vista omologico.

In questo lavoro, sfruttando l’omologia definita da Borel-Moore ed al-
cuni risultati ad essa inerenti, si provano — anche nel caso in cui le va-
rietd siano non compatte e l’insieme dei punti singolari sia un retratto
assoluto di intorni — formule analoghe a quelle date da Aeppli.

Per mezzo di queste relazioni dedurremo risultati di due tipi:

1% alcune condizioni cui deve soddisfare la codimensione dell’in-
sieme S dei punti singolari dell’applicazione f:V — W, di rango 1, fra
varietd topologiche.

29) data una successione V,, V, ... Vy ..... di spazi complessi e di appli-

cazioni olomorfe V;—» Vi, si determinano delle condizioni sufficienti affin-
chd, da un certo indice in poi, le f; siano omeomorfismi.

Pervenuto alla Redazione il 29 Agosto 1963.
(*) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 86 del Comitato Nazionale per la
Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche, per 'anno 1962-63.
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Nel § 1 ricorderemo alcune proprietd dei gruppi di omologia definiti
da Borel-Moore. Nel § 2 stabiliremo, sotto ipotesi generali, le relazioni fra
i gruppi di omologia e coomologia che utilizzeremo nel seguito.

Nel § 3 troveremo alcuni criteri sufficienti per la validitd delle ipotesi
introdotte nel § 2.

Infine nel § 4 dimostreremo i risultati sopra enunciati.

1. — NOTAZIONI

Sia V uno spazio topologico. Se S V indicheremo con _S’, :§ e 08 ri-
spettivamente la chiusura, la parte interna e la frontiera di S.

Con la notazione H, (V) o H"(V) indicheremo rispettivamente ’enne-
simo gruppo di omologia o di coomologia singolare di V a valori nel grup-
po additivo Z degli interi. 5

Noteremo con H,(V,K) o H"(V,K) ennesimo gruppo di omologia
o di coomolagia singolare di V a valori in un corpo K. Indicheremo con
H,(V), H*(V), H (V,K), H*(V,K) le somme dirette dei gruppi sopra
definiti.

Diremo che l’omologia dello spazio V & di tipo finito, rispetto al
corpo K, se dimg H,(V, K) < co.

Dati due spazi topologici V, W ed un’applicazione continua f: V— W,
indicheremo con f,: Hy(V)— H, (W) ed f9: H?(W)— H?(V) gli omomor-
fismi indotti da f e con f,,f* le loro somme dirette. ‘

Useremo gli stessi simboli per gli omomorfismi indotti sui gruppi del-
Pomologias e coomologia a coefficienti in un corpo.

§ 1. L’omologia di Borel-Moore.

2. Per comoditd del lettore ricordiamo, in questo primo paragrafo, al-
cune proprieta dei gruppi di omologia definiti da Borel-Moore in [4].
Indichiamo con H,(V,K)=@ H,(V,K) e H*(V,K)= @ H,'(V,K)
n n

i gruppi di omologia di Borel-Moore e di coomologia a supporti compatti,
a valori nel corpo K.
Vale la seguente

PrOPOSIZIONE 1. Se gli spazi in questione sono localmente compatti si ha :

1) Ogni applicazione continua e propria f: V— W induce un omo-

morfismo f,:H, (V,K)— H, (W,K) Se g: W— T ¢é un’altra applicazione
continua e propria risulta (9 of)y=g,0fc.
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2) Data un’applicazione continua e propria f: V— W, sia AC W
un chiuso di W ed S=f—"1(A). 8i ha il diagramma a righe esatte ¢ qua-
drati commutativi :

—H; 8, K)—H;(V,K)—>H;(V—8,K)—H,_, (8 K)—

l ! ! 4

— H; (A, K)—H;(W,K)—>H;(W—A,K)—H; (4, K) —
3) Sia F: V><I— W unapplicazione continua e propria. Posto

Jo="Flimo, i = F |i=1 vale (fo), = (s

4) Se V=V, UVye V,,V, sono chiusi in V, si ha la successione
esatta (di Mayer- Vietoris) :

—H,(V,NVy,,K)—H,(V,,K)D H{ (Vy,,K)— Hy(V,K)—

—H, ,(V,NV,,K)—

5) Se V é uno spazio triangolabile, compatto risulta H' (V,K) > H(V,K).

6) Se dimp V = q risulta H,(V, K)<{o} per p > q.

7) Se V, W sono varieta oTientabili di dimensione n, esistono degli iso-
morfismi naturali og: Hy(V,K) — Hy™%(V, K), os: Hy (W, K)— H; Y (W,K).
Se f: V— W & un’applicazione continua, propria di grado p, Pomomorfismo

—1 —
Jo© g 0T 0 0y

coincide; a meno della costante moltiplicativa p con Vomomorfismo identico
Hy(W,K)— Hy (W, K).

8) Se V & uno spazio metrico, compatto e localmente contrattile, si ha :
dimg H, (V, K) < oo.

9) Se V & un insieme analitico reale di dimensione n allora H ,(V, Z,) &
== {o}; se W & un insieme analitico complesso, di dimensione reale n, risulta
anche H, (W, R) =% {o}.

Per la dimostrazione di 1), 2), 3), 4), 5), 6), 8) vedasi [4];

7) & dimostrato in [2], teorema 2.2, e 9) in [3].

Proprietad duali valgono per la coomologia a supporti compatti.
Sara utile per il seguito la seguente

OSSERVAZIONE. Sia f: ¥V — W un’applicazione continua, propria, fra
spazi topologici localmente compatti.
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Sia A < W un chiuso, tale che f'v-r—1( 4) 8ia un omeomorfismo. Posto
8=f"1(A), si ha il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi :

—H{(8, K)—>H{(V,K)—> Hy(V— 8, K)— Hqg_,(8, K)—

l J' gql l

—H,(A,Ky—>H,;(W,K)—>H,(W—A,K)—H, ,(A,K)—

in cui g, & un isomorfismo.
Analogo risultato vale per la coomologia a supporti compatti.

§ 2. Il caso dell’omologia singolare.

3. Nel seguito (§ 3) studieremo le applicazioni continue surgettive
Jf: V— W, fra spazi compatti, netrizzabili, per le quali esiste un chi<uso,
non denso, A ¢ W tale che, detto § = f—1(4), f|,—s sia biunivoca ed esista
un intorno Ug di 8 contrattile su 8.

In questo paragrafo considereremo le applicazioni continue f: V— W
per cui siano verificate le seguenti condizioni pitt deboli. Esiste un chiuso
A c W tale, detto S=7"1(4):

«) A possiede in W un intorno U, per cui, posto Ug=f—1(U,), le
inclusioni naturali é: 4 — Uy, j: § — Us inducono degli isomorfismi i_,j,,
i*,j* fra i corrispondenti gruppi di omologia e coomologia

pB) gli omomorfismi f, ed f* indotti dalle restrizioni f: Us— 8 —U. A—A
f:V—8—W — A sono isomorfismi

LEMMA 1. Sia data un’applicazione continua f: V— W; sia AC W un
chiuso per cui siamo verificate le ipotesi a), f) ¢ sia 8 = f—1(A). In queste ipo-
tesi gli omomorfismi indotti da f;

H,(Vmod §) — H,(Wmod 4)
g*: H*(Wmod A) — H* (V mod 8)
sono isomorfismi.

PRroVA. Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi:

— H,(8)— H, (V) —H,(V mod 8) — H,_, (8) — Hy,—1 (V) —>

Voo i ¥ Lia Lig

—> Hy(Us)— Hy (V) — H,(Vmod Us) — Hy_, (Us) = Hyy (V) —
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Per le ipotesi fatte ¢,,i,,i5,¢, sSono isomorfismi, quindi, per il lemma
dei «cinque », Pomomorfismo y, indotto dalle immersioni § — Us, V — V
& un isomorfismo.

Analogamente si prova che y’: H, (W mod 4) — H, (W mod U,), indotto
dalle immersioni 4 — U4, W — W, & un isomorfismo.

Per il tearema di excisione si hanno gli isomorfismi :

¢: H (V— 8mod Ug— 8)— H,(V mod Ug)
¢+ H,(W— A mod Uy — A)— H, (W mod Uy).

In virth degli isomorfismi dell’ipotesi pf), applicando ancora il lemma
dei «cinque », si prova che ’omomorfismo indotto da f:

o: Hy(V— 8Smod Us — 8) — H, (W — Amod U, — 4)

& un isomorfismo.
Si & dunque provato che:

Y loe’ocgoegloy: H,(Vmod S§)— H,(Wmod A4)

& un isomorfismo.

Poichd y,y’,e, ¢’ sono indotti dall’applicazione identica e o & indotto da
J; tale isomorfismo composto coincide con g, .

Analoga & la dimostrazione nel caso della coomologia.

4. Osserviamo che, dato il diagramma commutativo, a righe esatte, di
moduli su un anello 4:

ol o Olg—
9+1 q q—1
—> Bq b d Bq_.l L d

lgq J,gq—l
!
g1 %q
— 03 — C4my —
8e g, € g, sono isomorfismi, allora im o,; &2 im ag_;, im o,y 2 imagy, .
Sia data un’applicazione continua f: V — W, esista un chiuso 4 ¢ W,
tale che, essendo 8 = f—1(A), siano verificate le ipotesi «), ).
Consideriamo il seguente diagramma a righe esatte e quadrati commu-
tativi

) é i P
s By ) S Hy (V) P Hppy (7 moa 8) 2 H,8) 5 A,(V) 24 B, (V moa 8)—

l J,f 9+1 J,gq+l ,l, J,f q lgq

i Py é, i P
—> Hyps (A) 5 By (W) 2 Hyyy (W mod 4) = H, (4) =5 H, (W) =3 H, (W mod 4) —

3 '
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PROPOSIZIONE 2. a) nella successione H, (S)fz)Hq(V) -@)Hq(W) risulta:
Ker f, C im iy; se inoltre H,(A) 22 {0} la successione é esatta.
b) 8e Hyyy (8) 2 {0}, fo41 & iniettivo; se fo41 & un isomorfismo ed
Hy(A) = o}, 8i ha Hy(8)= Ker f,.

PROVA. a) Per il lemma 1, g; © g,4; Sono isomorfismi.

Se x € Ker f; si ha g,(pq (%)) =}p;( Jq@) =0; essendo g, un isomorfi-
smo, quanto detto implica p,(x) =0 e percid, per l’esattezza delle righe,
x€imig. Si & cosl provato che Kerf, C imi,.

Se H,(A) = {0}, preso x € im i, 8i ha : py (fy(®)) = g, ( pg (*)) = 0 in quanto
le righe sono esatte. Essendo H,(A4)=2 {0} p; & iniettivo, Quindi da pg (fy(x)) =0
si deduce f,(¥) =0, e questo prova che Ker f, = imi,.

b) Sia Hgy, (S )2 {o} allora Ker (gg41 © Pgt1) ™ {0}, Ma ggiq 0 Pgy1 =

= Pgt1 © fa+1 © quindi Ker £, = {o}.
Se fy+1 © un isomorfismo, per ’osservazione che precede la proposizione

si ha: im 8, > im §;. Se H,(A) {0} ne segue im 8, = {o}, e quindi si ha
la successione esatta :

i
0— H, (S)—">Hq(V)ﬁ>Hq(W) che prova la tesi.

Passando alla coomologia, supponendo ancora che f: V— W, Ac W
e 8= jf—1(4) soddisfino le ipotesi «) e f), consideriamo il diagramma a
righe esatte e quadrati commutativi : ’

I p? 67 tq+H1 prtl
~— H?(Wmod A) — HY(W)— H? (A) — H9t1 (W mod A) ——>Hq+1 (W) —HtH1(4)-

lgq lfq J{ . lgq+1 lfq+1 l
&7 ja+1 q+1’
— H9(V mod 8) —>H9(V) —+H‘1(S) — Het1 (Vmod 8) — H (V) — HoH(8)-

Vale la:
fe
PROPUSIZIONE 2’. a) Nella successione H?(W)— H? (V)—>H 9(8), vale
Ker p? C im f9; se di pin H?(A)= |0}, allora la successione é esatta.
b) Se Hat1 (8) 2 (o}, fe+1 & surgettiva ; ge f9t1 & un isomorfismo ed
H(A) = {o} allora HI(8)> HI(V)/im f9.
La dimostrazione & del tutto analoga a quella della proposizione 2.

5. Se V™ & una varietd compatta, orientabile, di dimensione n si han-
no gli isomorfismi di Poincaré: o,: H,(V, R) — H"1(V, R).
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Se f:V»— W» & un’applicazione continua di grado p fra varietd
orientabili, compatte, di dimensione n si pud definire lo Umkehrung homo-
morphismus di Hopf:

c Jfre o1
H,(W, R)—> H*1(W, R) — H"4(V, R) = H,(V, R)

e si prova che Iomomorfismo f, o (6, o f* ¢ 0 o)) coincide a meno della

costante moltiplicativa p con Vomomorfismo identico Hy (W, R) — H, (W, E).

Noi diremo che Papplicazione f: V — W verifica la proprietd y) nella
dimensione n, rispetto al corpo K, se:
») sono definiti degli isomorfismi

oyt Hy(V, K)— H™4(V, K), oy: Hy (W, K)— H™4 (W, K)

tali che Pomomorfismo f, ool of"%og¢ :H (W, K)— Hy(W,K)coincide,
a meno di una costante moltiplicativa p 3= o, con Didentita.

PROPOSIZIONE 3. Se f: V— W wverifica la proprietd y), nella dimen-
sitone n rispetto al corpo K :
i) fo: H (V, K)— H, (W, K) é surgettiva
ii) f*: H* (W, K)— H*(V, K) & iniettiva
iii) se le omologie di V e W sono di tipo finito rispetto a K, 8i ha:

Ker f, = H"~4(V, K)/im f"~¢

iv) nelle ipotesi di iii): f; & un isomorfismo se, e solo se, f"~7 é un

isomorfismo.
Prova i) Posto X, = o;_lf ofrtog,, y,:H (W, K)— Hq(V,K), se

v€H,(W,K) si ha: w=fq(-17 . xq(:v)).

ii) y =P xq; si ha: Ker y = {0}, in quanto —-;—(f,,, o y) =id. Per de-

q

finizione y=0"10f*o0 0, ed essendo ¢ un isomorfismo, si deduce Ker f*={o}.

iii) Per quanto visto in i) si ha la successione esatta:

Hq(V,K)ZCin(W,K)——) 0 onde: H,(V, K)/Ker f,~ H, (W, K) = im f .

Ne consegue che Ker f, > H,(V, K)/im fa Applicando 1’isomorfismo o,
si ottiene
Ker f, >0, (Hq (V, K)),/0q (im g0) = H"~1(V, K)/im fr—1

e cido conclude la dimostrazione.
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iv) Per i) f, & un isomorfismo se, e solo se, Ker f, = [o}; per iii)
Ker f,o>2 H*9(V, K)/im f*—¢; 1'annullarsi del secondo membro &, per ii), la
condizione necessaria e sufficiente affinchd f»—¢ sia un isomorfismo e da ciod
segue la tesi.

COROLLARIO 1. Supponiamo che Vapplicazione continua f:V — W sia
tale che il chiuso AC W ed 8 =f—1(A) verifichino le ipotesi ), f).

Snpponiamo inoltre che f soddisfi . la proprietd y) nella dimensione m, ri-
spetto al corpo K e che le omologie di V, W siano di tipo finito. In queste
ipotesi se foi1, fy—1 8Om0 isomorfismi ed Hy (A, K)o H"9(4, K)o}, ri-
sulta H, (S, K)> H"9(8, K).

ProvVA. S8e Hy (4, K) = (o} e f;+1 ® un isomorfismo si ha, per la propo-
sizione 2, b): H,(S,K)=~Ker f, e quindi, per la proposizione 3, iii) ¢
H, (8, K )"’H""“(V, K)/im f*~2. Essendo f,_, un isomorfismo tale & anche
f""q‘“, essendo poi H" %(4,K)= {0}, per la proposizione 2’ b), si ha:
H1(8, K) 2 Hv—1(V, K)fim f*—1 & H, (8, K).

COROLLARIO 2. Nelle stesse ipotesi del corollario 1, detto #:
Hy (8, K)— H,(A, K) Vomomorfismo indotto da f, se Ker 7 = {0} allora
H™1(8, K) % [o}.

Prova. Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commu-

tativi :
— Hyy (V, K)I-’—g-lllq.u(i’mods K)—)H (8, K)—>Hq(V K)— Hy,(Vmod 8, K)—»
,l,f;l+1 J, 9e+1 l ] lfq l 9q

’

8
— Hypy (W, K)p_“i‘HqH(WmodA E)— H, (4, K)—)H (W, K)— H,(Wmod A, K)—

Per il lemma 1 g, e g441 S0ono isomorfismi, per la proposizione 3, i) f,
e f;+1 sono surgettivi.

Dimostriamo che, se f, & un isomorfismo, si ha Ker 5 2 {o).

Sia € Ker#. Per la commutativitd f, (i, (#)) = 0, quindi, per Pinietti-
vitd di fy, risulta {,(x)= 0 e percid, per Desattezza delle righe « = J,(y)
con y € H,(V mod 8§, K). .

8i ha 6g(9441 (¥)) =0, quindi go4: (¥) € im pg41. Poichdé f,y; & surgettivo
esiste W € Hyyq (V, K) tale che

8,07 (Pyyy (fyp (0)) = @ =8, (p,, () =0
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Si & cosl provato che nelle nostre ipotesi deve essere Ker f, 3 {0} il
che implica, per la proposizione 3, iii) che f"—¢ non & surgettiva e percid,
per la proposizione 2/, a): H" (8, K) & {o}. Cid conclude la dimostrazione
del corollario.

§ 3. Alcuni criteri topologiel per riconoscere la validita delle ipotesi
)y B).

6. Tutti glt spazi topologici di cui tratteremo in questo paragrafo sono
supposti metrizzabili, a base numerabile e connessi per archi. Data un’appli-
cazione continua surgettiva fra spazi topologici f: V — W, diremo che
un chiuso 4 < W verifica Vipotesi 8’) se la restrizione:

B) f:V—f-1(4)— W — A & biunivoca.

Osserviamo subito che, se V & compatto, f’) implica g); in questo caso
infatti, posto §=jf-1(4), se Ug & un aperto contenente S, per un noto
teorema di topologia f: V — Us—> W — f(Us) & un omeomorfismo. Per
Parbitrarietd di Ug si pud concludere che f: V— 8 — W — A & un omeo-
morfismo.

Dimostreremo, (lemma 2), che, data f: V— W, se V & compatto ed
A verifica f’), la proprietd o) vale non appena esiste un intorno Ug di §
contrattile su 8. I1 nostro problema si riduce cosl a trovare delle condizioni
che garantiscano l’esistenza di nn intorno di 8§ in V che sia contrattile su §.

LEMMA 2. Sia data Vapplicazione continua f: V— W fra spazt topolo-
gici compatti, siano A C W ed S=f"1(4A) dei chiusi per cui sia verificata
Vipotesi B’). Se Ug é un intorno di 8, f(Us) & un intorno di A ; se inolire
Ug é contrattile su 8, f(Ug) & contrattile su A.

PRroVA. Sia, per assurdo, A non interno a f(Ug), allora esiste un x€4

a cui converge una successione {z;, #;¢f(Us). Valendo la proprieta g’), i

punti y;=f-1(x;) di V — § sono univocamente determinati. Per la compat-

tezza di V esistera una sottosuccessione {y5)) di {y;} convergente ad un punto

y di V. La f & continua, quindi f(y)=« e percid y€8; ma questo & im-

possibile perche y=ilim ¥s; ed y¢j¢ Us. Si & cosl provato che f(Us) & un
’—-»oo

intorno di 8.
Sia F: Ug>< I—> Ug una contrazione di Ug ad 8; cioe

Flimg=1id, F(Us><1)=28, Fisx.=1id per 0<t<1.
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Definiamo G : f(Us)>< I — f(Us) nel seguente modo: G (x ><t) =
=f(F(6(x)><?t) ove d(x) & uno dei punti di Ug per cui f(d (x)) = .
G & ben definita e verifica le condizioni: G,—, = id,

G(f(Ug)><1)=A, Gaxt=1id per 0<t<1.

Per provare il lemma basta dimostrare che G & continua, ciod, che per
ogni successione convergente {x;><?;} di f(Us) >< I, si ha:

lim @ (@;><t) = G ( lim @;><t) 1)

t—00 i— 00

Sia z><t= lim ;><t;; se z < t_Ef(Us — 8)><t si pud supporre
v €f(Us— 8) pertoga;ﬁ i. Essendo la restrizione f: V—S— W — A un
omeomorfismo, ed F continua, se z ><t€f (Us— 8)><t la (1) & certamente
vera,

Se € A basterd dimostrare la (1) nelle seguenti ipotesi :

I) gli «; sono tutti in 4
II) gli «; sono tutti in f(Us) — 4.

Nel primo caso la (1) & verificata perch® @ 4x: = id per ogni ¢.

Nel secondo caso poniamo y; = f—!(x;). Basterd dimostrare che, dato
un qualsiasi intorno U ai f1 (ﬂ, per i >>0 si ha F(y;><%)€ U. In questo
caso infatti, preso un intorno U di 5, si ha che F(y;><t)€f~1(U;) per
i>>0 e quindi i punti @ (2;><?) sono in U, da un certo indice in poi
ciod {@ (2 >< %)} converge a # = G (¥ ><?).

Dato un qualsiasi intorno U di f1 (;), avendo F| gy = id, per 0 <<t<1,
egiste un intorno U’ di f—! (_a_v) ><t tale che F(U’) c U. Tutto si riduce
quindi a provare che, dato un intorno U’ di f—1 (®) ><1t, si ha y;>< ;€ U’
per i >> 0, e cid segue immediatamente dal fatto che lim =1 e lim ;=g

t—o00 i— 0o

e la tesi risulta cosl provata.

7. Richiamiamo alcune definizioni e teoremi classici che useremo nel
seguito.

Lo spazio topologico X si dice un A.N.R. (absolute neighbourhood
retract) se, per un qualsiasi spazio X’ e per ogni applicazione continua
f: F— X di un chiuso F c X’ esiste un prolungamento continuo f": Upr— X
ad un intorno Upr di F.

Lo spazio topologico X si dice localmente contrattile, se per ogni z€X
ed ogni intorno V, di =, esiste un intorno U, € V, di «# ed un’applicazione
continua f: U,><I— V, tale che F|;g=1id, F(U,><1) =, F(z < I)=ua.

Sia p: X — Y un’applicazione continua fra spazi topologici.
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Si dice che per p vale il rilevamento dell’omotopia, rispetto ai poliedri,
(oppure che p: X — Y & un fibrato nel senso di Serre), se, per ogni appli-
cazione continua g: P— X di un poliedro P ed ogni omotopia F: P><I—Y,
per cui F|,—g=p og, esiste un’omotopia G: P><I— X tale che Fy=p o G,.

Sia X uno spazio topologico, con =, (X)= P n,(X) si indica il suo

n

gruppo graduato di omotopia.
Valgono i seguenti teoremi :

TEOREMA 1. Se X & uno spazio topologico, localmente compatto e di
dimensione finita, le sequenti condizioni sono equivalenti:
i) X & in AN.R,
ii) X @ localmente contrattile.
Per la dimostrazione vedasi [5] teor. 32.

TEOREMA 2. S¢e X é un ANR ed FC X un AN.R chiuso e connesso,
le seguenti condiziont somo equivalenti :
i) X é contrattile su F
ii) ’immersione i: F— X induce un isomorfismo

iy 7ty (F) — 7y (X).

Per la dimostrazione vedasi [8] pag. 216.
Conseguenza dei teoremi precedenti & la:

PROPOSIZIONE 4. Siano X e B degli A.N.R, sia p: X — B un fibrato
nel senso di Serre. Supponiamo che p—! (x) = F,(x € X) sia connesso per ar-
chi e che ny(Fy)=o0 per q>o. In tali ipotesi X é contrattile su ogni
sua sezione globale.

Prova., In virth del teorema 2 basterda dimostrare che, se § &
una sezione globale di X, limmersione ¢: 8§ — X induce un isomorfismo
Iy 7y (8) —> 7, (X).

B noto che Iisomorfismo gm : 7tm (X, p~! (¥)) — 7tm (B, y) indotto da p
& bigettivo per ogni m > o ed y € B.

Consideriamo la successione esatta di omotopia :

Um
— T (P71(Y) = o (X) > 7t (X, p71 () — Ay (P71 (¥)) —
Per ipotesi =; (p~!(y)) =2 (o} per j > o, onde segue che a, & un iso-

morfismo per m > 1; per m =1, &, & un isomorfismo perchd p—!(y) ed X
sono connessi per archi.
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Si & quindi provato che che ¢, o &, : xn, (X)— n, (B) & bigettivo.
Poich® «, & indotto dall’immersione naturale, ¢, da p, g, o «, coincide
con l’isomorfismo indotto da p: X— B. Se 8 & una sezione globale, si ha

la successione di applicazioni S 1+X —1—’—> B. Poichd poi & un omeomorfi-
smo, ’omomorfismo (p o i), = p, o ¢, , indotto fra i gruppi di omotopia, &
un isomorfismo. Si & provato che p, & bigettivo, Pertanto anche i, & biget-
tivo & cid completa la dimostrazione.

Conseguenza della proposizione 4 & il seguente risultato ben noto: se
V & una varieta differenziabile, e se SC V & una sottovarietd differenzia-
bile, chiusa e regolarmente immersa, esiste un intorno Ug di 8§ contrat-
tile su 8.

8. Nel lemma 2 si & provato che, data D’applicazione f: V — W fra
spazi compatti, per cui esistano i chiusi AC W ed 8= f"1(4) verificanti
la condizione g’), dall’ipotesi che esista un intorno Us di 8, contrattile
su 8, si deduce che f(Us) & contrattile su A.

Vogliamo ora invertire parzialmente questo risultato provando che,
sotto opportune ipotesi, l’esistenza di una famiglia di intorni (Uj) di 4,.
contrattile su A, garantisce che, per qualche indice i, f ' (UJ) & contrat-
tili sm 8.

LEMMA 3. Siano X, X, degli AN.R, ¢ supponiamo che X,C X sia chiuso.
Esiste un intorno Ux, di X, ed un’applicazione continua F: X >< I — X tale
che F |y =id, F(Uz,<1)=X;, F|xx:=1id, o<t <1,

Per la dimostrazione cfr. [8], sezione, 4.1.

Dimostriamo ora il:

TEOREMA 3. Sia f: V— W un’applicazione continua fra spazi topologici
compatti, per la quale esistano dei chiusi Ac W, 8 =f"1(A), per cui sia
verificata Vipotesi p’). '

Supponiamo che esista un sistema fondamentale di intorni chiusi Ui di
A tali che UL, A, f~1(U4), 8 siano A.N.R.

Se gli Uj sono contrattili su A oppure se Uit @ retratto di U4
per ogni i, esiste un sistema fondamentale di intorni U{ di 8 che sono con-
trattili su S; gli U{ si possono prendere della forma f! (U;f).

PROVA. Supponiamo che gli qu giano contrattili su A. Per il lemma
3 esiste un intorno Ug di § in Tt (UAI) che & contrattile su §in f (U ).
Ogni intorno Us c Us di 8 & contrattile su S in f~' (Uj}). Essendo
V compatto ed 8 chiuso, esiste UjcC Ui tale che f—' (U4 c Ug. Poichd
gli intorni U4 ed UJ sono contrattili su A, le immersioni it A—> U},
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ip: A — UJ inducono degli isomorfismi i»: 7, (A) —> m, (U2), tp 7, (UL) —

- . . N Y J
— m, (U4). Consideriamo la successione di applicazioni: 4 — U{ > Uy ;

sappiamo che ¢+ e j, o i, sono isomorfismi. Quindi j, & bigettivo e pertanto,
per il teorema 2, Uj; & contrattile su Uf . In particolare esiste un’applica-
zione y: Ui — U, tale che y Iv‘r =1id. Allo stesso risultato si arriva im-

mediatamente nell’ipotesi che Ui"’l gia retratto di Uj .

Valendo la f’), la vy definisce una retrazione vy’ : f~' (UL) —f ™ (UJ).
Sia F: £~ (UJ)>< I — f~' (Ul) 1a contrazione di f ™' (US) su 8in £~ (UJ);
definiamo F: f ™ (U{)><I—>f"" (Ui) ponendo F’(x><t)=y’ (F (z>< 1)
Si verifica immediatamente che F” definisce una contrazione di £~ (UJ) su 8.

COROLLARIO. Sia f: V— W un’applicazione continua, fra spazi topolo-
gici compatti, per la quale esista un punio p € W tale che, detto 8 =f~1(p),
sia verificata per essi la condizione f’). Supponiamo che p abbia un intorno
B, omeomorfo alla palla n-dimensionale e che le componenti connesse S; di 8
siano A.N.R. In tali ipotesi, esistono degli intorni U; di 8; tali che:

i) U; é contrattile su S; ¢ 8i ha Uy;NU;= D per i F=j;
ii) gU; é omeomorfo alla sfera di dimensione n —1 ;
iii) gU; ha in U; ed in V — U; un intorno contrattile su oU;.

PROVA. Segue dal teorema 3, prendendo per Uy" la palla di centro p

1 . s g
e raggio m@, ove g & il raggio di B,.

§ 4. Applicazioni.

9. In questo numero applicheremo i risultati dei paragrafi precedenti
allo studio delle applicazioni continue f: V*»— W?*, fra varietd di dimen-
sione n, tali che esista un chiuso A ¢ W per cui fl Y—r—1(4) sia un omeo-
morfismo e si abbia: n > dim f—!(4) > dim A. Sostanzialmente si provera
che, detto ¢ = dim f—1(4), se H,(f~!(A4)) = [0} allora 2¢ =n.

TEOREMA 4. Sia f: V— W un’applicazione continua fra varietd topo-
logiche compatte di dimensione m, tale che, essendo 8 =jf—1(x) (x€ W), la
restrizione f: V—8— W — x sia un omeomorfismo ¢ dim 8 <<n. In tal caso
risulta :

a) se 8 ¢ un AN.R. ed H,(S,Z,) & {o] per un certo ¢> 0 allora
H"=1(8, Z,) = (o)

b) se V ¢ kihleriana ed S é un AN.R., contenente un insieme analitico
complesso 8’ di dimensione reale g, allora H™ (8, Z,) % (o).
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PROVA. a) Poiche sono verificate le ipotesi del lemma 2 e del teorema
3, f soddisfa le condizioni «), f), essendo inoltre V, W varietd compatte di
dimensione n, ed f di grado =1 vale la y) nella dimensione n rispetto al
corpo Z, (dualita di Poincaré). Da quanto detto segue che la prima parte
del teorema & provata dal corollario 2 della proposizione 3.

b) Per quanto provato nella prima parte, bastera dimostrare che
N4

H,y (8, Zy) & {0}. Consideriamo le immersioni naturali ;S"i> N l) V'; provere-
mo che (io #')g: Hy(8,Z,)— H,;(V,Z,) ha immagine diversa da zero e
quindi H, (8, Z,) = {o}. ‘

La varietd V, considerata come varietd analitica reale, pud essere im-
mersa analiticamente in R+1,

Sia j: V— Rt tale immersione, j(8’) & un insieme analitico reale di
R+1 e come tale & triangolabile. Quindi, per la proposizione 1, 5):

H, (j(8),2Z) = H,(j(8),2) X H, (8, Z,) > H, (8, Zy).

Ogni componente irriducibile di 8 ha una classe fondamentale in
H,(8’,Z;) e quindi, per V'isomorfismo sopra stabilito, in H,(8’, Z,), E noto
che, essendo V Kihleriana, ’omomorfismo naturale H,(8’, Z,) — H, (V,Z,)
8 iniettivo ([6]) e cid completa la dimostrazione.

TEOREMA b. Siano V, W varietda topologiche orientabili di dimensione n,
sia f: V— W un’applicazione continua, propria tale che, essendo A un chiuso
di W ed 8=sf"1(A) la restrizione f: V—8 — W — A sia un omeomorfismo
e dim S m.

In queste ipotesi risulia :

a) detta f’ : 8 — A la restrizione di f, essendo fq: Hq (S, K)— Hy (A, K)
Vomomorfismo indotto sui gruppi di omologia, se Ker f,= [0}, allora

Hy (8, K) & [o). Per conseguenza dimp S = % .

b) Sia V Kihleriana compatta, siano 8, A spazi complessi ed f|s
olomorfa. Se f|s ha una fibra contenente un insieme analitico P di dimensione
reale 2p, allora dimp 8 = max (2p, n — 2p).

PrROVA a) Le varietd V, W sono orientabili, f & di rango JF 1, ed &
propria. Percid, per quanto detto nella proposizione 1, 7), f soddisfa la pro-
prietd y). Per quanto osservato nel § 1 si pud applicare il corollario 2 della
proposizione 3 ai gruppi H, , H;.

Cid prova la tesi.

b) Sia P’ una componente irriducibile di P, si abbia dimp P’ = 2p.
L’immagine in Hj,(V,Z;) della classe fondamentale di P’ non & nulla, e
percid Ker f;, 5 {o}.
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Per il corollario 2 della proposizione 3 Hjy ¥ (8, Z,) = {o}.
Si & cost provato Hy, (S, Z,) + {0}, Hy " (8, Z,) = [0} e da cid segue
la tesi.

10. In questo numero studieremo le successioni di applicazioni

So o Sy

Vo— V,—>..., fra varietd topologiche di dimensione n, che godano della
proprietd che per ogni indice ¢ esista un chiuso A;}, C Vi, tale che
la restrizione fi:Vi—f'(Adiy)) =V, — A, sia un omeomorfismo ed
n>dim f;1 (4)= dim A¢yq.

L’insieme 8, =f;1(4,, ) sard detto l'insieme singolare di f;.
. Proveremo che sotto opportune ipotesi, da un certo indice in poi,
risulta dimR S.' == dimR Ai+1 .

Analoghi risultati si otterranno in seguito, nel caso in cui V; sono spazi
complessi, compatti e le f; applicazioni olomorfe.

TEOREMA 6. Sia data wuna successione V,,V, .. di varieta topologiche
orientabili e di applicazioni continue, proprie fi: Vi—> Vi, aventi come in-
siemi singolari S;=f; 1 (Aiya).

Se dimg H, (Vy, K)=1r < oo, esiste un numero finito di indici 4, ... 1%,
tali che per i¢(iy...3,) Vomomorfismo (Tf',-)* :H, (SiyK)— H, (Aiy,,K) in-
dotto dalla restrizione _7‘;= Jus; & un isomorfismo.

PRrOVA. Le f; verificano la condizione 7) della proposizione 1 e vale la
i) della proposizione 3, relativamente ai gruppi H, (,) del’omologia di Bo-
rel-Moore. Da quanto osservato (fi), : H, (Vi, K) — H (Vi41, K) & surgettivo
e (g)y: H, (Vi — 8, K)— H,(Viyy — Ait1, K) & un isomorfismo.

Si & cosl provato che dimg H, (Vi, K) > dimg H, (Vit,, K) se (f;), non
& un isomorfismo. Essendo dimg H, (V,, K) = r questa eventualitd pud pre-
sentarsi al pit r volte.

Per completare la dimostrazione rimane da dimostrare che, se ( f‘.-'), non
© un isomorfismo, non lo & neppure (fi), e questo & conseguenza immediata
del lemma dei «cinque » applicato al diagramma della osservazione del § 1.

COROLLARIO 1. Nelle ipolesi del teorema precedente, se inoltre: V, &
compatta, le S; sono sottovarieta chiuse e dim ;> dim A;, oppure dim 8; = 0,
allora da un certo indice in poi, le f; somo omeomorfismi.

ProOVA. Essendo le §; varietd compatte si ha Hg (8;,Z,) = {o] per
¢i= dimp 8;. Osserviamo che, se dimz S;> 0,(f;), non & un isomorfismo e
quindi, essendo dimgz, H, (V,, Z,) finito, per il teorema 6, da un certo indice

8. Annali della Souola Norm. Sup. - Pisa.
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in poi si ha dim §;= 0. Indichiamo con I?;.H lo spazio quoziente, ottenuto
da V;, identificando «# ad y se e solo se f;(x) = fi;(y). Essendo V; compatto
ﬁ.,.l & omeomorfo a Viy;. Se dimp §;= 0, §; & formato da un numero finito
di punti, dovendo V;y; essere una varietd, si deduce che f; & biunivoca e
quindi, per la compattezza, un omeomorfismo. ‘

LEMMA 4, Sia f: V— W un’applicazione continua fra spazi topologici
compatti, per cui esista wn chiuso A C W tale che, detto 8 = f—1(4),
la restrizione f: V— 8 — W — A sia un omeomorfismo.

Se esiste un intorno chiuso Ug di S, che sia contrattile su S e tale che
H; (3Us, K) = o), H (8, K) = {o}, H (4, K)= {0} allora Ker f, = (o).

ProvA. Per il lemma 2, Uy =f(Us) & contrattile su 4; Used Uy
sono compatti e quindi H, (Us,K)H,J(S,K), H,(Us,K) H, (A, K).
Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi :

— H,} (3Ts, K)— H; (8, ) ® H; (V — Us, K)—> H; (V, E)—>
) 194 1

o
— H; (0U,,K)— H; (A, K)® H; (W— U4s,K)— H; (W,K)—>

per le ipotesi fatte Ker g, D H, (S, K) = {o}. Per la commutativita
Ker (f, o ) D Ker g,: quindi Kerf; o « == {0}, ed essendo o iniettivo, si ha
Ker f, == {0} che & la tesi.

11. Sia f: V,— V, un’applicazione olomorfa fra spazi complessi; sia
A, C V, un insieme analitico tale che dim V, > dim f—1(4,).

Si dice che f & una modificazione, con insieme di punti singolari
8, =f"1(4,),8ef: Vi—8 —V,— A, 8 biolomorfa e dim §, > dim 4,. Una
modificazione f: V,— V, si dice propria se f & propria. Supponiamo che
gli spazi complessi e gli insiemi analitici che considereremo abbiano omo-
logia di tipo finito rispetto al loro corpo dei coefficienti.

LeEMMA 5. Siano date due modificazioni proprie V, é) Vzﬁ Vg con in-
siemi di punti singolari 8y = fi ' (4y), 8y = 2L (A3) e si abbia : dimp 8; < 2g,
dimg 8, = 2g. Consideriamo gli omomorfismi : (f;),: Hy (Vi, R) — H,(Viy1, R),
i=1,2; se Ker (fo)s + (0} allora risulta : dimpg Ker (f2 o f1)yq > dimg Ker (f)zq.

PRrRoOVA. Essendo gli 8;, i=1,2, chiusi in V;, per losservazione del
§ 1, si pud applicare la proposizione 2, a) e quindi dedurre che nella suc-
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cessione Hy, (8;, R) ——+ Hy (V2,R) — (fz)zq H,, (V3, R) 8i ha: Ker(f3)yy € im iy,

e quindi im 4y, & {o}.

Siano S«: (l=1...p) le componenti irriducibili di dimensione 2¢q di S;.
B noto che la varietd S , ottenuta da §), togliendo i punti non regolari,
sono connesse ed, in virth della loro struttura complessa, orientabili. Si &

cosl provato che l’omologia di Sz in dimensione 29 & generata dalla classe
fondamentale. _

I punti non regola.ri ai 8y hanno codimensione reale =2, quindi
Hy, (82 , R) = Hy, (Sz , R). In virti dell’isomorfismo ora stabilito si pud af-
fermare che i gruppi Hy, (:S', 2 R) sono generati dalla classe fondamentale di 83,
Risulta : Hy, (8;, R) & @ Hy, (:S’, , B); si & provato che iy, : Hyy (83, B)—>

-1

—> Ker (fo)yg © Hyy(V3, B) ha immagine diversa da zero. Quindi esiste un
S; tale che iy, (Hag (S;,R)) 8 un elemento diverso da zero di Ker (fy)sq .
B noto _che fl"l (S;) ® un insieme analitico. Per le ipotesi fatte

dimg fl—l (821) = 2¢, ed esiste una componente irriducibile T di dimensione
reale 2¢ tale che: dimgz (TN 8,) < 2¢ — 2.

Detto T/ = TN 8, risulta che f, | T — T & biolomorfa.

Consideriamo il diagramma commutativo *

oy Y2

J —1,q%, ¢
T b d f 1 (82) —_> Vl
LA LA LA
J T i
NH(T) — 8, — 12

ove j,j’ sono indotte dall’identitd, fy,f)' da f;.

Essendo f,|T — T’ un omeomorfismo, (f o _7’)24 & un isomorfismo.

Sia .o la classe fondamentale di T,  quella di 8’2 . Si & provato che
i2g (1) = {0}, 2 (n) € Ker (f)ey; per la commutativitd del diagramma e per
quanto sopra stabilito risulta: (f))y (124 (Jog (0)) =ty (9); quindi 43, (j24 (o)) €
€ Ker (fi)sq . Ma g (Jiog (0)) € Ker (f3 o f1)2q, © €id prova la tesi.

Conseguenza dei lemmi 4 e 5 & il seguente

PR /

COROLLARIO. Siano date le modificazioni R4 V,Ii Vg fra spazi com-
plessi compatti, se esiste un intorno chiuso U, di 8y, contrattile su Sy, tale
che Hyy (30U, , R) = {0}, ove 2q = dimg 8, = dimz 8, , allora risulta:

(1) dimg Ker ( f; o fy)2g > dimpg Ker (fy)y -
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OSSERVAZIONE. Le ipotesi del corollario precedente sono di certo veri-
ficate se gli insiemi 4,, ¢ = 2,3 sono punti regolari di V; (vedi corollario
del teorema 3),

LEMMA 6. Sia f: V— W una modificazione propria avente 8 = f—1(A)
come insieme di punti singolari. Sia T Dinsieme det punti mon regolari di
V e 8t abbia dimgT<<q— 2 =dimp S — 2.

Se f| V—T é propria e f(V— T) & una varietd, posto f,: H, (V, R)—
—» H, (W, R), risulta Ker f, & {o}.

PROVA. Poniamo 8’ =8— T, V=V —T, W =f(V'), A’=f(8) e
F=7| V’. Essendo V', W’ varieta orientabili, f verifica 1a proprieta 7) della
proposizione 1 ¢ — per l'osservazione del § 1 — alle ipotesi della propo-
sizione 2. Risulta pertanto dalla seconda parte di detta proposizione che
Ker f; % [o).

Si dimostra usando il diagramma commutativo della proposizione 1,
per K = R, che le immersioni ¢: V/— V, j: W — W inducono degli iso-
morfismi ig: Hy (V', R)— H, (V, R), j,: Hy(W’, R)— H,; (W, R). Conside--
riamo la successione di applicazioni :

1
H;(V',R) = H;(V, R)

L7 L/e

H] (W, B) 2% B, (W, B)

essendo i,,j, degli isomorfismi risulta Ker_'f; > Kerjlof oi = {o} e cid
prova la tesi.
Riassumiamo i risultati precedenti col

TEOREMA 7. Sia data una successione di gpazi complessi compatti {Vi}i—p
e di modificazioni f;: Vi —> Viy, aventi 8; =f (Aiyy) come insiemi di punti
singolari. Supponiamo che dimp Hyy(V,, R)<r e che per gli indici 0 << i, <
< g v < By 8ia verificata una delle seguenti ipotesi :

a) dimg S.I =2q per j=1..r ed esiste un intorno chiuso U. di S,j,
contrattile su 8 ¢ tale che Hy (3U;;, R)= {o}.

b) detto T.-j, j=1l..r l’insieme dei punti non regolari di Vij 8i ha:
dimp T;; < 29 = dimg 8;; ed inoltre S i1y, é propria ed ha come immagine
una varieta,

allora, per almeno un indice positivo | < i, risulta dimg 8; > 2¢.
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PrOVA. Gli §;, sono insiemi analitici complessi di dimensione reale 2q
quindi Hy, (8, B) == {0}.
Sia soddisfatta la condizione a) (rispettivamente b), allora, per il lemma
4 (rispettivamente 6), risulta Ker ( f.-j)zq#: {o} per j=1...r. Se fosse dimz8; << 2q
per ogni 0 <1< i, si potrebbe applicare il lemma 5 ad ogni coppia di
fi ° Sy fij

modificazioni V, ——> Vg——) V;j 1 e nsulterebbe.

dimp Ker (f;j 0 v © fo)og > dimR Ker (ﬁj_l 0 v 0 fo)og

e quindi dimg Ker (f;, o ... o folyg =7 © questo & contro l'ipotesi.
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