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OSSERVAZIONI SULLE APPLICAZIONI CONTINUE
FRA VARIETÀ TOPOLOGICHE(*)

di A. TOGNOLI (Pisa)

INTRODUZIONE

Il presente lavoro è dedicato allo studio di alcune proprietà delle ap-
plicazioni continue fra varietà topologiche.

Date due varietà siffatte V e W ed un’applicazione continua f di V
su W, che sia un omeomorfismo fuori da un insieme S C V, studieremo i

legami fra i gruppi di omologia di V e di W in relazione ad S.
Tale studio è stato intrapreso da A. Aeppli in [1] nel caso in cui V e

W siano varietà triangolabili compatte e l’insieme dei punti singolari di f
sia un sottocomplesso di V.

In tali ipotesi egli riesce ad esplicitare tali legami ed a caratterizzare

f dal punto di vista omologico.
In questo lavoro, sfruttando 1’omologia definita da Borel-Moore ed al-

cuni risultati ad essa inerenti, si provano - anche nel caso in cui le va-

rietà siano non compatte e l’insieme dei punti singolari sia un retratto
assoluto di intorni - formule analoghe a quelle date da Aeppli.

Per mezzo di queste relazioni dedurremo risultati di due tipi :
10) alcune condizioni cui deve soddisfare la codimensione dell’ in-

sieme 8 dei punti singolari dell’applicazione f : F2013)- W, di rango 1, fra
varietà topologiche.

20) data una successione Vo, Vi ... Vn ..... di spazi complessi e di appli-

cazioni olomorfe si determinano delle condizioni sufficienti aff n-

chè, da un certo indice in poi, le fi siano omeomornsmi.

Pervenuto alla Redazione il 29 Agosto 1963.

(~) Lavoro eseguito nel Gruppo di Ricerca n. 35 del Comitato Nazionale per la

Matematica del Consiglio Nazionale delle Ricerche, per l’anno 1962-63.
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Nel § 1 ricorderemo alcune proprietà dei gruppi di omologia definiti
da Borel-Moore. Nel § 2 stabiliremo, sotto ipotesi generali, le relazioni fra
i gruppi di omologia e coomologia che utilizzeremo nel seguito.

Nel § 3 troveremo alcuni criteri sufficienti per la validità delle ipotesi
introdotte nel § 2.

Infine nel § 4 dimostreremo i risultati sopra enunciati.

1. - NOTAZIONI

- o

Sia V uno spazio topologico. Se S C V indicheremo con S, S e aS ri-

spettivamente la chiusura, la parte interna e la frontiera di S.
Con la notazione Hn ( V ) o Hn(V) indicheremo rispettivamente 1’enne-

simo gruppo di omologia o di coomologia singolare di Y a valori nel grup-
po additivo Z degli interi. .

Noteremo con o l’ennesimo gruppo di omologia
o di coomolagia singolare di V a valori in un corpo K. Indicheremo con

H. (V), ), H*(V), j6~(F,~), ), le somme dirette dei gruppi sopra
definiti.

Diremo che l’omologia dello spazio V è di tipo finito, rispetto al

corpo K, se dimK H,~ ( V, K)  oo.

Dati due spazi topologici V, Ì~ ed un’applicazione continua f : V- W,
indicheremo con ed gli omomor-
fismi indotti da f e con I. ,1- le loro somme dirette. 

°

Useremo gli stessi simboli per gli omomorfismi indotti sui gruppi del-
l’omologia e coomologia a coefficienti in un corpo.

§ 1. L’omologia di Borel.Moore.

2. Per comodità del lettore ricordiamo, in questo primo paragrafo, al-
cune proprietà dei gruppi di omologia definiti da Borel-Moore in [4].

Indichiamo con .g’~ ( Y, .K ) ~= ® Hri ( ~’, K ) e 
n n

i gruppi di omologia di Borel-Moore e di coomologia a supporti .compatti,
a valori nel corpo .~.

Vale la seguente

PROPOSIZIONE 1. Se gli spazi in questione sono localmente compatti si ha:
1) Ogni applicazione continua e propria f : V -+ W induce un onao-

morjismo f,* : H* (V, K)--+ H,,’ (W, K). Se g : W --&#x3E; T è un’altra applicazioite
continua e propria risulta (g o f ),~ = g* o f~ ,
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2) Data un’applicazione continua e propria f : Y --~ W, sia A C W
un chiuso di W ed 8 = f -1 (A). Si ha il diagramma a righe esatte e qua-
drati commutativi :

3) Sia F : V x I -+ W un’applicazione continua e propria. Posto

4) Se e VI, V2 sono chiusi in V, si ha la successione

esatta (di Mayer- ò

5) Se V è uno spazio triangolabile, compatto risulta B ~ ( Y,8 ) ^’ 
6) ,Se dimR V = q risulta Hp (V, (o~ per p ~ q.
7) Se V, W sono varietà orientabili di dimensione n, esistono degli iso-

inorfismi naturali aq : g q .g ) -&#x3E; ( V’, K), aq ; H q ( W, K) -&#x3E; (WK).
Se f : V-&#x3E; W è un’applicazione continua, propria di grado p, l’omomorfismo

coincide; a meno della costante moltiplicativa p con l’omomor,fismo identico

8) Se V è uno spazio 1netrico, compatto e localmente contra,ttile, si ha :
dimK Hi ( ~, K)  00.

9) Se V è un insieme analitico reale di dimensione n allora .H~, (V, Z2) =~=
se W è un insieme analitico complesso, di dimensione reale n, risulta

anche ,~~ ( W, R) =1= (o).
Per la dimostrazione di 1), 2), 3), 4), 5), 6), 8) vedasi [4];

7) è dimostrato in [2], teorema 2.2, e 9) in [3].
Proprietà duali valgono per la coomologia a supporti compatti.
Sarà utile per il seguito la seguente

OSSERVAZIONE. Sia f : °V- W un’applicazione continua, propria, fra
spazi topologici localmente compatti.
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Sia W un chiuso, tale che sia un omeomorfismo. Posto

,S = f -1 ~A ), si ha il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi:

in cui gq è un isomorfismo.
Analogo risultato vale per la coomologia a supporti compatti.

§ 2. Il caso dell’omologia singolare.

3. Nel seguito (§ 3) studieremo le applicazioni continue surgettive
f: Y --~ W, fra spazi compatti, metrizzabili, per le quali esiste un chiuso,
non denso, A c IP tale che, detto b~ = f -1 (A), sia biunivoca ed esista
un intorno Us contrattile su ~5~.

In questo paragrafo considereremo le applicazioni continue f: 
per cui siano verificate le seguenti condizioni più deboli. Esiste un chiuso
A tale, detto 8 =f-1 (A) :

a) A possiede in W un intorno Úg per cui, posto Us = f-1 ( L~,~), le

inclusioni naturali i : A -~ -~ Us inducono degli isomorfismi i. j,~ ,
i- j’ fra i corrispondenti gruppi di omologia e coomologia .

fl) gli omomorftsmif. ed f* indotti dalle restrizioni f : 
f ; V - S -W - A sono isomorfismi

LEMMA 1. Sia data un’applicazione. continua f : V --~ W ; siac A C W un

chiuso per cui siano verificate le ipotesi a), fl) e -sia 8 = f -1 (A). In queste ipo-
tesi gli omomorfismi indotti i

sono isomorfismii.

PROVA. Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi :
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Per le ipotesi fatte i, 9 i3 i4 sono isomorfismi, quindi, per il lemma

dei « cinque », l’omomorftsmo y, indotto dalle immersioni B --~ Us, V --~ V
è un isomorfismo.

Analogamente si prova che y’ : H,~ ( ~’ mod A ) -~ H, ( W mod indotto

dalle immersioni ~1-~ 9 tf 2013~ ~ è un isomorfismo.
Per il tearema di excisione si hanno gli isomortismi :

In virtù degli isomor&#x26;smi dell’ipotesi fJ), applicando ancora il lemma

2 si prova che l’omomorfismo indotto da f :

è un isomorfismo,.

Si è dunque provato che :

è un isomorfismo.

Poichè y, y’ , e, e’ sono indotti dall’applicazione identica e o è indotto da
f, tale isomorfismo composto coincide con g. -

Analoga è la dimostrazione nel caso della coomologia.

4. Osserviamo che, dato il diagramma commutativo, a righe esatte, di
moduli su un anello A :

se gq e sono isomorfismi, allora im ocq-, ~ im a~_1, im aq+1 ~ im ·

Sia data un’applicazione continua f : P -~ W, esista un chiuso A c W,
tale che, essendo 8 = f -1 (A), siano verificate le ipotesi a), ~8~.

Consideriamo il seguente diagramma a righe esatte e quadrati commu-
tativi :
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· iq fq .

PROPOSIZIONE 2. a) nedla successione Hq (8) iq Hq (V) ---&#x3E; .Hq(W ) risulta :
Ker fq C im iq ; se inoltre Hq (A) 2t2 lo) la successione è esatta.

b) 8e .gq+1 (8) ~’ (o), iniettivo ; so fq+1 è un isomorfcsmo ed

PROVA, a) Per il lemma 1, gq e gq+1 sono isomorfismi.
Se x E Ker fq si ha gq (x)) = p’ ( fq (x)) = 0 ; essendo gq un isomorfi-

smo, quanto detto implica Pq (x) = 0 e perciò, per l’esattezza delle righe,
x E im iq. Si è cos  provato che Ker fq C im iq..

Se Hq (A) ~ (o), preso x E im iq si ha : pq ( fq (x)) = gq ( pq (x)) = 0 in quanto
le righe sono esatte. Essendo iniettivo. Quindi da 0

si deduce fq (x) = 0, e questo prova che Ker fq = im iq .
b) Sia Hq+1 (S ) ~ (o) allora Ker (gq+1 o Pq+1) ( o ), ma gq+1 o Pq+1

=Fg+i °fq+1 e quindi Ker fq+i ~ (o). ,

Se è un isomorfismo, per l’osservazione che precede la proposizione
si ha : im 6q ~ im ~q . Se Hq (A) ~ (o) ne segue (o), e quindi si ha
la successione esatta :

Passando alla coomologia,, y supponendo ancora che f : c W

e S = f w (A) soddisfino le ipotesi a) e P), consideriamo il diagramma a
righe esatte e quadrati commutativi :

Vale la :

PROPOSIZIONI&#x26; 2’. a) Nella successione H q f 
q 

H q pq’ g q (,S) @ ValePROPOSIZIONE 2’. a) Nella successione 
Kerpq’ C im f q ; se di più H q (A) = (o), allora la successione è esatta.

b) Se Hq+1 (S ) ~ (o), fq+1 è surgettiva ; se f q+1 è un isomorfismo ed
Hq (A) ~ io) allora Hq (~5 ) ~ Hq fq.

La dimostrazione è del tutto analoga a quella della proposizione 2.

5. Se vn è una varietà compatta, orientabile, di dimensione n si han-
no gli isomorfismi di Poincaré : oq : Hq (V, R ) - ~Y? R).
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Se è un2applicazione continua di grado p fra varietà

orientabili, compatte, di dimensione n si può definire lo Umkehrung homo-
morphismus di Hopf:

e si prova che 1’omomorfismo fq o (lgn-q -1 o fn-q o coincide a meno della

costante moltiplicativa p con l’omomorfismo identico Hq (W, R) - Hq (W, R).
Noi diremo che l’applicazione f : V - W verifica la proprietà y) nella

dimensione n, rispetto al corpo K, se :

y) sono definiti degli isomorfismi .

tali che l’omomorfismo fq o oa Hq 
a meno di una costante moltiplicativa p *_ o, con l’identità.

PROPOSIZIONE 3. Se f : Y -~ W verifica la proprietà y), rcella dimen-

n rispetto al corpo K :
i) f. : .g,~ ( V, K ) --~ H,~ ( W, .g ) è surgettiva
ii) f *: H* ( W, g ) -)- ,,H* ( Y, iniettiva

iii) se le omologie di V e W sono di tipo finito rispetto a K, si ha :

iv) nette ipotesi di iii) : fq é un zsomorfismo se, e solo se, f n-q a un
isomorfismo.

Prova i) Posto

ii) X = EB si ha : Ker X ~ (o), in quanto 1 ( f* o X) = id. Per de-
q p

finizione x = 0-1 of * o o, ed essendo a un isomorfismo, si deduce (o).
iii) Per quanto visto in i) si ha la successione esatta:

Ne consegue Applicando Il isomorfismo ag
si ottiene

e ciò conclude la dimostrazione.
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iv) Per i) fq è un isomorfismo se, e solo se, Ker fq ~ (o) ; per iii)
l’annullarsi del secondo membro è, per ii), la

condizione necessaria e sufticiente affinchè f n-q sia un isomorfismo e da ciò
segue la tesi.

COROLLARIO 1. Supponiamo che l’applicazione continua f : V - W sia
tale che il A C W ed S = f -1 (A) verifichino le ipotesi j~).

811pponiamo inoltre che f proprietà y) nella dimen8ione n, rz-
apetto al corpo K e omotogie di V, W tipo finito. In queste
ipotesi se sono (A, R ) N Hn-q (il, g) ~’ (o), ri-

sulta K).

PROVà. Se Hq (A, K ) ~ (o) e fq+1 è un isomorfismo si ha, per la propo-
sizione 2, b) : fq e quindi, per la proposizione 3, iii) :

Essendo un isomorfismo tale è anche
f"-q+1; essendo poi .H"-q (A, g) N (o), per la proposizione 2’ b), si ha:
Hn-q (8, (V, ( S,1~ ).

COROLLARIO 2. Nelle atesse ipotesi del corollario 1, 
l’omotnorfismo indotto da f, se Ker n+ (o) allora

~n_ 4’ (~l~r, ~) ’t- ~~~.

PROVA. Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commu-
tativi :

Per il lemma 1 gq e gq+1 sono isomorfismi, per la proposizione 3, i) fq
e sono surgettivi.

Dimostriamo che, se fq è un isomortismo, si ha Ker q 2i (o).
Sia x E Ker n. Per la commutatività fq (iq (x)) = 0, quindi, per l’inietti-

vità di fq, risulta iq (x) = 0 e perciò, per l’esattezza delle righe x = dq (y)
con 

Si (gq+1 (y)) = 0, quindi (y) E Poichè f q+1 è surgettivo
esiste tale che
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Si è cos  provato che nelle nostre ipotesi deve essere Ker fq =~= (o) il

che implica, per la proposizione 3, iii) che f"-,7 non è surgettiva e perciò,
per la proposizione 2’, a): H n-] (8, =1= Ciò conclude la dimostrazione

del corollario.

Q 3. Alcuni criteri topologici per riconoscere la validità delle ipotesi
)· .

6. Tutti gli spazi topologici di cui tratteremo in questo paragrafo sono
supposti metrizzabili, a base numerabilc e connessi per archi. Data un appli-
cazione continua snrgettiva fra spazi topologici f: 17 -~ W, diremo che

un chiuso A verifica l’ipotesi B se la restrizione :

Osserviamo subito che, se V è compatto, (J’) implica fl) ; in questo caso

infatti, posto s = f -1 (A) , se Us è un aperto contenente 8, per un noto
teorema di topologia f : è un omeomorfismo. Per

l’arbitrarietà di Us si può concludere che f : V - S -~. W - A è un omeo-

morfismo.

Dimostreremo, (lemma 2), che, data f : V --~ W, se V è compatto ed
A verifica P’), la proprietà a) vale non appena esiste un intorno US di 8
contrattile su S. Il nostro problema si riduce cosl a trovare delle condizioni
che garantiscano 1’esistenza di un intorno di S in V che sia contrattile su S.

LEMMA 2. Sia data l’applicazione continua f : T~ --~ W fra spazi topoto-
gici compatti, siano A C W ed S = f -1 (A) dei chiusi per cui sia verificata
l’ipotesi ~B’). Se Us è un intorno di S, f ( t~s) ~ un intorno di A ; se inoltre

contrattzte su S, contrattile su A.

PROVA. Sia, per assurdo, A non interno a f (Us), allora esiste 
a cui converge una successione (xi), ( Us). Valendo la proprietà ~B’)~ i

punti y~ = f -1 (x~) di 1~ - S sono univocamente determinati. Per la compat-
tezza di V esisterà una sottosuccessione di convergente ad un punto
y di V. La f è continua, quindi f (y) = x e perciò ma questo è im-
possibile perchè y = ed Us. Si è cos  provato un

ii -00 
’’

intorno di S.

Sia F : Us X I -+ Us una contrazione di Us ad 8; cioè
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Definiamo G : f (Us) X I --~ f (Us) nel seguente modo : G (x X t) =

= f (F (b (x) X t)) ove ó (x) è uno dei punti di Us per cui f (b (x)) = x.
G è ben definita e verifica le condizioni : °1 t_o = id~

Per provare il lemma basta dimostrare che G è continua, cioè, che per
ogni successione convergente si ha:

Sia x X t - lim xi X ti; se x X t E f ( Us - S) &#x3E; t si può supporre
i -00

per ogni i. Essendo la restrizione f : V - 8 --&#x3E; W - A un

omeomorfismo, ed F continua, se la (1) è certamente
vera.

Se x E A basterà dimostrare la (1) nelle seguenti ipotesi :
I) gli ali sono tutti in A

II) gli x  sono tutti in f ( Us) - A .
Nel primo caso la (1) è verificata perchè 0.1 Axt = id per ogni t.

Nel secondo caso poniamo yi = f -1 (x~). Basterà dimostrare che, dato
un qualsiasi intorno U di (x), per i » 0 si ha F (yy &#x3E; ti) E U. In questo
caso infatti, preso un intorno Ux di x, si ha che per
i &#x3E;&#x3E; 0 e quindi i punti G (xi X ti) sono in U, da un certo indice in poi

cioè (G (oi X converge a x = G Cx X t).
Dato un qualsiasi intorno U (x), avendo ’Vi d, per 0t1,

esiste un intorno U’ di tale che F(~)c: ~7. Tutto si riduce

quindi a provare che, dato un intorno U’ di (x) si ha yi E U’

per i » 0, e ciò segue immediatamente dal fatto che lim ti = t e lim Xí = x,
i-·oo i-·oo

e la tesi risulta cos  provata.

7. Richiamiamo alcune definizioni e teoremi classici che useremo nel

seguito.
Lo spazio topologico X si dice un A. N. R. (absolute neighbourhood

retract) se, per un qualsiasi spazio X’ e per ogni applicazione continua

f : h’ -~ X di un chiuso F c X’ esiste un prolungamento continuo f’ : 
ad un intorno UF di F.

Lo spazio topologico X si dice localmente contrattile, se per ogni x E X
ed ogni intorno Vz di x, esiste un intorno Ux C Vz di x ed un’applicazione
continua f : Ux X tale che F~ tso = id, F ( Ux &#x3E; 1) = x, F (x X I) = x.

Sia p: ~ --~ Y un’applicazione continua fra spazi topologici.
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Si dice che per p vale il rilevamento dell’omotopia, rispetto ai poliedri,
(oppure che p : X --~ Y è un fibrato nel senso di Serre), se, per ogni appli-
cazione continua g : P--rX di un poliedro P ed ogni omotopia P: Y,
per cui F~ t_o = p o g, esiste un’omotopia G : tale che Pc = P o Gt.

Sia X uno spazio topologico, con 3l. (X) = E9 nn (X) si indica il suo
n

gruppo graduato di omotopia.
Valgono i seguenti teoremi :

TEOREMA 1. Se X è uno spazio topologzco, localmente compatto e di
dimensione finita, le seguenti condizioni sono equivalenti :

i) X è in A.N.R, .

ii) X è localmente contrattile.
Per la dimostrazione vedasi [5] teor. 32.

TEOREMA 2. Se X è un A.N.R ed F C X un A.N.R chiuso e connesso,
le seguenti condizioni sono equivalenti :

i) X è contrattile su .~
ii) l’immer-sione i: F -~ X induce un isomorfismo

Per la dimostrazione vedasi [8] pag. 216.
Conseguenza dei teoremi precedenti è la :

PROPOSIZIONE 4. Siano X e B degli A.N.R, sia p : X -~ B un fibrato
nel senso di Serre. Supponiamo clae p-l (x) = F,, (x E X) sia connesso per ar-

chi e che ~aq (F,,) = o per q &#x3E; o. In tali ipotesi X è contrattile su ogni
sua sezione globale.

PROVA. In virtù del teorema 2 basterà dimostrare che, se 8 è

una sezjone globale di X, l’immersione z : S --&#x3E; X induce un isomorfismo

i. ~L~ ( S ) ~ n. (X).
È noto che l’isomorfismo 27m (X, p-’ (y)) -&#x3E; 27m (B, y) indotto da p

è bigettivo per ogni m &#x3E; o ed y E B.
Consideriamo la successione esatta di omotopia :

Per ipotesi ( p-1 (y)) 2i (o) per j &#x3E; o, onde segue che a~, è un iso.
morfismo per m &#x3E; 1 : per m = 1, am è un isomorfismo perchè p-1 (y) ed X
sono connessi per archi.
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Si è quindi provato che che q~ o a;~ : n,, (X) --~ ~~ (B ) è bigettivo.
Poichè a,~ è indotto dall’immersione naturale, q* da p, q,~ o a~ coincide

con l’isomorfiamo indotto da p : X -&#x3E; B. Se S è una sezione globale, si ha
. p

la successione di applicazioni S - X - B. Poichè p o i è un omeomorfi.
smo, 1’omomorfismo ( p o i)* = p. o ~ , indotto fra i gruppi di omotopia, è
un isomorfismo. Si è provato che p* è bigettivo. Pertanto anche i* è biget-
tivo è ciò completa la dimostrazione.

Conseguenza della proposizione 4 è il seguente risultato ben noto: se

V è una varietà differenziabile, e se è una sottovarietà differenzia-

bile, chiusa e regolarmente immersa, esiste un intorno ÚS di S contrat-
tile su S.

8. Nel lemma 2 si è provato che, data l’applicazione f : V --~ W fra
spazi compatti, per cui esistano i chiusi ed S = f -1 (A) verificanti
la condizione fJ’), dall’ ipotesi che esista un intorno Us contrattile

su S, si deduce che f ( Us) è contrattile su A.
Vogliamo ora invertire parzialmente questo risultato provando che,

sotto opportune ipotesi, 1’esistenza di una famiglia di intorni (!7~} di A~ .
contrattile su A, garantisce che, per qualche indice i, f -1 ( ~A) è contrat-
tili su S.

LEMMA 3. Siano X, Xo degli A.N.R, e supponiamo che ~Yo C X sia chiuso.
Esiste un intorno Ugo di Xo ed un’applicazione continua F: X &#x3E; tale

che 2 o ---- t ---- i.
Per la dimostrazione cfr. [8], sezione, 4.1.

Dimostriamo ora il:

TEOREMA 3. Sia f : V - W un’appticazione continua fra spazi topologici
compatti, per la quale esistano dei chiusi A C W, 8 = f -1 (A), per cui sia

verificata l’ipotesi fl’).
Supponiamo che esista un sistema fondamentale di intorni ehiusi U 1 di

A tali che A, f ’-1 ( UÀ)~ S siano A.N.R.
Se gli ~IÀ sono contrattili su A oppure se UA+1 è retratto di !7~ 

.

per ogni i, esiste un sistema fondamentale di intorni tTs di 8 che sono con-

trattiti su S ; gli possono prendere della forma f -1 ( UA ).
PROVA. Supponiamo che gli UÀ siano contrattili su A. Per il lemma

3 esiste un intorno ÚS di 8 che è contrattile su 8 in 1-1 
Ogni intorno Ul’c Us di S è contrattile su S in 1-1 (Ul). Essendo

V compatto ed 8 chiuso, esiste U Á C Ud tale che Poichè

gli intorni E7~ ed UÀ sono contrattili su A, le immersioni i,: A --~ 9
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A -&#x3E; UA" inducono degli isomorfismi n. (A) -+ a, ( UÀ) (Ul) -&#x3E;

(u t") C . d. L 
. 

d. L... A 
ir 

U1-+ Consideriamo la successione di applicazioni : A -&#x3E; Â -&#x3E; UÀ ;
sappiamo che irff e j,~ o ir* sono isomorfiami. Quindi j. è bigettivo e pertanto,
per il teorema 2, UÀ è contrattile sa Ul. In particolare esiste un’applica-
zione Y: tale che y|Ur = id. Allo stesso risultato si arriva im-

.

mediatamente nell’ipotesi che sia retratto di ul.
Valendo la ~B’), la 1p definisce una retrazione f -1 ( D’d j --~ f ’1 

Sia F : f -1 ( Ud) x I -~ f -1 la contrazione di f -1 (Ul) su S in f -1 (Ul);
definiamo F : ( UÀ) &#x3E; I -~ f -1 (U 1.) ponendo F’ (x X t) = (F (x X t)).
Si verifica immediatamente che F’ definisce una contrazione di f -1 su S.

COROLLARIO. Sia f : Y --~ W un-applicazione continua, fra spazi topolo-
gici compatti, per la quale esista un punto p E W tale che, detto 8 =f -1 ( p),
sia verificata per essi la condizione ~’). Supponiamo che p abbia un intorno
Bp omeomorfo alla palla n-dimensionale e che le componenti connesse Si di 8
siano A.N.R. In tali ipotesi, esistono degli intorni U, di Si tali che :

i) U, è contrattile su Si e si ha U, _ ~ per i ~ j ;
ii) a u, è omeomorfo alla sfera di dimensione n - 1 ;
iii) a Ui ha in Ui ed in V - Ui un intorno contrattile su a U; .

PROVA. Segue dal teorema 3, prendendo per Ud la palla di centro p
e raggio 

m 1 e, ove &#x26;&#x3E; è il raggio di B .

~ 4. Applicazioni.

9. In questo numero applicheremo i risultati dei paragrafi precedenti
allo studio delle applicazioni continue f : VI, -+ Wn, 1 fra varietà di dimen-
sione n, tali che esista un chiuso A C W per cui (A) 

sia un omeo-

morfismo e si abbia : n &#x3E; dim f -1 (A) &#x3E; dim A. Sostanzialmente si proverà
che, detto q = dim f -1 (A), se, Hq ( f ’1 (A)) =1= (o) allora 2q ~ n.

TEOREMA 4. Sia f : V -+ W un’applicazione continua fra varietà topo-
logiche compatte di dimensione n, tale che, essendo S = f -1 (x) (x E W), la

restrizione f : V - 8 --&#x3E; W - x sia un omeomorfismo e dim 8  n. In tal caso
risulta :

a) se 8 é un A.N.R. ed Hq (S, Z2) ~ (o) per un certo q ~ 0 allora
Hn-q (,S, Z2) =~= ( o)

b) se V è käkleriana ed 8 è un A.N.R~., contenente un insieme analitico

complesso S’ di dimensione reale q, allora Hn-q (S~ Z~) =1= (o).
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PROV Ä. a) Poichè sono verificate le ipotesi del lemma 2 e del teorema

3, f soddisfa le condizioni a), essendo inoltre V, W varietà compatte di
dimensione n, ed f di grado + 1 vale la y) nella dimensione n rispetto al

corpo Z2 (dualità di Poincaré). Da quanto detto segue che la prima parte
del teorema è provata dal corollario 2 della proposizione 3.

b) Per quanto provato nella prima parte, basterà dimostrare che

z’ i
=t= (o). Consideriamo le immersioni naturali s’ - S - V ; provere-

mo che Hq (S’, Z2) - Hq (Y, ha immagine diversa da zero e

quindi Hq (8, -Z2) ~ (o~. 
°

La varietà V, considerata come varietà analitica reale, può essere im-
mersa analiticamente in R2n+1.

Sia j : 17 --~ R2"+’ tale immersione, j (S’) è un insieme analitico reale di
come tale è triangolabile. Quindi, per la proposizione 1, 5) :

Ogni componente irriducibile di S’ ha una classe fondamentale in

(S’, e quindi, per l’isomorfismo sopra stabilito, in (S’~ Z2), È noto
che, essendo V Káhleriana, l’omomorfismo naturale Hq (S i, Z2) - Hq Z2)
è iniettivo ([fij) e ciò completa la dimostrazione.

TEOREMA. 5. Siano V, W varietà topologiche orientabili di dimensione n,
sia f : V --+ "W un’applicazione continua, propria tale che, essendo A un chiuso
di W ed 8 = f -1 (A) la restrizione f : Y- 8 --~ W - A sia un oineomorfismo
e dim 8  n.

In queste ipotesi risulta :
a) detta f’ : 8 -&#x3E; A la restrizione di f, essendo f q : H’ q (S, .g ) -&#x3E; H’ q (A, g )

l’omomorflsmo indotto sui gruppi di omologia, se Ker f q =1= (o), allora

Hà ’Q’ (8, K) =1= (o). Per conseguenza dimr S &#x3E; n .2

b) Sia V Kähleriana compatta, siano S, A spazi complessi ed fl,9
olomorfa. Se fls ha una fibra contenente un insieme analitico P di dimensione
reale 2p, allora dimR max (2p, n - 2p).

PROVA. a) Le varietà V, W sono orientabili, f è di rango .+1, ed è
propria. Perciò, per quanto detto nella proposizione 1, 7), f soddisfa la pro-
prietà y). Per quanto osservato nel § 1 si può applicare il corollario 2 della
proposizione 3 ai gruppi H,, H,@*.

Ciò prova la tesi.

b) Sia P’ una componente irriducibile di P, si abbia dimR P’ = 2p.
L’immagine in H2p (V2 Z2) della classe fondamentale di P’ non è nulla, e
perciò Ker fp =1= (o).
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Per il corollario 2 della proposizione 3 
Si è cos  provato H2p (S, Z2) =~= {o), H:-2P (8, Z 2) =1= (0) e da ciò segue

la tesi.

10. In questo numero studieremo le successioni di applicazioni
f f ’ ’ ’ ’ ’ 

h a d llaVt 4 ..., i fra varietà topologiche di dimensione n, che godano della

proprietà che per ogni indice esista un chiuso Ai+1 C tale che

la restrizione fi : Vi 2013~~ (A~+1) -~~p~+1- Aï+1 sia un omeomorfismo ed
n &#x3E; dim (A~1) ~ dim 

L’insieme S~ = f 41 sarà detto l’insieme singolare di fi. ..
. 

Proveremo che sotto opportune ipotesi, da un certo indice in poi,
risulta dimn Si = dimn 

Analoghi risultati si otterranno in seguito, nel caso in cui Vi sono spazi
complessi, compatti e le fi applicazioni olomorfe.

TEOREMA 6. Sia data una successione di varietà topologiche
orientabiti e di applicazioni continue, proprie fi: «Vi+1, aventi come in-

singolari Si = f ;1 (A~+1)·
Se ( Yo , = r C m, esiste un numero finito di indici io .., ir

tali che (zo ... zr) t’omomorfismo (li).: Hi -~ Hi (A~+1, g) in-

dotto dalla è un isomorfismo.

PROVA. Le fi verificano la condizione 7) della proposizione 1 e vale la
i) della proposizione 3, relativamente ai gruppi H~ ( , ) dell’omologia di Bo-
rel-Moore. Da quanto osservato (fi). : Hi (V,~jE)2013~ Hi (Vi+,, K) è surgettivo
e (gi)* : H§ (Vi - Si , K) ~ Hi ( V,+~ - Ai+1 , K) è un isomorfismo.

Si è cos  provato che K) &#x3E; dimg H ~ ( Y~+1, K) se ( f~),~ non
è un isomorfismo. Essendo dimk H * (Vo , K) = r questa eventualità può pre-
sentarsi al più r volte.

Per completare la dimostrazione rimane da dimostrare che, se ( f;),~ non
è un isomorfismo, non lo è neppure ( f~),~ e questo è conseguenza immediata
del lemma dei « cinque » applicato al diagramma della osservazione del § 1.

COROLLARIO 1. Nelle ipole8i del teorema precedente, se inotire : 

sono 80ttovarietà chiuse e dim 8, &#x3E; dim Ai,’oppure dim Si = 0,
allora da un certo indice in poi, le A sono omeomorfismi.

PROVA. Essendo le S~ varietà compatte si ha Z2) =~= (o{ per

q; = dimr Si. Osserviamo che, se dimn Si &#x3E; 0, ( f~),~ non è un isomorfismo e
quindi, essendo dimz, H, ( ~° , Z~) finito, per il teorema 6, da un certo indice

6. dnnaji souoza 
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N

in poi si ha dim Si = 0. Indichiamo con lo spazio quoziente, ottenuto
da identificando x ad y se e solo se = fs (y). Essendo Vi compatto

è omeomorfo a Se dimr Si = 0, formato da un numero finito

di punti, dovendo Vi+1 essere una varietà, si deduce che fi è biunivoca e
quindi, per la compattezza, un omeomorfismo. 

’

LEMMA. 4. Sia f : un’applicazione continua fra spazi topologici
compatti, per cui esista un chiuso A ~ C W tale che, detto b~ f -1 (A) ,
la restrizione f : V - S --~ W - A sia un omeomorfismo.

Se esiste un intorno chiuso Us di S, che sia contrattile su S e tale che

Hd g) _ (o), Hd (~~ g) ~ (o), Hd (A, K) = (o) allora (o).

PROVA. Per il lemma 2, è contrattile su A ; Us ed UA
sono compatti e quindi 

Consideriamo il diagramma a righe esatte e quadrati commutativi :

per le ipotesi fatte Ker gq n (S , K) =~= (o). Per la commutatività

Ker (fq o a) Q quindi ger fq o ex =1= (o), ed essendo a iniettivo, si has

Ker fq =)= (o) che è la tesi.

11. Sia f : V2 un’applicazione olomorfa fra spazi complessi ; sia

A2 un insieme analitico tale che dim VI ] dim f -1 (A2).
Si dice che f è una modificazione, con insieme di punti singolari

Si =f-I (A2), se f : pi - Si -~ Y2 - A2 è biolomorfa e dim 8, &#x3E; dim A2. Una
modificazione f : 1~2 si dice propria se f è propria. Supponiamo che
gli spazi complessi e gli insiemi analitici che considereremo abbiano omo-

logia di tipo finito rispetto al loro corpo dei coefficieati.

L 5 .0. d d , ... V 
fi TT f2 v3 con . 

,

LEMMA 5. date due proprie r 2 --&#x3E; 3 con in-

siemi di punti singolari S1 = (A2)2 S2 = (A3) e si abbia : dimR Si ~ 2q,
dimR 82 = 2q. Consideriamo gli omomorfismí : ( fi),* : H§ ( V; , .R) -&#x3E; H,, ( Y;+1, R),
i=1, 2 ; se Ker ( f2)2q =t= (o) allora risulta : dimR Ker (/2 &#x3E; dimR Ker (!1)2q.

PROVA. Essendo gli Sz , i =1, 2, chiusi in F, y per l’osservazione del

§ 1, si può applicare la proposizione 2, a) e quindi dedurre che nella suc-
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. ‘ t2q ‘ (f2)2q ‘cessione (82, f l !2q-&#x3E;: g2q ( V2 1 -R) (V3 si ha : Ker (f2)sq C im i2q
e quindi ~ f 0~.

Siano S2 (t =1.,. p) le componenti irriducibili di dimensione 2q di S~ .
È noto che la varietà 8;, 1 ottenuta da Sl f togliendo i punti non regolari,
sono connesse ed, in virtù della loro struttura complessa, orientabili. Si è
cos  provato che l’omologia di S2 in dimensione 2q è generata dalla classe
fondamentale.

I punti non regolari di 821 hanno codimensione reale &#x3E; 2, quindi
l , -S g2q (S2 f R) " g (Ss f R). In virtù dell’isomorfismo ora stabilito si può af-

fermare che i gruppi H2’, (8,,1 , sono generati dalla classe fondamentale di 82.
Risulta : (S2 E9 H2q (~ ~ f ~) ; si è provato che i2q: (82, f R)--~

Z·1

ha immagine diversa da zero. Quindi esiste una

82 tale che un elemento diverso da zero di Ker 

È noto che fl 1 (S~ ) è un insieme analitico. Per le ipotesi fatte

(S2i) = 2q, ed esiste una componente irriducibile T di dimensione

reale 2q tale che : 
Detto T’ = risulta che T - T’ è biolomorfa.
Consideriamo il diagramma commutativo :

ove j, j’ sono indotte dall’identità, da f1.
Essendo fi i T - T’ un omeomorfismo, ( fl o j’)2q è un isomorfismo.
Sia .a la classe fondamentale di T, fJ quella di 8~1. Si è provato che

i2q (~) ~ (o~, i2q E Ker ( f2)2q; per la commutatività del diagramma e per
quanto sopra stabilito risulta : ( f,)2q (i2’q (10») = i2q (r~) ; quindi i2q (j’ 2q (a)) E
E Ker (!~)2q. Ma i’2q ( j2q (o)) E Ker o fl)2q , 2 e ciò prova la tesi.

Conseguenza dei lemmi 4 e 5 è il seguente

..... f! f2 ,

COROLLARIO. Siano date 16 modificazioni V2 -f2 V q fra spazi com-
plessi compatti, se esiste urc intorno chiuso U. di , contrattile 8U S2’ tale
che H2q (8 R) = (o), ove 2q = dimn 82 ~ dimn 81, allora risulta :
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OSSERVAZIONE. Le ipotesi del corollario precedente sono di certo veri-
ficate se gli insiemi = 2, 3 sono punti regolari di Vi (vedi corollario
del teorema 3).

LEMMA 6. Sia f : V --~ W Una modificaxione propria avente S = f -1 (A)
come insieme di punti singolari. Sia T l’insieme dei punti non regolari di
V e si abbia dimn T ~,- q - 2 = dimR S - 2.

Se f i V- T é propria e f ( Y - T) è una varietà, posto ( P, R)-+
(W, R), risulta Ker fq ~ (o).

PROVA. Poniamo S’ = T, V’ = V - T, W’ = f ( V’), A’ = f (S’) e

[ V’. Essendo V~ W’ varietà orientabili, ?verifica la proprietà 7) della
proposizione 1 e - per l’osservazione del § 1 -- alle ipotesi della propo-
sizione 2. Risulta pertanto dalla seconda parte di detta proposizione che

(o).
Si dimostra usando il diagramma commutativo della proposizione 1,

per K = R, che le immersioni i : V’ --&#x3E; V, j : W’ -&#x3E; W inducono degli iso-
morfismi iq : Hi ( V’, R) --&#x3E; Hq (V, R), jq : Hq ( W’, R) - Hq ( W, R). Conside-.

riamo la successione di applicazioni :

essendo degli isomorfiami risulta ger,
prova la tesi.

Riassumiamo i risultati precedenti col

TFORFMA 7. Sia data una successione di spazi complessi compatti 
e di modificazioni fi : Vi - Vi+1 aventi Si = (Åi+1) come insiemi di punti
singolari. Supponiamo che dimb H29 (Vo , l~)  r e che per gli indici 0 S i1 
 i2 ... i,. sia verificata una delle seguenti ipotesi : . 

,

a) dimn Si, = 2q per j = 1 ... r ed esiste un intorno chiuso Uij di Sii
contrattile su Si, e tale che H2q (a Uij .R) = (o).

b) detto TiJ’ j = 1 ... r l’insieme dei punti non regolari di Vij si ha :

dimR T~~  2q = dimn Si, ed inoltre fij propria ed ha come immagine
?,cna varietà,,

allora, per almeno un indice positivo í- i,. risulta dimn Si &#x3E; 2q.
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PROVA. Gli Sij sono insiemi analitici complessi di dimensione reale 2q
quindi (Sij, R) ~ (o).

Sia soddisfatta la condizione a) (rispettivamente b), allora, per il lemma
4 (rispettivamente 6), risulta Ker =~= (0) per j = 1... r. Se fosse dimn ~’~ S 2q
per ogni 0  1  2r si potrebbe applicare il lemma 5 ad ogni coppia di

r r r

modificazioni e risulterebbe :

e quindi e questo è contro l’ipotesi. ,
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