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COPPIE DI CONTATTO IN RELATIVITA

PARTE 1

EQUAZIONI FONDAMENTALI DELLA RELATIVITA
RISTRETTA E DELLA RELATIVITA GENERALE
IN PRESENZA DI COPPIE DI CONTATTO (*)

ALDO BRESSAN

N. 1. — Introduzione.

Nell’ambito della Fisica classica le equazioni fondamentali dei sistemi
continui capaci di esplicare coppie di contatto sono ben note (!). Inoltre,
recentemente G. Grioli ha posto le basi di una rigorosa teoria dei corpi
elastici capaci di coppie di contatto, basandosi sulla termodinamica e con-
siderando deformazioni finite — cfr. [18] —. Tale argomento, in cui & es-
senziale 1’uso del punto di vista lagrangiano, e ulteriormente stato oggetto
di varie pubblicazioni — efr. [1], [2], [3], [13], ..., [16], [19], [23], [35] e [36].

D’altro canto, in Relativitd ristretta ci si & occupati di termodinamica
(con Einstein e Plank) gia due anni dopo la presentazione originale della
Relativita ristretta stessa, e di elasticitd (con Herglotz) sin dal 1911 (%)

Pervenuto alla Redazione il 13 Luglio 1965.

(*) Lavoro eseguito nel’ambito dell’attivita del gruppo di ricerca N. 29 del Comitato
per la Matematica del C.N.R. per anno acc. 1964-65.

I principali risultati ottenuti nel presente lavoro sono stati brevemente esposti nella
mia conferenza per il 5th meeting della Society for Natural Philosophy (Bressanone, gingno
1965).

(1) Vedi per esempio nell’enciclopedia [37] le due equazioni del moto (205.2) e (205,10)
di Cauchy e Vequazione (differenziale) (241.4) del bilancio energetico (o I° principio della
termodinamica in forma generale). Ci si ® occupati di coppie di contatto fin dal 1873. Per
maggiori dettagli vedi le note 1 e 2 a p. 538 in [37].

(®) Nel capitolo « Mechanics of Elastic Continua » in [22] si considerano in Relativitd
ristretta, tra 'altro, le trasformazioni di grandezze quali gli sforzi elastici, nel passaggio
fra due osservatori inerziali. Ivi si rimanda a [20] riguardo ad analoghe trasformazioni del
legame fra sforzi e deformazioni.
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In Relativitd generale, gia nel 1930 si hanno, con Tolman e Ehrenfest,
interessanti risultati sull’equilibrio termodinamico (3); inoltre, attraverso vari
sviluppi, basandosi sul tensore termodinamico @.; di C. Eckart introdotto
nel 1940 riferendosi a fluidi in Relativita ristretta, & stata effettivamente
costruita una termodinamica in Relativitd generale capace di trattare la
conduzione del calore nei fluidi (%) e in materiali di tipo molto pil generale.

Si & cominciato a trattare i materiali elastici in Relativitd generale
golo recentemente, e tale fatto pare connesso a difficolta nella rappresenta-
zione del legame sforzo deformazione. Tuttavia queste sono ormai superate
— cfr. [33], [30] — anche riguardo alle deformazioni finite — cfr. [4] —
cosicche riferendosi a tali deformazioni, in [5], [6], [7], [8] si & potuta co-
struire nel quadro della Relativita generale una teoria a base termodinamica
dei materiali non capaci di coppie di contatto prendendo in esame pure
fenonemi ereditari (°). Tra l’altro, tramite 1’uso di una forma completamente

(3 Tra Yaltro, basandosi sulle leggi di Stefan e Boltzmann concernenti la pressione e
la densitd di energia della radiazione elettromagnetica in equilibrio entro una cavitd pra-
ticata in un corpo nero, tali Autori mostrano che nel caso di un fluido in equilibrio ter-
modinamico e in quiete in un riferimento x* che renda la metrica 9ap dz® duef (950 < 0)
statica, ® costante non la temperatura assoluta propria 7 ma la temperatura tascabile T V:;;;
— cfr. [34] p. 318; vedi pure [34] p. 128 —.

(*) Rigunardo al problema del fluido termodinamico — ossia capace di conduzione
termica — in Relativitd generale, dopo qualche caso particolare — efr. [38] — si & con-
siderato il problema generale in vari lavori. In un gruppo di questi — eofr. [26],..., [29] —

accanto al suaccennato tensore @,, si € usato un certo principio di continuitd del calore.
Tale uso d perd discutibile — cfr. [5] note (5), (22) pp. 2, 13,14 ; vedi pure I’ultima sezione
di [6] N 1 — . Inoltre dai lavori [5],..., [8] risulta che i procedimenti usati da C. Eckart
in [10] possono trasportarsi in modo opportuno alla Relativitd generale (senza bisogno di
ricorrere a ulteriori principi) riferendosi a fluidi — ecfr. [7] — a materiali elastici — cfr.
[6] — e anche a materiali pi generali — ecfr. [8] — .,

Si aggiunga che l'uso di un tensore termodinamico, da un punto di vista di principio,
® necessario (nonostante sporadicamente si sia ritenuto di poterne fare a meno), per non
implicare contraddizioni col principio relativistico di equivalenza tra massa ed energia
(ben assodato sperimentalmente).

Ritenendo quindi i procedimenti un discorso soddisfacenti almeno nelle linee generali
— cfr. nota (11) — e non conoscendone di migliori, mi sono conformato ad essi anche nel
presente lavoro.

(5) In [32] (1959) J. L. Synge, rilevate le difficoltd connesse con la relazione relativi-
stica strain-stress, compie una parziale estensione della legge di Hooke alla Relativita ge-
nerale imponendo un legame lineare tra i derivati assoluti dello strain e dello stress. Anche
se con una tale teoria non si possono trattare problemi di equilibrio, tuttavia I’ Autore riesce
a basarvi un calcolo della velocita di propagazione delle onde sonore.

Rayner in [30] (1963) scrive in Relativitd generale la legge lineare di Hooke nell’am-
bito puramente meccanico (adiabatico), usando coordinate proprie (solidali alla materia) e
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lagrangiana delle equazioni dinamiche e termodinamiche, tale teoria relati-
vistica permette un diretto trasporto alla Relativitda generale dei risultati
ottenuti in Fisica classica riguardo alle equazioni costitutive (in forma
completamente lagrangiana) riguardanti un qualunque materiale di primo o
second’ordine (°) e non polare, cioé non capace di coppie di contatto.

In base alle considerate situazioni della ricerca scientifica in Tisica
classica e in Relativita mi sembra giunto il momento di costruire teorie
relativistiche capaci di trattare le coppie di contatto. Mi propongo appunto
di ragginngere tale scopo mediante il presente lavoro, che divido in due
parti. Mettendomi nell’ambito della Relativita ristretta o di quella generale,
nella prima parte mi occupo sostanzialmente delle equazioni fondamentali ()
e nella seconda principalmente di elasticita relativistica a base termodina-
mica. La considerata divisione in due parti ¢ spontanea in quanto solo la
seconda parte richiede 1’uso del punto di vista lagrangiano (8).

Volendo trattare le coppie di contatto in Relativita ristretta (conside-
rando i fenomeni meccanici, elettromagnetici e termodinamici) la prima

N

questione che considero, & di vedere se & possibile relativizzare la 2* equa-
zione di Cauchy (equazione puntuale dei momenti) e determinare il tensore
energetico totale ©,; in modo che Vannullarsi della divergenza di questo

basandosi sulla derivata del Lie.

Una pitt generale teoria dell’elasticita in Relativitd generale & costruita in [4], [5]
fissando Dattenzione su elementi assoluti e ponendosi a tale scopo da un punto di vista
lagrangiano (pil precisamente in [4] si usano delle coordinate materiali yZ alle quali, solo
per comodita di calcolo, si associa una metrica da ritenersi indipendente dalle contingenze
dei fatti, al pari delle yL); inoltre ci si giova del calcolo dei doppi tensori e della deriva-
zione lagrangiana trasversa, appositamente introdotta in [4].

Riguardo ai fenomeni ereditari, in [11] (1932) B. Finzi sostituisce le equazioni gravi-
tazionali di Einstein con equazioni di tipo ereditario riferendosi al caso X, , = 0 di materia
disgregata — cfr. [8] nota (6) — ; in [8] (1963) si mostra, tra I’altro, che sulla base di idee
fondamentali (differenti da quelle inerenti [11] e) poste in parte in [24], [25], [4] e [5], si
pud considerare un generale legame sforzi deformazioni di tipo ereditario restando nel quadro
delle equazioni originali di Einstein.

(8) Dico di n-mo ordine un materiale in cui lo stress ® una funzione del gradiente di posi-
zione e dei suoi primi m — 1 derivati (tensoriali). Un materiale di primo ordine dicesi sem-
plice. Tale ® il pitt generale materiale elastico in senso comune.

(") Intendo le due equazioni di Cauchy e quella del bilancio energetico.

(®) In particolare, nella seconda parte di questo lavoro occorre qualche nuovo risultato
di cinematica relativistica dei sistemi continui oltre a quelli stabiliti in [4].

5. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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equivalga con ottima approssimazione alla I* equazione di Cauchy (°) e al-
l’equazione del bilancio energetico (1°). Dimostro che a tale questione si puo
dare risposta affermativa [N. 11].

La cercata determinazione di ©W,; presenta alcune difficoltd rigunardo
all’equazione del bilancio energetico. Per queste difficolta si ha una certa
ambiguita nella detta determinazione, la quale poi & accresciuta da un’altra
ambiguita che si presenta nella relativizzazione della 2* equazione di Cau-
chy [N. 10].

mna
Tuttavia ¢ spontaneo attribuire ad ©¥,; una certa forma u,; la quale

& non (necessariamente) simmetrica (tale & anche la sua parte spaziale, e
su scala macroscopica).

N

Anche se, a mio avviso, non & possibile fare una discriminazione fra i
mna
tensori della suddetta forma wu,; mediante soli criteri di semplicitd (o di

regolaritd), si puo tuttavia dimostrare [N. 13] che esistono un solo u,; di
tali tensori e una sola delle suaccennate possibili forme relativistiche della
2* equazione di Cauchy, per cui in Relativita ristretta valgano certi inte-
grali primi rappresentanti la conservazione del momento (spaziale) della
quantita di moto del generico sistema chiuso X,.

I suaccennati integrali primi hanno una forma che, mi sembra, si im-
pone anche se essi non possono essere costruiti a partire da </, come nel
caso di assenza di coppie di contatto. Cio & impossibile in quanto, da un
lato, se quegli integrali fossero cosl costruiti, la simmetria di </,; sarebbe
condizione essenziale per la loro deducibilita — efr. [22] p. 169 — ; d’altro
lato la parte spaziale di “U/,; non pud esser sempre simmetrica, e per
quantita che non si possono ritenere piccole [N. 10].

La teoria in discorso costruita in Relativita ristretta mi sembra sod-
disfacente, tra l’altro, in quanto ad essa possono trasportarsi per esempio
gli usuali teoremi sul baricentro e sul risultante e sul momento risultante
delle quantitd di moto di X, [NN. 12, 14]. Riguardo a tale argomento mi

() Alla 1% equazione di Cauchy corrisponde la sola parte spaziale dell’equazione
Uaﬂ /6= 0. Cid> mi ha indotto a relativizzare la 2& equazione di Cauchy mediante un’equa-
zione puramente spaziale.

(1% In Fisica classica, mediante la 22 equazione di Cauchy si elimina la parte emi-
simmetrica degli sforzi dalle altre due equazioni considerate cosicche ci si pud limitare ad
usare appunto la 22 equazione di Cauchy e quella del bilancio energetico modificate me-
diante la suaccennata eliminazione. Anzi, in conformitd di una nota arbitrarietd riguardante
gli sforzi meccanici ed elettromagnetici, si possono considerare tali sforzi simmetrici. Nel
presente lavoro considero sia questo punto di vista, sia quello basato su sforzi eventual-
mente non simmetrici e anche sull’esplicita considerazione della 2* equazione di Cauchy.
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sembra interessante mostrare un certo teorema sulle coppie di contatto di
carattere globale e qualitativamente nuovo rispetto alla Fisica classica [N. 15].

Nel trasporto della suaccennata teoria (basata sul tensore u,z) alla Re-
lativita generale I'unica difficolta & costituita dalla suddetta non simmetria
di uep. Si pud perdo determinare un tensore U,z (che non & la parte) sim-
metrica di u.p) la cui divergenza coincida con quella di %, anche in Rela-
tivita generale [N. 16]. Il allora spontaneo introdurre un certo tensore ener-
getico totale U,; in modo che dalle equazioni gravitazionali si possano de-
durre ammissibili forme relativistiche dell’equazione del bilancio energetico
e di entrambe le equazioni di Cauchy [N. 17].

Nei lavori relativistici sopra considerati e nel presente ci si propone
di inquadrare nella Relativita ristretta o generale i fondamenti di teorie
classiche via via pit generali. I requisiti essenziali di coerenza logica e di
accordo con l’esperienza implicano che le equazioni (locali) delle teorie rela-
tivistiche in considerazione, quando siano espresse in certi sistemi di coor-
dinate (localmente privilegiati) differiscano per termini piccolissimi dalle
corrispondenti equazioni classiche.

Se & possibile soddisfare ai detti requisiti, cio puo farsi in piu modi.
Si usano allora criteri di semplicita, o eventualmente altri criteri ragione-
voli, in modo che le equazioni fondamentali delle teorie relativistiche in
costruzione risultino determinate univocamente, e verosimilmente costitui-
scano un progresso effettivo rispetto a quelle classiche.

Va osservato che mnel graduale sviluppo naturale della scienza puo
bene accadere che in un primo tempo si pongano le basi di una teoria re-
lativistica in un certo modo, eventualmente compiendo un passo notevole,
e che solo in un secondo tempo ad esse si apporti qualche raffinamento
(di solito piccolo e a scapito della relativa semplicitd) per tener conto anche
di qualche particolare fenomeno (eventualmente noto anche nel primo tempo).
A mio avviso, tali considerazioni valgono, per esempio, riguardo all’intro-
duzione dell’importante tensore termodinamico Q. di K. Eckart (11).

(41) Nel libro [34] (1949) si trattano vari argomenti di termodinamica relativistica
(statici o no come I’espansione irreversibile di gas senza conduzione termica) e tra l’altro si
tratta la costanza della «temperatura tascabile» accennata in nota (8). In [34] p. 330 si
auspica, tra altro, sostanzialmente una opportuna espressione del tensore termodinamico.
Quello Quﬁ introdotto da C. Eckart in Relativita ristretta nel 1940, considerato nella sua
forma esplicita originale o in quelle in cui esso & stato usato nei lavori di relativita gene-
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Concludendo, siccome a quanto mi consta la Relativita generale o ri-
stretta non era ancora stata estesa al caso delle coppie di contatto, mi &
sembrato interessante compiere una tale estensione in modo che, soddisfa-
cendo i suddetti requisiti essenziali, questa possa eventualmente servire
come base di ulteriori raffinamenti (1?).

rale di mia conoscenza — per es. [4],...,[8],[26],...,[29] —, non rende conto della snaccen-
nata costanza della temperatura tascabile rilevata nel 1934 riferendosi ad una metrica statica in
Relativita generale. Nelle forme suaccennate il tensore @ , non rende conto nemmeno dei
riflessi del considerato risultato del’34 entro la teoria della Relativitd ristretta, riflessi do-
vuti al principio di equivalenza fra le forze gravitazionali e di trascinamento (entro tale
teoria la costanza in discorso risulta significativa, per esempio, nel caso di un fluido in
equilibrio termodinamico e in quiete rispetto ad un riferimento ad accelerazione intrinseca
costante).

Un’ammissibile forma esplicita del tensore termodinamico Qaﬂ riferita a materiali ge-
nerici e atta a render conto della suaccennata costanza ® stata considerata mnella
conferenza « Termodinamica relativistica » che ho tenuto per il 5T meeting della Society
for Natural Philosophy (Bressanone, gingno 1965).

L’accennato raffinamento della forma esplicita data da C. Eckart al tensore relativistico
Q ap & stato dunque suscitato da risultati relativistici di Tolman e Ehrenfert. A tal propo-
sito val forse la pena di osservare che un tentativo di raffinamento della termodinamica
relativistica, proposto in [5] p. 18, & connesso invece con certe conseguenze della legge
classica di Fourier, poco soddisfacenti da un punto di vista di principio. Esso consiste,
precisamente, in una semplice relativizzazione di una modifica della legge di Fourier dovuta
a C. Cattaneo — cfr. [9] — . Sopra ho parlato di tentativo in quanto riguardo alla suaccen-
nata modifica ’Autore stesso dice trattarsi di «idee ancor grezze e di portata indubbia-
mente limitata ».

(!2) Un raffinamento della teoria svolta nel presente lavoro potrebbe essere il riflesso
di un eventuale raffinamento del principio di indifferenza materiale — cfr. [24], [25], [8] —
per materiali d’ordine =1 — cfr. nota (6) — . Un tale raffinamento potrebbe forse otte-
nersi considerando l’esplicazione delle azioni di contatto (ossia delle forze e coppie di con-
tatto) come fenomeni di propagazione (precisamente come azioni propagantesi con la velo-
citd ¢ della luce nel vuoto).

A mio avviso si pud interpretare il lavoro [21] di Lincoln E. Bragg come rappresentante
le azioni di contatto appunto in forma di fenomeno di propagazione. Probabilmente, in base
alle nostre conoscenze sperimentali vi sono pili modi di effettuare la suddetta rappresenta-
zione. Riferendosi esclusivamente ai materiali del 1° ordine in Relativita ristretta, ’A. prova
che, riguardo ad essi, il suddetto principio vale nella forma in cui era gia stato proposto
in [8]. Per il modo in cui tale dimostrazione & condotta sembra che il detto risultato debba
mantenersi valido anche quando si effettui la suddetta rappresentazione delle azioni di
contatto in qualsiasi altro modo (ragionevole dal punto di vista fisico). In base a cio, il
risultato in considerazione mi sembra certamente interessante.

Mi anguro che si voglia raffinare la teoria (classica o relativistica) dei mate-
riali di ordine > 1 considerando le azioni di contatto come propagantisi e che cid si faccia
giustificando il modo in cni si tien conto di tale propagazione (in quanto il raffinamento
suddetto ne pud dipendere essenzialmente). La giustificazione in discorso, a mio av-
viso, dovrebbe dunque riguardare anche elementi indipendenti dai postulati della Rela-
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Car. I

ESISTENZA DI QUALCHE TENSORE ENERGETICO TOTALE U
CHE PERMETTA DI STABILIRE LE EQUAZIONI FONDAMENTALIL
DELLA RELATIVITA RISTRETTA
IN PRESENZA DI COPPIE DI CONTATTO

N. 2. — Preliminari cinematici in Fisica classica e in Relativita ristretta
0 generale,

Nel presente lavoro ho occasione di pormi talvolta nell’ambito della
Figica classica e tal altre in quelli della Relativita generale o ristretta. Nel
primo caso intendo con c; uno spazio inerziale. Negli ultimi due casi in-
dico con o, il cronotopo (relativistico); inoltre, detto d,; il simbolo di
Kronecker, denoto con ds*® = — g,zda*daf la metrica (!3) di J, riducibile
localmente alla forma ('4)

(1) ds? = — Oqp du* dat (Ors = Ors y Oga = — Opa)-

In Jy) e Iy considero tensori eventualmente orientati (assiali) ma tutti
di peso nullo — ecfr. [37] p. 661 —.

Denoto con la sbarra (7)) la derivazione tensoriale; inoltre uso le
stesse convenzioni che in [37] riguardo alla simmetrizzazione ed antisimme-
trizzazione di tensori, cosicche, per esempio, posso scrivere

2) 2T Uy = T7 Uy, + T% U,, 2TV Uy=T" U, — T%U,.

Sia @ un corpo continuo, dC un suo qualunque elemento (porzione in-
finitesima) e dC il volume proprio (attuale) di questo.

I1 concetto di volume proprio, essenziale in Relativita, & accettabile
anche in Fisica classica in quanto in questa esso equivale al concetto (a

tivita, e in particolare ipotesi sulle modalitd delle interazioni a corto raggio (I’azione subita
da una particella B e proveniente dalla particella 4, a mio avviso, potrebbe ritenersi di-
pendente dalla distanza dei punti eventi E, di emissione ed Ep di ricezione, calcolata
rispetto ad un osservatore inerziale solidale con B in Ep; inoltre tale azione pud dipendere
dallo stato di 4 in B, e questo pud essere influenzato da B e anche da altre particelle).

(13) Intendo una metrica definita fisicamente, per esempio la metrica cronometrica
(relativa al secondo come unitd di tempo) considerata in [33] Chap. III.

(1) Sopprimo la sommatoria secondo la convenzione di Einstein e convengo pure che,
salvo contrario avviso, gli indiei latini varino da 1 a 3 e quelli greci da 0 a 3.
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priori piut restrittivo) di volume assoluto (ossia misurato da un osservatore
comunque mobile rispetto al dC). Nel presente lavoro userd volume proprio
ed altri concetti relativistici anche in Fisica classica perche cid facilita, mi
sembra, certi confronti fra questa e la Relativitd (e inoltre abbrevia l’espo-
sizione).

Sia P* il generico punto materiale di C (!%). Nell’ambito della Relativita
indichero con u* la sua 4-velocitd dx*/ds e talvoltd userd coordinate z* lo-
calmente naturali (!%) e proprie, ossia soddisfacenti le condizioni

(3) Jop=10ip, f{afyy)=0, u'=26;.

Fisso ora uno stato Z* di riferimento per C(!7). In esso lelemento
dC (circostante P¥) abbia il volume proprio d0C* e la massa a riposo k*dC*
(per la proporzionalitd tra masse inerziali e gravitazionali posso supporre
che si tratti di massa gravitazionale). Posto kdC =Fk*dC* k puo dirsi
densitd propria attuale della massa (gravitazionale) a riposo nello stato Z*.

Infine udC sia la massa (gravitazionale) attuale a riposo e kw dC Ve
nergia interna a riposo del dC (con la costante additiva scelta in modo che
risulti w = 0 in =%).

Nell’ambito della Fisica classica si ha

aoc*

1 o — I
(4) k+kvlr__0, np==kK (k—k a0

— k* (D—l)

ove v" & la velocitd di P* La (4), & una conseguenza cinematica della
proporzionalitd inversa di k al volume attuale () rapportato a quello di
riferimento [efr. (4);]. La (4), esprime invece il principio classico di conser-
vazione della massa.

D’altro canto nell’ambito della Relativita (ristretta o generale) si ha

Dk w ac*
@) s T =0, H=k(1+;~z) ( =k*70“=k*@~1)

(45) Sia in Fisica classica che in Relativitd si pud individuare P* dandone le coordi-
nate yL = @L (P*) in un prefisso sistema ¢L di coordinate materiali.

(46) Tolman — vedi [34] p. 180 — chiama (localmente) naturali coordinate che siano
(localmente) pseudo cartesiane — cfr. (3), — e geodetiche — ecfr. (3); —.

(17) Quando si voglia tener conto di fenomeni ereditari nell’ambito della Relativita
generale, conviene scegliere = * in modo che se © si trova ad un dato istante & nello stato
2" (con & si intenda una sezione spaziale di o,) allora, tra Valtro, prima di ¥ C & rimasto
solidale ad un riferimento (sistema di coordinate) che rende la metrica stazionaria (g9, = 0,
bgaﬂ/bxo =0) e inoltre la temperatura propria 7T & rimasta costante (1'==1"%).
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ove ¢ & la velocita della luce nel vuoto. La (4’), & una conseguenza cine-
matica della posizione (4’); — come lequazione classica (4), lo & di (4); —.
La (4’); — corrispondente all’equazione classica (4), di conservazione —
esprime il principio relativistico di equivalenza tra massa ed energia.

N. 3. — Equazioni dinamiche classiche che ¢i si propone di relati-
vizzare.

Nel’ambito della Fisica classica sia X,; il tensore (non necessariamente
simmetrico) degli sforzi in P* e m,y quello dei momenti di contatto. Ciod
significa che, per ogni superficie orientata do; per P¥*, X} do, rappresenta il
risultante e m_!do; il (duale del) momento risultante (‘%) delle forze moleco-
lari — ossia delle forze e coppie di contatto — attraverso do;(19).

Sia &' il vettore di conduzione termica e q dC dt Ienergia assorbita dal-
Velemento dC nel tempuscolo (proprio) dt per effetto Joule ed eventualmente
per lavoro (microscopico) fatto dal campo elettromagnetico a causa di va-
riazione dello stato di polarizzazione.

Indico col punto (iv) la derivata molecolare e pongo

(5) Qrs == Vprje) ) Wrs = Vppja]y Gy = V.

Allora le equazioni (dei sistemi continui) di Cauchy e quella del bilancio
energetico (o 19 principio della termodinamica) si serivono (*°)

1
s ka/r =fr - er/s, er "l" X[rs] == 'mrsl/ )

(6)
. _ . a
( kw4 X dyg — m"™ 0, = kg — I (w = % + w, v’) .
Risultera utile pure ricordare che per (6), la (6), diviene
(6’) ka, =ﬁ - X(rs)/s - m"l/ls ove fr =fr —l— Mrsls;

(18) Detto M, il momento delle forze in considerazione e e, il tensore di Ricei in cS(i),
oM, =g, m do;.

(19) Per forze molecolari attraverso a do, intendo precisamente le forze esplicate dagli
elementi materiali aderenti alla faceia negativa di do; su quelli aderenti alla faccia positiva.

(*%) Vedi per es. [37] (205.2), (205.10) e (241.4) ove si usano le opposte delle grandezze
X", m™ o I considerate mel presente lavoro. M, dC & il duale del momento intrinseco
(rispetto a P*) della sollecitazione a distanza sul dC.
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1 iche ¢ sl . 1 sl —_ rsl sl
inoltre, powhe. € M= — mi e m"* [t Vs = (m vr/s)/l m o, , per 5)1, 2
e (6), la (6); diviene

(6”) kw + X7 vy = (v ™ — B+ kg ove kq=1Fk q— M Vps »

Due punti di vista estremi si presentano ora spontaneamente. Dal
primo, basato sulle tre equazioni (6);,2 € (6”’), si ammettono asimmetrie
negli sforzi; dal secondo punto di vista, basato sulle due equazioni (6); e
(6”), si considerano invece gli sforzi simmetrici.

Sia ora dy) uno spazio che, all’istante considerato, rispetto a o trasli
con la stessa velocitd di P* e abbia in P* accelerazione eguale a quella
di gravita. Gli analoghi per Jy delle equazioni (6), (6”) e (6”/) si ottengono
da queste ultime togliendovi i contributi dovuti alla gravitd. Le equazioni
classiche (6), (6”) e (6”/) cosi semplificate (ossia riferite a ) devono risul-
tare pochissimo differenti dai rispettivi analoghi relativistici seritti in coor-
dinate localmente naturali e proprie [cfr. (3) e nota (16)] in quanto in Re-
lativitd ristretta la gravitazione viene trascurata, e in Relativita generale
8i tien conto di essa mediante la curvatura del cronotopo.

Inoltre gli analoghi relativistici di (6), (6”) e (6”/) devono essere equa-
zioni che contengono ¢ come parametro e che — eventualmente in seguito
a moltiplicazione per opportune potenze di ¢ — tendono rispettivamente
alle (6), (6”) e (6’’) riferite ad ), quando ¢ tenda a zero.

In questo lavoro mi propongo di mostrare che sia in Relativita ristretta
che in Relativita generale i suddetti analoghi possono scegliersi in modo
che, tra Daltro, nell’ambito della Relativita ristretta valgano gli integrali
primi di conservazione del risultante e del momento risultante delle quantita
di moto dell’universo.

N. 4. — Alcuni preliminari geometrici e cinematici in Relativita.

Sia e4p,s il tensore assiale e completamente emisimmetrico di Ricei, per
cui

1
(7 V———; Eores = — [—g ¥ =1 (9 = det || gag |-

Se per esempio T.*" u, = 0, dico che Vindice o del tensore T ¢ spa-
ziale. Dico che il tensore T é spaziale se sono spaziali tutti i suoi indici.

Si puo introdurre il proiettore spaziale '5“/3 e il derivato trasverso
T’/; mediante le

(8) Z"ﬂ = gaﬂ + u* uﬂ, T a=1T"; 9%,
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Gli analoghi relativistici delle definizioni (5) sono

dx*
(9) Ua/f = Aaﬁ + Qaﬂ, Aa/,' = Aﬂu y .Qa/q = — 'Qﬂa (ua == ds) ’
d?xe  Due
@ —— 2 g — =2 __ — -_—
(10) As=c2a*=¢ dtz_l)s_u/ﬁuﬂ
(wruy = —1 onde u*A,=0=u®uyy).

I tensori 5“/” y A%, dup © Q.4 risultano tutti spaziali.
Per ogni tensore doppio T, ¢ determinata la decomposizione naturale

(11) Top = Top + Ta g + T ug - u, Tj'
con T, u*=uf Ty' = u* iﬂ = i,,g uf = 0.

Dird che i tensori Top, T g+ g Ts' e Tu,ug sono rispettivamente i
componenti spaziali, misto e temporale di T,z. Convengo di usare riguardo
a qualsiasi tensore doppio notazioni analoghe alle (11) e alla

(11" wp = Tq ug 4+ us Tg' .

Risulteranno utili le seguenti proprieta delle divergenze, valide anche
in un cronotopo effettivamente Riemanniano :

(12) TPg=1"%—T"4, per  TPuy=0,

(13) "g’z‘ze Tu-l}ﬁ/ﬂ — ..‘aﬂ/ﬂ — Ul T..‘gﬁ per T...aﬁ g = 0.

N. 5. — Preliminari dinamici ed elettromagnetici in Relativita.

Passando dalla Fisica classica alla Relativita (ristretta o generale) i
tensori X,; e m.q introdotti al N. 3 divengono tensori spaziali(®!); si ha
precisamente

(14)  Xpuf=0=u*Xop, Mup = — Mgay, U Magy = 0 = Mgp, u.

(31) B opportuno pensarli misurati in un riferimento x* localmente naturale e proprio

[cfr. (3)].
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Si tiene conto del campo elettromagnetico mediante un tensore doppio
E,; non necessariamente simmetrico e, posto

OY9 =cu, B, Ca=—"9L By, Muy= Bpp,

(15)
TO9=1© — gu° Ma,g/ﬂ, Co=Co + 9 Meﬁ/ﬁ’

si interpreta, per esempio, II(® dC come potenza spesa dal campo sull’ele-
mento dC, e &, dC e M,; dC come risultante e duale del momento risultante
(intrinseco) della sollecitazione esplicata dal campo sul dC. Brevemente si
pud dire che le quantita I1® , &,, Mz, I1® e €, sono, come apparird chiara-
mente al N. 8, gli analoghi relativistici rispettivamente delle quantita kq,
fry My, kq e f, figuranti nelle equazioni classiche (6), (6”) e (6’”) riferite
ad Jy) (cosicche le forze a distanza si identificano con quelle elettromagne-
tiche).
Stante la convenzione (11’), per (15);, 5,5 le (15)s,5 divengono

(16) M9 = ou® (B + Beh)?,  Co= — 3.2 Bip -+ Biyp)-

Di solito si suppone E, = H,', ossia E,5 = 0, oppure si fanno ipotesi
che hanno lo stesso ufficio che questa ha quando, come nella presente trat-
tazione, si assume che il tensore D,g caratterizzante la materia abbia com-
ponente misto simmetrico — cfr. N. 8 nota (26) — . Tengo esplicitamente
conto anche del termine in F,p specialmente per poter mostrare [N. 13]
che anche in Relativitd ristretta lipotesi E, = E,' & opportuna pure nel
caso generale qui considerato (m*f”=£0) e sostanzialmente per gli stessi
motivi che nel caso mfr = 0.

Spesso si identifica H,s col tensore ',z di Minkowski, Considerati i
tensori

(17) 2B,.p='Bugus+ 2 Blup + By, 3Bop=1Huguy + LBl + 1H,g

a componente misto simmetrico, si pud chiamare ?H,; — 0 2H(; — tensore

di Abraham — cfr. [22] p. 205 — . Talvolta cosl & stato chiamato il tensore
3—E(aﬁ)7 ossia 1E(aﬂ) (2'?').

(**) Sostanzialmente si pone appunto E,;=1E,,, per esempio in [12] p. 425. Seguendo
[12] ho posto E = 1E(aﬂ) =3E(aﬂ) in [5],..., [8]. Sostituendo tale posizione con la E ,=
=2E o in armonia con [22] p. 205, nessuna conclusione esplicitamente tratta in [5], ..., [8]
risulta modificata, anche se la teoria ottenuta mediante la detta sostituzione non pud rite-
nersi del tutto equivalente a quella originale.
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Un’altra determinazione *E,; si suole assumere per E,; quando si scri-
vono le equazioni di Maxwell mettendo in evidenza cariche e correnti
di polarizzazione. E,z si costruisce anche nella materia mediante il campo
elettrico E, e Vinduzione magnetica B, come sostanzialmente ogni autore
costruisce K,z nel vuoto mediante F, e il campo magnetico H, — ecfr. [37]
(287.2), (287.3) —.

Teorie costruite mediante diverse determinazioni di E,; possono non
essere affatto in contrasto riguardo alla previsione di fenomeni fisici — efr.
N. 8 nota 26 — e in pratica le questioni che tali teorie hanno suscitato -
possono almeno in parte ritenersi formali — cfr. per es. [17] —.

N. 6. — Sulla relativizzazione della 2* equazione di Cauchy in presenza
di coppie di contatto.

Mostro qualche ambiguita nell’equazione di cui nel titolo, cogliendo
pure l'occasione per stabilire qualche utile formula preliminare.

Stanti (15); e le convenzioni (2), (8), e (11), mi sembra spontanea cia-
scuna delle due seguenti relativizzazioni dell’equazione dei momenti (6), .

N o~ -
(18) Xag T Bl = Yu 950 ™y s Xiagy + Bpapy = 940 9p™ 5 -

La differenza fra queste & piccolissima (dell’ordine di ¢—2) giacché per
(12) e per il carattere spaziale di m*f* — cfr. (14); 4 — @

—_— mBY . — mo — g* oy — MO0 ).
(19) ,maﬁrly m ﬂrh’ = mobr Ar , ﬂa (me r/y m 7/7)

Nel seguito ammetterd che una delle eguaglianze (18) debba valere co-
me legge fisica.

Poiche interesseranno i divari tra Mgy, € M, da un lato e i secondi
membri di (18), e rispettivamente (18), dall’altro, ricordo che, stante (8),, &
g~v°“e/y =wu®_u_ -} u*ue_; allora per (10) e per il carattere spaziale di m*fr [cfr.

v e Ir
(14)], si ha

(20)  mefr = (g, 97, mee) =g, 9P meor - utu, mehr 4 wfu,  mer,
Stanti (8),, (9) e (14); , pongo

(21) M=, mebr=u, 5 mefr onde 16 u,= 0,

8

cosicché in base a (19), (20) e (14)3,4,5, i suddetti divari sono determinati da

(22) mefr, — ge, 98 me = mPr s — g%, gf meor s = ux 4F — jo ub.
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Dunque essi coincidono con un tensore misto [N. 4] piccolissimo —
dell’ordine di ¢—2 — e si annullano dove il moto & localmente rigido.

Tra D’altro per discutere talune difficoltd connesse con le equazioni re-
lativistiche di conservazione, conviene dedurre (**) da (21); le formule (**)

(23) (u, lﬁ)/ﬂ = U, B4 lﬂlﬂ y (4, uﬂ)/ﬂ = la/ﬁ wf 44, uﬂ/ﬂ
le cui parti temporali per (10) e (12) sono
(24) —ut (u, M), =28 =2y AP A, —us(A uf) =" A .

Per (21) ¢ & dell’ordine di ¢—! quindi, per (9) e (10), i termini spaziali
nelle (23) sono dell’ordine di ¢—2 e i termini in A, nelle (24) dell’ordine di ¢—3.

N. 7. — Sulla potenza ITt delle coppie di contatto in Relativita.

Tra Daltro ancora con lo scopo di stabilire utili formule preliminari,
mostro un’ambiguitd del tipo di quella rilevata al numero precedente, ri-
guardo alla scelta dell’analogo relativistico ITt) dell’espressione classi-
ca — m™ w,; [efr. (6);] per la potenza delle coppie di contatto.

Precisamente, in primo luogo si pud identificare la potenza II(™ (per

unitd di volume proprio) delle coppie di contatto con II{™ ove, stanti (9) e
(14)3, 4,59 si intenda

(25b) I]l(m) = — ClUgp, m = —¢ Qap)y m*r.

Infatti in un riferimento x* localmente naturale e proprio [efr. (3)] ri-
sulta IT™ = — ¢Qupr m™ cosicche per (5), e (9) II{™ si identifica col ter-
mine in m™ figurante nell’equazione classica (6);.

Va osservato che, essendo per (12) Uprp — oy = U, Ap si ha
(26) Yol — Yatpy = Yapy A T Ug Ay -

Allora per (14), &

(27) II{™ = — cugp m™ = II™ — cuy, Agm™ .

(*3) Le (23) e (24) si deducono come le formule analoghe per i due termini del tensore
termodinamico (29) di K. Eckart — cfr. [26] o [5] —.

(**) Per I'equazione di continuita (4'), la (28), equivale alla (v, uﬂ)/ﬂ =%k D F%! » )| DS.
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Dunque la differenza II,™ — II™ & dellordine di ¢~* cosicché¢ non si
pud escludere che, in secondo luogo, convenga assumere I1™ = IT™ , tanto
pitt che (27), appare pilt semplice di (25), .

A questo punto non sembra affatto da escludere neppure che, trattando
le equazioni costitutive di materiali capaci di coppie di contatto, I’uso degli
elementi lagrangiani necessari a una tale trattazione possano consigliare una
terza scelta per IT™ sempre molto prossima a II\™ . Una tale scelta sard
appunto fatta nella Parte I1 di questo lavoro trattando elasticitd asimme-
trica (con coppie di contatto) in Relativita ristretta o generale.

N. 8. — Richiami concernenti le equazioni relativistiche fondamentali
equivalenti alle due equazioni di Cauchy e a quella del bilancio
energetico.

In assenza di coppie di contatto ma in presenza di materia anche non
disgregata (X,;=£0) e di fenomeni termici ed elettromagnetici, in Relativita
ristretta o generale si usa (*°) come tensore energetico totale .z il tensore (*6)

(28)  Ty=oueust+ X+ Qut+ By [o=0*p=N(e+ )]

() Vari autori assumono sostanzialmente fllaﬂ= Taﬂ [efr. (28)] in casi pitt o meno
generali : C. Eckart in [10] nel caso dei fluidi in Relativitd ristretta, Pham Mau Quan in
[26],..., [29] mnel caso di fluidi in Relativlith generale, e A. Bressan in [5],..., [8]
nel caso ganerale di materiali del 1° ordine — ecfr. nota (6) — mnon polari e
in particolare elastici, Riguardo al tensore Qaﬂ figurante in (28) vedi la nota (4) e, riguardo
a questioni connesse con la temperatura tascabile, anche le note (3) e (11).

(%) 11 tensore termodinamico ., & simmetrico e misto [n. 4]; inoltre, oltre a Eaﬂ,
esso & l'unico termine di T,, [efr. (28)] che abbia un componente misto non = 0. Quindi
& possibile mutare il tensore Eaﬂ in Eaﬁ + AEa/i lasciando inalterato il tensore energetico
totale -Ta/s' (ATaﬂ= 0) purche detto mutamento lasci invariata la parte mista Ezl.'ﬁl di Eaﬁ'
Basta modificare corrispondentemente g(ew) e Xuﬂ secondo le formule

a) AX = — Aﬁ;ﬁ, Ao =k dw= — AE [efr. (11) e (28)2,3]

Cid @ in accordo per esempio con Vaffermazione dell’equivalenza di certe definizioni diffe-
renti di E , a patto di usarle in corrispondenza a opportune forme di certe controparti
meccaniche — ecfr. [37] p. 691 — .

Nel caso che le suaccennate determinazioni di Eaﬂ differiscano anche per la parte
mista E:l;séo gli effetti di tale variazione sulla divergenza Eap/ﬂ sono, nei casi effettiva-
mente considerati da qualche autore, dello stesso ordine di grandezza che in corrispondenza
al passaggio fra i tensori di Minkowski e di Abraham, e in questo passaggio i suddetti
effetti sono ritenuti piccoli — cfr. [22] p. 205 — .
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ove si ritiene H{,s = 0 [cfr. (11’)] e inoltre, detto cq, il vettore di corrente
termica — analogo al vettore classico h;figurante in (6); — , si intende con C.
Eckart :

(29) Qup =Ua Qg+ utp= Qp  (qau* = 0).

Allora, stanti le convenzioni (2) e (11), a meno di termini in ¢—2 le
equazioni classiche (6) — o pill precisamente le (6);,2 e (6”) — equivalgono
alle
(30) Ulp=0, Uup=0  (Biapy=0)
considerate in coordinate localmente naturali e proprie [cfr. (3)]. Cid accade
— anche quando, come ora, si intenda prescindere da (30), — in quanto,
in primo luogo, nelle suddette coordinate il vettore spaziale — Trﬂ’ﬁ rappre-

senta, a meno di termini in ¢—2, il risultante della forza specifica d’inerzia
— ua, e delle forze specifiche — X,,° e &, [efr. (15),] dovute agli sforzi mee-
canici e rispettivamente elettromagnetici. Inoltre, scrivendo l’equazione
classica (6), riferita allo spazio Sy [N 3], tale risultante si indica con
fr— pa, — + s+ (37) Allora la (6), approssima la parte spaziale della (30),
per WUup= Top & meno di termini in ¢—2.

Per (11), (14);,5, (28), (29) e (30), il tensore ¥, (= T,p) & simmetrico,
inoltre W[ap = Eag [cfr. (117)]. Quindi la (30), equivale alla

(30’) (Cl[(aﬁ) + E[;:g])/ﬁ = 0, onde gae (Cl((eﬁ) —|—- E{Q’ﬂ]) =0e C’M:a (%(ap) + E[Z/;]) = 0.

E’ noto che, a meno di termini dell’ordine di ¢—2, T(Tﬂ)/ﬂ ¢ il risultante
della forza specifica — ua, e delle — X(,.s)/8 e &, [cfr. (16),] dovute alla parte
simmetrica degli sforzi meccanici e rispettivamente alle forze e alle coppie
elettromagnetiche (*8), Inoltre, per m™ = 0, nell’equazione classica (6’) riferita
allo spazio ) [N 3] Pultima delle forze suddette & espressa da f,. Allora &
immediato riconoscere che la (6”), considerata nel modo suddetto, approssima
la parte spaziale (30'), della (30%), .

In secondo luogo, stanti (9), (16), e (28), notoriamente si ha (*9):

@ 1 Dw o = —
(31 ou [Tiap + Bap)? = — k557 — X Ap + T — g’ — 267" ¢"

(27) Cid vale anche nel caso di coppie di contatto non nulle.

(*8) Per es, dalla (98) in [5] — ove vale (80); — risulta che, stante (3), si ha preci-
samento T,/ = (49 ,, + 72 X a° + X, 01" + & + @, JF [efr. (15)5, (16); ].

(29) Cfr. la (108) nel lavoro [5] ove si presuppone (30);. Riguardo agli ultimi due ter-
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cosicche, essendo l’ultimo termine dell’ordine di ¢—2, a meno di tali termini
la parte temporale di (30); (per W,s = T.z) equivale all’equazione classica
(6); del bilancio energetico in assenza di coppie di contatto.

In terzo luogo, nel caso e nel riferimento x* considerati, stanti (3), (11)
e (28), per U3 = T.; Vequazione (30), — precisamente la equivalente sua
parte spaziale — si identifica con la 2* equazione di Cauchy (6), [efr. (15),].

N. 9. — Sulle equazioni gravitazionali e le varie determinazioni di Z,,
avanti considerate, in assenza di coppie di contatto.

Detta % la costante di Cavendish e A,z il tensore gravitazionale (sim-
metrico e a divergenza nulla), in Relativitd generale le (30); o si deducono
dalle equazioni gravitazionali

8z h
(32) Aap + e WUup =0 (Aap = Apa, Auf’ = 0).

Poiche, per (14);,, e (29), fra i tensori figuranti nell’espressione (23) di
T,z solo @,z ed B,z hanno una parte mista non nulla e Q.z & simmetrico,
dalle (32) per WU,z = T.s segue pure (30); . Quest’ultima relazione deve essere
un’identita (conseguente alla definizione di F,s) perche altrimenti impliche-
rebbe restrizioni per i fenomeni fisicamente possibili.

La detta condizione (30); ¢ soddisfatta quando si identifichi H,; per
esempio con uno dei tensori ®Hog, ..., ‘Has [N. 5].

Siccome per WUep = T,z dalla (32) — oppure dalle (30), 3 — segue

(33) Tap= WUasp = Tiap),

inoltre la (32) pud ritenersi come definizione delle X4, e infine, in base
alla teoria classica, la conoscenza di tali quantitda pud non ritenersi essen-
ziale per la conoscenza dei fenomeni dinamici, talvolta ¢i si limita a postu-
lare la (32) avendo posto direttamente la (33), — oltre a (28) e (29) — ed
identificato H,; con uno dei tensori 'H.g, ..., “Huz (3).

Si pud osservare che, anzi, spesso si accetta sostanzialmente la (33),
ponendo (28), (29) e (33), dopo aver ammesso la simmetria degli sforzi mec-

mini nella (31), ossia quelli nel vettore cg® di corrente termica, si pud osservare che, in
base a (29),, vale I’analogo per ¢* delle formule (23) e (24) (in A%) dedotte da (21); . L’ana-
logo di (24) per ¢* fornisce per cu® Qaﬁ/ﬂ Pespressione — cqﬂ/ﬁ — 2¢¢f 4 p c¢he per (10)-stante
(18)-eguaglia a meno di termini dell’ordine di ¢—2 il calore classico q =—hrlr assorbito a
causa di conduzione termica per unitd di tempo e di velume (proprio).

(3%) Per (17) @ AE(aﬁ)=2E(am' inoltre & certo 4E[aﬂ]= 0 [N. 5].
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canici e identificato E,s con uno dei tensori 'Hug .y ‘Bap — cfr. N.5 e
nota (22).
Si sa — efr. [17] — che le equazioni scritte da Minkowski e Abraham

usando i rispettivi tensori 'E.; e 2E,; posson ritenersi equivalenti (*). Sic-
come inoltre la posizione E,; = %2E,; & compatibile con la presente teoria, e
in particolare con (28) e (29), si pud dire che pure I'uso che Minkowski fa
di 1H,; & sostanzialmente in armonia con la presente teoria in assenza di
coppie di contatto, anche se, almeno nell’ambito della Relativita generale, in
questa non pud assolutamente porsi B,z = 'H,z (32).

Si pud concludere, mi sembra, che l’estensione al caso di coppie di con-
tatto, fatta appunto sulla base della teoria in discorso, & sostanzialmente
compatibile con ogni espressione notoriamente attribuita ad Hs (*%)

N. 10. — Qualche difficolta nel problema di estendere le equazioni fon-
damentali della Relativita ristretta e della Relativita generale al
caso di presenza di coppie di contatto.

Considero ora il caso che vi siano coppie di contatto (m*’* =& 0). Poichs
i momenti di contatto m™ non figurano nella 1* equazione di Cauchy (6),,
per cose dette al N. 8 tale equazione approssima la parte spaziale della (30),
anche nel presente caso — cfr. nota (27) —.

Si noti che mentre nel caso m*f” = 0 il tensore T,z (0 ﬂ,ﬂ) risulta sim-
metrico [cfr. (30); 3], nel caso presente, in base all’alternativa (18) e alle (2),

(31) Detto Daﬂ il tensore dielettrico, ossia quello che rispecchia le proprietd della ma-

teria, @ leaﬂ= Dog+ Ep. Per %aﬁ= Taﬂ da (28) segne Df;l’ﬂ:O [efr. (117)] onde (32)
implica (30); come si & gia detto.
Minkowski non specifica ])aﬂ — come invece si fa nella presente teoria — Da tal

punto di vista, quando ci si limiti al caso adiabatico, sostanzialmente si ammette, pit pre-
cisamente, che il campo elettromagnetico susciti nella materia (secondo un meccanismo
peraltro imprecisato) un flusso di energia caratterizzato dal tensore 2E(lllﬂ' -—‘E&k’ [efr. (17)]
oda—iEi;;g] a seconda che le equazioni di conservazione secondo Minkowski si vogliono
considerare equivalenti a quelle secondo Abraham nelle versioni corrispondenti a [22] p. 205
o a [12] p. 425.

(3 La posizione Eaﬂ= ‘Eaﬁ ® impossibile nella presente teoria perchd in questa la
(30); porterebbe restrizioni ai fenomeni fisicamente possibili a causa della simmetria del
tensore termodinamico Qug [efr. (29)].

(*) Mentre per r = 2,3,4 gli usi di "E,; e di 'rE(aﬂ) portano a due versioni equivalenti
delle equazioni (30),, previo opportuno aggiustamento di controparti meccaniche — cfr.
(17) e la nota (26) —, invece, stanti (28), (29), (33), e la posizione Eaﬂ=TEaﬂ, il conte-
nuto delle (30), dipende effettivamente dall’indice » tramite la parte mista del tensore TEaﬁ
(r=12,38,4); perd tale dipendenza & piccola — cfr. nota (26) —.
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(11), (22), (28) e (29), tale tensore soddisfa una delle
(34) Trap) + 20 ) = Mag’fyy,  Tiup) + 2010 dg) = Mafs

Conviene osservare che per (19), queste equivalgono alla validitd per
a =0 e rispettivamente ¢ = 1, di

(347) Trap 4 2uia Ay = M)y — amog 4, .

Non si pud quindi postulare la (32), per U,z = T,p in quanto per (32),
ne seguirebbe Tp,; =0 in contrasto con (34’), ossia con (6),. Non si pud
nemmeno postularla per U.s = T(.p [nella quale forma essa seguirebbe pure
da quella testé esclusa] in quanto, in base a cose dette al N. 8, nel riferi-
mento (3) la conseguente (30), coinciderebbe, a meno di termini in ¢—!, con

lequazione ottenuta dalla (6’), riferita allo spazio Jy), mediante annulla-
mento dei termini nei momenti di contatto.

Le differenze fra le equazioni relativistiche ottenute nei modi sopra con-
giderati e le corrispondenti classiche non potrebbero affatto ritenersi piccole
e quindi esse costituiscono difficolta inerenti al problema di cui nel titolo e
riguardanti precisumente (solo) la Relativita generale.

Posponendo al N. 16 il superamento delle difficoltd suddette, ne rilevo

ora un’altra connessa col bilancio energetico [cfr. (6);] e riguardante anche
la Relativita ristretta.

Per discutere lipotesi W,; = T.; riguardo al bilancio energetico
(cuq U?F, = 0) conviene osservare che per (28) [e (117)] la (34") implica

35)  wp T = uo (TP 4 B — 20 28 - m® )5 — au, (m®" A,)p.

Poiche il tensore mefr & spaziale [cfr. (14)], in Relativitd ristretta o
generale si ha

(36) e M "yp = Uq m* Vi 18— Yayp m"ﬂ"/y —
a ap: a,
= — (“a/y m ﬂr)/ﬁ —_ (ua/ﬂ m y)/;, —I— Uajgy M By .
Per (14), ne segue

- a @ B
37) Ug M ﬂylrﬂ = Uqjpy M gy 18

ove si sia posto
(38) v = — 2u,, m*f) onde per (14);,4 & »ug=0.
Incidentalmente osservo che per (2), (9) e (14)s 45 la (38), diviene

(39) ¥ = 2ug; m) = Ag, me®n) 4 Qg, (melfrl - mrbe),

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Trasformando Dultimo termine di (35) sulla base di (14); 4, da (35) e
(37) segue
(40) wo T = o (T + B - 2wy + 2% +

+ (ua,ﬂy + AUy AT) mepy + ’Vﬂ/ﬂ .

Allora, per (25) e (31), nell’equazione cu, T“ﬂ,ﬁ=0 figurano gli analoghi
di tutti i termini presenti nella corrispondente equazione classica (6); ;
perd in essa figurano pure termini ulteriori. Anche supponendo (30);, in base
a (10), (21),, (24) e (28) questi sono in parte dell’ordine di ¢—2, ma i rima-
nenti, ossia clﬁ/ﬁ e cvﬂ,,g, sono dell’ordine della potenza IT{™ delle coppie di
contatto |efr. (25)].

B dunque evidente che, accettata o no I’ipotesi (30);, nemmeno in Rela-
tivita ristretta si pud ammettere che (30), valga per Wup = Top.

N. 11. — Alcune determinazioni del tensore energetico totale ammissi-
bili in Relativita ristretta anche nel caso di momenti di contatto
nonnulli.

Le considerazioni sulle due equazioni di Cauchy e su quella dell’energia
in presenza di coppie di contatto svolte ai NN. 6, 10 inducono chi voglia
estendere al caso m*fr =£ 0 le equazioni fondamentali della Relativita ristretta
a postulare una delle (18) — ossia la (34’) per a = 0 oppure a =1 — ela
(30), , avendo identificato W,z [cfr. (28)] con un opportuno tensore poco dif-
ferente da T,z [cfr. (28)].

Piu precisamente, sulla base delle formule preliminari stabilite nei nu-
meri precedenti — in particolare delle (23), (24), (35) e (40) — & abbastanza
spontaneo considerare, stanti (21), (28) e (38), le seguenti possibili determi-
nazioni di Wp:

mn
(41) Uqp == Taﬂ + Uq (lﬁ + 'Vﬁ) + (ml,, + nva) Ug (m, n= 0, 1).
Per (28) e (29) Vequazione dei momenti (34’) implica V’equivalenza
di (41) alla

mna

mn 244
(41)  ttag = tap = Tap + Mgy 4 Biopy — amag” 4, + darg +
+ Uy g 4 (MAy + nv,) ug .

Mostro ora che le determinazioni (41”) di lea,g' sono effettivamente am-
missibili, rimandando per una corrispondente esplicitazione delle (30), al
N. 18 dove questa si ottiene annullando il tensore di Riemann in un’ana-
loga esplicitazione valida in Relativita generale.
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Confrontando (21) e (38) si riconosce che per »* valgono gli analoghi
delle formule (23) e (24) stabilite per A, sulla sola base di (21),, e le stesse
proprieta rignardanti 'ordine di grandezza.

Dalle (23) risulta che le parti spaziali di (u, lﬂ)/,g e (Aq uﬂ)/,g sono dell’or-
dine di ¢—2 [v. (21), (38)] cosicche, per cose suddette e per (41), di tale or-

~ mna
dine risulta pure il divario g,° (ues — _’l’i,ﬁ)“'(z . Dunque la parte spaziale di

mno

(30), per U,z = wu,p equivale con ottima approssimazione alla stessa (30),
per WUap = Tap. In quest’ultima forma, stante (3), essa coincide — a meno
di termini in ¢=? — con la 1® equazione classica di Cauchy (6),, come si
puo assodare ripetendo ragionamenti fatti al N. 8 nel caso m*?* = 0 per
mostrare appunto tale coincidenza — cfr. nota (27) — .

Dr’altro canto, per (41), (40) e (24) si ha

mna [B

(42) u* Uog = u (-T(aﬂ) + E[&’ﬂ’])/ﬂ —_ (m —I— 1) A Aa — ny® Aa +

+ (ajpy -+ attajp Ay) mobr
da cui, per (31) e (27), segue

mna D
(42,) cu® uaﬂlﬂ = —5k _1)_1: i (H2('”") +X(aﬁ) Aaﬂ) +

4 9 — eqfp — ¢ [2¢" 4 (m + 1) A7 4 " — augs m*) 4, .

Per cose dette riguardo alle (27) e (31) il quart’ultimo termine in (42)
¢ la potenza specifica Hz(i) (per unita di volume proprio) della sollecitazione
di contatto. Inoltre Vultimo termine & dell’ordine di ¢—%. Ne segue che, a
meno di tali termini, la parte temporale della (30), scritta, stante (3), per

mna
Uap = uqg equivale all’equazione classica del bilancio energetico.
mna
Dunque, fatto W.s = u,z, le equazioni (30), sono accettabili in Relati-

vita ristretta come equazioni di conservazione per valori reali qualunque di
m,n ed a purche <<c. (Le (30), sono accettabili nel senso seguente: In pri-
mo luogo esse forniscono una teoria relativistica C in accordo con i risultati
sperimentali attuali; in secondo luogo, nel caso che tali risultati scarseggino
ma Ssull’argomento vi sia una ben determinata e ragionevole teoria classica
— come a mio avviso accade riguardo alle coppie di contatto, — quest’ul-
tima teoria & in accordo con la T).

Inoltre le (30), sono accettabili in Relativita ristretta in corrispondenza
ad una qualunque delle due versioni (34) o (34’) della 2* equazione di Cauchy.

Assumere un tensore energetico del tipo (41) mi sembra spontaneo e
conforme ad un criterio di semplicitd e regolaritd in quanto i termini u, 4z



84 ALpo BREsSsaN: Coppie di contatto

e u, vz aggiunti a T,s nella (41”) sono necessari per superare le difficolta

connesse col I° principio della termodinamica e rilevate al N. 10. Allora,
mna
stanti le dimostrate proprieta di u.s — valide comunque si determini (34”) —

per amor di semplicitd e regolaritd mi sembra spontaneo pure che, in corri-
spondenza di ciascuno dei vettori A* e »*, o non si faccia alcuna ulteriore
aggiunta, oppure se ne faccia una in modo che l’aggiunta complessiva ad
esso corrispondente sia o simmetrica, o emisimmetrica. Nel Cap. IT si mo-
strera, tra Daltro, che aggiunte del tipo suddetto sono necessarie per sod-
disfare altri opportuni requisiti. Anzi, tali requisiti determinano le aggiunte
del tipo suaccennato anche ponendosi da un punto di vista pilt generale;

mna
precisamente determinano i parametri m,n ed @ in wu., considerati come

variabili su tutto D’asse reale.

Cap. 1I

ESTENSIONI DI TEOREMI NOTI CONCERNENTI SISTEMI CHIUSI
IN RELATIVITA RISTRETTA,
AL CASO DI PRESENZA DI COPPIE DI CONTATTO.
DETERMINAZIONE DI U,.

N. 12. — Una caratterizzazione della validith come integrale primo
del principio di conservazione delle quantith di moto per sistemi
chiusi e capaci di coppie di eontatto.

Le a* siano coordinate solidali allo spazio inerziale cS(,-) e ovunque

naturali [efr. (3)]. Allora, dalle equazioni di conservazione (30), segue —
cfr. [22] p. 169 —.

(43) a% (2 UPO — B Qa0) |- (2 YUPT — 2B WU, == Wb — YF

Per effettuare la caratterizzazione di cui nel titolo, sulla base di (417)
conviene attribuire ad W,z la forma

(44) WUap = O - Mugy”

e considerare il generico sistema chiuso 3,. Suppongo dunque che una
regione V solidale ad o contenga all’interno X.; per semplicita V contenga
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tutta la materia e tutta la radiazione elettromagnetica, almeno durante un
certo intervallo di tempo z. Ne segue che O,; e myz, vanno supposti nulli
fuori di V e sul contorno ¢ di V. Allora, integrando la (43) su V membro
a membro, applicando il Lemma di Green in corrispondenza al secondo
termine e tenendo conto di (44), nell’ipotesi che U,z sia regolare in V si
ottiene (3%)

(45) d—dm—o f (@0 WP — af Yy AV = — 2 f (Ol 4 m ) av .
14 14

Poiche m“ﬁyly =m“ﬂ’/r—|— m“ﬁ"lo applicando il lemma di Green in corri-
spondenza al termine in m“ﬁ’/r implicitamente figurante nella (45), da questa
si ottiene, nell’ipotesi che anche mefr sia regolare in V,

d
(46) o f (> UPO — g Y - 2mep) AV = — 2 J Olf 4V,
v

V

Dunque la condizione di simmetria

(47) O =10, onde Biy=0 e 0ly=0  (Bup=—Wep— Mapy") s

¢ essenziale ed anche sufficiente per poter dedurre gli integrali primi

(48) ¢ Nt = f (2 UPO — 2B YO L 2meF%) AV = cost (NMf = — Yb)

4

da (46) (sotto le suaccennate ipotesi di regolaritd su W e m*fr); essa &

essenziale anche se ci si limita alla validita di (48) per «, =1, 2, 3.
Considero ora il caso m,z, = 0. In esso, per (44) & U, =—0,5; inoltre

(48) assume V’aspetto di un integrale dei momenti (3°). Si aggiunga che per

(3% Tale ipotesi di regolaritd ® essenziale anche nel caso di assenza di coppie di con-
tatto — cfr. [22] p. 169 — .

(35) Nel caso Cl(aﬂ = Taﬂ [efr. (28), (29)], almeno per la materia disgregata
(Qaﬁ=Xaﬁ=O) N [efr. (48),] @ ovviamente il momento risultante (rispetto all’origine
delle coordinate spaziali) delle quantitd di moto meccaniche ed elettromagnetiche. Essendo
queste ultime espresse in termini di massa, il loro contributo & molto piccolo.

Per la materia non disgregata vi & anche il contributo del vettore €™ il quale con-
tribute, almeno riguardo alla sua parte preponderante ¢®u® [cfr. (28)] di @7, & dell’ordine
ai ¢2 ed evidentemente rispecchia la quantitd di moto delVenergia nel flusso termico.

Infine pure il contributo dato ad 9*# [efr. (48)] da X°F nel caso in considerazione ®
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mefr = 0 il suddetto carattere essenziale della condizione (47) & ben mnoto
ed in base ad esso in Relativitd ristretta vari autori assumono il tensore
energetico totale “){,; simmetrico — efr. [22] p. 164 —.

Riguardo all’impostazione della Relativitd ristretta nel caso m*fr = 0,
in primo luogo — in connessione con le equazioni classiche (6);,5 e (6”7) —
si pud porre WU.s= T, [cfr. (28), (29)] e postulare le (30);,, (come leggi
fisiche); allora la (47), si riduce all’equazione dei momenti (30), e la (47);
alla (30); . Dunque la (47),, se vale, deve valere come identita, precisamente
in base alla definizione di F,; (per non restringere la classe dei fenomeni
fisicamente possibili).

In secondo luogo, 'impostazione in discorso pud farsi — in connessione
con le equazioni classiche (6); e (6”) — ponendo U,z= T4 € postulando
solo la (30),; allora, ovviamente, le (47) valgono tutte come identitd ma-
tematiche.

Passando al caso generale m*% == 0 si puo osservare che anche in questo,

mna
posto W, = u,g [cfr. (417)], la relazione (48) & un analogo per la Relativita
ristretta del teorema di conservazione del momento della quantita di moto

mna

di 3. Infatti i contributi dati ad M.z da mofr per W,p=uup [cfr. (417),
(48)] si esplicano solo attraverso il termine m=f e i termini 4, e v, [(cfr. (21),
(38), (41%)]. Inoltre, da un lato il primo contributo & piccolissimo perche,
oltre ad essere dell’ordine di ¢—2, esso, a differenza di tutti gli altri con-
tributi, non dipende dal fattore a” che, stante la definizione della regione
V, assume valori grandissimi in larga parte di questa; dall’altro lato i
suddetti contributi dovuti a 1, e », sono addirittura dell’ordine di ¢—3.

Si pud osservare che, oltre la (48), anche qualche opportuna specificazione
della (46) con 0le8l piccolissimo costituisce un analogo relativistico del teo-
rema classico di conservazione del momento delle quantita di moto di X, .
Perd solo nell’equazione relativistica (48) viene conservato il carattere di
integrale primo, proprio del detto teorema classico. Il considerato carattere
di (48) mi sembra interessante anche prescindendo dalla suaccennata analogia
col caso classico.

La condizione che <,z permetta di dedurre (48) risultera inoltre utile
come criterio di discriminazione (totale) fra le precedenti ammissibili teorie

molto piccolo. Poiche per (3), , e (14); & X0 =_ x® wyfuy = X‘; dxl/dxo il detto contri-

buto & precisamente
ot f "Xl ay = o2 / alrx sl ot ar.

14 14
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mna

relativistiche ottenute per W.z== tqg [cfr. (417)]. Un tale criterio, a mio avviso
mna

¢ importante in quanto, posto U, = .z, le costanti m, n ed a non mi
gsembrano determinabili solo mediante criteri di semplicita o di regolarita. (36)

N. 13. Unicitad del tensore energetico totale che abbia la forma prece-
dente e verifichi il considerato integrale primo dei momenti.

mna
Si identifichi il tensore energetico totale ‘W,z con u.; e si imponga la

validita di (47), essenziale e sufficiente per la deducibilita dell’integrale
primo (48). Allora, stante (44), da (41’) si deduce

mna

(49) Oup = Tiup) + Blap) — aMogy AY 4 [(m 1) A + nvg] up (U= 1aqp).

Per la considerata deducibilita di (48) e essenziale precisamente che
la (47), valga ovunque e in ogni possibile processo. Inoltre le costanti m,
n ed o figuranti in (49) hanno carattere universale e tale carattere ha pure
E 5 come funzione dei campi e delle induzioni elettriche e magnetiche.
Infine E{.; non dipende da m,g, a differenza delle 1, e », le quali, d’altro
canto, in base alle (21) e (38) si annullano per map, = 0. Allora per (49)
la (47), intesa come sopra, implica

(50) B =0, a=0, —m=n=1.

—110
Dunque vale la (30); e per (41) e ((41')risulta Wy =t.p = Uag cOD

(61) thap = Tap  2ua dg) + 2ua vp = Tiup) + Mag)” + 2ua vp) -

Concludendo, esistono una determinazione di Q(aﬂ e una determinazione
della 2* equazione di Cauchy (34’) compatibili con Uintegrale primo dei momenti
(48); inoltre tale doppia determinazione € wunica fra quelle precedentemente
considerate e sintetizzate nella (417).

Noto che la considerata doppia affermazione di unicita puo ritenersi

conseguita mediante criteri di semplicita e regolarita — da cui la posi-

(36) Ovviamente allo stato attuale delle tecniche sperimentali non si pud basare una
tale discriminazione sull’esperienza.
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mna
zione W,p=u,; — e mediante criteri di permanenza di teoremi classici —

da cui (48) e (47) —. (57

Si osservi ora che nel caso mefr =0, pud porsi W= Tap — in con-
nessione con le equazioni classiche (6); e (6”) —. Quindi nel caso generale
¢ spontaneo chiamare U,z — T, tensore energetico delle coppie di contatto.
Nella presente teoria di Relativitd ristretta, in cui %,z = u.s, tale tensore
¢ il tensore non simmetrico L,z = maﬂ/" -+ 2u, vg .

Riguardo all’impostazione della Relativitd ristretta esplicito anche nel
caso generale le due alternative gid considerate nel caso m*?” = 0 e connesse
Puna con le equazioni classiche (6);, , e (6”7), laltra con le (6); e (6’). In
tali alternative si identifica “W,s, per definizione, col secondo o rispettiva-
mente col terzo membro delle (51). In entrambe, stanti (28) e (29), la (30),
viene postulata (come legge fisica). Nella prima impostazione (ma non nella
seconda) viene postulata pure un’equazione (puntuale) dei momenti, precisa-
mente la (34); — che coincide con la (47), in base a (44) e alla definizione
di U, — ; inoltre, la (30); [efr. (50),] — che coincide con la (47); in base
alle (22), (28), (29) e (44) e alla definizione di U,; — si intende resa vali-
da mediante opportuna definizione di H,z.

Dunque, nella prima impostazione le condizioni (47), — essenziali per
la considerata deduzione dell’integrale primo dei momenti (48) — valgono
in parte [(47),] come leggi fisiche e in parte [(47);] come identitd matematiche.

Nella seconda impostazione, invece, le (47), valgono tutte come identita
matematiche, in base alla definizione di W,z e a (44).

Quanto sopra rispecchia il maggior contenuto fisico della prima impo-
stazione (solo in essa figura la parte emisimmetrica degli sforzi) e la mag-
gior semplicitd della seconda, la quale sembra pitt limitata all’essenziale.

N. 14. Sul baricentro, sul risultante e sul momento risultante delle
quantita di moto per sistemi chiusi e capaci di coppie di contatto.

Sulla base delle precedenti considerazioni intendo W,z = u.g [cfr. (51)] e
mostro brevemente qualche aspetto soddisfacente di tale assunzione; ciod
che valgono le estensioni al caso m®fr=£0 dei teoremi concernenti le gran-
dezze di cui nel titolo, ben noti in Relativita ristretta nel caso m*fr = 0.

(37) Il tener conto della regolaritd oltre che della semplicitd, ® stato essenziale in quanto
se semplicisticamente si fosse posto nella (41) m = n = 0, non si sarebbe potuto render va-
lido lintegrale primo (48) dei momenti.
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Tale estensione, pur essendo facile specialmente riguardo ai teoremi sul
baricentro, ha interesse, mi sembra, almeno in quanto, in connessione con
la presenza delle mef nell’integrale primo (48), essa permette di arrivare a
qualche risultato qualitativamente nuovo.

Posto, in relazione a una qualunque determinazione di %,; connessa
col sistema chiuso X,

(52) Ga:f%wdv, G0x2=fw’%°°dl7,
v vV

secondo ragionamenti ben noti — efr. [22] § 63, 64 ove si fa Dipotesi
Qef = YPF* non essenziale riguardo alle considerazioni che seguono e basati
sulle equazioni di conservazione (30), nonché su opportune ipotesi di rego-
larita, le G° risultano costanti;(®8) inoltre le G* rappresentano la quantitd
di moto totale e ¢—! G° la massa totale rispetto allo spazio inerziale g ;
la «f risultano funzioni lineari di #° e si interpretano come coordinate del
baricentro C della materia in Jy . Precisamente sussiste il teorema del moto
del baricentro G = G° dx”/da".

Con tali ragionamenti risulta pure che le quantita G* si comportano come
le componenti di un 4-vettore nel passaggio dal riferimento a2* ad un qua-
lunque altro riferimento inerziale 2’* eventualmente non solidale ad .
Ne segue che anche nel caso m*f*=£ 0 lo spazio inerziale di riposo o, puo
determinarsi mediante le condizioni G"=0; inoltre si pud definire la massa
totale propria (generalizzata) M, del sistema chiuso in considerazione, mediante
la equazione G, G* = — o° M;. Tale massa & dunque costante e, per Ju=d,
eguaglia ¢~1 G°.

Quanto al momento risultante delle quantitda di moto di un sistema
chiuso, stanti (44) e (51) e posto WUep = u.p, da (43) si trae

(53) pleblr, — ¢ ove P = 5 YU m Y,

Si fissino comunque due vettori costanti %, e kz. Allora il vettore
b = ho kg V1eflr ha divergenza nulla.

Sia ora V’ una regione tridimensionale solidale ad un qualsiasi spazio
inerziale o e contenente X, all’interno (almeno ad un certo istante). Inoltre

(38) Essendo %%*¥ = 0 sul contorno o di ¥ [N. II], per (30), &

d
= sz“"dV:—/‘U“’/rdV=—fczc"nrdo=o.
14 v p
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UWUap € Mmap siano opportunamente regolari in modo che tale risulti 7. Allora,
convenendo di denotare con un accento le componenti di tensori nel riferi-
mento naturale a’e solidale a J;), in base ad un noto ragionamento — cfr.
[22] § 63 — risulta

(54) [bode [bz,dv' ciod, per (48), e (53)y, |y kg NP = ho ky NF .
. g,

Per V’assodata invarianza di h, ks (% comunque si fissino vettori
ho © kg, N(*# & un tensore doppio nel cronotopo.

N. 15. — Una relazione globale in Relativitd ristretta involgente il
solo tensore mygg, .

Facendo « = r e f =0 nella (48) e tenendo conto delle (52) si ottiene
(55) GOar — 2 G" 4 f 2m™0 §V = cost.
v

Per (14)s3,4,5 © uyu, m™ = m™ uyu;; inoltre, come si & ricordato, &
G°dx”'dx® = G" = cost. e G°=cost.. Allora, derivando (55) membro a
membro rispetto a x% si riconosce che

(56) fm’“" AV = ¢—2 fm’ﬂ a2t dV = cost.,

a - . dx®
r s ol — o — .
v {mdwde—O (w _c—ds)
..

Noto che questo integrale primo e stato dedotto dalle equazioni di
conservazione (30), sotto opportune ipotesi di regolaritad su )/,z e anche su
Mapy, che esso diviene banale in assenza di coppie di contatto e che, spe-
cialmente nella forma (56),, non sembra prevedibile sulla base della teoria
classica.

Riguardo a (56) mi propongo ora qualche confronto di carattere intuitivo
tra la presente teoria relativistica (con “W,; = u.g) e la corrispondente teoria
classica. A tale scopo, per semplicitd, suppongo £,z = ¢, = 0. Inoltre consi-
dero una soluzione delle equazioni di conservazione (30), — stanti (28) e (29) —
costituita dalle grandezze u (u = ¢—2 g), #*, X */ e m*fr pensate come funzioni
delle variabili 2", t e del parametro ¢! ritenuto capace di ogni valore non
negativo.
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Impongo a tali funzioni che, in certo senso, al variare del parametro
¢! ci facciano passare con continuita da un processo relativistico ad un
corrispondente processo classico il quale, tra Paltro, soddisfi, almeno appros-
simativamente, le stesse condizioni iniziali del primo. Piu in particolare
posso supporre che per t = 0 i valori delle 2" non dipendano da ¢! e per
¢ piccolo Panalogo valga approssimativamente anche per le funzioni u, X"
e m™. Facendo c¢~! =0 nelle (30), scritte opportunamente [efr. (3)] si ot-
tengono le equazioni classiche (6);,; considerate nel caso adiabatico ed in
assenza di gravitazione e di elettromagnetismo.

Considero il caso in cui in un intorno I di ¢t = 0 tutta la materia sia
contenuta nella regione limitata V, cosicché le funzioni sopra considerate
si annullano fuori di V per ¢ in J. Cid mi induce a supporre che, in par-
ticolare, per ¢! << 1 tali funzioni siano uniformemente continue. Di con-
seguenza, per ¢—1 —- 0 il vettore m”, #* ! tende uniformemente ad un limite.
Allora, da un lato, la relazione (56), tende alla 0 = cost come & ben na-
turale, e quindi perde ogni contenuto ; dall’altro la (56); rimane valida per
¢~1 =0 e conserva il suo contenuto fisico.

Si noti che per ¢—! = 0, ossia nell’ambito della Fisica classica, la (56),
non & una conseguenza delle equazioni fondamentali (6), ; considerate nel
modo suddetto, e anzi, per condizioni iniziali opportune, in Fisica classica
essa pud non valere.

Si considerino appunto le soluzioni del suaccennato problema classico
le quali non verificano la (56);. Per quanto precede queste soluzioni non
potranno essere ottenute nel modo suddetto come limiti per ¢—! — 0 di
corrispondenti soluzioni relativistiche dipendenti dal parametro ¢—1.

La considerata differenza qualitativa fra la teoria classica e la presente
teoria relativistica, in cui si usa per W, la determinazione u,z, non mi
sembra certo un motivo per sostituire u,s con un’altra determinazione di

U5 , magari sempre del tipo ZL:; [efr. (417)]. Infatti la presente teoria non
¢ in contrasto con l’esperienza, sia pur in quanto questa attualmente non
¢ in grado di decidere la questione. Inoltre la considerata differenza quali-
tativa ha carattere globale e mentre, generalmente, si richiede che le equa-
zioni puntuali relativistiche tendano a corrispondenti equazioni classiche
per ¢l — 0 — la quale condizione & soddisfatta nella presente teoria rela-
tivistica — DPanalogo per le equazioni globali non é mai richiesto; anzi,
differenze qualitative globali vistose sono, oltre che ammesse, poste in ri-
salto per loro stesse o per qualche loro conseguenza (39).

(%) Riferendosi ad una distribuzione infinita e omogenea di gas in [34] § 130, p. 322,
& detto, che la teoria classica newtoniana « was unable to carry through any unique treat-
ment for such a non-static cosmological model ... » e invece «relativistic mechanics... has
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Si pud pure osservare che la rilevata differenza concernente (56), &
stata presentata in forma di limite ritenendo tale forma particolarmente
espressiva ; tuttavia il precedente passaggio a limite ha un significato fisico
limitato in quanto la costante ¢ ha sperimentalmente un valore ben deter-
minato (quindi da ogni teoria relativistica sono da aspettarsi previsioni dif-
ferenti dalla corrispondente teoria classica per quantita piccole ma finite).

Ha piu senso fisico far tendere uniformemente a zero la velocitd ini-
ziale " rispetto ad ;. Facendo cid si arriva ad un accordo tra le due
teorie in quanto secondo la Fisica classica la (56); vale rigorosamente ad
ogni istante in cui tutte le velocitd rispetto ad o5 siano nulle.

Car. III

RELATIVITA GENERALE IN PRESENZA DI COPPIE DI CONTATTO

N. 16. — Un tensore energetico delle coppie di contatto ammissibile in
relativith generale. Suo significato in Relativitd ristretta.

Come si & osservato al N. 10, il problema di estendere la Relativita
generale al caso di presenza di coppie di contatto (m2fr == 0) non si puo
risolvere con alcuna determinazione di ‘%,z pochissimo differenti dal tensore
T.p [cfr. (28)] usato nel caso m*#” =0 in quanto, nel caso generale, Tp,z (e
anche %[aﬂl) puo non essere piccolo.

In particolare, per m*”=£0 mnon pud porsi W,z = u,s [cfr. (51)] il che
in Relativita ristretta ha permesso la considerata deduzione dell’integrale
primo dei momenti (48).

Tuttavia, per superare la suddetta difficoltd si puo cercare di definire

W.s in modo che in un riferimento localmente naturale e proprio [efr. (3)]
m

no
W.4° differisca di pochissimo da ua,g’ﬁ [efr. (417)] per opportuni valori di

been able to provide a perfectly unambiguous treatment... ».

Sembra che, riguardo alla suddetta distribuzione di gas debbano esserci casi di man-
canza delle sopra considerate relazioni globali di limite, in analogia con le precedenti
conclusioni intuitive riguardanti la (56),.

Si puo aggiungere che la differenza qualitativa di carattere globale rilevata nella
precedente doppia citazione riguarda precisamente la Fisica classica e la Relativita
generale; basandosi su tale differenza, in [34] § 130 si mostra che in Relativita generale
sono possibili espansioni irreversibili interessanti tutto lo spazio, e di tipo non compatibile
con i principi della Fisica classica.
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m, n ed a, e in particolare %aﬂ/ﬁ coincida con uaﬂ/ﬂ [efr. (51)] a meno di
termini in ¢~2. Quest’ultima condizione & preferibile a causa dei vantaggi
della posizione W,z = u,; in Relativitd ristretta, rilevati nel Cap. II. Mi
accingo ora a mostrare che tale ultima condizione pud esser soddisfatta,
e anzi si pud determinare <, in modo che nella Relativita ristretta ri-
sulti proprio %aﬁ/ﬂ = ’Maﬂ/ﬂ . Per effettuare la suddetta determinazione basta
sostituire il precedente tensore energetico non simmetrico L.z = Uag — Tup)
delle coppie di contatto [N. 13] col tensore simmetrico [efr. (38)]

(67) Meb = (merf 4 mbre), 4 u vf 4 v*ub.
Infatti, per (14);, (51) e (57) M*# & legato a .2%f dalla relazione
58) Mot = 28 — (mobr — mbre - o),
(2% = ueh — T ) = 2ulerd) + mobr ),

Inoltre, detto “Wog,s il tensore di Riemann (*°), per il generico tensore
triplo Ce°* sussiste l’eguaglianza (1)

(59) (CQ‘"/W - Cem/w = (Cl % %lga-t ¢
Allora per (14); si ha

(60) — (mref - mozﬂ;')/wg — moby  — mﬂﬂr/yﬂ = moP R, b

By

—_— Bra = af; —_— af —-_— Byd L
(61) 2mbre = mePy , — bt = mPr Ry*s,

Per (60) e (61) da (58), segue immediatamente la prima delle eguaglianze
a, a, 1 a a o
(62) MY — L% = (_ 7™+ maﬂy) Rypa* =0 —m1*Ra'yy .

Quanto alla seconda, essendo R,zs" _T - q%ﬂy.sa e valendo (14),, il se-
condo membro di (62) puo scriversi 2—1(_mf’y + m* + m"ﬂ’) %ﬂ,a“ 5 quindi in

. (4% Ritengo %aﬂya definito con segno tale per cui risulti Valpy vfllrﬂ.:”e C)Qé’aﬂy in
corrispondenza ad ogni campo vettoriale v, continuo assieme ai derivati primo e secondo.

() Infatti, intendendo R, =R,?,s= Ry, , si ha Teosjg; — T fo =TT RL,, +
At o A T Aot A
+ ce C)Ql. ot + e %1 ot — T %lgot + (S %At - (Cglﬂ. C)Qla -
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base ad una nota proprieta ciclica del tensore di Riemann vale anche la (62),.
In base a (58), e (62) le equazioni di conservazione

(63) Uaﬁ/ﬂ =0 ove [efr. (51), (57)] Uof = T (@) | Meb

equivalgono alle (30), per U,; = u,; a meno di termini piccolissimi e ad-
dirittura nulli in Relativitd ristretta.

Dunque, tra ’altro, U,z appare una possibile determinazione di /,; in
Relativita ristretta, da aggiungersi alle determinazioni (417) e in particolare
alla (51). Tuttavia va osservato che riguardo alla esplicitazione delle equa-
zioni fondamentali essa differisce solo formalmente dalla uag [efr. (51)] mentre
le determinazioni fornite a tal riguardo dalle (41’) differiscono tra loro so-
stanzialmente.

Poiche il tensore U,z & simmetrico (sia pur senza esser la simmetrizza-
zione di wu.g), mediante esso non si possono esprimere le equazioni dei mo-
menti (34) come, invece, & stato possibile fare mediante la posizione U,z =
= Ugg [cfr. (30),].

Si pud osservare che a causa della simmetria del tensore U,z, in rela-
zione a sistemi chiusi esso da luogo ad integrali primi di conservazione
della quantitd di moto totale nella forma usuale [ottenuta da (48) cancellan-
dovi il termine 2m°f® e facendovi W, = Uss. Questo fatto particolare
non mi fa preferire U,; a u,s come tensore energetico totale in Relativita
ristretta in quanto la relazione (48) — che & stata stabilita per W,p = wap —
¢ sempre un integrale primo, sia pur in forma non usuale; inoltre al ten-
sore uug Si © arrivati, mi sembra, spontaneamente mentre il tensore Uy &

stato ottenuto mediante un artifizio [corrispondente a quello che ha portato
il termine 2m=f nella (48)].

OSSERVAZIONE. In analogia con (57) anche in Fisica classica le equa-

zioni dinamiche (6) rimangono inalterate sostituendo in esse a mmﬂ il ten-
sore simmetrico (m'% 4 m®7);.

N. 17. — Equazioni gravitazionali in presenza di coppie di contatto.

In relativitd generale le equazioni di conservazione (63) sono immediata
conseguenza delle equazioni gravitazionali (32) per W, = U,z . Stanti (28),
(29) e (63),, quando si intenda che X,; sia simmetrico e tale sia pure Ha
per definizione, il precedente modo di introdurre le equazioni gravitazionali
¢ conforme al secondo dei due punti di vista considerati al N. 13 riguardo
alla impostazione di teorie relativistiche, ossia a quello connesso con le
equazioni classiche (6); e (6).
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Se, fatto W,z = U,g [cfr. (63),], si tiene invece conto di possibili asim-
metrie di X,z e Eaﬂ [efr. (30),]), occorre postulare, in aggiunta alla (32),
Pequazione dei momenti (34), . Forse & pill elegante la seguente impostazione,
logicamente equivalente alla precedente, e come questa conforme al primo
dei suddetti punti di vista — connesso con le (6), 2 e (6’/) —. Stanti (28),
(29) e (30), si identifichi ©¢,s col seguente tensore non simmetrico [efr. (51),
(57), (63),).

/ |
(64) Uap=Tap + 2 [t Ap) + U vp) F Mayp)’| — Map,” =
= Uup + Tiap) + 2upa dg) — Mg .

Ora si postuli (32),. Allora, essendo A,; un tensore simmetrico e a
divergenza nulla, ne seguono (30);, ». Da un lato, poiche risulta Wep = Uy,
la (30), coincide con la (63),. Dall’altro, essendo per (28), (29) e (30),

Tiap) = Tiag}, in base alla simmetria di U,y [cfr. (57), (63),] e alle (22) e (64),
la (30), coincide con la relativizzazione (34), della 2* equazione di Cauchy.

Le equazioni (30), e (30), ora dedotte da (63) sono quelle che in un
cronotopo pseudo-euclideo danno luogo al considerato integrale primo dei
momenti (48) [N. 13].

N. 18. Esplicitazione dei contributi delle coppie di contatto al bilancio
energetico e alle equazioni dinamiche.

Per (38), (57) e (63), le coppie di contatto influiscono sul tensore U,g
attraverso M,,. Siano M< la forza subita e II™ Venergia assorbita per
unita di volume proprio, a causa di tali coppie.

In analogia con (15) e (16), per (63) & M= — g% M Py e I™—=—
— cua M5 () Infine, in base alle analoghe per »* delle formule (23) e
(24), e alle (37), (58)y 5 e (62), si ha

(65) M = — g% M= — 9" ("5 2" g u’) — Wi — " Py

o™ — — ey, WMy = — Cltggy M 4+ v® Ay — cu m Rs'py

(*) Quanto a 1™ confronta (42'); riguardo al (segno del) vettore (* basta osservare
che, stante (3), la parte spaziale della (60), deve ridursi alla (6') e che per (20) e (63), il
contributo di g u®uf al vettore ’-‘7“@ %Qﬂ/ﬁ ® pa® in quanto per (10) o (28), & o= c’y,

0?a® = A%, (ou® uﬂ)/ﬂ = pd* + u® (Quﬁ)/ﬁ, ossia esso differisce solo per il segno dalla forza
d’inerzia per unitd di volume proprio.
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1 contributi ad M* ed IT™ espressi dai termini nel tensore di Riemann
possono dirsi dovuti alla curvatura del cronotopo in presenza di coppie di
contatto.

Suppongo ora il riferimento #* localmente naturale e proprio [efr. (3)]
e mi propongo di esprimere M< ed II™ usando solo componenti di mefr e
w* ad indici non nulli e loro derivate tensoriali. A tale scopo osservo pre-
liminarmente che, stante (3), per (8)y (14)3,4,5 € (38) sono nulle le componenti

di m“ﬂ’, ?j“ﬂ e »* con almeno un indice nullo; inoltre u, — — 63 e per (10)
& Uge=0 e A, =tyo- Quindi, tra Daltro,

(66) (M7 atgys)p = 0 = (M" ugp)y; .

Si osservi ora che, stanti le (3), per quanto precede le (62) si scrivono

o M = — ™ — g — ey — W,
0 T — — em™uygy + R, )+ o A
Per (14), , ; si ha, per esempio, m"'Yl s, =— mr Uy quindi
(B8) 70y, = — M 0, == — (I ) o W 0 = () o
(69) o = —m B g = — (P ) AW g = (Y ) - A

Essendo m"# = mris ;50 Der (12) si ha
(70) mri o= m A _; analogamente mi(® = mit) A,
Per (14),, (66), e (70), &
(1) (mrbrug )= (m" w,, -+ mris U )0+ m’”“’/0 U= (m"¥ uils)/0+m'i‘ A A,

Per (66),, (70), e (71) le (68) e (69) divengono

(68’) ,m'rioloi —_ (mris uslo )/i + mrislo “;/i
(697) mr = (mrie u, )/0 + 2mm A A m"‘h.As .
, . . : ..
Allora Veguaglianza Wﬂ’/y = m"’,h- + m™0 oi + 'WOV/YO diviene

(12) mrfr g = e (e 1) 20 vy A 2760, D A 4,



in relativita. I. 97
Inoltre, essendo ug, = m°") =0, da (38) e (70), segue

(13) Y= — 2“5/1 mi V= — 2 [“i/z m"(”)]/0 — 2mi A A,

Stanti le (72) e (73), le (67) forniscono le espressioni volute per M e
II07 [efr. (65)). Com’era prevedibile, esse sono molto complesse ; tale & spe-
cialmente la prima in cui per (72) e (73), figurano termini dell’ordine di
¢~2 nel gradiente dell’accelerazione e nei derivati temporali di m*! e del gra-
diente di velocita, infine termini dell’ordine ¢—* quadratici nell’accelerazione.

Palermo, Istituto Matematico
Via Archirafi

7. Annali della Scuole Norm. Sup. - Pisa.
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