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SUR LA REGULARITE DES SOLUTIONS
VARIATIONNELLES DES EQUATIONS ELLIPTIQUES
NON-LINEATRES D’ORDRE 2k
EN DEUX DIMENSIONS

v v
JINDRIOH NECAS, Prague

1. Introduction.

On considere la régularité & Pintérieur du domaine plan de la solution
du probléme variationnel:

(1.1) min ( [F(a;, Divw)yde — | X Diuf;de.(Y)
o (k) ; ] <%
u—ug€ Wy, ' (2) Q

V?’,ﬁf) (82) est la fermeture de D (L), de Iespace des fonctions indéfiniment
continfiment différentiables a support compact, dans Pespace de Sobolev
W,fb’“) (2),1 < m < oo, Sous certaines conditions pour F(x, &), f;, il existe
pour chaque sous-domaine £’ c Q' c Q, un nombre u(2’),0 < p(Q) <1,
tel que la solution w appartient & (®:.«(Q’), A plus forte raison, nous
démontrerons que pour £2;= {x€ Q, dist (v, 3Q) > d}, il existe p(d) > 2 de
sorte que pour |i|=Fk 4 1:

| D* % ||, 00 = ¢ ().

1l en suit que la fonction Diu,|i|=Fk est hioldérienne sur Qg avee u=1—2/p(d).

Pervenuto alla Redazione il 6 Febbraio 1967.

(1) C’est le probldme de Dirichlet. Les problémes aux limites, formulés par exemple
an travail [14] de l'auteur, se ramenent, pour les questions de régularité, facilement an
Al

probléme de Dirichlet. On utilise la notation usuelle Di:‘#_T‘ .
bx}l 012’ bxlév
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Si les donnés du probléme (1.1) sont assez réguliéres, on obtient de
notre résultat que la solution appartient & Vespace C*+dx(Q’) avee I, un
entier non-négatif, 0 < u =< 1. Cf. par exemple S. Agmon, A. Douglis, L-
Nirenberg [1].

Nous avons évité au travail présent quelques généralisations des hypo-
theses garantissant encore nos résultats pour ne pas compliquer les démon-
strations. Ce sont les conditions (2.7), (2.13), (2.19), par exemple, qu’on peut
omettre ou les remplacer par autres. L’unicité de la solution peut dispariitre.
Encore, il n’y a pas au fond des choses que la solution en question rend
minimum une certaine fonctionnelle. La méthode variationnelle peut étre
remplacée par la méthode de Minty-Browder, cf. F. E. Browder [2].

Pour & =1 et la dimension N = 2, le théoréme sur Vappartenance de
la solution faible dans lespace C0):#(2’) ou méme (M)« (Q) est & plusieurs
auteurs, cf. par exemple C. B. Morrey [9], [10], E. R. Buley [4], P. Hartman,
G. Stampacchia [6], G. Stampacchia [16], O. A. Ladyzenskaja, N. N, Ural-
ceva [7]. Tous ces travaux utilisent les résultats de De Giorgi-Nash, cf. E.
De Giorgi [5]. La situation pour le cas k¥ = 1 est N == 2 est moins compliquée,
ce qui a permis a C. B. Morrey de démontrer pour m = 2 ce résultat plus
avant, au travail [11].

Pour k=1, N=2 et m =2, un tel résultat a été annoncé par Vauteur
dans [12] avec un théoréme du a J. Kadlee, J. Neéa,s, jouant le rdle du
théoreme de De Giorgi. Un procédé analogue est utilisé au travail présent
pour le cas 1 < m < co, N = 2. Encore ici, un théoréme sur la régularité
de la solution faible du probleme elliptique linéaire

> Di (Aij D] u) = _Dif"

[il=1jl=k Ji]=k

est démontré. Les coefficients A;€ Ly, (K), ou K est la boule unité. Si
fi€ Ly (K),p > 2, p n’étant pas trop éloigné de 2, la solution « appartient
dans Wp(k) (K). Pour le cas k=1, c¢f. N. . Meyres [8]. Les démonstrations
des lemmes et théoréemes sont faites pour la dimension N = 2. On se borne
au cas N =2, si la démonstration ne marche pas pour le cas général.

2. Hypotheéses.

Le domaine £ en question soit & frontiére lipschitzienne. On suppose
2 c Ey,N=2. On note par W,ﬁbk)(Q) Pespace des fonctions réelles, dont les
dérivées au sense des distributions jusqu’a Vordre % sont de m-éme puissance
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sommable sur (2, muni de la norme
1

Iy = ([, 2o Peto
Q

On note par C®:« (Q) Vespace _des fonctions, dont les dérivées jusqu’a Pordre
k sont u-holdériennes dans £, muni de la norme

Dew(x) — D*u (y) |
|y, e =max I | D*u(x)| -+ sup = | .
Il o), w5 maz ]a!:k‘ | sap | X T

z, Y€

On désigne par & (Qj I'espace des fonctions réelles, indéfiniment continfiment

différentiables dans £.

Nous utiliserons les théorémes de immersion, cf. par exemple J. Necvas
[13]:

LEMME 2.1. Soit Q ¢ By, N = 2, un domaine & frontiére lipschitzienne.
Alors & (.Q-)= Wi (£2). Sikm < N, \UAY (2) € Ly (2) algébriquement et topolo-
giquement avec 1/¢ =1/m — k/N. Si 1/qg > 1/m — k/N Vapplication identique
de W2 (Q) dans L, (Q) est complétement continue. Si km =N, W) (Q) c L, (2)
algébriquement et topologiquement pour chaque ¢q,1 = q < oo et Vapplication
identigne de W,,(,k ) (2) dans Ly () est complétement continue. St km > N et :
u=k—Nmsik—NmI1l,p<lsik—Nm=1et u=1sik—N/m>1,
W,ﬁ,") () c OO u (ﬁ) algébriquement et topologiquement.
Soit F(x,,) une fonction réelle, définie pour x € Q—,

— 00 < Lo < 00 (& =(ay,w,0n),|a| = k)

: . oF 8F @*F _ .
continue avec les dérivées 25, 35 9T omr pour z € 2,|{,| < co. Soit M un
sousensemble des indices |« | = k contenant tous les indices | |= k. Nous
supposerons :

(2.1 | Pzl = 00+ = [&|” *)
a €
(2.2) F(z, ()= 0, (1 + ZM ICG I y*— Gy,
aE
(1 <<m < o).

(?) Les constantes positives seront indiquées par le méme symbole ¢. Au cas nécéssaire,
on utilisera des indices. Les constantes avec la signification pour tout le travail présent,
seront indiquées par y,, ¥y, ...
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Si m = 2, on supposera encore

(2.3) ac Pweal=oa+ = (e,
i oaeM
o*F
(2.4) e Wl | St 2 [Lal)
*F
. )| =0
(2:5) I 5o Ll | 20
o*F
(2.6) relEP = 2 et @ Lbi&i= 7, &%
. O°F
(2.7) qu 3T oL (@ 8a) §:&5 = 0.
[j] =k
Si m > 2, posons ¢ = [g yh= z : 2. On supposera l’existence d’une

fonction F (@, CayAss ..y 4), définie pour x € Q,
[la| <oo(|la|=k,0=4=1 (l=12..,0)
0F oF &*F  §*F

oL’ o’ 8Li omy’ 8Li 8L;
et telle que F(x,(,) = F (x,{q,0,...,0). Soit 1 =<7 =< o et considérons

continue au domaine de définition avec les dérivées

F (0, Casdyyeeerdey 0,0, 0)
On supposera :

(2.8) | F(@yCayhyyunyhiy0,00,0)| <

S04 2| IA+h4 2 (L),
aeM =1 acM
(2.9)  F (@ Ly Aysoeyhey 0y, 0)=

Z0,0+ 3 |C | 0 A+4 2 ||t — 0,
ae M =1 aeM

aF

(2.10) ac (®y Lay A 1y Ay 0y 00, 0)) =

S04 X |G A+ 2]
at M =1 aeM
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o*F
(2.11) 55_3.’17‘ (w, Ca y 11 ) lt , 0, er y 0) é

SO0+ 3 [L )™ TA+ 3 L)),
aeM =1 aeM
@120)  p (4 2 Lt T 044 3 |G| eP <
ae M =1 ae M

*F

= 2 __—-wal.../".,()".oi,s
T i =141 =k 0 GCj(’C sy ey A5 0,00, 0) 66 =

=y, (14 2|l |m? Ut(1~l-lz 2L EP,
at M =1 ae M

8%
(2.12b) 6&'—85 (.’v, Ca ) 11 y vsey lt y 0, ey 0) é
i 0Gj
= O(l + z lCal)m—zﬂ(l‘I'/ll ) |Cal)—h7
ae M =1 ae M
O*F
(2.13) | €|<k m(af, Cay 11,.-. ) l,, 0, ey 0) fi fj ;0.

Si 1 << m << 2, on supposera lexistence d’une fonction F (x, {,, 1), définie
pour z€8Q, |l.|<<oo (|a]=k), 0=1=<1, continue avec les dérivées
0F OF 0%F é*F

oC: ! 0wy’ 0Li 6L 0Ci omy
= F(x,{,). On supposera encore :

au domaine de définition, et telle que F(x,{,,0)=

(2.14) | F(®,la, V)| = CQ+ €ZMI Lal)m (142 ZM|Ca [,
@15) Pt D2 00+ 2Ll 42 2 L] — G,
oF
e10) | SEwenn| s o0+ S aa b 3 L,
T ae M ae M

0*F _ —m
(2.17) 1m(w,ca,z>jéoa+a§ﬂl|ca|> NP Al

(2.182) 7 (14 2L (142 R A =

o
< 0K -
:li|=2|j|=k ol; 8L; (@, 8y 2) §i&5 =

A ALY e A
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(2.18D) 6‘4“ BC @ L, )| =00+ 2 | Ca ™2 (1 + PR s’

*F

2.19 >
(2:19) Lil, [71=k 88: 885

@ la,M&id =

m

EXEMPLE. Si F(x,l) =01+ 2 Ciﬁ et si nous posons pour
|a| =k

]
>

m>2: @l by, d) =014+ = EOA4+4 3 &) 2

|a|=k =1 |a|=%

4

et pour 1 <<m < 2:

(ac,é‘a,/'t)-—l—{— z cz 14+1 = 52) ]

|al=k

les conditions (2.1)-(2.19) sont satisfaites.
Soit encore pour m =2, |i| < k:

(2.20) Ji€ Ly (2)
et pour 1 << m<C2:
(2.20bi8) ,ft € Lm/(m—l) (Q)'

Désignons par ¢ (x) = dist (¢, 692). Nous supposerons pour m = 2:

afi
(2.21) f 2z 81; o de < 0, 2 < p,
et pour m < 2:

{(m—1)

(2.22) f 2J;‘ i ofmln—1) qp < Q.

y =

Enfin, soit pour m = 2:

(2.23) uy € Wi (Q)

et pour 1 <m<C2:

(2.23bis) uy € Wi (Q).
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Congidérons le probléme variationnel: on cherche u € W () de sorte

que

(2.24) U — g € Wb (Q),

(2.25) D (u) E_/F (@, D*w)de — = /Diufi do
li| <k

Q

atteint son minimum pour wu.
Définissons encore la différentielle de Gateaux de @ (u, 4 v) au point

v ®
v de W, (2) comme

lim 1 (P (uy + v + t ) — D (uy, + v)) = DD (v, v)

t—0
et supposons que D® (v, -) appartient a (Vio’,fb") (Q)), au dual de W, (Q).

Il suit des résultats de J. Necas [14] ou de F. E. Browder [3] le lemme
suivant, facile, que nous redémontrerons pour la commodité du lecteur:

LEMME 2.2. Les hypothéses (2.1), (2.2), (2.10), (2.12a), (2.12b), (2.13) pour
A=Ay = ... = 1, == 0 soient satisfaites. Nous prenons 1 < m < co. Supposons
(2.20Dbis), (2 23); alors il existe une solution dw probléme (2 24), (2.25). Cette

solution satisfait & Véquation d’Euler: pour chaque v € Wm (82):

(2.26) / ) (x, Dew) Diw dw_-f 2 Divf;dw.

|i| <k 8C3 e

La fonction w, satisfaisant (2.24), (2.26) est determinée de la fagon umique.

DEMONSTRATION. Il suit de (2.1) que la fonctionnelle @ (u, + v) pour
o
ve WP (Q) est définie et il suit de (2.2) que

lim D (uy 4 v) = o0

ol o
Wb~

D’autre part, on tire de (2.10), (2.12a), Vexistence de D®P (v, v) v D2 (v, h, k)
et on a:
(2.13) D2® (w, by h) = 0

o
pour hE€ W,,(,k)(.Q). Cela entraine la continuité faible inférieurement de
D (uy + v) cf. M. M. Vajnberg [17], d’ou l’existence. (2.26) s’obtient de la
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maniere standarte. L’unicité de la solution (2.24), (2.26) s’obtient facilement
de (2.12b), (2.13) et de (2.27).

REMARQUE 2.1. Nous avons utilisé dans la démonstration du lemme

o
2.2., et nous utiliserons dans la suite le fait facile suivant: dans LAY (£2),
(£ borné) les normes
1 1

(/ > |Diu(x)1mdx)m, ([ S | Diu@n dw)m
P [i] =k J |i] =k

sont équivalentes. Cf. par exemple, J. Neéas [13].

3. Lemmes sur la solation faible de I’équation linéaire, N = 2.

Soit Kg={r€Hy, |#|<d} et considérons dans K, un opérateur li-
néaire d’ordre 2k :

X (—1FDi(4yDiw
[il=1j|=k

avec Ay = Aj, réelles, A;€ Ly (Ky), et tel que:

8.1 nlEP= 2 Ay@) &=y, P

pour &; réels. Soient encore fi€ L, (Ky), |i| =%k, p>2 et we€ Vf’z(k) (Kg4), une
golution faible de I’équation

S DidAy;Diw)= X Dif,

lil=1j|=k Ji| =k
4 savoir une fonction telle que pour chaque v € W.’z(k) (Ka):

(3.2) f = Au‘D"”D"wdw=f 2 Dvfida.
il =171 =k e
Kg Ky

THEOREME 1. Soit w une solution faible de (3.2), 2 << p < o + 2. Alors
il ewiste deuw comstantes y;(0) > 1, v, (0) > 1, telles que pour p satisfaisant

1L
pl1—log
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on a:
1

) P 9 22 P
> |D‘w|1’dx> < 2,3 ( s |fi|rdx).
il =k 74 J =
K, Kg

=

DEMONSTRATION. Soit d’abord d =1 et supposons que A;€C€ (K,). Soit
o]
d5=1 pour i=7j, é;=10 pour i=Fj, |[i|=|j|=1Fk et we W (K,) une
solution faible du probleme

> Di@;Diwy= 3 Dig

avec ¢;€ L,(K,). Si p=2-+4 o, nous avons d’aprés un théoréme, qu’on
trouve par exemple dans le travail [1]:

1 1
. 2o 2+e
(3.3) ( / 3 | Diw |*te dw) = C, (o) (f S | gif*te dx)
i =k |4 =k
I€1 Kl
On obtient trivialement :
1 1
) 2 o
(8.4) (f > (Diw)? dw) é(/ 2 g dx) .
[i| =k i|=k
K, ! K; l

D’aprés le théordme de Riesz-Thorin, cf. par exemple A. Zygmund [18],
nous avons pour 2 <p <24 p:

1

‘ 7 2 ?
(3.5) (/ 3 | Diwl? dm) <0 » (f > |g,.|pdx) .
i | =k il =k

K, Ky

iy

Ay étant dans € (K,), g: € L, (K,), la solution o de (3.2) appartient & W, (K,);
cela suit du théoréme déja cité de [1]. Nous avons pour ¢ €D (K,):

(3.6) / S ;Do Diwde= 2 (b5— ;1 Ay Dig Dw de +
l[il=1jl =k li|=|jl=Fk
; 4
+7;1f S Digfide.
il=k
K

9. Annali della Scuola Norm. Sup.- Pisa.
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On a pour ¢ =p/(p —1):
1

) )
([ 2,12, 00 a9 Diwras) =

lt|=k |jl=Fk

K
- Su}; ) (61')‘—7_1 Aij) hDiw dr =
2 IRIL (k)= | |i|=|j]=k 2
1] =k q P
L 1
=(1= LYo [( > BT (3 Drop? s
Y2 [i] =k |i)=k

K,

1

1
é(l_'a)s“p( / (2 e d’”ﬁ'( (2 (D‘w)2)”’”””);§
i

V2 i =k |i]=k
K1 Kl
p—2 1
é( ——’—,1—)021’ (f > ]D‘wlpdw>1",
Ve 1| =k
K

alors on en obtient, en tenant compte de (3.5):

. 1/p 1/
(3.7) ([l 3 | Do |1>dx> < ¢, (o yZ—I(f s Iﬂlpdx) b
i|= [§] =k

K, K,

1
=+ ¢, (o)1 ¢l 2P (1 — ﬁ) (/ S |Dwl? dw)p .

Ve |¢l =k
K;

Si nous posons y;= C,(¢) Cy, y,= C, (0), nous obtenons pour 2 =p=2-+y,
satisfaisant

117
2
pl1—log| — 12 log y, | < 2:
121
Ve
pl—2/p (I—A)s(l__iﬁ)
3 7’2 = 2 s ’

d’ott assertion pour d = 1. Nous pouvons maintenant trouver A?,-E(f(l_ﬂ)
de sorte que Aj—> A; en mesure, | A} () | = C et que la condition (3.1)
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est satisfaite. Soit w, la solution de (3.2) correspondant a Aj. Il suit du théo-

reme de J. Necas, cf. [13], chap. 3, que w,— w dans Wi (K,), d’our le
lemme pour d=1. La transformation y = x/d ramene la cas général au
cas d =1, d’ou le théoréme.

LEMME 3.1. Soit g€ Ly(Kg), 1 <{q<loo, 0=1=<k—1. Alors pour
P €D (Ky) on a pour |i|=1:

fl)"gvg dw:] > Digpg;de
|1 =k
Kq

Kg
avec

(3.8) | 95 llzyizp = CAF—HHNE=Nla || g || 1, (%),
o 1/p=1/g — (& — l)/N pour (k — 1) g > Netoo>p =1 pour (k —l)g=N.

DEMONSTRATION. Par la transformation y = «/d, on se raméne au cas
o
d=1. Soit ue W, (&,)n W (K,) la solution de I’équation

S Diu=y
|il=k

dans K,. On a d’apres le travail [1]:

9 = :
(3.9) el @y = Cll9 N, g

Si nous posons
(— 1=t DHu=g;,

nous obtenons, en vertu du lemme 2.1, ’assertion.
LEMME 3.2. Soit u€ W (Ky), p > N. Alors

(3.10) |u(0)| = Car—Np (p —1- N)l-llp ( |i|§=1 /

Kq

1
ou r P
£ dz) +

(®)

+ Cca—-¥ / | u(2) | d.
Kq
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DEMONSTRATION. En vertu du lemme 2.1, nous pouvons supposer
u € € (Ky). Nous avons

1
¥ du
w(y) — u (0) = / 2wy,

0
d’olt

(3.11) % (0) — (mes Kd)ﬂ/u(y) dy

Kq

’ N’ : ou
= (mes Kd)—I/ > (f'a—(t!/) \ | 9] dt) dy.
i=1 Xy
0

d

=

Posons ty = 2z ; nous obtenons de (3.11):

% (0) — (mes Kd)—lfu (y) dy ié

Kg

1

- - dt ¥
= (mes Ky) . 151
0 Kg;

N
= (mes Ky)~! ¥ f

ou
o (®)

| 2| dz =

on

1
dt
a—x—i(z) |z|dzfm§

Ky lz)/a

24~ N ou
=< - oz
= N mes K, ,-‘:‘l f' ox; (@)
Kq

N
so(3 |
=1
K,

d

cdl—N/p N
e
=) 2 f

Kq

i=1

2|V dz =

1

1 d
» » 1-1/p
dz) ( / =) Bl o= ¥t d)
0

1

? _\?
dz) s

8_u
6 &Xg

()

lIA

ou
Er ()

d’out la démonstration.
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4. Un lemme sur la régularité de la solution au cas non-linéaire, N = 2,

Nous démontrerons un lemme étroitement 1ié aux théorémes sur la ré-
gularité du travail de 'auteur [14].

Soit F(x,l,) la fonction de la section 2, satisfaisant (2.1), (2.2) avec
m = 2 et encore (2.10), (2.11), (2.12b) pour A, = 4, = ... = 4, = 0 (I'existence
de 1a fonction ¥ (w,l,,%,,...;4,) ne se suppose pas dans ce paragraphe).
On supposera encore (2.20bis), (2.23); au cas présent pour m = 2 et

li| <k

2k aj" ? < ()
(4 o* 3 () =0, 1=1,2,..,N.
Q

£ étant un domaine & frontiere lipschitzienne, il est démontré aux travaux
de auteur [13],[14bis], I’existence d’une fonction o de € (2)n € (2) équiva-
lente & g (#) = dist (v, 682) et telle que | Dig | < Oo'—!il, et d’une suite
croissante des sous domaines 9" c Q" c Q telle que lim Q» = Q et telle que

T — o

les o, correspondant satisfont & | Dig, | = Col~!| avec une constante C in-
dépendant de mn.
Soit h=(0,..,0,7,0,...,0) avec z sur l-éme place, tel que |7 | <

1 - )
<5 dist (2, 99), @ Q' < Q. Boit pe Wil (Q) avee dist (supp @, 892) <

< —;_ dist (27, 89).

Désignons par A u(x) =71 (w(x + b) — u(x)). Nous avons, cf. L. Ni-
renberg [15]:

LEMME 4.1. Soit Q wun domaine borné, " < Qe k=1,p=1 On

aue Wp(") (Q) <=> A, ue Wp(k—l) (82’) pour chaque L’ avec || Ay u “W(k—]) C.

=
» @

On a

Il n ]l e g, = Ollwll @y,

|| HWZEIC) =< GSl}p | dn ||

Jo—
@ = g wyFar

o
lim 4,4 = —
=0 k 6501

dans WV Q).
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THEOREME 2. Les conditions m= 2, (2.10), (2.11), (2.12a), (2.12d), (2.20 bis),
(2.23), (4.1) soient satisfaites pour une fonction F (x,l,) de la section 2, ou
on pose formellement dans les (2.10) - (2.12Dbig) 4, =1, = .. =1,

Soit we€ W,’,CL(.Q) une solution de équation (2.26). Alors

(4.1bis) [ 2k (1 -|~ 2 | Do (@) | )m=2 3 (Diu(@)? de < C.
. o] = k41
2

DEMONSTRATION. Posons pour x € Q" : v (x) = 0% 4, u («) et pour z ¢ Q":

v(@)=0. On a ve ﬁV,S,,")(Q), cf. [13], chap. 2. Soit we W(k)( Q) avee dist
(supp w, 08) < dist (O, 4£2). Il suit de (2.26)

1
(4.2) > ([ (@ +-th,(14-t) D* w(w) -+t D*u(x--h)) dt) Déw(aw) DI Apu(x) d
ARAEERY 08 8L;

1
+/|iiz‘§k([:;8 (@ - th, (1—-—t)D°‘u(w)—|—tD“u(x+h))dtD'w (z) dw
2

0

=/ 2 Diw(x) 4y fi (@) do.

1] <k
Q

Posons w = v,

/ Ikl—k f1+u%‘M|(1—t)D“u(w)+

Q 0
+ D u (@ + k) |)ym—2 dt) (D Ay u (@) dw.

Il suit de (4.2) ’inégalité :

1 m

T 0T Jullym+ Collu|l g+
m m

1
1

2 —_
+ 03(_/03‘k|‘|2<k(dhﬁ (@))? dw) (J2 4| “”W,(:)),

Q
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d’ott découle
1

1 2
s J=o, (H wlly, k>+( f on 2 (dfi(@)’ dw) + II“HW(m)'
3 [l =k m
Il en suit, en vertu du lemme de Fatou :

(4.3Dbis) f 14 2 | Dru@)| )2 2 (Du@)? de= C(n).
aeM 4] =k+1
2

Si nous laissons tendre | k| —> 0 dans (4.3) et aprés n —> co nous obtenons
le résultat.

5. Régularité de la solution, le cas m = 2.

Soit # une solution satisfaisant (2.24), (2.26) et F(x,(,) satisfasse (2.3)-
(2.6). 11 suit du théoréme 2 et de (4.2) que pour h— 0, we D (2):

* F su

’ AR AaF. Dew i d
oD /Iillﬁlgk 0¢; dg; (@, D* u (2)) D* ’Lb(w)DJ_a 2 -
2

82F o i _ I ; afz
+[ (2w G Ve ds = [ 5 Duole) g (o) d
Q

Désignons dans la suite par K (x,) = (v € Q, |x —x,|<d, dist(x,,02)=2d}.
Nous avons :

LEMME 5.1. Soit ¢ € D (K (w,)), u, la solution audessus définie, f; sattisfasse
(2.21), N =2. Alors

i) =171 =k 0 8%5 [i] =k

82 F ]
(5.2) > (@, D* u(x)) D D? — dm = E Digpg; dr
K (20) K (20)

N L
avec “ gi ”LPO(K(%)) = 0d*, on d =3 dist (x,, §82).

En effet: on part de (5.1), utilise (4.1bis), d’otr il suit pour

li| < %:o" D'u)e Wi(Q)
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d’ott d’apres le lemme 2.1:
. 1/po
(5.3) (f | D* w (x) | dx) = 0d—*,
K (%9)

Puis, on tient compte plusieurs fois du lemme 2.1, de (4.1bis) et du lemme
3.1, d’ou D’assertion.

1
Soit w €D (K,) telle que v (x) =1 pour |z | = - et posons

(5.3bis) w (%) = 2_:; (@) v (” p ””0)

dans K (x,).
Nous avons

LEMME 5.2. Soit w audessus introduite, ¢ € D (K (x,)). Alors

0*F . . .
(5.4) / 2 D' Diw dx ==/ 2 Dipndo
J tii=1j1=k 6%i 8¢; l[il=k Y
K (@) K ()
(5.5) Il i ||z, (% @iy = O

En effet, on part de (5.2) et on obtient

*2F . .
2 TAF A Dl Di w de = 2 Di i d R
fl€|=|j|=k 0L; 8Z; ? j i (py) 9; dx + R ()

il =

K (%0) K (@)

ot B (p) est la somme des intégrales du type

aD  pD¥yDi @ dw

K (ar0)

avec k=|j| =T+, 1= |7| <k atLe(®)

et du type
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Il suffit d’utiliser (5.3) et le lemme 3.1, d’ou l’assertion.
On désigne dans la suite

L(ﬁo).‘: xEQ;IJG“WOI<%—,dist(wo,6!2)=2d .

THEOREME 3. Soit F (x,(,) une fonction réelle, satisfaisant powr m = 2
(2.3)-(2.6), f; satisfasse (2.20), (2.21) et soit N = 2. Soit u¢ Wék) (£2) une solu-
tion de Véquation (2.26) et K (x,) audessus défini. Alors il ewiste p, > 2, de
sorte que pour |i| =1k + 1

(5.6) ” Diu ”I’p1 (K (20) = cd—*1,
La fonction Diu,|i|=k, est sur chaque compact de L hildérienne avec
n= 1— 2/191 .

DEMONSTRATION. Il suit de (5.4), (5.5) et du lemme 3.1, avec la nota-
tion du lemme 5.2 que

X 1/p1
( / S | Dol dw) < ¢+
|

. i =k
K (zo)
avee 2<p; = p,,
1 -;— %1—
py| 1—log v 2 logy; | =2,
1 1
Ve

d’ont (5.6). Il faut encore tenir compte du lemme 2.1.
On désigne par

0 (@) = fue 0 (), sup " (max 3 | Du(@)]) < oo},
d>0 weQy el =k

Q=[x e, dist (v, 002) > d}.
Voici une conséquence du théoréme 3, importante pour la suite :

Conséquence 5.1. On conserve les hypothéses du théoréme 3. Alors
uE€ 0,2?1 (£2). En effet, il suffit de tenir compte de (5.6) et du lemme 3.2.
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6. Régularité de la soluntion, le cas m > 2.

LevMME 6.1. Soit f(d) une fonction réelle, définie pour 0<Cd <d, et
telle que pour oo = 0

sup d* f(d)y=A < co.
o<d<dy

Soit pour u;0,1<1,a§111:
f@d) < €, d= f(ap + 0, d—.

Alors pour f = 1—%__—1, on a

sup dPf(d) =< O(B, %1, O).
0<d<d,
La démonstration est immédiate.
Considérons le probleme auxiliaire : trouver minimum de la fonctionnelle

/F(m,D Uy Ay ywoey Ay, 0, O)dm—fz Dt uf; dx
. |

il =k

dans la classe u — uy€ W ., avec fi satisfaisant (2.20) et avec 1, > 0,

15> 0,..,4,> 0. D’aprés le lemme 2.2, un tel minimum existe uniquement

Supposons encore (2.21) et notons notre minimum par « (&, 4, , vy 4, 0,...,0).
Nous avons :

LEMME 6.2, Indépendant de 1,,0 < 1, =1 on a

(6.1) f(l —|—I Z | Do u@ydyy ey Ay 0y ., 0)| o= G—1) B,
o =k
2

(12, 3 | D2 @y Ay y vy Aoy 0y ey O )P dr = O (Ry 5 wvvy Aoy

al=k

En effet, on a pour le minimam % (1,,..,4,,0,..,0):
—/F(w, Diu(@ydyy e sdey 0,0, 0)de = | 3 Diu(x,i,,. vy 0) fi da+-C;

il =k
Q
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d’ott d’apres (2.9):

/”“L 2 | Doy Aoy, 0,00 O) 7= IR (1A 3 | D@, Ay oy s 0y 0)) 7 A
o€ ae M

2

1

2
é_Gz(lu.--,L_l)+03(/11,-.-,/1,_1)( |_12<kfi2dw) ( [ =z (Dfu(x,li,...,l,,0,...,0))2dm) =

Nlu

J 151 =k
Q Q

1
2

é 04 (’11 A lt—l) + 03 (2'1 9 e lt—]) (_[| 2 fiz dw)

i<k

1
B
Z (Diu(xydy,. /1,,0,...,0)——-D"u0(w))2dx) =
[i] =k
9
L 1
2 2
SOy, ey dem) F O (A5 ee s /1,_1)( /AHZ;kff dw) (ﬁlz‘ k(D‘u(w,li,...,l,,O,...,O))z dx) ,
= i| =
°
d’ott suit facililment Passertion. Nous avons utilisé la remarque 2.1.
LeMME 6.3, Supposons (2.20), (2.21). On a pour % (A ,..,4;,0,..0),
0<i=1
(6.2) f@2k(1 4+ I | D*u(®, Ay ey hey 0,.,0) | 2= 1A,
ae M
o)
(144, 2 IDau(w”lU"';}‘nO,'--’O)D—h' b (Di“(wrlu-" Azy 0, ))2M<0(11 yuoey As—1)
el li| =k-+1
DEMONSTRATION, Nous avons d’apres le théoréme 2 :
/ (1 2 D0,y Oy 5 (D@ Ay oy OF A5 Ol
33 1| =k+1
Q

et de (5.1), olt nous posons w(x)= 02"% nous obtenons par les raisone-
1
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ments de la démonstration du théoréme 2, avec

J=/o2’“(1 4 3| D u(@ Ay e Aoy 0y e, 0y yr2— =R,

at M

c1A42 3 D@, ey A, 0,,0) )R S (DR (@, Ay y ey Ary 0y, 0))2 die
ac M [i] =k-+1

1
J =0 Ay ey b)) I Cy(Ayy ey lay),
d’ot1 ’assertion.

LEMME 6.4. On conserve les hypothéses du lemme précédent et soit avec
la notation precédénte pour 0 <A, = 1L, u(x, 4;,.., 4;,0,..,0)€ oP (2), N=
Notons Ag=1- || u|/ @y Alors pour g€ D (K (zy) on a

(6.3) f s Y o oar— S Diea ds
il=1j =% 0Lidl; ® oy Pl P 9gi
K () K @)

avec
Il 9|1z, (k @y = Cd—* AT,

1
ou d= 5 dist (@, , 042).

DEMONSTRATION. Pour chaque ©'c Q’c £, nous obtenons facilement
de (4.3 bis) que pour P mesurable, Pc £,

> 1 2 |(1—t)D A 0, ...
lll——k+l ( +aEM| (@ e 1 sy 0)

G DU (X Ay g eee yAey 0y 0ee, 0) | )AL | DPApu (®, Ay wue 3204 05000, 0) | de =
= 0’ Ay, ..., ;) mes (P)2on—eh)

d’olt, en vertu de (6.1), suit la possibilité de faire tendre » — 0 dans (4.2)
et on obtient (5.1). Maintenant, on raisonne comme dans la démonstration
du lemme 5.1, en utilisant (6.1), (6.2), (5.3) et le lemme 3.2.

On démontre comme le lemme 5.2 :
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LEMME 6.5, On conserve les hypothéses du lemme précédent et la notation
du lemme 5.2. Alors pour @ €D (K (xy) on a

2
(6.4) f s TF  pioDi w dw =f S D ognde
li|=j|=% 0%:dl; Li] =k
K{() K(zo)
avec
(6.5) | 2]z, k@) = Cd—F—1 Ap—2,
o

LEMME 6.6. On conserve les hypotéses du lemme précédent. Il existe
C(Ayy e yAr—1) de sorte que si

(6.5bis) P=2+ Oy, hy) AZ-mHe—DR

1
alors pour d = > dist (xy, 082), |i| =Tk 4 1:
(6.6) ” Diu (x, Aiyeesdey 0504 0) ”LI,(L(a:o)) = C (A, ey diy) d—k1 A:in_z .

DEMONSTRATION, Il suit de (2.12), (6.4), (6.5) et du lemme 3.1 avec la
potation du lemme 6.5

1/p
(f 3 |Diawlr dw) = Oy ey Ay) d—Fm1 g2

pour 2 < p = p, tel que

/1 —_ _;_ ey Ag—m+(z—1)h
p| 1—log Y2 logy, | < 2.
1 — ﬁ Az—m+(z-——1)h
Ve

Si nécéssaire, nous prenons p, assez grand pour obtenir (6.5bis) de la serie
de Taylor pour log (1 + 2).

2(14k)

1_h
’ 2

LEMME 6.7. On conserve les hypothéses du lemme 6.4 et soit x —
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Alors pour w(®, Ay, e y4:,0,0.,0),0 < 4,,0<2y,...,0< 1, on @

(6.7) 10 @y Ay o ey Oy e, 0) [l iy ) O (g ey B

DEMONSTRATION Les parameétres 4,,4,,..,4, fixés, posons

m (x) = (1 +l }f_k(l)au(m, Ay, Ay, 0,00 ,000)8 4,

Il suit de (6.2) pour xz, € Q Vestimation

o (e

K(#o)

1

3
dw) =0 Ay s eee s Apy) dF,

ol %dist (y, 802)=d; de 6.1:
1

2
([ m? dw) = Oy (Ayy eee s Aey)y
K (o)

d’ott et de (6.8) et du lemme 2.1 suit

1/p 2
(6.9) ( f | m |2 dw) S0y, ey dp)d Tt
K@)

avec p > 2. Il en suit

1/p _k+1-2/p
(6.10) ( 2 |D“u(x,li,...,1,,0,...,0)|1’ dx) = C (Ao yAeq) @7 miz—enf2
a| =k
K(xo)[ !
et d’aprés le lemme 2.1, on obtient
1/p
( s ID“u(w,l“...,l,,O,...,O)|Pdw) <0,
la| <k
(20)
d’ont et de (6.10) suit d’aprés le lemme 2.1 finalement
k+1—2/p 2

(6.11a) 1 S | D@y y Ay e s hay 0,0y 0) | = CuAyy ey deg)d ™22 2.
ol <k
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Il en suit évidemment pour d > 0:
_ k+1—2/p

2
(6.11b) 14max I | DEu(m, Ay ,hey 0,0y 0) | = Cp(Ryyereydemy) d MM P,
YY) |a| <k

Soit maintenent p =24 C4(4,, ... ,4._1) 43 ™H=D* du lemme 6.6. Nous
avons d’aprés ce lemme :

(6.12) ( f i§1
L

(o)

om

» 1/p (2
e dﬂ”) =0y Ay ey A1) Ad(z )d_k_ly

1 ..
o d = —2—dlst (g, 082). Posons 1/p, = a/p +b/2 aveca + b=1,0<a<1.

Nous obtenons en vertu de (6.2):

2
(6.13) ( f >
Ty

Nous obtenons facilement que

om

0 Xy

P 1/p m_
‘ dw) 1§ Cio(Ayy o s Apy) =41 Aza (2 1)-

(6.14) PeZ 2 [0/ 4 Cg (A, v, )] AT TN
Nous avons encore

(6.15) a—2 f | m@) | dw < Oy, oy Aey) L

L(2o)

11 suit de (6.13), (6.14), (6.15) et du lemme 3.2, appliqué pour L (x,),

1 m a
(6.16) | 1 () | = O (Ayy woe  hey) =1 d—k—1 o077 0 G-+ 5o

11 suit de (6.16) pour d > 0:

|s
el S

lIA

~
o

(6.17) max (14 X | D*u(@, 4y, y4:50,..,0) |

ze Dyq |a|=k

(M—2—(t—1)1) _;_ “Fa(2m—a)

S Oy e yhomy) a1 A1 4]
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alors on tire de (6.11b) et (6.17) finalement
m zh m h h m <k
A Y —(k+1)/ —\1——= M— Z_ ==
(6.18) A2a =< O(Ayyeer,hemr)t W =5) ey - )A; (=3 +2um=2) [ (3~ 3)

1
Si nous prenons maintenant ¢ tel que 1 — h/2 4 2a (m — 2) = > (1 — h/2),

nous obtenons du lemme 5.1

(6.19) Ay S C(Ayy oo yhey) d ?,

d’out l’assertion.
On désigne par

W® (Q)= {u,sup (supess = | Du(zx)|)d* < oo}, % = 0.
! d>0 ey |o|=k

LEMME 6.8. On conserve les hypotéses du lemme précédent. Alors, on peut
trouver une swite des 1* — 0 telle que

Do (@, Ayyoe yhim15 420,000, 0) — D% w (0, 4y ee y 4,21, 0, ..., 0)
presque partout dans £ powr |a| =k On a

(6.20) “ u (x, }»1, ces y ﬂ.,_] y 0, v ,0) ”W(k) é C (}.1, v ,l,_l)-
00, 21+)/(1—R/2)

DEMONSTRATION. Il suit de (6.2) et du lemme 2.1, qu’il existe une fone-
tion u de W, (') pour chaque 2’ c Q' c 2,p > m, et une suite 1* — 0
de sorte que D*u(w, i,. lt_l,}t’;,O y0) —> D* (@, Ay y oo yAsegy 0y eue y 0)
presque partout dans 2 et u (ac, PR ,l? , o 0)—u(x,l,,. 1,_1, .,0)
dans W, (£’) pour chaque £’ c .Q’ c Q. bmt @ €D (Q%), M, un ensemble
mesurable dans £2°. On a

S D (@, Ay ey Aem1y 47, 0,000, 0) | de < O (27) (mes M )12,

|al =k

d’ott suit (2.26) pour u. D’autre part, il suit du lemme de Fatou et de (6.1)
(%) g
que u € Wyu'li_pn(£2); ayant

|2 @y Ay yunyAeeyy 47,0, .., 0) || = C(Ayy e yhem)y

w,E @)



variationnelles des équations elliptiques ete. 451

on obtient finalement (2.24) pour u. D’aprés l'unicité de la solution de (2.24),
(2.26) pour F(®,la, 2y, 2:01,0,..,0) 00 8 4 =u (4, . y4;,—1, 0,...,0), d’0lt
(6.20) et la démonstration.

THEOREME 4. Soit m > 2, N = 2, u la solution du probléme (2.24), (2.25).
On suppose (2.8)-(2.13), (2.20), (2.21). Alors

(6.21) sup X | Dewu(x)| = Cd—2+R0—h2),
2eQy |a| =k

oll 0= [g], h = (m — 2)/a. Posons

Ag=1+sup X |D*u(x)]|.
2eDg |a| =k

Il ewiste 1 = C, > 0 de sorte que si p = 2 -+ 0, AT ™, alors pour |a| =k 1:

(6.22) || D= u HLP(L(wo)) = 0, d-F1-20+Rm—2)/(1—Af2) ;
ici

d=—;— dist (x4, 0£2),
1,
L(xy) ={x€Q,|0— w0|<—4—d@st(wo,69).

Sur chaque Q' c Q' < Q, la Jonction u € O u(&) ().

DEMONSTRATION. Considérons d’abord la solution u(x, 4,,..,4,) pour
A >0,..,4, >0 correspondant & la fonction F(x,lsy2y;5...,4,). On a
m — oh =2, alors il suit de la conséquence 5.1 que u (@, 4;,...,4,)¢€

€ Wéf,)g(]_,_k)/(l_h/g). I1 suit du lemme 6.8 que

(@ Ay ey o, ‘| = Oy ooy dom1)y
W, 2(k+1)/(1-—-h/2)

[ % @ Ay 5 ey Aoy 0, 0) |1 = Chyy ey Ao,
o0, 2(k+1)/(1—h[2)

jusqu’a
el =6
oo 2(k+1)/(1~—h/2)

d’ont (6.21). Nous avons pour la solution u:

(6.23) Tl ® =

10. Annali della Scuola Norm. Sup.- Pisa.
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et (4.1). Nous obtenons comme audessus, l’équation (6.4) avec (6.5), d’ou
comme au lemme 6.6, suit (6.22). L’appartenance de la solution & l’espace
O®, u(@) (%) suit du lemme 2.1, d’ott la démonstration.

7. Régularité de la solution, le cas 1 < m < 2,

Considérons d’abord un probléme auxiliare: trouver minimum de la
fonctionnelle :

lil=k

fF(w,Dau,l) de— | X Diufids, 0<<A=<1,
Q

o
dans la classe des fonctions w — %, € WP (£2). On désigne cette solution par

w (1) et la solution u (0) par u. Supposons dans ce paragraphe sans le
répéter : (2.14)(2.19), (2.20), (2.22), (2.23bis), N = 2.
Nous avons:

LEMME 7.1. Soit N = 2. Indépendant de 1, 0 <A1=<1 on a

@D ot Z I Du@h AL 3| D | A S 6

|a|=k

2 (141 3 | Dou(x, )| )™ 3 (Du(z,d)de =< C.
ae M i =k41

(7.2) fg”‘(l + 3| Du(w,2)
ae M

Q

DEMONSTRATION. En effet, on a pour u (1):
[F(.L‘, Doy (2, A), 4) de = / > Dz, 2)fi; de + Cy,
li] <k
d’ou et de (2.15) suit

fa+ 2 ) D@ ) | A2 Z | Doue, B | P de =
Q

m—1

m=1 1
=0, ( f S| fi|miom) dw) ( / 3 | Diu(, 2y dx)m +0,=
2 (o]

[i] <k i) <k
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m—1

=0, ( f = | ﬁ|m/(m—1>dw) " ( [ 3 | Dz, 1) — Diuy (@) | dw)m—l- 0, =
1] =k Joli| =k
m— 1
=0, (/ 2 | fi|mm=1) dw) " ( / S | Diu(w, 2) ™ dx)m + 0, =
i] <k J 1=k
m—
= 04 ([ = | fi|mlm=D dx) m . (/(1 "
2 F1= &

1

4+ 2| D“u(x,l)l)) 14212 | Dou(x A | je—m dgym |- c;,
ae M aeM
d’ott suit

]<1+ S | Do, ) |y (L4143 | Doue, ) | o do < 0
ae M aeM
Q

nous avons utilisé la remarque 2.1. Mais cela nous donne encore que

1/m
([ by ID“u(m,l)l'”dx) =0,

o] <k
Q

d’ot et du lemme 2.1 suit finalement (7.1). Considérons (7.2). Posons

aeM ae M

J=[02’°(1 + 3 | Du@ )2 (144 2 | Dou(x,2) | P
Q

S (D (x, )7 da.

=k

Nous savons d’aprés le théoréme 2 (qu’on utilise pour m = 2) que J < oo

N ou
et quon a (51), ol nous posons w = o¢?* Fret Nous en obtenons: J =
Xy

1
= 0,J? 4 C,, d’ol Pagsertion.
Nous avons d’apres le théoréme 3: wu(1)€ W;flek (£2), de plus, nous
obtenons
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LEMME 7.2. Soit w = ou (l) y de (5.2bis). Nous avons pour ¢ € D (K (x,)):
(7 3) 2 aZF DI, D"’lv dx_ Z Di d
‘ l'—‘l]l—kaClaCj [i] =k @ n; AX ;5
K\xv) Klao)

i — 1 .
| 03 (| oy Ky = 077 AT, d = —- dist (z,, 69).

En effet, il vaut (5.1), et par un calcul immédiat, nous obtenons pour

ou
— Déquati 6.3) avec
7, quation (6.3)

—k —m
(7.4) | 95 12—zl = 0™ AG
et apres D’équation (6.4) avec (7.4).

Nous obtenons maintenant de (5.2), (7.4) et du lemme 3.1 de la méme
fagcon comme le lemme 6.6:

LeMME 7.3. Il ewiste O > 0 tel que 2 + CA} ™ < 3,
(7.5) ([ z | Diu(x’ ,1)]@ dx)1/» = oq—*1 Aé—zm,
| 4] =k41
Lizo)

pour p =2+ CAZ?; on suppose 2 + 04372 < mfm — 1).
Nous avons maintenant :

LEMME 7.4. Soit ®» =

21
M.Alors
m — 1

(7.6) @]

[IA

k) C.
we, 2(14-k)/(m—1)

DEMONSTRATION. Posons

m

m (&) = (1 4 2, D, nPe.
Il suit de (7.2) que -

1

o ([l s e
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o d== %dist (g, 082). Nous avons avec p de (7.5):

S|

d’ott pour 1/p, = a/p + b/2 avec a +b=1, 0 < a<1, il suit:

w (]
L)

Puis, nous tirons de (7.1):

1

» P 3 o,
]d.r) = gaF 4k

om
EA

om

0%y

7 om

o,

om
ox,

B 1 —k—1 , 2a(2—m)
de) = 0Ca 4] )

(7.10) a— / | m(2) | de < 0d—1.

Li(o)
Il suit du lemme 3.2 et de (7.9), (7.10):

l m (wo) I é Cd—k—] a—l A(ll—m/2+3a(2—m)’

d’ott
we

(7.11) AZz = cd—F 1t ¢t A(li—ml2+3a(2—m)

pour d > 0. Si nous posons ¢ = (m — 1)/6 (2 — m) nous obtenons
Azd—<— Od—2(1+k)/m a—2/m A(li—(m—-l),’m

Il suit du lemme 6.1 P’assertion.
Nous démontrons maintenant comme le lemme 6.8 :

LEMME 7.5. On peut trowver une suite A* — 0 telle que D%u (") — D*u
presque partout dans Q pour | o | =k, et on a

(1.12) ]| c.

lIA

(k)
Weo, 201+k)/(m—1)
Nous avons finalement :

THEOREME 5. Soit 1 << m < 2, N =2, u la solution du probléme (2.24),
(2.25), On suppose (2.14)-(2.19), (2.20bis), (2.22), (2.23bis). Alors

(7.13) sup X | Dou(x) | < 0d—20+mlom—1),
ZE Qd la| =k
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Posons

Ag=1+4 sup 2= | Dou(a)| .

2eQq la| =k

Tl existe 0 << C < 1 de sorte que st p = 2 + CAY™?, alors pour |a| =14k
(7.14) | D ||z, peg) = Od—UFRALHC—m)n—1]

Ici
1
Lx) ={x€Q, |x—ux,| <1—dist(w0,aﬂ)=2d .

qur chaque 2 c Q' c Q la fonction w € O®, @) (Q7),

DEMONSTRATION, (7.13): c’est (7.12). Cela étant, nous obtenons l’inéga-
lité (7.14) par le passage a la limite A" — 0 du lemme 7.5 en tenant compte
de (7.5), (7.6) et du fait qu’on peut choisir de la suite A* une suite, pour
laquelle Diu (A") — Diw (|| =k -+ 1), faiblement dans L, (L (xy), ¢. q.f.d.
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