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GRANDES DEFORMATIONS DES FILS ELASTIQUEN
(Le probldme thérmique couplé)

G. DINCA

1. Introduction.

Les problédmes de la dynamique des fils extensibles dans diverses con-
ditions initiales et a la limite et pour diverses lois constitutives ont été
considerés par Rakhmatulin [1], [2], [3], [4], Ryabova [5], Smith et al. [6],
[7], etc. Une bibliographie detaillée dans cette direction on trouve dans le
travail de Cristescu (8]

Dans cette étude, est abordé le probleme du mouvement spatial d’un
fil extensible en prenant en considération linfluence de la température pour
une lois constitutive élastiqme. Dans le cas quand cette influence n’est pas
considerée des études ont été faites par Cristescu [9], [10], Pavlenko [11],
Keller [12]. Dans ce dernier cas le systéme des équations du probléme est
- totalement hyperbolique en ayant quatre familles caracteristiques differentes,
avec la pente variable dépendant de la déformation (pour une loi constitu-
tive entiére) ou de la tension et de la déformation si dans la loi constitutive
on tient compte de I'influence de la vitesse de déformation. Utilisant les rela-
tions satisfaites sur les lignes caractéristiques le systéme des équations du
probléme peut étre integré a ’aide d’une méthode numérique, les conditions
. initiales et & la limite et la loi constitutive etant données d’une fagon
concréte [13), [14], [15], [16], [17], [18], [19]

Dans le cas que Pon considére aussi 'influence de la température dans
Pétude de la déformation des fils, le systéme des équations du probleme
contient les équations du mouvement, les relations qui donnent respective-
ment la loi constitutive et la définition de la déformation et en plus une
équation qui est ’expression du premier principe de la thérmodynamique
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42 G. DiNca : Grandes déformations

et une équation qui donne la liaison entre le courant calorique et la tem-
pérature. Dans le cas classique cette liaison est la loi de Fourier. De
cette manidre le probléme a été abordé par Manacorda [20].

Le probleme est repris dans cette étude. Le résultat essentiel, au point
de vue mathématique, est que le systéme des équations du probléme ne
garde pas le caractére hyperbolique en étant d’un type intermédiaire hyper-
bolique-parabolique. La terminologie n’étant pas consacrée, le contenu de
cette dénomination sera precisé ulterieurement. Le systeéme possede cing
familles des lignes caractéristiques dont quatre sont des correspondantes
naturelles des familles caractéristiques trouvées par Cristescu [9] et gardent
leur caractére hyperbolique. Mais le systéme possede encore les caractéristi-
ques dt = 0 ayant simultanement un caractére hyperbolique et parabolique.
A Tlaide des relations du saut verifiées quand on traverse les fronts des
ondes, nous distinguerons les ondes propagables en regardant leur effet mé-
canique et thermique. Le caractére intermediaire du systéme est donné par
la loi de Fourier qui s’attache aux équations du mouvement et a 1’6qua-
tion qui exprime le premier principe de la thérmodynamique. En utilisant
a la place de cette loi une loi proposée par Kaliski [22], dans le derniére partie
de cette étude, on montre que le systéme des équations du probléme garde
le caractere totalement hyperbolique qu’il possede quand linfluence de la
température n’est pas prise en considération, ayant six familles des lignes
caractéristiques différentes. A l’aide des relations satisfaites sur les lignes
caractéristiques, le schéma d’integration numérique donnée par Cristescu
[14], (15], [16], [17], [18], [19], peut étre facilement adaptée.

2. Formulation du probleme. Equations du mouvement.

Nous supposerons que 3 linstant initial, la température, que nous de-
signerons avec 0,, est la méme dans chaque point du fil. Soit 6, la tem-
pérature du milieu extérieur et 6 la température actuelle, fonction du point
et du temps. La position des points du fil sera étabile a ’aide de la coor-

donnée curviligne s, considerée le long du fil, en commengant d’une origine
arbitraire. Cette coordonnée caractérise la position des points du fil deformé

a Dlinstant actuel ¢. La tension, qui varie le long du fil et dans le temps sera
adnotée avee T'. Dans le cas du fil extensible parfaitement flexible elle est
orientée dans chaque point aprés la direction de la tangente du fil. Sur
une portion ds peuvent actionner des forces extérieures, la tension et une
force dfie & la résistance du milieu dans lequel se passe le mouvement. Les
forces extérienres et celles de la résistance seront considerées proportion-
nelles avee la longuer ds de la portion considerée. La force de la résistance
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du milien sera considerée en chaque point de la forme de — R(v);ds, 9.9
étant une fonction positive dans le module de la vitesse du point consideré
2 2 2
('02 = (‘Z—:‘) + (%) —+ (%) ) Les équations du mouvement de la portion
ds, en projection sur les axes coordonées sont
*x i ox ox
(2,1) gdsW=W(T§—)ds+de—%—a—t ds (xy 9, 2)
et encore deux similaires pour y et z.
Dans (2,1) o ds est la masse de la portion ds considerée donc o est la
densité (la masse de 'unité de longueur) evidemment fonctions de s et de t.

Nous rappelons aussi que les projection de T et R sur les axes sont
T%-T%, T —g—; et respectivement — R g—f ds, — %%ds, ——%% ds.
Comme s est coordonnée curviligne actuelle nous écrirons les équations (2,1)
en utilisant la coordonnée de Lagrange s,, qui correspond a D’état initial
non déformé. Les fonction inconnunes z, y, 2, seront considerées dépendantes
de s,, par l'intermédiaire s, et de t: x =x(s(s,),t) etc. Donc, pour un ¢
donné nous pouvons utiliser les relations

ox _ ox ds

(2,2) - = ——
- 08y  0s ds

(w, y, 2)

la notation (x,y,2) & la droite d’une relation, montre que encore deux rela-
tions similaires peuvent étre écrites en changeant x avec y et respective-
ment avec z. La déformation sera définie par

et T

ds, 98, 08,

Tenant compte de (2,3) dans (2,2) on obtient

D, 0>

3 ¢
(2,4) = @32)
0 o8

et par conséquence la loi de la conservation de la masse

o ds = g, ds,
donne

(2,5) 0 =¢(1+ 2.
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En utilisant (2,5) et (2,4) les équations du mouvement s’écrivent sous la
forme

4 T o 0% .
(2,6) a—%(1+8370)—90—ai;‘+(1+€)x =0 (2,9,2)
ol
ox
(2,7) X*=X-— (RW (2,9, 2).

A Véquations (2,6) on ajoutera l’équation qui exprime le premier principe
de la thérmodynamique.

Soit € V’énergie interne du fil par unité de longueur de la configura-
tion actuelle. Nous admettrons que la quantité de chaleur absorbée de I’ex-
térieur par un élément infinitésimal du fil est — hds, o h="h(0 —6,, s,
est une fonction réguliére, identiquement nulle pour 6 =0, et de méme
signe que 6 — 0, pour 0 ==6,. Sous ces hypoteses, avec les notations

P=0—0,, ¥ =0,—0,
le premier principe de la thérmodynamique, sous la forme moleculaire, peut
s’écrire [20]

aé 0
=h@ =9, 8)+ 7 — T

8Jy

(28) -

ot J, est le courant calorique lié & ¥ par la loi classique de Fourier

A 0d

(2,9 e

1 pouvant étre consideré comme fonction de .
Au systéme formé par les équations (2,6), (2,8), (2,9) sera atachée Ila
loi constitutive.

3. La loi constitutive élastique.

Dans ce qui suit on utilisera une loi constitutive élastique sous la
forme

(3,1) T =T, 9)

ou, la fonction T (¢, ©) posséde toutes les proprietés nécessaire pour pou-
voir effectuer les raisonnements qui suivent. Si on tient compte de (3,1), le
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systéme (2,6) avec (2,3) dérivée par rapport a s, et avec (2,8) et (2,9) devient

T
T em, _, om 4o =T 5
1+¢ 88 @ 5 Ty (14 ¢ 08,
x, 0T ov .
+1+63,, G T (LT =0
q aw% ay‘o _
(372) xfu 6 —+ 30 + 8 68 (1 + 680 =0
an EC 0¢& o(f 0
q - —
aso+(as )8t+"19 at+h 0
)
14 ¢ as +J =0
N s ox ay
ol pour simplifier, nous avons noté z, — 7 Y=o o, , ete. Dans les hypo-
03¢

téses formulées dans le premler chapitre, le systéeme (3 2) décrit le mouve-
ment tridimensionnel d’un fil extensible, parfaitement flexible, pour une loi
constitutive entiére. C’est un systéme quasilinéaire avec six fonctions incon-
nues (x, ¥, 2, & 0, J,) et deux variables independantes (s,, t). La déformation
¢ peut étre eliminée a l'aide de la relation (2,3). Mais elle sera considerée
comme une fonction inconnue pour faciliter quelques interpretations ulte-
rieures.

Pour voir quelle métbode d’integration peut étre appliquée a ce systeme,
dans ce qui suit on calculera ses lignes caractéristiques. Pour cela nous
attacherons au systéme (3,2) les relations

axs,do_gﬁt
08y ot

dt’ = du,, dsy — dx, dt (@, y, 2)

o€ o€
6_0 ds, -+ e dt = de
(3,3)
ds, —|— — dt—— ad

"d +‘9J"dt—dJ

(3
ou, (d—;’ représente la pente de la ligne caractéristiques que nous cherchons.
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5 . 0e  0e 9xs oY
En résolvant le systéme (3,2), (3,3) par rapport a 5 ot —a—s‘:"’-, —67",

on obtient
g, 0T
- }' (51«'30-}- ﬂylo+ Cz’?o) + (1 + 3) Jq -3
(3,4) de _ a9
a5, dsg\? 0T
A1+ § (dt) E%
ox,
3.5 0 __
B
X (6T ds; oL ds .
:A(I.H)z e %0 (“d-t)) :5 iz ™ 5e 1+e§(&8°+’7y"‘+cz‘° +(1+8)2Jq"sn Py QO(dto) T 1-
ds Y
2 0 0
A1+ geo(dt H_M (dt) a
9 orT 0 oT
—A(Exs 1Y s, L)+ (1462, —1d8, AP+ 2 (14-¢) | 0o ds2 — Z=dt? |de
3,6) o _ o 07 e
’ ot .ol
A(l+¢ (90 ds — e dt~)dt
(3,7) va_«ig=§i
N 2
ou
ld ilel )
=L+ oadl,dt+(155d9 42 ——1 de+ hAdt +
40,0+ 0% a5 ) as | (o as: — 8T are
(3,7) ¢ 59 Vo) Toof |0 d8; — oA ) +

g_l Ex’o+'7y3o+cz30 ]+ )2 '1819 (?—%—T)dszdt?,

=101 49 (90 dsﬁ—-—%%" dt2> ar
Les notations [13]
ds 1
£ = Qo (dwaod—to - d.’l‘g) Et. + (1 +8)X“

ds 1 .
38 1=t G0 — ) 5+ o T,

[

ds
t=op, (dz,oﬁtﬁ — dz,) =+ 4ozt

ont été utilisées dans les relations (3,4), (3,5) (3,6), (3,7), (3,7").
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Les relations (3,5), (3,6), (3,7) montrent que deux familles des lignes
caractéristiques du systéme (3,2) sont définies par

30 s T
(‘ 7‘) Qo dt - 1 + e
deux par

dsp\? T
(3,10) Qo (}Tt-) - E .

En plus, le systéme possede la famille des lignes caractéristique

(3,11) dt=20
avec un caractére mixte, hyperbolique-parabolique, tel que montrent (3,6)
et (3,7).

On observe que, les lignes caractéristiques définies par (3,9) et (3,10)
sont en general des courbes avec la pente variable dépendant de deux fonc-
tions inconnues du systéme & et ¢ et donc elles ne sont pas connues si la
solution du systéme (3,2) n’est pas connue.

Au point de vue de la forme, la relation (3,9) coincide avec celle qui
correspond au cas dans lequel le changement de la chaleur avec I’éxterieur
n’est pas consideré [9]. Dans ce dernier cas le systéme des équations du
probléme était totalement hyperbolique mais le systéme actuel a un caractére
intermediaire simultanement hyperbolique-parabolique,' la famille des lignes
caractéristiques qui introduit ce caractére étant dt = 0.

Au point de vue mécanique, les lignes caractéristiques representent des
fronts d’ondes. Les caractéristiques (3,9) correspondent aux fronts des ondes
propagables avec la vitesse

ds, / T

et les caractéristiques (3,10) aux fronts des ondes qui ont la vitesse

ds,

" T
(7 ) __=i011(8’0)=j:l/—

Qy 0¢

dit

Si on tient compte dans (3,5) par (3,9) il resulte que sur ces lignes carac-
téristiques sont satisfaites les relations

(314)  dw = = Cr (e, #) day +
1
+ (1 o X, Bt — 1”—+E (% Cr (e, ) de — dv)
0

ainsi que quatre similaires pour y et z.
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De la méme manié¢re, admettant que la relation

T T
e 14e¢

n’ait pas é6té satisfaite que dans des points isolés, on obtient que sur les
lignes caractéristiques (3,10) sont satisfaites les relations

(3,15) + Cr (e, F)de — dv +

1+s( 1 T &9

—_— — — * = 0.
1+e a0 aso+F)d‘ 0

Qo

Dans (3,12) et (3,14) et aussi dans (3,13) et (3,15) les signes correspondent.
Dans (3,14) et (3,15) ont été utilisées les notations

dy =

1
1+e (s, dZ¢ + Y, Ay + 25,d2,)
(3,16)

P = l_j__s (x&, X* 4y, Y* + 2, z~).

Done, v représente la projection sur la tangente du fil dans le point avec
les coordonnées z, y, z de la vitesse de ce point, et F*, la somme des projec-
tions des forces extérieures et de la force de la résistance qui correspond a
Punité de longueur sur la tangente dans le méme point.

Si on tenait compte de (3,11) dans (3,7) il en résulterait que sur les
lignes caractéristiques dt = 0 la relation

(3,17) Add 4 (14 &) J,dsg =0

est satisfaite.

L’essai d’obtennir d’autres relation satisfaites sur les lignes caractéris-
tiques dt =0 en tenant compte de (3,11) dans (3,6) par exemple, ne donne
pas des résultats parce que le numérateur de l’expression (3,6) s’annule
identiquement, ce qui représente une consequence du caractére parabolique
que les caractéristiques dt = 0 possedent simultanement avec le caractére
hyperbolique.

Dans ce qui suit nous considererons «les relation du saut» verifiées
par la traversée des fronts des ondes que nous avons mises en évidence,
pour preciser la nature de ces ondes.

On désignera avec [P] le saut de la fonction @ quand on traverse un
tel front d’onde. Ecrivant les relations (3,3) aux deux parties d’une courbe
caractéristiques et tenant compte que dx,, dr,, etc. sont prises le long des
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lignes caractéristiques et qu’elles sont des dérivées intérieures, continues
par la traversée d’une telle ligne, on obtient les relations de compatibilité
cinématique

0% | 2o |0%] g _
~a—8; ds; {at]dt =0 (®, v, ?)
8 P
ﬁs]d +[ ]dt 0
(3,18)
oo 0 1
ds, -+ dt=10
|08
8Jy g .,
ag()ldso-}—[a dt = 0.

Les raisonements snivants ne sont pas valables sur les lignes caractéristiques
dt = 0. Les raisonements pour ces lignes seront faites plus tard. Tenant
compte de (3,18) dans (3,2) on obtient les relations de compatibilité dynamique
T ds, 04, 1+ ¢ oT/ge —
—% =0
31 +& (dt) 98, + o (1 4 &)? (980 @9, 2)
61“0

o - ol
5] + (o= 7) 3+ 5 |3l =

=
08,

ol,, pour obtenir les premiéres trois relations (3,19) nous avons tenu compte
de la derniére.

Maintenant, dans (3,19) on tient compte de (3,9) ou de (3,10). Si (3,9)
est satisfaite, les premiéres quatre relations (3,19) donneraient

(3,20) 2, [a.l‘s\,] + Ys, [3?/:0 + 2, {c’m..l =0 [_af —

08, os 8 08,

L'y

(3,19)

Tenant compte de (3,20) dans la quatriéme relation (3,18) on obtient

o¢] o
] —_— = |— =0
©:21) [6t asol
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Comparant la derniére relation (3,19) avant 1’avant derniere relation (3,18)

il résulte
[319
680 =

(3,22)
Tenant compte de (3,21) et (3,22) dans la cinquieéme relation (3,19) on obtient

ad,

(3,28) e

laquelle si introduite dans la derniére relation (3,18) il résulte

(3,24) 8 ] = 0.

Les relations (3,20) montrent que les ondes qui se propagent avec la vitesse
(3,12) sont des ondes transversales qui affectent la forme du fil et non la
déformation longitudinale ([d¢/ds,] = 0). Formellement, ces relations coincident
avec celles qui corréspondent au cas ou l'influence de la température n’est
pas considerées [13].

Les relations (3,22), (3,23), (3,24) montrent que sur les fronts des ondes
transversales les grandeurs au caractére thermique n’ont pas de sauts. Donc,
les ondes qui se propagent avec la vitesse (3,12) gardent par rapport a
Peffet sur la forme du fil le méme caractére que dans le cas classique. Leur
vitesse de propagation depend de la température et intervient dans les rela-
tions (3,14) satisfaites sur les fronts des ondes transversalles. IL’utilisation
de ces relations dans un schéma d’intégration numérique introduira donc,
des effets thérmiques dans le calcul des fonctions inconnues.

Si dans les premiéres trois relations (3,19) on tient compte de (3,10)
il résultera

wl L5l I8 _L5
080| | 08y| | 98] _ [6%

Tsy Y 2, 14+e
ou

Ml

98, 08| _ |asy] |oe
(3.25) ol 20l 12 _[6_80],

Evidemment, la relation suivante est aussi satisfaite

6-1/"0 + (9.'/30 6230 2_ ﬁz
s, 83, 830 "~ |8s,
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Avec des procedés analogues aux ceux utilisés pour les fronts (3,12) on ob-
tient que sur les fronts qui se propagent avec la vitesse (3,13) sont satis-
faites les suivantes relations du saut

(3,26) l%?"o] = [%’_;"] =0
)=l
(3,27) =l -1 5]
5] = - @ (& -1)[5]

oli, les signes superieurs correspondent aux fronts directs et les signes infé-
rieurs, aux fronts inverses.

Les relations (3,25) montrent que les ondes qui se propagent avec la
vitesse (3,13) sont des ondes longitudinales en donnant des déformations qui
se propagent mais non des modifications de la forme du fil. Formellement,
elles coincident avec celles qui correspondent an cas ou linfluence de la
température n’est pas considerée [13]. Mais les relations (3,27) montrent que
les ondes longitudinales portent maintenant des discontinuités des dérivées
du courant calorique J,. Les relations (3,25), (3,27) montrent que tous les

. s 1ens . 8
sauts qui ne sont pas nuls s’expriment & ’aide du saut de la dérivée 58-8—.

0
_3_@]’ [ %]’ [%] des dérivées
08, 08, 0%

d’ordre deux des coordonnées sont les projections sur les axes de la disconti-

nuité de la dérivée g—:.

I1 faut remarquer aussi le fait que les sauts

Sur les ondes longitndinales comme sur les ondes transversales les deri-
vées du premier ordre de la température sont continues, chose qui résulte,
dans les deux cas, quand on tient compte dans la cinquidme relations (3,18)
que la dérivée avec s, de la température ¢ n’a pas de saut. Cette derniére
chose est une conséquence de la loi de Fourier. Done, la continuité des dé-
rivées du premier ordre de la température a la traversée d’un front d’onde
longitudinale ou transversale est, en dernier lieu, une conséquence de la loi
de Fourier, et précisément c’est dans cette loi que la seule dérivée qui
intervient est la dérivée de la température par rapport & s,. La continuité
des dérivées du premier ordre de la température étant donnée, dans ce qui
suit on établiera le comportement des dérivées d’orde deux quand on traverse
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un front d’onde longitudinale ou transversale, Seront utilisées les relations

2

08,

de

Q’_‘o]d80+[&o dt =10

28, ot

(3,28)

u] ggz [3’3‘] dt? =0
9% ] ° ot

00y O o] 14e(3E )\ [oe
[880]_1—}-8 880]+ i (ae T) lat}

ds, étant 1ié de dt soit par la relation (3,9) soit par (3,10).

La derniére des relations (3,28) a été obtenue éliminant J, entre les
derniéres deux relations (3,2) et en tenant compte que les dérivees du
premier ordre de la température sont continues quand on travérse soit les
lignes caractéristiques (3,9) soit (3,10).

De (3,28) on obtient

I, L [8%) _
(3,29) [ o)~ [at
dt

LB (B keI i i
(% ot 1+e 1 \oe dat ] {8s,)

2
i)

Soit que la relation (3,9) est satisfaite. Parce que sur les fronts des ondes

transversales lg;—] =0, de (3,29) il résulte que sur ces fronts les relations
0

suivantes sont aussi satisfaites

895, _ |69,
%50 ol =15

- I.‘L‘?_‘] —o.

Pour une loi constitutive sous la forme
T="T(s,,¢ ¢ 9

les rélation (3,30) satisfaites sur les fronts des ondes transversales et leur
vitesse de propagation ont été trouvées par Manacorda [20].
8i la relation (3,10) est satisfaite, en tenant compte que sur les ondes
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longitudinales [;99-;%] =+ 0, de (3,29) il resulte

%) 1 [ad, 8 _ 145(0€ de
e |5 = E;["]“E;[Ft']—(we* (3 —7)em) )

ol les signes superieurs correspondent & un front d’onde longitudinale di-
recte et les signes inférieurs a un front inverse. Donc, pendant que sur les
ondes transversales des discontinuités des dérivées d’ordre deux de la tempé-
rature ne se propagent pas, les ondes longitudinales transportent des discon-
tinuités de ces dérivées, leurs expression étant données par (3,31).
L’analyse du raisonement précedent montre que ce dernier résultat est
définitivement la conséquence du fait que sur les fronts des ondes transver-

sales :973 = 0, pendant que sur les fronts des ondes longitudinales [—g?] =+ 0.
0

Done, lao méme grandeur que dans le cas classique permetait de f:gire la
différence entre les ondes longitudinales et transversales au point de vue de
leur effet mécanique [13], permet aussi de distinguer entre les deux types
des ondes au point de vue de leur effet thermique en gardant entidrement
leurs propriétés relativement a leurs effets mécaniques propagables. De la
forme des relations différentielles satisfaites sur les fronts des ondes il résulte
evidlemment que les deux types des ondes ne peuvent étre separés que dans
les cas totalement particuliers, généralement ils se produisent et s’influen-
cent réciproquement. Davantage, si la relation

aT T
e 1+4¢

n’est pas satisfaite dans des points isolés, mais sur des portion de la surface
T=T(?)

les deux types des ondes se couplent, ce qui conduit & une propagation a
la meme vitesse de leurs effets. Les cas dans lesquels sur Pentiére surface

oT T
(3,32) e < TFe
ou

oT T

correspondent 4 la propagation des ondes transversales avant celles longi-
tudinales et inversement.
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Mais, il peut arriver que sur certaines portions soit satisfaite (3,32) (les
ondes transversales se propagent avant celles longitudinales) sur des autres
portions soit satisfaite (3,33) (les ondes longitudinales se propagent avant
celles transversales) dans le dernier cas sur des autres portions nous pou-
vons avoir des effets couplés.

Un schéma d’intégration fondé sur les relations différentielles satisfaites
sur les caractéristique, dépend bien entendu de lordre de la propagation
des deux types des ondes.

Il reste maintenant & étudier les relations du saut satisfaites quand on
_travérse les fronts des ondes avec le caractére intermediaire, hyperbolique-
parabolique, df = 0.

De (3,2) il résulte

oT
[ax, 1+ 8] _
} + s, 1+ &p [3—80] = (2,9 2)

el l-oof-o

T 0%y,
14 ¢ 0s

a8,
(3,34)
od. & 0e o€ [ 8
[Gs:]+(38 T)[a—t]JrW["ét‘]:"
o
B

la derniére relation (3,34) étant déja utilisée pour obtenir les autres. Les
relations de compatibilité cinématique (3,18) donnent que, sur les fronts
dt = 0 les relations suivantes sont satisfaites

l o J [ 0dy —o.

08, 88,

S T
T os, | |08
Tenant compte de (3,35) et (3,34) on obtient

oo g

0%s,
535 [

0Ys,
08,

at ot at =0

Done, les geules dérivées sur lesquelles nous ne pouvons pas décider sont
oe 0% 8d,
at’ 6t ot

La relation

N
o [
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qui fait la liaison entre les sauts de —g—:— et g—f montre que, si [—el =0,

[arl = [l =

l 0t

alors nous avons aussi

Utilisant la relation
0,

(3,38)

dt+l ]dso=0

il résulte que sur les fronts dt = 0,
2=
a8,

o), [8d,] _
e+l =

qui, avec

1—|—£

qui résulte de la loi de Fourier dérivée par rapport a ¢, donne
dd,
(3,39) [WJ =0.

o€

ot
Dans ce cas, la relation (3,38) et les raisonements fondés sur cette re-

lation ne peuvent pas étre considerés. Donc, sur le saut de la dérivée 8J,/¢
nous ne pouvons pas formuler une conclusion, existant la possibilité d’avoir

o,
[W + 0.

4. Utilisation de la loi de Kaliski.

Si

\:i: 0, la relation (3,37) donne que nous avons aussi l%—?— 30

S. Kaliski propose [22] Putilisation dans la thérmodynamique d’une loi
de la forme

4,1) ’Z'——i—i—J,,——ll grad ¢

a4 la place de la loi classique de I‘ourley, qﬂ C est un coefficient qui a la
dimension du temps et 4, le coefﬁcxenq J\de rconduction thérmique.
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Avec la loi (4,1) et avec la loi constitutive entitre donnée par (3,1) le

gystéme des équations du probléme est

T oxn b, (H"‘)a_f—T de
TFe a5, 25 T A+ e 79?0""
+1ﬁ,§—§%+(1+‘”‘"=° (@9 2)
S+ I S — (14 9 5 =0
(4,2)
| et (5 1) fr S e
1-1{—868 +fCaJ"+J——o

Pour le calcul des caractéristiques nous procéderons de la méme maniére

comme dans le troisiéme chapitre.

On obtient
oe E
(493) .49—8;_=—.E_:
ol
Ei=— + (@5, + 1Ys, + £2s) +Jq(1+€) 30
dso o€ oT
—C—- g((ae )d +hdt+—d0)1+s)-a—0
(4,3)
8T 1
55 €t + ) s g — T+ 95 T,
o€ (dsy\t
5= — T+ 0 55 (2)'+
8¢ 8T 8T ¢ ds, \? oT
+(@a+a( — 1) — T+ a2l 2 ) (%o} + 15T
et
(4,4) by _ By

3, B,

|
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ol

1 Edit g 0T
Y — A2 I) —
By a (1+ (1 + )2+J” w d 60 )
8¢ _Eatt .. oT (€
(4,4)
1 T ; T
'% 1 + a dt dsO (xﬁo 77.'/80+Cz‘u (yio +z-30) ‘E)+dt2d£wlu’g—{,7 [2‘180—
arT
p— 3
T hdt 27 Ids,
Iy4_I(ldt2II —Taszar (1 + )(—— ) —Tast(1 4 ¢ é )

et des expression similaires pour y et z
Dans (4,4)" ont été utilisées les notations

de?

T

2

I= Qo d80 _ 1 + B
(4,4)" : IT = o, ds} — ia]— e

aT sy 2

De (4,3) et (4,4) il résulte que, les caractéristiques du systéme des équa-
tions du probleme sont données par

T
de

— T (bxy, + NYs, -+ Czso)'

£—a, %(1 +o

.. dsy \? T
(4,5) 2 (_dt_) =1F
et

ds,

wo)  To+a {5+

+(Ta+e (e —1) 55 —Tat+a LA 10)(d“°)+1 =o0.

Nons montrerons que (4,6) considrée comme une équation algebrique en

d
78;1 a des racines réelles, différentes, donc le systéme des équations du pro-

bléme est totalement hyperbolique.
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Il est suffisant de montrer que

é¢€ \ oT oT o€ z
K*::(t(l-i—s)(—a—e-l)-é?}—_t(l+£)6—£-51—9—_190> -
0 T
—aTigy (1 + 9o 2 5 0
oT oC
K2=(C190(1+8)E—’6—0‘>0
oT o¢ o€ oT

K=oy + 040 G Gy =Tl a(Go = 7) >0

En effet, de la condition que ’entropie définie par

- _ (€ fld
(4,8) OdS—-dC—Tde..(W—T)ds{._ﬁdg
soit une fonction d’état, on obtient
€ oT
mais
o€
(4,10) 25 =0

est la chaleur spécifique correspondante & 1’ unité de volume en absence
de déformation.

Si Pexpression de I’énergie interne € est connue, (4,9) est une équa-
tion qui détermine 7' Par suite, la fonction T (¢, #) ne peut étre arbitrai-
rement choisie.

Si on prendre § comme variable thérmodynamique on deduit de (4,8)

04 o4
T = — —_——
o¢ 8 00
ol
A=¢—068

est la fonction d’énergie libre de Helmholtz.

On prouve [23] que les phénomeénes thérmoélastiques sont correctement
décrits si € est un polynome en § et en les composantes de déformation,
ou bien est une fonction qui peut étre approximée par un tel polynome.
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Nous prendrons pour la variation de I'entropie une loi de type Gibbs.
On sait que en général si le tenseur de tension se décompose en deux
parties [21], [8]
IN=mot4 1"

ot IT") est la partie réversible et IV la partie life aux processes iréver-

sible (par exemple les phénoménes de viscosité) et si la vitesse de l’entro-
J

se décompose sous la forme suivante

pie

as A9 de s

T de dt
aos
_oat

avs
dt
dynamique

ol est la variation de Dlentropie due dex facteurs extérieurs et

est la production de l’entropie, alors, la deuxiéme loi de la thermo-

ds §
a =

a l’expression

. 1 . ) . M
(4,11) ——Tﬁ.qgrado-}-—;—ﬂ(”: Grad v > 0.

Dans notre cas IT'Y) = 0 et cette expression devient

1 00

(4.12) — 5z /s

= 0.

o8
Si J, est 1lié & 6 par la loi classique de Fourier, (4,12) revient & condition

evidente
A [66)\2
_—— 0.
7z (as) =

Remarquons que si la loi (4.1) est adoptée, la condition (4,12) revient a

6 . ¢J,\ 06
(1%@+ Cg)o_>0
o8 ot

et on ne saurait dire si elle est satisfaite avant de connaitre la solution du
systéeme (4,2).
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Tenant compte de (4,9) et (4,10) la deuxi®dme et la troisiéme relation
(4,7) sont evidentes, mais la premiére peut étre ecrite sous la forme

K =T+ o (55— )(g§)+(mu+e)%f——zgo)2+

+2To1 +e)(—";91)2(€0,(1 +e2

)

Pour un corps élastiques aveec la dépendence entre la tension, la dé-
formation et la température donnée par la loi de Hooke, les relations qui
correspondent aux (4,9) et (4,10) ont ét6 données par Biot [24].

Donc, le systéme des équations du probléeme est totalement hyperboli-
que, il posséde six familles des lignes caractéristiques différentes, deux dé-
finites par (4,5) et les autres quatre par (4,6). La relation (4,5) definit des
fronts des ondes propagables avec la vitesse

ds,

(4,13) ot = + Cr(e9) =

et donc nous avons aussi K, > 0 (’C >0, — > 0

/
+ /
- ‘/ g (1 + ¢

mais (4,6) des fronts dont la vitesse de propagation est donnée par

d: i .
(4,14) o — + e 9 i=1,2

dt
ou, avec -+ 0'1}’, — O .+ cp y — ® ont ét6 notées les racines de ’équation

i@ \ oT
4,15)  TCop(L + ¢) 0}1+(’C(1+ (ae ])_329_—
oT
—"TC 1+)———190>Cn+l——-—8 0.

Si on tient compte dans (4,4) de (4,13) il résulte que sur les fronts
propagables avec la vitesse donnée par (4,13) sont satisfaites les relations
suivantes

2

(4,16) (— 1Fe

+To, 0%)((1-}- T _ )%i Oy day, — dz, +

+;—1‘)—[(1 + &) X* — F*]dt— l:“_" E(iolds—-dv»-{-
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oT
20

14 ¢

Qo

+€0§(2—i—-1’) 2 | = Crde — dv +

e at] -

1
—(1+s){i Cr d, — dz, + —-:'—"'X*mR:o
0
et des relations similaires pour y et z.
Dans (4,13) et (4,16) les signes superieurs et inferieurs correspondent.
De la méme manidre on montre que sur les fronts propagables avec
les vitesses données par (4,14) sont satisfaites les relations differentielles

1 )2 i 14 ¢
Toe, ’)(+ Ol de —F"dt)-j_—
<1+ + ij v+ -
rC (1) aT BC "
(4,17) + = O o5 ((-a—e-—.’l)de-{—hdt—{—o d.9)+
14T .
Ty o (Tad, — dgdt) =0 i=1,2.

Dans (4,14) et (4,17) les signes superieures et inferieurs correspondent.

De la méme maniére que dans le chapitre précedent seront considerées
les relations du saut satisfaites quand on travérse les fronts des ondes qui
ont été mises en évidence.

Les relations de compatibilité cinématique sont (3,18).

De (4.2) tenant compte de (3,18) on obtient les relations de compatibi-
lité dynamique

oT
T (ds()” ot L, C+o =T +
1+e  %\at ) |5, ®T (1 e O
x, oT ][ 60]
+l-:z6-5§—[38—0 =0 (x, y, 2)
(471 8) Bx&r ay&) sto —
8 aso]+y3ulaso +z30 880 1+ 80 =0

- ()l [ - e (@) -

o)~ <) (o=
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Soit que nous nous trouvons sur les lignes caractéristiques (4,5).
Alors, les premiéres trois relations (4,18) conduisent & la relation

oT _ T \[se)  oT
o€ 1+ ¢/|0s, o9
qui avec les dernieres deux relations (4,18) forment un systéme homogeéne

oe) [a?] (@,
08y |’ |6sg| | 68y |

La condition qui doit étre satisfaite pour avoir une solution non triviale
est

09

a8,

pour

oT T T
éd

. oT 2_
?—1**_ 8) (TC,T—lQo)'I'rCGT(' ) =0

et elle conduit a une forme particuliere la loi constitutive. Généralement,
le systéme admet donc, seulement la solution banale

68]_[60

08y a8,

n
5

0%y

et des équations de compatibilité cinématique (3,13) il résulte en consequence

as’]= £l=[ ""'f‘=o.

| "5t ot ot

Lrégalité & zero du saut de la dérivée de la déformation par rapport a s,
et la quatridme relation (4,18) conduisent & (3,20). Les ondes qui se pro-
pagent avec la vitesse (4,13) gardent donc le caractére transversal. L’adop-
tation de la loi (4,1) & la place de la loi classique de Fourier n’apporte pas
des modifications calitatives en ce qui concerne la vitesse de propagation
des ondes transversales et leurs effets. Au point de vue cantitatif, les cho-
ses se presentent d’une autre manieére, parce que les relations différentielles
satisfaites sur les fronts des ondes se modifient.
Soit que les relations suivantes sont satisfaites

ds 2 ¢ .
(4,19) (d—t") = O\ (&,9) i=1,2.
. . . 81'9,, 33/.90 Bz&,
Les premieres trois relations (4,18) donnent les sauts |—-|, | =——|, |——
98, 08 08,
et les introduisant dans la quatrieme, on obtient
o T a2\ | Oe oT | 60
4,20 o O =0
(4,20) (,’}e Qo Mt 0% o | &5,
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qui avec les derniéres deux relations (4,18)
5o = (e = o) e | = o o] =
880 o€ 08y :

080
1|89 e
14 ¢ l a8, ] T Cn 68 =0

el L)

(Nous avons admis que nous nous trouvons sur les ondes directes. Le raiso-
nement qui correspond aux ondes inverses se produit en changeant Cn en
— cf.
Tenant compte que C}) est une racine de Péquation (4,15) on montre
facilement que ce systéme admet des solutions non banales. De (4,20) il
résulte en tenant compte de la cinquiéme relation (3,18)

(4,21)

forment un systéeme homogeéne pour 08

=

8.22) 89 1 [a9]_ \®TET e e

’ 88, oy | ot 8T 83,
a9

qui avec la premiére relation (4,21) donne

(4,23) 8Jy =L 8y | _
08, Cii | ot
_ ¢ (;) oT o€
= Ou [ 31'( On — =% o5,
59
qui coincide avec
ey il Sl e
ol Tatgof s aT T e,

qui résulte en comparant (4,22) avec la derniere relation (4,21). Pour dé.
monstration on tient compte que %) est un racine de Péquation (4,15).
La relation (4,20) et les premiéres relations (4,18) donnent
0Ys, l

0z,
88, . 08y ] _ |98 __ | 8¢
x ¥z | 6%

0,

(4,24)
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Les relations (4,24) montrent que les ondes qui se propagent avec la
vitesse donnée par (4,14) gardent le caractére longitudinal et produisent des

déformations propagables ([%
0

#0) sans donner des modifications de la

forme du fil.

Mais les relations (4,22) et (4,23) montrent que sur ces ondes, se pro-
pagent simultanément des effets couplés, mécaniques-thermiques, les rela-
tions du couplage étant (4,22), (4,23). Ce dernier résultat distingue essen-
tiellement les ondes qui se propagent avec la vitesse donnée par (4,14) en
comparaison aux ondes transversales qui produisent seulement des modifi-
cations de la forme du fil sans porter des discontinuitées des grandeurs qui
ont un caractére thermique (le cas classique) mais aussi en comparaison avec
les ondes longitudinales obtenues en utilisant la loi classique de Fourier,
au long desquelles les dérivées du premier ordre des grarideurs avec carac-
tére thermique etaient aussi continues.

5. Quelques observations et conclusions.

Comparant les résultats obtenus dans le quatriéme chapitre avec ceux

qui ont été obtenus dans le troisiétme on peut observer que:
a) Dutilisation de la loi proposée par Kaliski conduit & un systéme
des équations totalement hyperbolique et non d’un type intermediaire, hy-
perbolique-parabolique, qu’on obtiendrait si on utilisait la loi classique de

Fourier
b) les ondes longitudinales transportent des effets mécaniques-ther-

miques qui s’influecent réciproquement, chose qui les distingue des ondes
longitudinales qui corrispondent au cas classique.

¢) pour calculer les vitesses de propagation des ondes longitndinales
il est nécessaire de connaitre les valeurs de T.

Dans cette direction est annoncé [22] un travail [25] ol seront expo-
sées des méthodes pour mesurer C.

d) quand nous avons utilisé la loi (4,1) le premier principe de la thér-
modynamique a été6 gardé sous la forme classique. Ca signifie que nous
avons consideré des cas pour lesquels la dérivée avec le temps de «1éner-
gie cinetique-thermique » (introduit dans le premier principe pour qu’il soit
compatible avec la loi proposée par Kaliski) peut étre negligée ([22], p. 217).

e) utilisant les relations différentielles satisfaites sur les lignes carac-
téristiques, le systéme des équations du probléme peut étre numeriquement
integré avec les méme méthodes utilisées dans le cas ou P’influence de la
température n’etait pas considerée [13], [15], [16], [17].
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