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ESPAOCES DE BANACH-STEIN

par VINCENZO ANCONA et JEAN-PAUL SPEDER

Introduction.

En 1953, Serre [8] a posé le probleme de voir si espace total d’un
fibré holomorphe dont la base et la fibre sont des espaces de Stein est aussi
de Stein. Le probléme a été résolu dans des cas particuliers par Serre [8]
pour les fibrés vectoriels, par Stein [9] pour les revétements non ramifiés,
par Matsushima et Morimoto [7] dans le cas ou le groupe structural du
fibré est connexe, par G. Fischer [4] dans le cas ou la fibre est un espace
de Hilbert-Stein (i. e. un espace complexe séparable et convexe par rapport
a un espace de Hilbert de fonctions holomorphes invariant par les automor-
phismes de l’espace). La démonstration de Fischer ne marche pas si on
remplace ’espace de Hilbert par un espace de Banach, en effet, elle utilise
le fait que le groupe linéaire d’un espace Hilbertien de dimension infinie
est contractile (théoréme de Kuiper [6]), ce qui n’est pas toujours le cas
pour le groupe linéaire d’'un Banach. Dans ce travail précisément, on donne
une démonstration dans le cas d’un espace de Banach; plus exactement, on
démontre le théoréme suivant: « L’espace total d’un fibré holomorphe de
base un espace de Stein et de fibre un espace de Banach-Stein est un espa-
ce de Stein ».

1) Rappels et préliminaires.

Pour les propriétés concernant les espaces de Stein, on renvoie & Gun-
ning-Rossi [5]. Un espace complexe non réduit est par définition de Stein
si sa réduction est un espace de Stein, donc dans la suite on peut se li-
miter & considérer des espaces réduits.

On appelle fibré holomorphe (localement trivial) la donnée (¥, II, X, Y)
o F (espace total), X (base) et Y (fibre) sont des espaces complexes, et
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II: F — X une application holomorphe (projection) tels que la condition
suivante soit vérifiée :

Pour tout point r de X il existe un voisinage U de z et un isomor-
phisme analytique ¢ : II71 (U)-= U < Y tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

P
-1 (U0) —~ > UxY

\ i

(pr premiere projection).

Le couple (U, ¢) s’appelle carte de F en .

Soient B un espace de Banach complexe, L (B) l’algébre de Banach des
applications linéaires de B dans lui-méme, GL (B) le groupe des éléments
inversibles de L (B), X un espace complexe. Si U est un ouvert de X, on
dit qu’une fonction de U dans B est analytique si en tout point de U son
expression dans une carte est analytique. On note OF le faisceau des germes
de fonctions analytiques de X dans B; ec’est un sous-faisceau du faisceau
@B des germes de fonctions continues de X dans B. L’espace I'(X, OP) des
sections globales de OF est fermé dans I'(X, C) muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts, donc c’est un espace de Fréchet
pour cette topologie. Si X est un espace de Stein, les théorémes B et C
(théordme d’approximation d’Oka-Weil) sont vrais pour le faisceau OF (cf.
Bungart [1] pages 331, 332).

Un fibré banachique localement trivial p: V — X au-dessus de X de
fibre B et groupe structural GL (B) est dit analytique s’il existe un recou-
vrement (U;);cr de X et des cartes ¢;:p—! (U;)— U; < B tels que les fonc-
tions de recollement soient analytiques (en tant qu’applications dans L (B)).
Une section de V au-dessus de X est dite analytique si son expression &
travers les ¢; est analytique. Notons €Y le faisceau des germes de sections
analytiques de V au-dessus de X.

D’aprés Bungart [2] (théoréme 4.2), pour tout compact spécial K de X
il existe une suite exacte de faisceaux

0 — (OB — ... — (OF" —f-—> Y —0

sur un voisinage de K et les composantes de chaque morphisme sont des
fonctions analytiques & valeurs dans L (B), localement dans le cas de f. Si
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X est un espace de Stein, tout compact est inclus dans un compact spécial
([3] p. 99). Sous cette condition, et si K est holomorphiquement convexe, on
en déduit en particulier la suite exacte :

(OB (K ))mo —f—> VYE)—0

d’ou une topologie sur <Y (K) définie par la semi-norme quotient qu’on no-
tera || - ||k par abus. Cette topologie est indépendante de la résolution choi-
sie et la semi-norme || - ||x est définie & équivalence prés. On munit I"(X, V)
de la topologie définie & partir des Y (K) qui en fait un espace de Fréchet
géparé. Le théoréme B est vrai pour <) et si Z est un sous-espace analytique
fermé de X et VO le faiscean des germes de sections analytiques de ¥ qui
s’annulent sur Z il est valable encore pour )° On en déduit la

PROPOSITION. Sotent X un espace de Stein, Z un sous-espace analytique
fermé de X, V un fibré analytique banachique sur X. Toute section analytique
de V au-dessus de Z se prolonge en une section analytique au-dessus de X.

On utilisera la proposition précédente dans le cas ou Z est réduit a
un point.

Enfin, on démontre pour ¢V exactement comme dans Gunning-Rossi [5]
(théoreme 11 page 241) le théoréme C, qu’on utilisera sous cette forme:

THEOREME D’APPROXIMATION. Soient X un espace de Stein, V un fibré
analytique banachique sur X, K un compact de X holomorphiquement convexe.
Pour tout nombre réel strictement positif e, pour toute section analytique t de
V au-dessus d’un voisinage de K, il existe une section analytique o au-dessus
de X telle que:

o —tllx=<e

2) Le théoréme

DEFINITION. Soit Y un espace complexe. On dit que Y est un espace de
Banach-Stein §’il existe un sous-espace vectoriel B de O(Y) et une structure
d’espace de Banach sur B pour laquelle D’injection canonique de B dans
O (Y) est continue tels que les conditions suivantes soient satisfaites

i) pour tout automorphisme ¢ de Y on a ¢*(B)= B (ce qui entraine
que ¢*/B appartient & L(B) en vertu du théoréme du graphe fermé)

ii) pour tout espace analytique X et pour tout automorphisme @ de
X < Y au-dessus de X (i. e. P € Aut (X < ¥) et il commute avec la projec-
tion de X < Y sur X) Papplication:

2— (D,)*|B de X dans L(B) ot ®,(y) =  (,y)

est analytique.



686 VINCENZO ANCONA - JEAN-PAUL SPEDER: H3paces

iii) @) Y est B-séparable (i. e. B sépare les points de Y et pour tout
point y de Y il existe dans B un nombre fini de fonctions qui forment un
systéeme de coordonnées locales de Y en ).

b) Y est B-convexe (i.e. pour toute suite discréte infinie de points
de Y il existe dans B uue fonction non bornée sur la suite).

THEOREME. Soit (F,II, X, Y) un fibré holomorphe localement trivial de
base X, fibre Y, espace total F, projection II. Si X est un espace de Stein et
Y un espace de Banach Stein, alors F est un espace de Stein.

Démonstration.

Soit Bc O(Y) un espace de Banach satisfaisant la définition ci-dessus.
La démonstration consiste essentiellement & construire des éléments de O (F)
¢ partir des sections analytiques d’un fibré analytique banachique V de
base X et fibre B.

Construction de V:
Soit x, € X; sur I’ensemble :

Ay = {(p,«): @ carte de F en x,, « € B}
on considere la relation d’équivalence
(P, @) oo (y, f) <=> @i, (a) = 7, (B).

Soient V,, = Ag/co, V= UXV,” p:V—X la projection canonique. Si
T E

(U, p) est une carte de F au voisinage de x on définit une bijection

P:p ()3 Ux B

en posant pour y € U et (p,a)€ V,, 5[(99, a)] = (y, «). On prend (U, ()7) comme
carte de V au voisinage de x et on voit, d’aprés les conditions ii) et iii)
de la définition d’espace de Banach-Stein que de telles cartes se recollent
de fagon a faire de V un fibré analytique banachique de base X et fibre B.
De plus, si Y est le faisceau des germes de sections analytiques de y,
Dapplication naturelle de I'(X, <) dans O(F) est injective continue pour
les topologies de la convergence uniforme sur les compacts; dans la suite,
on identifiera les éléments de I (X, <)) avec leurs images dans O (F).

F est I' (X, <V)-séparable.
1) Soient ¢, et g, deux points de F distincts; on peut supposer
que II(q,) = II (¢q;) = @. Si ¢ est une carte de F au voisinage de z, il
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existe un élément o de B tel que a(¢.(q,)) &= « (s (gy). Une section o de
V au-dessus de X telle que o (x) = (¢, «) sépare q, et q,.

2) Soient ¢ un point de F, x = II (¢), ¢ une carte de F au voisinage
de z, (0ty,..,,) un systéme de coord onnées de Y au voisinage de ¢, (q)
formé d’éléments de B, (f,, ..., fm) un systéme de coordonnées de X au
voisinage de x formé de fonctions globales. Si ¢,,..., 0, sont des sections
de V au-dessus’ de X telles que o;(x) = (p,0;) (t=1,...,%) il est clair
que (fioIl,...,fm o II, 0, , ..., 0,) est un systéme de coordonnées de F aun
voisinage de ¢ formé de fonctions globales

F est holomorphiquement convexe.
Soit (¢;); une suite discréte infinie d’éléments de ¥#. Pour tout i on
pose x;= II (¢;).

a) Si les x, forment une suite discréte infinie dans X, il existe une
fonction f holomorphe sur X non bornée sur la suite (x;);; alors f o IT est
une fonction holomorphe sur F non bornée sur (g;);.

b) Si pour tout 7 x; est égal a x, on prend une carte ¢ de F au
voisinage de x; il existe « dans B non bornée sur (¢,(q:)):, suite discrete
infinie de Y. Une section de V au-dessus de X prenant en x la valeur (¢, «)
est non bornée sur (g;);.

¢) Supposons maintenant que les x; forment une suite infinie conver-
gente; soit x; la limite.

Pour tout entier n on considere I’ensemble:

I'n={oe (X, V):34,|0(q:)| > n}

I, est owvert.

Soient o,€ I, et i tels que |oy(g)|>m; il existe &> 0 tel que
| 04 (¢:)| >n + &; il existe un compact K de X holomorphiquement convexe
et 6 > 0 tels que:

[0 — o0 llx <&=>|0(g:) — 00 (g)| <&
donc
[|[o—ogllg<<d=>0€l,

I, est partout dense.
Il suffit de montrer que la section nulle est adhérente a I,. En effet,

soient ¢, un élément de I'(X, <), K un compact de X holomorphiquement
convexe, ¢ un réel strictement positif et supposons que la section nulle est
adhérente & I, pour tout m et que o, n’appartient pas & I,. Il existe
une section o de I, telle que |o||x<<e¢; la section ¢, + o appartient
alors & I, (soit i tel que |o(g:)| > 2n on a |(gy+0)(g:)| > n car oy ¢l}) et

8. Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa.
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de plus || (6 + 6) — oy ||[k= 0 ||x < e. Soient K un compact de X holomor-

phiquement convexe tel que x, appartienne & K et OBy —f—> Y — 0 une
suite exacte au voisinage de K. Si (U, ¢) est une carte de F au voisinage
de x, telle que U soit inclus dans K et K, est un voisinage compact
holomorphiquement convexe, inclus dans U, de x,, il existe une con-
stante M strictement positive telle que pour tout o € I'(U, <) on ait

lollx < 3 sup || @20 (@)
xe Ky

ot ||-||x, est la semi-norme induite par f sur <V (K,). On peut supposer que
tous les x; appartiennent a K,. Soit alors ¢ > 0. On a successivement:

—3a€B, 3jtaq |a|| <eBM et |alrglg)|>n+1

(car les @ (q;) forment une suite discréte infinie de Y, et Y est convexe
par rapport a B).

—30>0 tq. [[B—al <o=>|B(ps(g5)| >n

(car Vinjection de B dans O(Y) est continue). )
Soient s € I'(U, V) tel que pour tout € U s(x) = gz—l (@) et ||-||x, la
semi-norme induite par f sur V.

LEMME. 11 existe t€ I (K, V) tel que
I2]l& <l 8211k, 25 + #/3

l bo; — 8z I, zj = 0

ol 8a; et 1, sont les germes respectifs de s et ¢ en .
Démonstration du lemme. On a le diagramme commutatif
(O™ (E)) ——— (O’
! i lfx,-
VIE) ——— Yy

ol f et fy sont surjectives et continues. Si ¢= ||sxj IIx, 2 il existe g ap-
partenant 3 (Of,. )" tel que Juy(9) =85 et || g (@) || < e+ ¢/3. Soit t Iimage



de Banach-Stein 689
par f de 1’élément T de (OF (K))" égal en tout point de K & g(x;). On a:

ltllx=inf (|| 77 |: 77 € (0% (K)r et f(I')=¢]
d’ou

[tleITI=Ilg@)| <e+e3.
De plus

Ity — 5l oy = it (|| B | - HE(OF) et foy () = by — )

d’ou
tey — 82y 1,53 << || (T — 9) @) || = | 9 (@) — g (@) || = 0

ce qui acheve la démonstration du lemme.

—3IN>0 t.q. M o€ (U, V) || guy0 (2) || < N || 0|, o
—30€'(X, V) t.q. [|[o—t]xg< ¢
avec
& <e
0< & < 8/N

(d’apres le théoréme d’approximation).
Finalement,

lollx <|[tllx+ & <|80llx oy + &/3+ &' <|| sl + 2¢/3<M || a || + 2¢/3<e
et

I Pz; O (@) —a|| <N Oz; — Sz llx, 7 = N (| On; — bz ll%, j =+l 2 I, “’j) =

=N||owj—txj||K,xj<Ne’<6

d’olt |o(gj) | > N. La section nulle est donc bien adhérente a I', et I, est
partout dense.

Enfin, comme I'(X, <)) est un espace de Baire, ”Dn I, n’est pas vide;
tout élément de ”fET') I, est non borné sur (g;);.

Cas général: On peut toujours extraire de la suite (x;); une suite qui
se trouve soit dans le cas a), soit dans le cas c).

F est donc holomorphiquement convexe et le théoréme est démontré.
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