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Domaine d’analycité des solutions de l’équation d’Euler
dans un ouvert de Rn (*).

C. BARDOS (**) - S. BENACHOUR (***)

dédié à Jean Leray

Introduction.

On se propose d’étudier les propriétés d’analycité de la solution de l’équa-
tion d’Euler dans un ouvert D de .Rn (en général n sera pris égal à 2 ou 3).

Le premier travail mathématique sur l’équation d’Euler, remonte à
Lichtenstein [17]. Dans [17] on considère l’équation dans I~3, @ on suppose
que les données initiales sont assez régulières et à support compact. On

prouve alors qu’il existe une unique solution. Ensuite Wolibner [21], Hôl-
der [11], Leray [16] et Schaeffer [19] ont prouvé qu’en dimension 2 il existait,
pour tout temps, y une unique solution, appartenant à un espace de Hôlder
convenable. Ces résultats ont été repris par Kato [13] et Ebin et Marsden [9].
Dans [9] on trouve le résultat important suivant pour la solution de l’équa-
tion d’Euler sur une variété sans bord de dimension n (le cas de l’ouvert
avec bord a été traité par Foias, Frisch et Temam [10]). Si la donnée ini-
tiale est dans ek (1~ &#x3E; 2) la solution est dans ek tant que son gradient est borné,

(*) Ce travail a été effectué durant l’année scolaire 1975-76 alors que les deux
auteurs se trouvaient à l’Université de Nice.

(**) Dept. de Mathématiques, Université de Paris-Nord, 93 - Villetaneuse.
(***) Institut de Mathématiques, Université des Sciences et Techniques - Bab

Ezzouar - Alger
Pervenuto alla Redazione il 21 Dicembre 1976 ed in forma definitiva il 19 Feb-

braio 1977.
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en particulier en dimension deux la solution est toujours dans dès que
la donnée initiale est dans Ck. De même si la donnée initiale appartient à C°°,
il en est de même de la solution, tant que son gradient est borné, pour ~&#x3E;2y
et toujours si n = 2. On se propose dans cet article de démontrer des résul-
tats analogues concernant l’analycité des solutions. L’analycité locale

(en temps) a été prouvée par Baouendi et Goulaouic [1]. (cf. également
Nishida [18] pour un énoncé particulièrement simple du théorème de Cauchy
Kowalewski). Toutefois les démonstrations de [1] et [18] ne tiennent pas
compte du caractère hyperbolique de l’équation, elles ne permettent donc

pas de prouver (ce qui serait peut être faux dans un cadre plus général)
que la solution reste analytique, tant qu’elle est continûment différentiable.
La méthode que nous proposons permet de prouver des résultats de ce type
et de préciser le domaine d’analycité. Enfin on peut, comme dans Bardos
et Frisch [3], considérer des solutions analytiques dans un ouvert non borné
de d’énergie totale infinie. Ce cas correspond en particulier à la turbu-
lence homogène, l’energie du fluide par unité de volume est alors finie mais
son energie totale est infinie. Les méthodes de démonstration ont déjà été
utiliseés pour des variétés sans bord (Bardos, Benachour et Zerner [4],
Benachour [5], [6]). Certains résultats concernant les problèmes aux limites
ont été annoncés dans [2].

Ce travail est organisé comme suit. Le § 1 contient les notations, les
enoncés et les démonstrations de lemmes et propositions concernant d’une
part l’extension des opérateurs intégraux singuliers au domaine complexe,
et d’autre part la propagation de solution d’équations du type transport
dans le domaine complexe. Dans le § II on traite le cas de l’ouvert borné
en dimension 3, et dans § III celui de l’ouvert non borné. On pourrait, en
utilisant le Théorème II.2 adapté au cas n = 2 et les résultats de [9], [10]
prouver que pour n = 2 la solution est toujours analytique dès que les don-
nées initiales sont analytiques. Il nous a paru cependant intéressant de
donner une démonstration directe qui permet de décrire le domaine d’ana-
lycité. Ceci est l’objet du § IV.

Pour simplifier l’exposé nous établirons seulement l’analycité par rap-
port à la variable d’espace, l’analycité par rapport à la variable de temps
s’établirait de manière analogue en utilisant les méthodes de ce travail et
une complexification par rapport à la variable t. Ceci est fait dans [6] pour
les cas des ouverts sans bord. De même nous nous limiterons au cas t ~ 0 ;
on sait que si la solution est régulière on peut inverser le sens du temps
dans l’équation d’Euler. Dans les § II et § IV nous avons supposé l’ouvert
simplement connexe, y cela permet de mettre mieux en évidence le rôle du
rotationnel. Si l’ouvert est borné, mais non simplement connexe on peut
prouver alors l’analycité pour un temps fini en utilisant la méthode du § III, y
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qui dans ce cas se simplifie considérablement (Elle consiste alors à éliminer
le terme Vp, ce qui est très proche de la méthode utilisée par Temam [20]
pour prouver l’existence d’une solution continûment différentiable.) Pour

obtenir les résultats du § IV dans un ouvert non simplement connexe on

peut adapter la méthode donnée dans l’appendice de [19].
Pour la réalisation de ce travail ainsi que de certains articles antérieure-

ment écrits sur ce sujet nous avons bénéficié constamment des suggestions
et de l’intêret que portent à ces problèmes U. Frisch et M. Zerner.

~. - Preliminaires.

On désignera par x = (xl, ..., xn) le point courant de .Rn (n = 2, 3), par z
le point courant du complexifié de On notera x = Rez et y = Imz les

parties réelles et imaginaires de z (1) et on utilisera les normes Euclidiennes

S~ désignera un ouvert de de frontière 8Q bornée de classe C2 ; en tout
point x E M2 on désignera par v(x) (ou plus brièvement v) = (vl, ... , vn) la
normale extérieure à 8Q . On posera d(x) = d(x, On introduit un nombre

c~ &#x3E; 0 possédant les propriétés suivantes. Sur l’ouvert A = a[) n .~
la fonction d est continûment différentiable, il existe un unique point p(x) E 3.Q
vérifiant la relation d(x) == p(x)1 et la fonction x - p(x) est deux fois
continûment différentiable. Il convient de remarquer que pour tout x E a,S~

on a la relation

On appellera voisinage admissible de SZ un ouvert O(Â, ,u) de Cn dépendant
de deux paramètres , et ju vérifiant les relations 0   1, ,u &#x3E; 0 et

,u/~  a, défini par la formule:

si

On remarque que d’autre part tout

point , a vérifie la relation E ,5~. Enfin, pour tout
le tronc de cône

est contenu dans 1

(1) Pour alléger l’écriture de certaines formules on posera souvent Re z = Rz,
lm z = Iz.
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Prolongement au domaine complexe des opérateurs intégraux singuliers (2).

Pour des fonctions u, v holomorphes dans un voisinage
on notera et v .Vu les opérateurs gradients, rotationnel,

divergence et (fréquement on écrira Di== et on omettra le

signe de sommation 2). En dimension deux le rotationnel est un scalaire
que l’on peut identifier à un vecteur de C3 orthogonal à C2.

Pour tout voisinage admissible 0 = 0(À, ft), on désignera par x)
(0  oc  1) l’espace des fonctions u scalaires ou vectorielles holomorphes
dans 0 vérifiant les relations:

Bien entendu le premier membre de (2) définit une norme et pour cette
norme k, a) est un espace de Banach. On utilisera également
l’espace des fonctions u holomorphes dans 0, et uniformément bornées. On
notera 0) cet espace la norme correspondante. On désignera par
Kn(z) la fonction holomorphe dans le cône Ree 3 &#x3E; 0 (1 ~ j c n), réelle pour z
réel définie par les relations:

(Dans le second membre de (2) on choisit les determinations des fonctions
Log et V de manière à ce qu’elles coincident avec les fonctions usuelles
sur R+) -

PROPOSITION I.1. Soit 0 un voisinage admissible de Q ouvert borné de Rn.
Alors pour toute fonction a~ E B(O, 0, ce), la fonction gg(Â) définie par

se prolonge en une fonction holomorphe dans 0, donnée par la relation

où est une surface convenable de dimension n contenue dans

(2) Une méthode de prolongement semblable a été utilisée par Kahane [12].
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et passant par z

99 appartient à B(O, z, 0153) et il existe cinq constantes telles que
l’on ait :

Ces constantes sont des tonctions croissantes de 0.
et la constante 05(0) est indépendante de oc.

DÉMONSTRATION. On introduit un pavé
contenant C(z) et on pose:

Dans le second terme de (10) désigne une courbe contenue dans
le cône z;)1 &#x3E; zj)1, passant par les points z; et bj.
Les intégrales figurant dans le second membre de (10) sont définies dès que
co 0) et elles ne dépendent pas du choix des courbes ainsi on

désignera par tout contour d’intégration semblable à celui qui apparait
dans le second membre de (10). Pour montrer que q; est holomorphe il suffit
de prouver que 99 vérifie les relations de Cauchy-Riemann, par rapport à
toute variable z; = Xi -E- iy;. La seule difficulté provient du fait que le con-
tour d’intégration peut être amené à varier avec z. Voici comment cette dif-

ficulté peut être tournée: on remarque que si h3 est un vecteur unitaire du
plan complexe, de parties réelles et imaginaires Rh; et vérifiant &#x3E;

&#x3E; on peut pour t réel assez petit choisir un contour d’intégration 
indépendant de t, pour calculer + th,). On supposera que contient

(3) Ci désignera différentes constantes qu’on utilisera explicitement par la suite
par contre C pourra représenter plusieurs constantes.
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le segment On obtient alors:

En utilisant la relation (11) avec deux vecteurs linéairement independants
on obtient les relations de Cauchy-Riemann.

Pour établir les majorations (6)-(9) on va parametrer le contour I(z)
par la variable x = .Rz et on va se ramener à des cas où le contour est in-

dépendant de z, de manière à utiliser les résultats classiques sur les intégrales
singulières dans le domaine réel (cf. Ladyzenskaia et Uraltceva [15] chap. 3
page 116 et suivantes). On va d’abord prouver les relations (6) et (9), la
relation

et les relations suivantes:

lorsque z - z est un vecteur réel.

Comme ç est une fonction holomorphe, pour établir ces inégalités, il

suffit de faire varier la partie réelle de z, en fixant la partie imaginaire.
On paramètre le contour d’intégration l’’(z) par la variable réelle x et on
posera:

est une courbe convenable vérifiant la relation si

et~ J dans un voisinage de Xi. Yi peut être
choisie deux fois continûment différentiable, elle peut être bornée, ainsi que
ses dérivées premières et secondes par une constante indépendante de z,
croissant avec 0. Lorsque x’ varie dans un voisinage de x ce contour peut
être utilisé pour calculer La fonction 99 s’écrit alors :

et les inégalités (6) (9) ( 7 )’ ( 7 )" et (8 )’ s’obtiennent en procédant exactement
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comme dans [15]. Pour terminer la démonstration de la proposition I.1 on
va établir des inégalités du type (7)" et 0(0). &#x3E;

&#x3E; 11(z - Z)il) le résultat général s’en déduira par linéarité (ou équivalence
des normes dans Pour cela on choisit un vecteur hi 0 0(0), (IRhil &#x3E; 
Puis on introduit un contour r(z), défini par = Xi -f - on

suppose maintenant que pour t assez petit Zi -E- th, appartient à ce contour.
On peut donc, à l’aide de ce contour calculer + par la formule

On termine la démonstration comme ci dessus en procédant comme
dans [15].

REMARQUE I.1. L’enoncé de la Proposition 1.1 resterait valable si on

remplaçait la fonction z) par une fonction E(z, z) holomorphe par
rapport aux variables z et Z pour z - z ~ C(o), y vérifiant les majorations
suivantes :

si

si

COROLLAIRE I.1. Soit Q un ouvert borné simplement connexe de R3, 0 un

voisinage admissible de S2, alors pour tout cc~ E B(O, 0, a), vérifiant la relation
V - c = 0 dans Q, l’unique solution u du problème V - u = 0 dans S2, VA u = c
dans il et u v jan = 0 se prolonge en une f onction u appartenant à B (0, 1, 0153)
vérifiant la relation

où C~(o) est une fonction croissante de 0.

DÉMONXTRATION. Comme Q est simplement connexe il existe une unique
fonctionu e (4) solution du problèmes

(4) On désignera par les espaces de Hôlder réels usuels et on notera

1.lk,~ les normes correspondantes.
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De même il existe une unique fonction 99 E solution du problème
dans est solution de l’équation

et vérifie la majoration La fonction §5 obtenue
en prolongeant 99 par zéro en dehors de Sd est solution dans R3 de l’équation

Dans (15) w désigne la fonction obtenue en prolongeant co par zéro en
dehors de Q. désigne la masse de Dirac portée par aS2 et les distribu-
tions figurant dans les deuxième et troisième termes du second membre

de aS2 sont données par les formules suivantes

On en déduit tout de suite, en convolant avec que 99 s’écrit sous
la forme

D’après la proposition I.1 le premier terme du second membre de (16)
se prolonge bien en une fonction appartenant à B(O, 2, a) vérifiant la rela-
tion (7). On considère maintenant la seconde se pro-

longe en une fonction holomorphe dès que z - C(o) donc dès que
ce qui est réalisé pour tout Ainsi:

est-elle une fonction holomorphe définie dans tout 0.

Comme 99 est borné dans donc dans C~(8j0) par on

en déduit, en procédant comme dans [15] (ici le fait que z soit complexe ne
présente pas de difficulté supplémentaire) que l’on a

Comme u cela termine la démonstration du Corollaire I.1.
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COROLLAIRE 1.2. On suppose maintenant que Q est un ouvert non borné,
de frontière aS2, bornée et régulière, alors, pour tout 0 il existe une constante

C,,(O) telle que l’on ait:

Cette constante est une fonction eroissacnte de Q.

DÉMONSTRATION. On introduit une famille d’ouverts munis de

voisinages admissibles 0, possédant les propriétés suivantes. 0, c 0 et 0 = U oi .
Chaque ouvert SZi est borné et simplement connexe; de plus il existe I tel
que pour i &#x3E; I les ouverts 9, se déduisent les uns des autres par une transla-
tion parallèle au domaine réel. Cette dernière hypothèse est faite de manière
à obtenir une majoration uniforme des constantes Ci(0) pour i &#x3E; I. On

remarque en effet que les constantes intervenant dans la proposition I.1
et dans le Corollaire I.1 sont inchangées par une translation parallèle au
domaine réel. On remarque ensuite qu’il existe une constante telle

que l’on ait:

Soit z c- 0, il existe donc Oi tel que Comme est simplement
connexe il existe une fonction solution du problème:

dans

appartient à et vérifie une majoration du type

Enfin comme dans le corollaire I.1 on a, en désignant par Pi la fonction
obtenue en prolongeant ggi par zéro en dehors de .~2, y la relation:

On prolongera donc g~i en une fonction appartenant à B(0;, 2, oc) et on
majorera sa norme par en procédant comme dans
la démonstration du corollaire I.1.

On désignera maintenant par Ba(O, k, a) l’espace des u E B(O, k, ce) véri-
fiant les relations V .u = 0 et 0. D’après les corollaires I.1 et 1.2
on voit qu’il est possible de munir l’espace 0, ce) d’une norme équivalente
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définie par:

si Q est borné et simplement connexe, y

dans les autres cas .

COROLLA.IRE 1.3. On suppose que S~ est un ouvert borné et simplement connexe
de R2, alors pour tout l’unique fonction u solution du problème

se prolonge en une fonction
vérifiant les relations:

Les constantes 09(0), 010(0) et L(O) étant des fonctions croissantes de 0.

DÉMONSTRATION. On introduit la fonction g~ solution du problème
est alors donnée par la relation

où 991 et ffJ2 sont définies par les formules

D’après la proposition 1.1 çi se prolonge en une fonction 991(z) apparte-
nant à B(O, 2, ce). Des relations (3) et (9) on déduit que ul = vérifie

les relations (23) et (24). Les majorations uniformes (en z) (23) et (24) ne
présentent des difficultés qu’au voisinage de la frontière bl2. Par localisa-

tion et changement de carte on se ramène à prouver (23) et (24) pour des
fonctions du type du où 99 est une

fonction à support compact dans D = R+ X .R solution de l’équation
On considérera seulement l’indice k =1, le cas k = 2

se traite de manière analogue. Les constantes qui interviendront dans la
suite dépendront du support de W mais comme on se ramène à considérer
un nombre fini de fonctions de ce type on omettra cette dépendance. On
désignera toutes les constantes par la même lettre C. Comme (p est solu-
tion du problème de Dirichlet on a:

(5) Le rotationnel d’une fonction scalaire 99, en deux dimensions est le vecteur
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et

Comme

On a, en posant

la représentation

La fonction g(z, X) définie par (28) possède dans le domaine:

(qui correspond à un voisinage admissible), les propriétés suivantes:

(1) Elle est holomorphe en z;

(2) Elle vérifie les majorations

et

La fonction qui figure au second membre de (30) présente au point
(- xl, X2) une singularité en et celle qui figure au second membre de (31)
une singularité en On note
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On a alors la relation

On choisit alors 6 = 21z - zl. En utilisant (30) on voit que le premier
terme du dernier membre de (32) est toujours borné par Pour majorer
le second terme on utilise la relation (31) et le théorème des accroissements
finis. On a:

où (xi , appartient au segment
D’après l’inégalité triangulaire on a, dès que

Dès que m est Holderien d’ordre a cette dernière intégrale est majorée par

Ainsi on obtient:

(6) Il convient d’utiliser la relation:
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ce qui prouve la majoration (23). Pour prouver la majoration (24) on
remarque de même que l’on a:

Ce qui prouve pour hl une majoration du type (24).

Propagation de solutions d’équation du type transport dans un domaine complexe.

On désignera toujours par Sz un ouvert de Rn (n = 2,3), de frontière 8Q
bornée et régulière. Pour t E [0, T[ c R+ on désignera par 0(t) = 0(t) =

8 (~(t), ,u(t)) une famille de voisinages admissibles de Q. On notera le

domaine de Q x R+ défini par = {(z, t) 10  t  T, z E 0(t)l. On

dira que 0(t) varie régulièrement si Â(t) et sont des fonctions continues

de t. Pour toute application t ~ z(t) définie sur [0, T[, à valeurs dans On,
vérifiant z(t) E 0(t), Rez(t) E A, on notera y(t) la fonction y(t) = 
Bien entendu on a ly(t)1  Â(t)  1. Pour controler le comportement des

caractéristiques dans le domaine complexe, nous aurons à utiliser la pro-
position suivante:

PROPOSITION 1.2. On suppose que V(z, t) est une fonction définie sur 
à valeur dans On, holomorphe par rapport à la variable z et continue par rapport
âc la variable t, appartenant, pour tout t à B(O(t), 1, a). On suppose de 

que pour tout x E aS2 on a V(x, t) -v(x) = 0, et que V(z, t) est réel dès que
Imz = 0. On a alors les estimations suivantes

(1) Toute courbe y(t, z(t)) contenue dans et vérifiant les relation

satisfait à la relation

(2) On suppose que pour tout e E la solution z(t) de l’équation dif-
férentielle

est contenue dans 0(s), pour 0 ~ s  t. Alors toute fonction u(z, t) dé f inie sur E(T),
holomorphe par rapport à la variable z et continue par rapport à la variable t,

(7) Bien entendu cette démonstration s’inspire largement de [15]. Et c’est la

contribution de la constante C’ qui introduit la constante L(8).
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appartenant, pour tout t à B(O(t), 1, a) solution de l’équation différentielle

vérifie la majoration à priori suivante:

DÉMONSTRATION. On remarque d’abord que, comme IImz(t)1 =1= 0, et

comme z(t) 0 212 les fonctions IImz(t)1 et d(Rez(t)) sont dérivables. On a
en particulier:

On peut alors écrire:

Comme V(., t) E B(0(t), 1, oc) est réelle pour z réel on a :

De même on peut écrire la relation

De plus comme t) est tangent à M3 on a
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En utilisant les inégalités (42), (44) et (45) on obtient la relation

Soit

Et comme y(t)  1 on a ainsi prouvé le point (1). Prouvons maintenant
le point (2). Comme u(-, t) est solution de (39) on a:

Comme la courbe: (s, z(s)) (0  s  t) est contenue dans X(T) on déduit
de (48) la relation:

Comme pour tout point z E 0(t), il existe une courbe (s, z(s)) contenue dans
~(T) pour 0  -s  t et vérifiant la relation z(t) = z, on déduit de (49) la ma-
joration à priori

Soient maintenant z(s) et deux fonctions définies pour 0  s  t solu-

tions des équations:

Comme z * z, et comme la fonction V(z, s) est uniformément lipschit-
zienne par rapport à la variable z, on déduit du théorème de Cauchy Lipschitz,
que pour tout on a z(s) ~ z(s); la fonction to(s) _ lî(s) - z(s)1 1 est

donc dérivable et on a la relation:

43 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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En dérivant la fonction on obtient la
relation:

Ceci permet d’écrire la majoration

En intégrant on obtient:

Comme pour tout couple il existe deux courbes

définies pour 0 ~ s c t et vérifiants les relations

on déduit de la relation (54) la relation

En prenant la borne supérieure du premier membre de (55) rapport à
(z, z) E 0 (t) X 0 (t), puis en additionnant avec (49) on obtient la relation (40),
et on a ainsi démontré la proposition 1.2.

On désignera par E(t) une famille d’opérateurs linéaires continus de

B (0 (t), 0, a) dans B (0 (t), 0, a), (0  t  T). On dira que cette famille est ré-
gulière si, pour toute fonction u(z, t), définie sur 2~(T)y continue par rapport
aux variables (z, t) et vérifiant ~(’~)e.B(0(~0~)~ la fonction 
E B (6(t), 0, a) est continue par rapport aux variables (z, t). De la proposi-
tion 1.2 on peut maintenant déduire la
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PROPOSITION 1.3. Soit V(z, t) une f onction définie sur X(T), réelle pour z

réel, appartenant à B(O(t), 1, ce) continue par rapport aux variables z et t. On

suppose que pour tout z E 0(t) la solution de l’équation différentielle:

vérifie z(s) E 0(.s). Soit d’autre part E(t) une famille régulière d’opérateurs
linéaires continus de B(O(t), 0, a) à valeur dans B(O(t), 0, oc).

Alors pour tout uo E B(0(0), 0, ce) il existe une unique f onction u(., t) E
E B (8(t), 0, ce) solution du problème

dans

De plus cette fonction vérifie la majoration:

Dans le second membre désigne la norme de l’opérateur E(s)
continu de dans

DÉMONSTRATION. La démonstration se fait par itération. On remarque
d’abord que la fonction solution de l’équation (56) est une fonction

holomorphe de la variable z. On introduit alors t) défini par les relations : -.

La fonction t) est continue par rapport au couple (z, t), holomorphe
par rapport à la variable z, réelle pour z réel. De plus elle est solution de
l’équation

Elle vérifie donc la majoration
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D’autre part d’après le lemme de Gronwall toute suite ffJn(t) de fonctions
continues positives solutions d’une inéquation du type:

vérifie la majoration:

Maintenant si on suppose que ffJn-l vérifie la majoration:

on déduit de (65) la majoration:

En posant et en appliquant (66) et (67)
on prouve par récurrence la majoration:

A partir de cette majoration uniforme il est facile de prouver la propo-
sition 1.3 en faisant tendre n vers l’infini. En particulier on obtient (58)
en faisant tendre n vers l’infini dans (63).

II. - Analycité de la solution de l’équation d’Euler dans un ouvert borne
simplement connexe de R3.

Nous nous limiterons dans ce § au cas de l’ouvert simplement connexe
de manière à mettre plus en évidence le rôle du rotationnel dans la régularité
de la solution. Pour tout voisinage 0 admissible de S2, nous munirons l’espace
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BQ ( 8,1, 0153) de la norme définie par (cf. § 1, (22 )) . On introduit
ensuite un voisinage admissible 9 assez grand et une constante K choisie
également suffisamment grande de manière à vérifier la relation:

Dans le membre de gauche de (69) la norme du tenseur

est choisie de manière à coincider avec la norme de l’opérateur
linéaire et continu de B (0, 0, a) dans lui même.

Soit une fonction réelle vérifiant les relations

on pose On sait (cf. [3])
que sur l’intervalle l’équation d’Euler:

dans

admet une solution vérifiant la majoration De plus
cette solution est indéfiniment dérivable dès que uo est indéfiniment déri-

vable. Ce résultat se transpose au cas analytique comme suit:

THÉORÉME II.1. Soit 0(À, p) c 0 un voisinage admissible de l’ouvert il c R3
borné et simplement connexe. Soit uo E 1, a) une fonction réelle pour z

réeZ, M = et M(t) = où K désigne une constante suffisamment
grande en particulier supérieure à .K.

Alors la solution de l’équation d’Euler se prolonge pour tout t(0 ~ t  
en une f onction u(z, t) E BQ(o (t),1, a) vérifiant la majoration

est une famille continue décroissante de voisinages ad-
missibles de ~~ ) .

DÉMONSTRATION - On pose
Puis on définit la suite mn par les relations:

On va montrer que ce procédé détermine bien une suite (un, con) véri-
fiant les relations:
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Supposons que ces propriétés soient vraies jusqu’à l’ordre n, un est alors
déterminé par (71), appartient à 2~(0(~ ly a) et vérifie (Corollaire 1.1) l’iné-
galité

Ensuite on considère z(s) solution de l’équation différentielle:

et on va montrer que, si _K a été choisit assez grand alors z(s) ne peut ren-
contrer la frontière de pour (0  -s  t). Ceci prouvera en particulier que
la solution de (75) est définie pour tout s (0  s  t). On a d’abord

Ensuite, comme Un E B,,,(O, 1, a) on a d’après la proposition I.2(l) (et en
utilisant les notations de cet énoncé), dès que Rez(s) E A :

D’après (76), pour tout on a:

Comme z(t) e0(t) on a: et de (78) on déduit que

Ainsi z(s) ne peut appartenir à Si appartenait
à il existerait t1 tel que pour

appartienne à A. En utilisant (77) on obtiendrait alors:

et de (79) on déduirait, par intégration, la relation:

(8) Remarquons que un(z) est réel dès que z est réel.
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Comme on a On déduit de (80) } que l’on a:

et ainsi n’appartient pas à

On peut donc maintenant intégrer l’équation (72) en utilisant la pro-
position 1.3. On obtient une fonction qui vérifie la majoration (cf. (58)) : -.

En utilisant encore une fois le lemme de Gronwall on déduit que
Enfin en prenant la divergence de l’équation (72), y on

obtient, compte tenu de la relation V .Un = 0 la relation:

ce qui prouve que car

Ayant obtenu la majoration (73) on montre facilement (d’autant plus
que le résultat est déjà prouvé dans le domaine réel) que les suites un, col, con-
vergent (par exemple uniformément sur tout compact de Z(T)) vers des
fonctions u et co appartenant à jB~(0(), ly ce) et B(6(t), 0, ce) solutions, des
équations :

Dans le domaine réel ces équations sont équivalentes, dès que Q est
simplement connexe, à l’équation d’Euler et ceci termine la démonstration
du Théorème II.1.

THÉORÈME II.2. On désigne toujours par Q un ouvert borné, simplement
connexe et régulier de R3 et par u(x, t) une f onction réelle solution de l’équation
d’Euler dans Q x [0, T[. On suppose que u est continûment différentiable dans
Q x[O, T[ et que u(., 0) se prolonge en une fonction analytique dans un voisi-
nage admissible 0 de Alors u(x, t) est pour tout t E [0, T[ une fonction
analytique de x.
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REMARQUE II.1. On sait déjà qu’il ne peut y avoir de perte de regu-
larité C°° sans perte de régularité Cl ([9] et [10]). Le théorème ci dessus prouve
qu’il ne peut y avoir de perte de régularité analytique sans perte de régu-
larité C 1.

DÉMONSTRATION Du THÉORÈME II.2. On désigne par T** la borne supé-
rieure des nombres T’ possédant la propriété suivante. Pour tout t E [0, T’[
la fonction u(., t) se prolonge en une fonction analytique u(z, t) E B(O(t), 1, oc)
où 0(t) désigne un voisinage admissible de SZ. D’après le théorème II.1 on
sait déjà que T** &#x3E; 0. On va montrer que T** = T. En réduisant éven-

tuellement les voisinages 0(t), on peut supposer que pour tout t E [0, T[
on a 0(t) c 0. On suppose que T**  T et on introduit T’ (T**  T’ T).
Sur l’intervalle [O,T’[ les dérivées premières et secondes de u sont bornées
par une constante P &#x3E; 0. Soit e &#x3E; 0, d’après la définition de T**, u(T** - e)
se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage admissible

0(T**2013e). Comme sur l’axe réel les dérivées premières et secondes de u
sont bornées. En choisissant 6(T** - e) assez petit on peut réaliser l’iné-
galité :

En appliquant le théorème II.1, après avoir changé t en

on voit que pour tout t, se

prolonge en une fonction analytique. En choisissant ainsi
on obtient une contradiction.

REMARQUE II.2. Les deux étapes essentielles de la démonstration des
théorèmes II.1 et II.3 sont l’utilisation du corollaire 1.1 (analycité dans le
domaine complexe) et de la proposition 1.2 (propagation des solutions). En
généralisant l’énoncé du corollaire 1.1 (cf. Remarque 1.1) on peut démontrer
le théorème suivant

THÉORÈME II.3. On désigne par S~ un ouvert borné de Rn, par L(t) et M(t)
deux familles d’opérateurs possédant les propriétes suivantes. :

1) Pour tout voisinage admissibles 0 de D, L(t) se restreint en un opéra-
te2cr linéaires contin2c de (B(8, 0, (X)) P dans (B(8,1, a))n, vérifiant tes relations
8uivantes : t

où 0(0) est une fonction croissante de 0.
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2) M s’écrit sous la forme:

où Gr( ~ ) un opérateur r linéaire continu de dans. véri-

fiant la relation :

3) Si est réel, il en est de même de et de

Alors orc a les résultats :

1) Il existe une constante K telle que pour tout le problème

admette une unique solution hôldérienne dans , vérifiant la
majoration:

II) On suppose que ccy se prolonge en une fonction appartenant à
B(0(0), 0, a)~p, alors toute solution continûment différentiable du problème (86)
est en fait analytique.

La démonstration de ce théorème se fait en généralisant la démonstra-
tion des théorèmes II.1 et II.2. Elle introduit cependant des notations sup-
plémentaires et aussi nous l’omettons.

In. - Le cas de l’ouvert non borné.

On se propose dans ce § de donner une méthode permettant de traiter à
la fois le cas des ouverts bornés non simplement connexes et celui des ouverts
non simplement connexes et non bornés. Lorsque l’ouvert est borné la mé-
thode est plus simple ainsi nous ne traiterons en détail que le cas de l’ouvert
non borné. Un point intéressant est le suivant: les résultats que nous allons
développer permettent de prouver l’analycité de la solution dans le cas où
les données initiales sont analytiques mais pas d’énergie totale finie. Cette

idée apparait dans [3] et nous la reprenons dans le cadre analytique. Comme
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dans [3] on va construire une solution de l’équation :

vérifiant les relations Il convient de remarquer si u

ne vérifie pas l’hypothèse de décroissance à l’infini, les équations (88) ne
permettent pas de déterminer Vp de manière unique. Ceci provient du fait
que le problème - 4p = 0 dans Q, Vp borné, apl2vl., = 0 admet des solu-
tions non triviales: par exemple si ou si

Aussi il est nécessaire comme dans [3] de préciser le terme Vp
en introduisant un opérateur F(u, v). Pour cela nous démontrons le

LEMME III.1. Soit S2 un ouvert non borné de frontière aS~ réguliere et bornée,
alors pour tout il existe une sotution p du problème - L1 p = 0
dans donnée par une expression de la forme:

oic M est un opérateur linéaire continu de C°~"( âS~) dans Cl~"( aS~) ~ p se prolonge
en une f onction analytique dans tout voisinage admissible 0 de 12 et vérifie
la relation :

où 0(0) désigne une fonction croissante de 0.

REMARQUE III.1. Avant de faire la démonstration il convient de re-

marquer que l’énoncé ci dessus est faux si Q est borné, la condition

étant alors nécessaire. Si SZ n’est pas borné le premier terme du second
membre de (89) se comporte asymptotiquement comme

Ainsi la condition fg(a) du = 0 équivaut alors à une décroissance en
pour IXI ~ 00. aD

DÉMONSTRATION DU LEMME 111.1. Montrons d’abord que l’opérateur

linéaire et continu dans est injectif. Pour chercher une solution du
problème de Neumann dans on peut
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prolonger par zéro p dans Q. La fonction p ainsi obtenue est solution de
l’équation

(v normale exterieure à vérifie la relation v = - v ) . Comme p est une
fonction à support compact, l’équation (91) est équivalente à l’équation:

Pour que (92) ait une solution il faut et il suint que l’équation

où G désigne l’opérateur:

ait une solution. Si Lg = 0 h = 0 est solution de (93) et ainsi il existe p
vérifiant dans ~3 les relations:

On en déduit que p et g sont identiquement nulles. On remarque ensuite
que l’on a, pour tout x E D

On déduit de (96) que l’on peut écrire:

Le terme figurant dans le second membre de (97) est uniformément inté-
grable dès que h E On peut appliquer le théorème le Lebesgue pour
passer à la limite on obtient:
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Lorsque a tend vers Ty v(a) tend vers v(i) et vers un vec-

teur unitaire tangent. Comme 3~3 est une surface régulière, y on en déduit
qu’il existe une constante C telle que l’on ait:

La fonction est régulière (continument dif-
ferentiable) pour or ~ r et présente au point z une singularité en
Elle est donc intégrable sur 8Q et on a

où C est une constante indépendante de 7:. Ainsi l’opérateur à défini par

est compact dans C’,"(a.Q).
D’autre part on intègre la fonction dans l’ouvert

et on utilise la formule de Green. En faisant tendre ô

vers zéro on obtient:

Ainsi D’après la théorie de Fredholm, pour prouver
que I -f- G est inversible, il suffit de prouver que 1 -f- G est injectif.

Soit h E vérifiant la relation h -E- Gh = 0. On pose:

Si 1

p est solution de l’équation

Une solution de (101) est donnée par la formule:

On a d (p - pi ) = 0 dans .R3 ainsi p - pi est une fonction harmonique dans R3,
décroissant comme lorsque ~ oo. Elle est donc nulle.
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De la relation (100) on déduit que Plan = h puis de la relation (102) on
déduit que pi = p vérifie l’équation

Comme L est injectif ap/ av est identiquement nul. De plus p décroit comme
et Vp comme on peut donc intégrer dans , 

l’expression:

En faisant tendre R vers l’infini on obtient

ce qui prouve que p est constant et égal à zéro (car il tend vers zéro pour
h est donc nul et est injectif dans ainsi on

posera:

L est continu de dans continu dans

On définit p par la relation:

Bien entendu p est solution de l’équation:

En utilisant la décroissance de p à l’infini en on voit que p coin-

cide avec la fonction
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De (105) on déduit la relation:

ou encore c’est à dire puis de l’injectivité
de .L on déduit que

Enfin les fonctions et sont holomorphes dans
tout voisinage de 0 admissible et l’inégalité (90) se prouve en procedant
comme dans [15], p. 116, le fait que z soit complexe ne presentant pas
ici de difficulté supplémentaire.

PROPOSITION 111.1. Il existe un opérateur bilinéaire continu

de dans possèdant les propriétés suivantes :

1) Pour tout voisinage admissible 0 de S2, F se prolonge en un opérateur
bilinéaire continus de B (0, 0, oc) X B (0, 1, a) dans B (0, 0, a) et sa norme est une

fonction croissante de 0.

2) Pour tout couple est un gradient et

vérifie la relation :

3 ) Pour tout couple vérifiant tes relations
on a

(Dans (109) Rj désigne un opérateur linéaire continus et borné de à

valeur dans

4) Si u est une fonction régulière d’énergie totale finie solution de l’équa-
tion d’Euler le terme Vp est
donné par la relation

DÉMONSTRATION. Le terme Vp qui figure dans l’équation d’Euler peut
s’obtenir en général (ouvert borné, solution d’énergie finie) en résolvant
le système

1

Une première étape est alors la construction d’une fonction donnée

par la formule :
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Si u E la fonction qui figure sous l’intégrale décroit à l’infini comme
et l’intégrale est divergente. La méthode utilisée dans [3] et que nous

étendons ici au cadre analytique consiste à remarquer que l’on peut écrire
cette fonction sous la forme

ce qui fait apparaitre un terme en IX - assurant la convergence à l’in-

fini. Aussi si nous allons poser

.H et S se prolongent en des fonctions analytiques dans le cône :

H présente au voisinage de z = 0 la même singularité que Izl-1, tandis que
pour - oo elle décroit, ainsi que ses dérivées, comme exp (- IRezl2)-
Pour borné la fonction est bornée ainsi que sa différentielle, de
plus la fonction présente au voisinage de zéro une singularité
en JzJ-2 tandis que pour izl - oo et limzl borné on a:

On pose ensuite:

R(x) est une fonction intégrable et on a:

On définit alors la fonction F1(u, v) par la formule :

L’opérateur défini par:
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est continu de dans en effet le noyau est intégrable
à l’infini et présente à l’origine une singularité en Ixl-2. L’opérateur
-W --&#x3E; E, W défini par:

est linéaire et continu de dans en effet le noyau 
est intégrable à l’infini, il se comporte comme Ixl-4, cf. (110), et en zéro

il presente une singularité en Ainsi .F’1 est un opérateur bilinéaire et
continu de X à valeur dans 

De même pour tout couple (u, v) E B(O, 0, ce) x B(O, 1, ce) on posera :

Dans (116) le pavé P(z) et les contours T;(z;) sont choisis comme au § I.
Grâce à la décomposition du noyau en la somme 8 -f- H et en particulier
grâce à la relation (111 ), le fait que S~ ne soit pas borné ne présente pas de
difficultés supplémentaires. En procédant comme au § I, Proposition I.1,
on montre que I’1(u, v) appartient à B(O, 0, ce) et vérifie la relation:

Pour prouver que F1(u, v) est un gradient il suffit de montrer que chacun
des termes du second membre de (113) est orthogonal à l’espace des fonctions

99 E 5)(Q) vérifiant la relation V.p = 0 (cf. Derahm [8] et Zerner [22]). On
établit ceci pour le premier terme du second membre de (113), le calcul

est le même pour le second. D’après le théorème de Fubini on a:

Et ce dernier terme est nul = 0. Calculons maintenant

pour vérifiant les relations
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On a, par une intégration par parties:

Puis en prenant la divergence du second membre de (119) on obtient, en
utilisant la relation (112) :

De même on a:

(d’après (111)).
Comme on déduit de (120) la relation

Comme on a:

On peut d’autre part écrire la relation

44 - Annati della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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En utilisant (120), (122), (123) et (124) on obtient enfin la relation:

Une dernière intégration par parties donne alors

On introduit ensuite la solution du problème

définie par le lemme III.1 et la formule (89) et on pose

L’application ainsi définie, satisfait aux
propriétés 1), 2), 3) et 4) de la proposition III.1 (vérification facile et laissée
au lecteur).

THÉORÈME 111.1. (1) On désignera par K une constante réelle assez grande
(dépendant de Q). Soit uo E Cha(SZ) une fonction réelle vérifiant les relations

on pose alors sur l’intervalle

il existe une unique fonction solution

de l’équation d’Euler «précisée»:

dans

Cette fonction vérifie la majoration:

De plus lorsque uo est d’énergie finie cette solution coincide avec la solution

usuelle de l’équation d’Euler.

(2 ) Soit 0 un voisinage admissible de Q. Il existe une constante K (assez
grande mais ne dépendant que de 0) tel que pour tout - &#x3E;
et tout la solution de (128) se prolonge
en une fonction vérifiant la relation:
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La famille 0(t) est donnée par la relation

(3) Soit u une f onction appartenant à C(0, T ; On suppose

que u est solution de (128) sur l’intervalle [0, T[, et que uo se prolonge en une
f onction uo(z) E BQ(8, 1, ce) où 0 est un voisinage admissible de Q. Alors pour
tout t E [0, T [ u( ~, t) se prolonge en une f onction analytique dans un voisinage
admissible 0(t) de 12.

DÉMONSTRATION. L’unicité de la solution de (128) est évidente, car v)
est un opérateur linéaire continu. De même il est évident que ~c coincide avec
la solution de l’équation d’Euler usuelle, car on sait qu’il existe au plus une
solution régulière, d’energie finie de l’équation + u. Vu = - Vp,
V.u = 0, U v 1 aQ = 0, u (x, 0) = u,, (x). Pour prouver l’existence d’une solu-

tion dans le domaine réel on procéde par itération. On construit la suite Un
définie par les relations :

et on va montrer que si la fonction un vérifie les relations

les équations (131) déterminent bien une fonction Un+l vérifiant également
les relations (132).

Comme et comme un appartient à la solu-

tion de l’équation différentielle

est définie par tout t E [0, T[ et est contenue dans D (cf. Bourguignon et
Brézis p. 362 [7]). D’autre part, l’opérateur (u, v) ~ .F’(u, v) est linéaire et
continu de x dans Ainsi l’opérateur w -F(w, un)
est-il linéaire continu dans CO,a(Q). En procédant comme dans la démonstra-
tion de la Proposition 1.3 (la démonstration est d’ailleurs plus simple car
on se limite au cas réel), on montre qu’il existe une unique fonction 
solution de l’équation
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Pour tout x e on multiplie la valeur des deux membres de (134) en x par
v(x) et on obtient:

(d’après (132 )) .
De (135) on déduit la relation

Comme l’application x - x(s) définie par l’équation (133) est une bijec-
tion de 8Q sur 8Q on déduit de (136) la relation 0. Ensuite en

prenant la divergence de l’équation (134) et en utilisant (108) on obtient:

Comme on déduit de (137) que la divergence de est

toujours nulle. Enfin en prenant le rotationnel de l’équation (134) on ob-
tient la relation

Dans (138) désigne une expression ne faisant intervenir que des
produits de dérivées premières et secondes de un et En procédant
(toujours dans le cadre réel) comme dans la démonstration de la Proposi-
tion 1.2 (40) on déduit de (134), (138) et de la continuité de l’opérateur
F(-,-), les relations suivantes:
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et

En additionnant (139) et (140) puis en utilisant la relation

on obtient enfin, en posant:

l’estimation suivante:

Comme vérifie la relation:

en utilisant le lemme de Gronwall, on déduit qu’il en est de même pour
Ayant obtenu cette majoration à priori, uniforme en n et t pour

0  t  T - £ on termine aisément la démonstration du point (1).
Pour prouver le point (2) on étend au domaine complexe les étapes de

la démonstration du point (1). On va montrer que si uo E 1, a), la

suite un(t) définie par (131) se prolonge en une suite, toujours notée un(t),
appartenant à BQ(8(t),1, el) et vérifiant la majoration (130). On procède
toujours par itération et récurrence, on suppose que un (t ) E 1, a) et vé-
rifie la majoration (129). On pose ~( T) == 0  t  T = 

On considère alors, pour tout z(s) solution de l’équation:
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On a:

dès que Rez(s) E A.

(cf. Proposition 1.2). On en déduit que si un vérifie la majoration:

la solution de (143) est définie pour tout s E [0, t[ et z(s) appartient à 0(s).
On peut alors étendre la solution de l’équation (134) au domaine complexe
(Proposition 1.3). Comme V’~~=0 dans le domaine réel on a aussi

0 dans le domaine complexe. En utilisant les relations (134), (138)
dans le domaine complexe et les majorations:

(cf. Proposition 111.1). On obtient, d’après la Proposition 1.2 (2), les majo-
rations à priori suivantes:

En additionnant les deux inégalités (148), y puis en utilisant le Corol-

laire 1.2 (18), on obtient la relation:

ce qui permet de prouver que vérifie la majoration (145). On termine
ainsi la démonstration du point (2).

On remarque que la constante K figurant dans (145) ne dépend pas de 0,
pourvu que 0 c 0. Ainsi la démonstration du point (3) se fait exactement
comme dans le cas de l’ouvert borné (Théorème II.2). Elle est donc omise.
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IV. - Domaine d’analycité de la solution de l’équation d’Euler en dimension
deux.

On sait que si les données initiales sont indéfiniment différentiables et

d’énergie totale finie la solution de l’équation d’Euler est en dimension deux
toujours indéfiniment différentiable; en utilisant les théorèmes II.2 et 111.3 (3)
on pourrait donc prouver que si les données initiales se prolongent en une
fonction et vérifient la relation -E- oo, la solu-

0

tion u(x, t) est analytique en x pour tout t &#x3E; 0. Cependant il nous parait
intéressant de préciser le domaine d’analycité en utilisant une version com-
plexe de l’estimation (2.17) de Kato [13], cf. également Bardos, Benachour
et Zerner [4], ou Benachour [6]. Pour simplifier nous supposons toujours
que l’ouvert S2 est borné et simplement connexe.

THÉORÈME IV.l. ouvert simplement connexe et borné de R2,
de frontière ail régulière. Soit 0 un voisinage admissible de Q, alors il existe
deux constantes K et L possédant les propriétés suivantes. Pour tout

on pose Alors la

solution de l’équation d’Euler

indé f iniment dérivable pour tout t E R+, se prolonge en une f onction u(z, t)
holomorphe par rapport à la variable z, dans le domaine 1 dé f ini par les rela-
tions suivantes :

DÉMONSTRATION. Comme l’ouvert est simplement connexe on sait que
dans le domaine réel, la solution de l’équation d’Euler est la limite de la
suite un définie par les relations

dans

dans
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On va étendre au domaine complexe l’itération (151). On supposera que, y
pour tout s E [0, t[ et tout z e 0(t) la solution de l’équation differentielle

vérifie On en déduira que puis on en
déduira, que pour tout et tout la solution de l’équation
différentielle:

vérifie la relation z(s) E 0(8).
Si la solution de (152) est contenue dans 0(s) pour la seconde

équation de (151) est équivalente à l’équation:

La fonction est donc déterminée par les relations:

elle est donc une fonction analytique de z et elle vérifie la majoration
On pose maintenant

(dans (156) E désigne une constante assez grande, supérieure à la constante
intervenant dans l’inégalité (24) du Corollaire 1.3).

Soient maintenant z(s) et deux solutions des équations différentielles
suivantes :

De la relation (24) Corollaire 1.3, on déduit que l’on a, en posant
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De (157) on déduit la relation:

et, après intégration, la relation:

De (155) et (159) on déduit que pour tout couple, on 31:

Ceci donne la majoration

Des relations (23) (Corollaire 1.3) et (161) on déduit maintenant la

majoration

De la relation (161) on va déduire que la solution de l’équation (153) ne

rencontre jamais la frontière de 0(s) ( 0 c s c t ) pourvu que 
Il en résultera qu’elle sera définie pour tout ~e[0~[. En effet on a:

On en déduit que l’on a, en choisissant la constante .L assez grande, la
relation suivante:

Comme ; i on a

et on déduit la relation
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Ainsi z(s) ne peut appartenir à Montrons enfin que

z(s) ne peut appartenir à l’ensemble Si z(sl) apparte-
nait à cet ensemble, il existerait t, tel que sur l’intervalle [si , z(s ) vérifie
la relation Rez(s) E A. En utilisant la Proposition 1.2 on écrit alors

En procédant comme ci dessus, et en choisissant toujours L assez grand,
on déduit de (165) la majoration

Ainsi comme on a

et on déduit de (166) que l’on a également:

Ainsi la solution de (153) ne rencontre-t-elle jamais la frontière de 27.
Elle est donc définie pour tout s (0  ~ «). On a donc prouvé que le procédé
itératif (151) permet de construire une suite de fonctions wn(z, t) holomorphes
par rapport à z dans le domaine 0(t), et vérifiant la majoration Iwn(z, t)1 c M
dans 1. On termine alors la démonstration en faisant tendre n vers l’infini.
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