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Domaine d’analycité des solutions de I’équation d’Euler

dans un ouvert de R" (*).

C. BARDOS (**) - 8. BENACHOUR (***)

dédié a Jean Leray

Introduction.

On se propose d’étudier les propriétés d’analycité de la solution de I’équa-
tion d’Euler dans un ouvert 2 de R" (en général n sera pris égal a 2 ou 3).

2—1:+u-Vu=—Vp, Viu=0 dans Q, v-ulog=0.

Le premier travail mathématique sur 1’équation d’Euler, remonte a
Lichtenstein [17]. Dans[17] on considére ’équation dans R? on suppose
que les données initiales sont assez réguliéres et a support compact. On
prouve alors qu’il existe une unique solution. Ensuite Wolibner [21], H6l-
der [11], Leray [16] et Schaeffer [19] ont prouvé qu’en dimension 2 il existait,
pour tout temps, une unique solution, appartenant & un espace de Holder
convenable. Ces résultats ont été repris par Kato [13] et Ebin et Marsden [9].
Dans [9] on trouve le résultat important suivant pour la solution de ’équa-
tion d’Euler sur une variété sans bord de dimension # (le cas de 'ouvert
avec bord a été traité par Foias, Frisch et Temam [10]). Si la donnée ini-
tiale est dans C* (k> 2) la solution est dans C* tant que son gradient est borné,

(*) Ce travail a été effectué durant ’année scolaire 1975-76 alors que les deux
auteurs se trouvaient a 1’Université de Nice.
(**) Dept. de Mathématiques, Université de Paris-Nord, 93 - Villetaneuse.
(***) Institut de Mathématiques, Université des Sciences et Techniques - Bab
Ezzouar - Alger
Pervenuto alla Redazione il 21 Dicembre 1976 ed in forma definitiva il 19 Feb-
braio 1977.
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en particulier en dimension deux la solution est toujours dans C*, dés que
la donnée initiale est dans C*. De méme si la donnée initiale appartient 4 €=,
il en est de méme de la solution, tant que son gradient est borné, pour » > 2,
et toujours si n = 2. On se propose dans cet article de démontrer des résul-
tats analogues concernant ’analycité des solutions. L’analycité locale
(en temps) a été prouvée par Baouendi et Goulaouic[1]. (cf. également
Nishida [18] pour un énoncé particuliérement simple du théoréme de Cauchy
Kowalewski). Toutefois les démonstrations de [1] et [18] ne tiennent pas
compte du caractére hyperbolique de ’équation, elles ne permettent donc
pas de prouver (ce qui serait peut étre faux dans un cadre plus général)
que la solution reste analytique, tant qu’elle est continiment différentiable.
La méthode que nous proposons permet de prouver des résultats de ce type
et de préciser le domaine d’analycité. Enfin on peut, comme dans Bardos
et Frisch [3], considérer des solutions analytiques dans un ouvert non borné
de R, d’énergie totale infinie. Ce cas correspond en particulier 4 la turbu-
lence homogéne, ’energie du fluide par unité de volume est alors finie mais
son energie totale est infinie. Les méthodes de démonstration ont déja été
utiliseés pour des variétés sans bord (Bardos, Benachour et Zerner [4],
Benachour [5],[6]). Certains résultats concernant les problémes aux limites
ont été annoncés dans[2].

Ce travail est organisé comme suit. Le § I contient les notations, les
enoncés et les démonstrations de lemmes et propositions concernant d’une
part P’extension des opérateurs intégraux singuliers au domaine complexe,
et d’autre part la propagation de solution d’équations du type transport
dans le domaine complexe. Dans le §II on traite le cas de I'ouvert borné
en dimension 3, et dans § III celui de 'ouvert non borné. On pourrait, en
utilisant le Théoréme I1.2 adapté au cas n = 2 et les résultats de[9], [10]
prouver que pour n = 2 la solution est toujours analytique des que les don-
nées initiales sont analytiques. Il nous a paru cependant intéressant de
donner une démonstration directe qui permet de décrire le domaine d’ana-
Iycité. Ceci est ’objet du §IV.

Pour simplifier 1’exposé nous établirons seulement 1’analycité par rap-
port & la variable d’espace, 1’analycité par rapport & la variable de temps
s’établirait de maniére analogue en utilisant les méthodes de ce travail et
une complexification par rapport & la variable t. Ceci est fait dans[6] pour
les cas des ouverts sans bord. De méme nous nous limiterons au cas ¢>0;
on sait que si la solution est réguliére on peut inverser le sens du temps
dans I’équation d’Euler. Dans les §II et § IV nous avons supposé Iouvert
simplement connexe, cela permet de mettre mieux en évidence le role du
rotationnel. Si l'ouvert est borné, mais non simplement connexe on peut
prouver alors ’analyecité pour un temps fini en utilisant la méthode du § ITI,
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qui dans ce cas se simplifie considérablement (Elle consiste alors & éliminer
le terme Vp, ce qui est trés proche de la méthode utilisée par Temam [20]
pour prouver lexistence d’une solution contintiment différentiable.) Pour
obtenir les résultats du § IV dans un ouvert non simplement connexe on
peut adapter la méthode donnée dans ’appendice de [19].

Pour la réalisation de ce travail ainsi que de certains articles antérieure-
ment écrits sur ce sujet nous avons bénéficié constamment des suggestions
et de l’intéret que portent & ces problémes U. Frisch et M. Zerner.

I. — Preliminaires.

On désignera par = (zy, ..., £,) le point courant de R" (n = 2, 3), par z
le point courant du complexifié de R*. On notera ¥ = Rez et y = Imz les
parties réelles et imaginaires de z (1) et on utilisera les normes Euclidiennes

n

o2 = 3 lwil®,  |yPP= 2 lwl®,  |elP= |22 + Jyl*.
i=1 =1

£2 désignera un ouvert de R", de frontiére 0f2 bornée de classe O2; en tout
point x € 02 on désignera par »(x) (ou plus briévement v) = (v1,...,7,) la
normale extérieure 4 02. On posera d(x) = d(x, 0£2). On introduit un nombre
a > 0 possédant les propriétés suivantes. Sur Pouvert A = d-2(]0,a[) N 2
1a fonction d est continfiment différentiable, il existe un unique point p(z) € 02
vérifiant la relation d(z) = | — p(x)| et la fonection & — p(x) est deux fois
contintiment différentiable. Il convient de remarquer que pour tout x € 002
on a la relation

1) Vd(z)Av(x) = 0.

On appellera voisinage admissible de 2 un ouvert 6(4, u) de O dépendant
de deux parameétres A et u vérifiant les relations 0 < A<<1, u>0 et
ujA < a, défini par la formule:

0(A, p) = {¢|Rz e Q, |Iz] < u; |I2| < Ad(Rz), si Rze A}.

On remarque que 6(4, u) > {z|Rze 2\ 4, |Iz| < u}; d’autre part tout
point z € 6(4, u) vérifie la relation Rze 2. Enfin, pour tout z = (¢ + iy) €
€0(4, u), le tronec de cone C(z) = {(o + in)l|lx; — o,| < |y; — nsl, Y5 > |nsl,
y'n > 0} est contenu dans 0(4, u).

(1) Pour alléger I’écriture de certaines formules on posera souvent Rez = Rz,
Im 2z = I.
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Prolongement au domaine complexe des opérateurs intégraux singuliers ().

Pour des fonctions %, » holomorphes dans un voisinage 6 = 6(4, u) de 2,
on notera Vu, VAu, V-u et v-Vu les opérateurs gradients, rotationnel,

n
divergence et > v, D (fréquement on écrira Di = 0/0z, et on omettra le
j=1
signe de somama.tion >). En dimension deux le rotationnel est un scalaire
que lon peut identifier &4 un vecteur de C* orthogonal & C>.
Pour tout voisinage admissible 6 = 6(4, u), on désignera par B(0, k, «)
(0 < x<< 1) Pespace des fonctions u scalaires ou vectorielles holomorphes
dans 0 vérifiant les relations:

(2) suep (|1D*u(2)]) + s1€10p (ID'u(z) — D'u(2')|/lz — 2'|*) < + oo.
<k 2’6

=k

Bien entendu le premier membre de (2) définit une norme et pour cette
norme notée | -|,‘:’a, B(0, k, «) est un espace de Banach. On utilisera également
I’espace des fonctions % holomorphes dans 6, et uniformément bornées. On
notera B(6, 0) cet espace et |-|J la norme correspondante. On désignera par
K,(2) 1a fonction holomorphe dans le cone Rez? > 0 (1<j<n), réelle pour z
réel définie par les relations:

(3m) Log(sf +4)  sin—=2

(Dans le second membre de (2) on choisit les determinations des fonctions
Log et 4/ de maniére & ce qu’elles coincident avec les fonctions usuelles
sur R,).

PropPosITION I.1. Soit 6 un voisinage admissible de £2 ouvert borné de R".
Alors pour toute fonction w e B(0,0, a), la fonction @(A) définie par

) (1) =[E, (A — Dol

Q2
se prolonge en une fonction holomorphe dans 0, donnée par la relation
(5) o) = [ Ko — 2o(@) &

I'(z)

o I'(2) est une surface convenable de dimension n contenue dans (6\C(2)) U {z}

(2) Une méthode de prolongement semblable a été utilisée par Kahane [12].
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et passant par z
(C(2) = {& = (0; + ips)||@w; — o5l <|y; — 1], 1<j<n}.

@ appartient & B(0, 2, a) et il existe cing constantes C;(0) (1<j<D5) telles que
DPon ait:

(6) |Vglo < C,(0)|wlg

(7) P13 < Cy(0)| 0[5,

®) [V(2) — V()] < GO olfe — ] Log 27
) IV(V@)le< (C5(0)/@)|wld . (%) -

Ces constantes sont des fonctions croissantes de 0. (6ch = 0,;(6)< C,(0))
et la constante Cy(0) est indépendante de a.

DEMONSTRATION. On introduit un pavé P(2) = {ne€ Q|\n, — »;| < 6,},
contenant C(z) N 2 et on pose:

(10) o) = [Eue — 0@ & + K, — DoE)nd, .
A\ P(z) nly(z)

Dans le second terme de (10) I';(2;) désigne une courbe contenue dans
le cone |Re(s; — 2;)| > |Im(o; — 2,)|, passant par les points z, et ;4 0.
Les intégrales figurant dans le second membre de (10) sont définies dés que
w € B(0, 0) et elles ne dépendent pas du choix des courbes I7;(z;); ainsi on
désignera par I'(z) tout contour d’intégration semblable & celui qui apparait
dans le second membre de (10). Pour montrer que ¢ est holomorphe il suffit
de prouver que ¢ vérifie les relations de Cauchy-Riemann, par rapport &
toute variable z; = z;, + 4y,. La seule difficulté provient du fait que le con-
tour d’intégration peut étre amené & varier avec z. Voici comment cette dif-
ficulté peut étre tournée: on remarque que si h; est un vecteur unitaire du
plan complexe, de parties réelles et imaginaires Rh, et Ih,;, vérifiant |Rh;| >
> |Ih,|, on peut pour ¢ réel assez petit choisir un contour d’intégration I'(z),
indépendant de ¢, pour calculer ¢(z -+ th;). On supposera que I(z,) contient

() O; désignera différentes constantes qu’'on utilisera explicitement par la suite
par contre C pourra représenter plusieurs constantes.
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le segment {2, + th;}. On obtient alors:

(11) (aa (Rp)Rh, +—<R«p>zhf)+z( . (Ip) B, + o <I<p)1h)

= |lim (K,.(z -+ th; — 2) — K,.(z — 2)) [t) 0(Z) dZ —f (Ea(z—2)) h0(2)dz .
I'(z) I'(z)

En utilisant la relation (11) avec deux vecteurs linéairement independants
on obtient les relations de Cauchy-Riemann.

Pour établir les majorations (6)-(9) on va parametrer le contour I'(z)
par la variable £ = RZ et on va se ramener & des cas ou le contour est in-
dépendant de z, de maniére & utiliser les résultats classiques sur les intégrales
singuliéres dans le domaine réel (cf. Ladyzenskaia et Uraltceva [15] chap. 3
page 116 et suivantes). On va d’abord prouver les relations (6) et (9), la
relation

@y IV(Vp)lo< Cy(0)|wlg
et les relations suivantes:
0" IV(Ve)(2) — V(Ve)(E)| < Co(0)|w]d,ol2 — 2|

(8) (V) (&) — (V@) (3)] < Cx(6) ool — 2| Liog -2«

e — 2|

lorsque z — Z est un vecteur réel.

Comme ¢ est une fonction holomorphe, pour établir ces inégalités, il
suffit de faire varier la partie réelle de 2, en fixant la partie imaginaire.
On paramétre le contour d’intégration I'(z) par la variable réelle & et on
posera:

(F(z))d =&; + iy,(3, &) .

yi(2,&;) est une courbe convenable vérifiant la relation y,(z, &) =0 si
|&; — @;| > (ly;] + 9,), et y;(2, &) = y, dans un voisinage de ;. y; peut étre
choisie deux fois contintiment différentiable, elle peut étre bornée, ainsi que
ses dérivées premiéres et secondes par une constante indépendante de =z,
croissant avec 6. Lorsque ' varie dans un voisinage de x ce contour peut
étre utilisé pour calculer ¢(x -+ iy) et p(@’+ iy). La fonetion ¢ s’écrit alors:

(12) @'+ dy) szn(x’—l" iy — (& + iy(&)) o(& + (&) _1—”[1(1 + v3) dZ;
2 =

et les inégalités (6) (9) (7)’ (7)" et (8)' s’obtiennent en procédant exactement
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comme dans [15]. Pour terminer la démonstration de la proposition I.1 on
va établir des inégalités du type (7)” et (8)' lorsque z — Z ¢ C(0). (|R(z — 2),| >
> |I(z — 2);|) le résultat général s’en déduira par linéarité (ou équivalence
des normes dans R"). Pour cela on choisit un vecteur k; ¢ C(0), (|Rh;| > |Ih,].)
Puis on introduit un contour I'(z), défini par (I'(2)); = &; + iy;(2, &;); on
suppose maintenant que pour ¢ assez petit 2; - th; appartient & ce contour.
On peut done, 4 ’aide de ce contour calculer ¢(z -+ th;) par la formule

(13) ple + th) =[Kole + thy— (& + (@) 0@ + iy(@) TT (1 + 7 ;.
Q =

On termine la démonstration comme ci dessus en procédant comme
dans [15].

REMARQUE I.1. L’enoncé de la Proposition 1.1 resterait valable si on
remplacait la fonction K,(2 — Z) par une fonction E(z, Z) holomorphe par
rapport aux variables z et Z pour z— Z¢ C(0), vérifiant les majorations
suivantes:

sin=3 et 0<p<2

|V2E(z, 2)| + |V2E(2, 2)| < Clz — Z|~@*Y,
sin=2et1<p<2

COROLLAIRE 1.1. Soit £ un ouvert borné simplement connexe de R3, 0 un
voisinage admissible de 2, alors pour tout w € B(0, 0, &), vérifiant la relation
V-0 = 0 dans Q, Punique solution w du probléme V-u == 0 dans 2, VAu = w
dans Q et u-v|,p = 0 se prolonge en une fonction u appartenant & B(0, 1, )
vérifiant la relation

(14) lulg,a < 07(0)leg,¢
ot 0,(0) est une fonction croissante de 0.
DEMONSTRATION. Comme £ est simplement connexe il existe une unique

fonction u e CV*(Q2) (4) solution du probléme VAu = w, V-u =0, u-y|;o = 0.

(4) On désignera par O**(Q) les espaces de Holder réels usuels et on notera

|*l.., les normes correspondantes.
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De méme il existe une unique fonction ¢ € C>*(2) solution du probléme
VAp=u, V.o =0 dans 2, ¢-v|,p=0. ¢ est solution de I’équation
— Adp = o et vérifie la majoration |¢|, ,< C(6)|w|,,. La fonction ¢ obtenue
en prolongeant ¢ par zéro en dehors de £2 est solution dans R® de ’équation

aa(ag)

(15) —t5=5+ 2 4+ 20000,

Dans (15) @ désigne la fonction obtenue en prolongeant w par zéro en
dehors de 2. (082) désigne la masse de Dirac portée par 9R2 et les distribu-
tions figurant dans les deuxiéme et troisieme termes du second membre
de 92 sont données par les formules suivantes

) )
<3, )R, p>= —ﬁp(o) a—z} (0) do

0

0 0
< ®6(22) ,p> =f§(a)w(a)da
02

On en déduit tout de suite, en convolant avec K,;(x) que ¢ s’écrit sous
la forme

K@ —
(16) @) _fK dx+f(1(3x—a)Z"’(a)+9~%—“)¢(a))da.

D’aprés la proposition I.1 le premier terme du second membre de (16)
se prolonge bien en une fonction appartenant & B(6, 2, x) vérifiant la rela-
tion (7). On considére maintenant la seconde intégrale. K,(x — o) se pro-
longe en une fonction holomorphe dés que 2z — o¢ C(0) donc dés que
|R(z — o)| > |I(z — o)| ce qui est réalisé pour tout zc 6. Ainsi:

Pa(2) = f (Ka(z —0) g—f (o) + 56;, (Ks(z — 0)) ¢(0)) do
N

est-elle une fonction holomorphe définie dans tout 6.

Comme ¢ est borné dans C>*(R2), donc dans (*%(982) par C(2)|w|,, on
en déduit, en procédant comme dans [15] (ici le fait que # soit complexe ne
présente pas de difficulté supplémentaire) que l’on a

(17) e |2¢<C(6)|?’2l «<C(0) |w|°¢

Comme % = VAg cela termine la démonstration du Corollaire I.1.
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COROLLAIRE L.2. On suppose maintenant que £2 est un ouvert non borné,
de frontiére 98, bornée et réguliére, alors, pour tout 0 il existe une constante
Cq(0) telle que Von ait:

(18)  |ul] < CyO){ul,+ IVAuly,} weB6,1,a), V-u=0, uwo=0.

Cette constante est une fonction croissante de 0.

DEMONSTRATION. On introduit une famille d’ouverts £, munis de
voisinages admissibles 0, possédant les propriétés suivantes. 6,clet 6 = U 6,.
Chaque ouvert Q, est borné et simplement connexe; de plus il existe I tel
que pour ¢ > I les ouverts 0, se déduisent les uns des autres par une transla-
tion paralléle au domaine réel. Cette derniére hypothése est faite de maniére
4 obtenir une majoration uniforme des constantes C;() pour ¢> 1. On
remarque en effet que les constantes C,(0) intervenant dans la proposition I.1
et dans le Corollaire I.1 sont inchangées par une translation paralléle au
domaine réel. On remarque ensuite qu’il existe une constante C(£) telle
que lon ait:

(19) [l < C(Q)[ulg, + [V AU} -

Soit z€ 0, il existe donc 6, tel que ze6,. Comme £2, est simplement
connexe il existe une fonction ¢; solution du probléme:

(20) VAp;=u, V-p;,=0 dans ,, ¢, »;=wu-v, sur 992,.

@, appartient & C>*(R,) et vérifie une majoration du type
|p; g,;< C1(£2) -l . < Oy (£2,){|u)o,. + |V/\u|o,a} .

Enfin comme dans le corollaire I.1 on a, en désignant par ¢, la fonction
obtenue en prolongeant @, par zéro en dehors de (2, la relation:

0
(21) A‘f’i: 6)—5;‘(6(69,)) ®‘Pi—6(agi)®¢f-

On prolongera donc ¢; en une fonction appartenant & B(0,, 2, «) et on
majorera sa norme par C(6,) {|u|5,+ [VAulg,} en procédant comme dans
la. démonstration du corollaire I.1.

On désignera maintenant par B,(6, k, «) ’espace des u € B(0, k, «) véri-
fiant les relations V-u = 0 et w-y|,, = 0. D’aprés les corollaires I.1 et I.2
on voit qu’il est possible de munir ’espace B, (6, 0, «) d’'une norme équivalente
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définie par:

[u]o=|VAul§,  si £ est borné et simplement connexe,

(22

lulo=|IVAuls, + lulo,  dans les autres cas.

COROLLAIRE 1.3. On suppose que £ est un ouvert borné et simplement connexe
de R?, alors pour tout w € B(0, 0, x) DPunique fonction w solution dw probléme
VAU =w, V-u =0, u-v|,p =0 se prolonge en une fonction uec B (0,1, &)
vérifiant les relations:

(23) [Vul§< (Co(0)/a) |o]5
L)

(24) |u(2) — u(Z)| < C1o(0)| o]z — 2| Log e—2|"

Les constantes Cy(0), C.4(0) et L(0) étant des fonctions croissantes de 6.

DEMONSTRATION. On introduit la fonction ¢ solution du probléme
— Ap = w, ¢|og = 0, w est alors donnée par la relation w = VA (¢ + ¢*) (5)
ol ¢ et @? sont définies par les formules

(25  ¢e) = sz(w — 2)0(e) 40 97(0) = [ Ko — )22 (0).
Q 1]

D’apres la proposition I.1 ¢! se prolonge en une fonction ¢'(2) apparte-
nant & B(0, 2, x). Des relations (3) et (9) on déduit que u, = VAg! vérifie
les relations (23) et (24). Les majorations uniformes (en 2) (23) et (24) ne
présentent des difficultés qu’au voisinage de la frontiére 0£2. Par localisa-
tion et changement de carte on se rameéne & prouver (23) et (24) pour des
fonctions du type h,(z,, 2,) = D, f log (2% 4 (2, — 0)*D,¢(0, 0))do ol ¢ est une

R

fonction & support compact dans Q = R . XE solution de I’équation
— Ap = w, ¢|;q = 0. On considérera seulement I’indice ¥ =1, le cas k = 2
se traite de maniére analogue. Les constantes qui interviendront dans la
suite dépendront du support de w mais comme on se raméne & considérer
un nombre fini de fonctions de ce type on omettra cette dépendance. On
désignera toutes les constantes par la méme lettre ¢. Comme ¢ est solu-
tion du probléme de Dirichlet on a:

(26)  Digl0,0) = O[E/(E + (0 —n))wld, Makdy, &= (E>0,9€eR)
Q2

(5) Le rotationnel d’une fonction scalaire ¢, en deux dimensions est le vecteur

(0p/0x,, — O@p[Omy).
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et
+ oo

@7) ) = OfdgdnoE n)( [a-E(E + (@ =) E + @ — 0))do).
a

— 00

Comme

]f” 2y 3 do _]f” 2 3
JEH @—0)) @+ )@+ o) [+ (60— (1))

= (m)@ + E)/((—m)* + (§ + 2% .

)da

On a, en posant
(28) 9z, X) = g1, 22, &, 1) = (L[7) (20 + &)/ ((2a — 1) + (€ + 21)?)
la représentation

(29) hu(2) = [ g(e, X)o(X)dX .
Fol

La fonction g(z, X) définie par (28) posséde dans le domaine:
0= {(X,2)|X e, RezecD, |Ime| < ARez,, 0< A<1}

(qui correspond & un voisinage admissible), les propriétés suivantes:

(1) Elle est holomorphe en z;

(2) Elle vérifie les majorations

(30) l9(2, X)| < Claoy + &)/((x: — )* + (£ + 21)?)
et
(31) IV.9(2, X)| < Colw, + &)/((@ — )* + (£ + @1)?)?.

La fonction qui figure au second membre de (30) présente au point
(— @, @,) une singularité en 1/p; et celle qui figure au second membre de (31)
une singularité en 1/ (o =+/22+a%). On note

M©) = {(&,n) € Qlja, + &[* + |&. — n|*< 8} .
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On a alors la relation

(32) |l — W@ = | [gls, Do (X)aX — [96z, X)o(X)dX
a4 a

— | [ote, D(@(@) — (0, 2,)) 4X — 92, T)(@(X) — 0(0, ) dX)| )
a a

<[(l9 DI + l9&, D(0(X) — (0, 2,)) aX +

M(J)

+1(9e 1) — gz, X)) (0(X) — (0, 2,))|aX

A\ M(3)

<O ||o@, ) — w(0, 3,)|02dX ) |z — 2] .
(] )

On choisit alors 6 = 2|z — Z|. En utilisant (30) on voit que le premier
terme du dernier membre de (32) est toujours borné par Cé|w|,. Pour majorer
le second terme on utilise la relation (31) et le théoréme des accroissements
finis. On a:

(33) lg(z X) — 9(2, X)| < |e — 2| -sup |(2; + &)/ (@, —n)* + (z; + £)*)}] ;

ou (,,,) appartient au segment [Rz, RZ].

D’aprés l'inégalité triangulaire on a, dés que X ¢ M (d):
B4 | [lge, D) — 9, X)) (0(X) — (0, 7)| X <
A\M©)

< 0( f oo (@, #,) — w(0, mz)|@—2dx) le— 3.

=0

Dés que w est Holderien d’ordre « cette derniére intégrale est majorée par

1
(35) I=¢ (f9“9‘29d9) |2 — Z|wlo, -
0
Ainsi on obtient:

(36) Iha(2) — ha(B)| < (Cfar)| vl Jo — 7],

(6) I1 convient d’utiliser la relation:

@ +
f @+ O/ ((2a— ) + (o1 + £)7) dn—f G+ OB )+ (B + &) dn=0.
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ce qui prouve la majoration (23). Pour prouver la majoration (24) on
remarque de méme que l'on a:

37) ‘ f(g(z, X) — gz, X)) (o(@) — o0, ar;z))‘dX< (Jg‘zngO’]z — )|l <
A\ M(o) 5 :
< Olz — 2| Log (C'/]z — 2])|@], () -

Ce qui prouve pour h, une majoration du type (24).

Propagation de solutions @ équation du type transport dans un domaine complexe.

On désignera toujours par £ un ouvert de R" (n = 2,3), de frontiére 0Q
bornée et réguliere. Pour te[0, T[c R, on désignera par 6(t) = 6(t) =
6(A(t), u(t)) une famille de voisinages admissibles de £. On notera X(T) le
domaine de 2 xiR"xR, défini par X(T) = {(2,8)|0 <t < T, z€0(t)}. On
dira que 0(t) varie réguliérement si A(¢) et u(¢) sont des fonctions continues
de t. Pour toute application ¢ — 2(f) définie sur [0, T[, & valeurs dans C~,
vérifiant 2(t) € 6(t), Rez(t) € A, on notera y(t) la fonction y(t) = |Imz(t)|/d(Rz(?)).
Bien entendu on a |y(?)] << A(t)<<1. Pour controler le comportement des

caractéristiques dans le domaine complexe, nous aurons & utiliser la pro-
position suivante:

ProOPOSITION 1.2. On suppose que V(z,t) est une fonction définie sur X(T),
a valeur dans C*, holomorphe par rapport a la variable z et continue par rapport
& la variable t, appartenant, pour tout t & B(6(t), 1, «). On suppose de plus,
que pour tout v 02 on a V(x,t)-v(x) =0, et que V(z,1) est réel dés que
Imz = 0. On a alors les estimations suivantes

(1) Toute courbe y(t, 2(t)) contenue dans X(T) et vérifiant les relations
Rz(t) e A, 2/(t) = V(2(t), t), |[Imz(t)| ~ 0, satisfait d la relation
(38) y' @) <D-y@®|VV]s®.

(2) On suppose que pour tout &c X(T) la solution z(t) de Uéquation dif-
férentielle
2'(s) = V(as),8), =(t)=¢

est contenue dans 0(s), pour 0 <s<t. Alors toute fonction u(z, t) définie sur Z(T'),
holomorphe par rapport & la variable z et continue par rapport & la variable t,

(") Bien entendu cette démonstration s’inspire largement de [15]. Et c’est la
contribution de la constante C' qui introduit la constante L(6).
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appartenant, pour tout t ¢ B(0(¢), 1, o) solution de Véquation différentielle
ou
(39) F +V-Vu=g

vérifie la majoration a priori suivante:
t

(40)  |u(-0[A < fuC, 0)BD + [(lg, )62 + VYO (-, 9)[62) ds
0

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que, comme |[Imz(t)| =0, et
comme 2(t) ¢ 052 les fonctions |Imez(t)| et d(Rez(t)) sont dérivables. On a
en particulier:

(41) (% |Tm 2(7)| < { -0% (Im z(t))’ et d% [d(Re ()] =
= Vd(Re 2(t)) -% (Re 2(t)) .

On peut alors écrire:

(42) \ %y(t) |< Tm 2/ (t)] /d(Re (2(t))) + [Vd(Re #(t) - Re 2'(t)| |Im 2(¢)| /-

“(@(Rez (1)) < [Im V (2(2), 1) | /d(Re (2(1))) + [Vd(Re (1)) - ReV ((¢), 7) - [T 2(2) /-
(@(Re 2()))2.

Comme V(-,t)e B(0(t), 1, «) est réelle pour z réel on a:

(43) [ImV (2(t), t)| < [Tma(®)|[VV (-, £) 5"

De méme on peut écrire la relation

(44)  |Vd(Rez(t)) - ReV (2(t), t)| <
< |Vd(Rez(t)) - V(Rez(t), t)| + C|Ima(t)||VV (-, 1)|50.

De plus comme V(x,t) est tangent & 92 on a

45)  |Vd(x, t)-V(e, 1) <|Vd(p(@)) -V (p(@), 1) + [V(V()-V(:, 1))]od(@)
<D,V (-, )], d(@) .
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En utilisant les inégalités (42), (44) et (45) on obtient la relation

d
(46) ' 770 l <
< [VV(, )8%p() + (DulIm 2(t)] + Dyd(Re 2(1)))[Im 2(0)|/(d@(Re 2(2)))*}
Soit

(1) | 570 <rO + Do) + DIVYC, 08

Et comme y(t) < 1 on a ainsi prouvé le point (1). Prouvons maintenant
le point (2). Comme u(-,t) est solution de (39) on a:

d 0 ou 0
(48) 7 u(2(s), 8) = -a—g + %z,(s) = Eu + V-Vu = g(2(s), 8) .

Comme la courbe: (s,2(s)) (0<s<t) est contenue dans X(7) on déduit
de (48) la relation:

¢ t
(49)  |u(e®), 9] < [u((0), 0] + [lg(x(s), 5) ds < [u-, 08+ [lg(-, )l ds
0 0

Comme pour tout point z € (t), il existe une courbe (s, 2(s)) contenue dans
2(T) pour 0<s<t et vérifiant la relation 2(¢) = 2, on déduit de (49) la ma-

\

joration & priori
t
(50) (-, D50 < Ju(:, 015 + [lg(, 95V ds .
(1}

Soient maintenant 2(s) et Z(s) deux fonctions définies pour 0 <s<? solu-
tions des équations:

d
%z(s) = V(2(s), 8) ,d—si(s) =V(Es),8); 20)=%2 E+2).

Comme Z 5 2, et comme la fonction V(z,s) est uniformément lipschit-
zienne par rapport & la variable z, on déduit du théoréme de Cauchy Lipschitz,
que pour tout 0<s<? on a 2(s) Z(s); la fonction o(s) = |Z(s) — 2(s)| est
donc dérivable et on a la relation:

(51) lo'(8)| < |2'(s) — Z'(s)| = |V (2(s), 8) — V (2(s), 8)| < 0(s)|VV 3.

43 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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En dérivant la fonction [(u(2(s),s) — u(Z(s), 8))]e(s)™> on obtient la
relation:

d
(52) 7 L(u(2(8), 8) — u(2(s), 5) e(9)~] <
d d ~ — —x—1
<(d—3u(z(s), 8) — = w(Z(s), 8) 06) = — [u(e(s); 5) — (), 5)] ae'( )e -
Ceci permet d’écrire la majoration

63 |2 [lete), ) — ulao), o)) eto)]| <

<I(g2((s), 8) — 9(2(s), 5)) 0(s)~| + ale’(s) e(s) || (w(2(s), 8) — u(2(s), 5)) els)*] <
<lg(-, 98D + alVV (-, )0 |u(-, s)[02 .

En intégrant on obtient:
(54)  [(u(2(t), 1) — u(2(t), ) 0(t)~*| < | (w(2(0), 0) — u(2(0), 0)) o(0)~*| +

¢
+[ g0, )82 + AV, )l 5)/02) ds
0

Comme pour tout couple (z,Z)e0(f), il existe deux courbes z(s) 2(s)
définies pour 0<s<t et vérifiants les relations 2'(s) = V(z(s), s), Z'(s) =
= V(2(s),8); 2(t) = 2; Z(t) = 2, on déduit de la relation (54) la relation

(55)  |u(z, t) — w(z, t)||z — &7 < |u(-, 0)]3Q +

+ f (lgC, 912 + VYO u(:, 9)[6D) ds
0

En prenant la borne supérieure du premier membre de (55) rapport &
(=, 2) € O(t) x 0(t), puis en additionnant avec (49) on obtient la relation (40),
et on a ainsi démontré la proposition I.2.

On désignera par E(f) une famille d’opérateurs linéaires continus de
B(0(t), 0, «) dans B(6(t), 0, ), (0<t<T). On dira que cette famille est ré-
guliére si, pour toute fonction u(z, t), définie sur X(T), continue par rapport
aux variables (z,?) et vérifiant u(-,t) € B(6(t), 0, «), la fonction E(t)u(-,t)e
€ B(0(t), 0, «) est continue par rapport aux variables (z,t). De la proposi-
tion I.2 on peut maintenant déduire la
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ProposiTioN 1.3. Soit V(z, t) une fonction définie sur X(T), réelle pour z
réel, appartenant & B(0(t), 1, «) continue par rapport auxs variables z et t. On
suppose que pour tout z € 0(t) la solution de Véquation différentielle:

(56) 2'(s) = V((s),8), 2(t) =z 0<s<t,

vérifie z(s) € 0(s). Soit d’autre part E(t) une famille réguliére d’opérateurs
linéaires continus de B(0(t),0,«) d valeur dans B(0(t), 0, o).

Alors pour tout u,c B(6(0),0, ) il existe une unique fonction wu(-,t)€
€ B(6(t), 0, «) solution du probléme

ou
(57) = + V-Vu=E@)(u(-,t) dans Z(T), u(-,0) = u,.
De plus cette fonction vérifie la majoration:
t
58)  [u(, D169 < uolo? + [(|E@ ()62 + VYV 9 u(-, 5)/6)ds
0
Dans le second membre |E(s)|3) désigne la norme de Popérateur E(s)

continu de B(0(s), 0, ) dans B(6(s), 0, «).

DEMONSTRATION. La démonstration se fait par itération. On remarque
d’abord que la fonction z,(s) solution de I’équation (56) est une fonction
holomorphe de la variable z. On introduit alors »"(z, t) défini par les relations:

(59) 2(8) =V (2.(8), 8), 2(t) = 2.
t
(60) u™(2, 1) = u(2,(0)) +I(E(3)“"'l('y 8)) (2.(8)) ds .
0
(61) w9, 8) = 0.

La fonction w(z,?) est continue par rapport au couple (z,t), holomorphe
par rapport 4 la variable 2, réelle pour z réel. De plus elle est solution de
I’équation

ou

(62) “5?“ + V- Vur = B(t)-urt.

Elle vérifie donc la majoration
(63) ', )60 < luglo +

i
+ [(IBE59 12, 982 + |V VIR (-, 5)[59)ds) -
0
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D’autre part d’aprés le lemme de Gronwall toute suite ¢"(t) de fonctions
continues positives solutions d’une inéquation du type:

t
(64) () < F + [ (g5)9"6) + his)g"(s)) ds
0
vérifie la majoration:
¢ t ¢
(65) ¢"(t)< F exp [ f h(s)ds] + f exp [ f h(a)da] 9(8)p2(s) ds .
0 ) 8
Maintenant si on suppose que ¢"~! vérifie la majoration:

|1

(66) pi(t) < Fexp [ [ (hs) + g(5)) ]
0

on déduit de (65) la majoration:

67)  ¢"(<

<F (exp U‘h(s) ds] -l—fexp Ulh(o)da] g(s) exp Us(h(o) + g(0)) do] ds) <
0 0 0

0

t t 8 t

< Fexp Uh(s)ds] (1 —i—fg(s) exp Ug(a)do‘])<1’exp U(h(s) + 9(s)) ds] .
1] 1] 0 1]

En posant h(s) = «|VV[5? et g(s) = |H(s)|3 et en appliquant (66) et (67)

on prouve par récurrence la majoration:

[

68) (-, 059 < o exp [ [(1E@IEL + AV VISV ds] -
(1}

A partir de cette majoration uniforme il est facile de prouver la propo-
sition I.3 en faisant tendre n vers linfini. En particulier on obtient (58)
en faisant tendre » vers l’infini dans (63).

II. — Analycité de la solution de I’équation d’Euler dans un ouvert borne
simplement connexe de R3.

Nous nous limiterons dans ce § au cas de 'ouvert simplement connexe
de maniére 4 mettre plus en évidence le rdle du rotationnel dans la régularité
de la solution. Pour tout voisinage § admissible de £, nous munirons 1’espace
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B,(0,1, «) de la norme définie par |o|] , = |Vo|g, (cf. §1, (22)). On introduit

ensuite un voisinage admissible § assez grand et une constante K choisie
également suffisamment grande de maniére & vérifier la relation:

(69) |Vol} , + «|Volg< K|Vols, veB(6,1,a) et ch.

Dans le membre de gauche de (69) la norme du tenseur Vv = (D;v,)
est choisie de maniére & coincider avec la norme de Popérateur
w —w-Vov linéaire et continu de B(0, 0, «) dans lui méme.

Soit u, € C»*(2) une fonction réelle vérifiant les relations V-u, = 0,
Uy |ag = 0, on pose M = |VAu|o,, M(f) = M/(1 — KMt). On sait (cf. [3])
que sur lintervalle 0 <t < T* = (KM)™! Péquation d’Euler:

0
—%—ku-Vu:—Vp, V-u=0 dans 2, wvoxpr =0, u(,0)=u

admet une solution vérifiant la majoration |VAu(:,1)|,,<M(t). De plus
cette solution est indéfiniment dérivable dés que u, est indéfiniment déri-
vable. Ce résultat se transpose au cas analytique comme suit:

THEOREME I1.1. Soit 0(A, u) C § un voisinage admissible de Vouvert Q c R?
borné et simplement comnexe. Soit u, € B,(0, 1, ) une fonction réelle pour z
réel, M = luo|g,a et M(t) = M/(1— K Mt) ou K désigne une constante suffisamment
grande en particulier supérieure ¢ K.

Alors la solution de Végquation & Euler se prolonge pour tout $(0 <t < (KM)™?)
en une fonction u(z,t) € B (0(t),1, «) vérifiant la majoration

(70) lu|o® < M/(1 — KMt).

(0(t), 0<t<<(KM)™, est une famille continue décroissante de voisinages ad-
missibles de Q).

DEMONSTRATION - On pose 6(f) = 0(A(1 — KMt), u(1 — K Mt)).
Puis on définit la suite w, par les relations:

(71) ua(t) € Bo(0, 1,2), VAu,=on,
awn-}—l
(72) V)0 = (@M V)w, 0r(, 0) = VAt

On va montrer que ce procédé détermine bien une suite (u,, »") véri-
fiant les relations:

(73) Vior=0, |o"(t)ed<M().
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Supposons que ces propriétés soient vraies jusqu’a ’ordre n, u, est alors
déterminé par (71), appartient & B_(0(¢), 1, ) et vérifie (Corollaire I.1) I’iné-
galité
(74) [V, |50 < KM(t) .

Ensuite on consgidére z(s) solution de 1’équation différentielle:
(75) 2'(8) = u,(2(8),8), =2(t)==z€0(t)
et on va montrer que, si K a été choisit assez grand alors z(s) ne peut ren-
contrer la frontiére de X'(7) pour (0 <s<1?). Ceci prouvera en particulier que
la solution de (75) est définie pour tout s (0<s<t). On a d’abord

(76)  |Ime'(s)] = |Imu,(2(s), 8)| < |Vta(-, 8)|5®|Ime(s)| < K M (s)|Imz(s)| (%) .

Ensuite, comme %, € B (0,1, «) on a d’aprés la proposition I.2(1) (et en
utilisant les notations de cet énoncé), dés que Rez(s)e A:

(77) [¥'(8)] < Dy(8)|VV |50 < DK M(s)y(s) < K M(s)p(s) -

D’apreés (76), pour tout s<t on a:

(1 — K Ms)

Comme 2(t)€6(t) on a: |Imz(t)]<<u(l — KMt) et de (78) on déduit que
Imz(s)| < u(l — K Ms).

Ainsi 2(s) ne peut appartenir & 96(s) N {z|Rez¢ A}. Si 2(s,) appartenait
a 90(s)) N {z|Reze A}, il existerait ¢, tel que pour 0<s,<s<t,<?, Rez(s)
appartienne & A. En utilisant (77) on obtiendrait alors:
(79) Y& <p(8)KM(s) (s:<8<%)

et de (79) on déduirait, par intégration, la relation:

(80) [y(8)| <p(t.)(1 — EMs)/(1 — EMt,).

(®) Remarquons que u,(z) est réel dés que z est réel.
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Comme on a y(t,) < A(%) = A1l — KMt,). On déduit de (80) que l’on a:

(81) (s < A(L— EMs,)

N

et ainsi 2(s;) n’appartient pas & 00(s,) N {z|Rezc A}.

On peut donc maintenant intégrer I’équation (72) en utilisant la pro-
position I.3. On obtient une fonction w+1(t) qui vérifie la majoration (cf. (58)):

t
(82) 0" OR0< VAU + [P0 + aVarl(9) o (s)[{Dds <
0 t
<M+ f KM ()| +(s)[29ds .
0

En utilisant encore une fois le lemme de Gronwall on déduit que
|0 1(#)|59 < M(t). Enfin en prenant la divergence de I’équation (72), on
obtient, compte tenu de la relation V-u, = 0 la relation:

(83) 8% (Vo) + u, V(V-0™1) = 0

ce qui prouve que V-w"t1=0 car V-w"t(-,0) = V- (VA%,)(-, 0) = 0.

Ayant obtenu la majoration (73) on montre facilement (d’autant plus
que le résultat est déja prouvé dans le domaine réel) que les suites u,, o™ con-
vergent (par exemple uniformément sur tout compact de X(T')) vers des
fonctions » et o appartenant & B, (0(),1, ) et B(6(t), 0, «) solutions des
équations:

) LiwWo—oVu, Vo=0o(,0=Yu()  Viu=o.

Dans le domaine réel ces équations sont équivalentes, dés que £ est
simplement connexe, & 1’équation d’Euler et ceci termine la démonstration
du Théoréme II.1.

THEOREME I1.2. On désigne toujours par Q un ouvert borné, simplement
connexe et régulier de R® et par u(xz, t) une fonction réelle solution de Végquation
@ Euler dans 2 X[0, T[. On suppose que u est continiiment différentiable dans
2 x[0, T[ et que u(-, 0) se prolonge en une fonction analytique dans un voisi-
nage admissible 0 de 2. Alors u(z,t) est pour tout tc[0, T[ une fonction
analytique de x.
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REMARQUE II.1. On sait déja qu’il ne peut y avoir de perte de regu-
larité O sans perte de régularité C* ([9] et [10]). Le théoréme ci dessus prouve
qu’il ne peut y avoir de perte de régularité analytique sans perte de régu-
larité C*.

DEXMONSTRATION DU THEOREME II.2. On désigne par 7** la borne supé-
rieure des nombres 7’ possédant la propriété suivante. Pour tout ¢ [0, T'[
la fonction u(-, t) se prolonge en une fonction analytique u(z, t) € B(6(¢), 1, «)
ou 6(t) désigne un voisinage admissible de £2. D’aprés le théoréme II.1 on
gait déja que T** > 0. On va montrer que 7** = T. En réduisant éven-
tuellement les voisinages 0(t), on peut supposer que pour tout te[0, T[
on a O(t)c. On suppose que T** << T et on introduit 7' (T** < T'< T).
Sur lintervalle [0,7'[ les dérivées premiéres et secondes de # sont bornées
par une constante P > 0. Soit ¢ > 0, d’apreés la définition de T**, u(T** — &)
se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage admissible
0(T** —¢). Comme sur ’axe réel les dérivées premiéres et secondes de
sont bornées. En choisissant 6(7** — ¢) assez petit on peut réaliser I'iné-
galité:

(85) [V-u(T** — &) fT" < (P +1).

En appliquant le théoréme II.1, aprés avoir changé ¢ en ¢ - T** — g,
on voit que pour tout ¢, T** —e<t<< (T** —¢) + 1/K(P + 1)), u(-,t) se
prolonge en une fonction analytique. En choisissant ainsi ¢ < 1/K(P + 1)
on obtient une contradiction.

REMARQUE II.2. Les deux étapes essentielles de la démonstration des
théorémes II.1 et I1.3 sont ’utilisation du corollaire I.1 (analycité dans le
domaine complexe) et de la proposition 1.2 (propagation des solutions). En
généralisant 1’énoncé du corollaire I.1 (cf. Remarque I.1) on peut démontrer
le théoréme suivant

THEOREME I1.3. On désigne par Q2 un ouvert borné de R*, par L(t) et M(t)

deux familles d’opérateurs possédant les propriétes suivantes:

1) Pour tout voisinage admissible 0 de Q, L(t) se restreint en un opéra-
teur linéaire continu de (B(0, 0, «))? dans (B(0, 1, «))", vérifiant les relations
sutvantes :

L) yle =10 et |L)g,<00O)wl,

o C(0) est une fonction croissante de 0.
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2) M s’écrit sous la forme:

R

o G,(-) un opérateur r linéaire continu de (B(0, 0, «))? dans B(6, 0, «)" véri-
fiant la relation:
|6, (@)[5,.< C,(0)(|wlo,.)"

3) 8i wl, est réel, il en est de méme de G(w)|, et de L(w)|,.

Alors on a les résultats:

1) 11 existe une constante K telle que pour tout w,e C%*(2) le probléme
ow
(86) —at*—l-L(w)'Vw:G(w), w(+y 0) = wo(*)

admette une unique solution holdérienne dans Q x[0, (K|w|g, )] vérifiant la
majoration:

(87) Iw(t, . )lo,a< |w0|0,a(1 — (Klwoig; 1) t)—l/(R—l) .

II) On suppose que w, se prolonge en wune fonction appartenant a
B(6(0), 0, «))?, alors toute solution contindment différentiable du probléme (86)
est en fait analytique.

La démonstration de ce théoréme se fait en généralisant la démonstra-
tion des théorémes II.1 et II.2. Elle introduit cependant des notations sup-
plémentaires et aussi nous ’omettons.

IMI. — Le cas de ouvert non borné.

On se propose dans ce § de donner une méthode permettant de traiter a
1a fois le cas des ouverts bornés non simplement connexes et celui des ouverts
non simplement connexes et non bornés. Lorsque ouvert est borné la mé-
thode est plus simple ainsi nous ne traiterons en détail que le cas de ’ouvert
non borné. Un point intéressant est le suivant: les résultats que nous allons
développer permettent de prouver ’analycité de la solution dans le cas ol
les données initiales sont analytiques mais pas d’énergie totale finie. Cette
idée apparait dans [3] et nous la reprenons dans le cadre analytique. Comme
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dans [3] on va construire une solution de l’équation:
ou
(88) m +uVu=—Vp, uvjo=0, Vu=0, u(@0)=ulr).

vérifiant les relations « € C%%(2), Vp € C**(2). Il convient de remarquer si
ne vérifie pas ’hypothése de décroissance & l'infini, les équations (88) ne
permettent pas de déterminer Vp de maniére unique. Ceci provient du fait
que le probléme — Ap = 0 dans 2, Vp borné, dp/ov|,o = 0 admet des solu-
tions non triviales: par exemple A-z si 2= R? ou 2w, + @,/|x|=® si
Q = {w||w|>1}. Aussiil est nécessaire comme dans [3] de préciser le terme Vp
en introduisant un opérateur F(u,v). Pour cela nous démontrons le

LeMME I11.1. Soit £ un ouvert non borné de frontiére 0Q2 réguliere et bornée,
alors pour tout ge C%*(0Q) il existe une solution p du probléme — Ap = 0
dans 2, op/ov|,, = g, donnde par une expression de la forme:

(89)  pl@) = (1/4ﬂ)f(y(0)/|w — oldo + (1/4n)|v-V(1/|e — o|)(M -g)(0)do
02 2

o M est un opérateur linéaire continu de 0**(9L2) dans C-*(2L2)-p se prolonge
en une fonction analytique dans tout voisinage admissible 6 de Q et vérifie
la relation:

(90) D2 < Cy1(0)lglo,.

o C(0) désigne une fonction croissante de 6.

REMARQUE III.1. Avant de faire la démonstration il convient de re-
marquer que ’énoncé ci dessus est faux si £2 est borné, la condition f glo)do =0
o

étant alors nécessaire. Si £ n’est pas borné le premier terme du second
membre de (89) se comporte asymptotiquement comme [m]‘l-fg(a)da.
o2

Ainsi la condition f g(o)do = 0 équivaut alors & une décroissance en |z|—2
pour |z| > co. %%

DEMONSTRATION DU LEMME IIL.1. Montrons d’abord que l’opérateur

Lg = (1/4)|o — 8 9(8)d8
o

linéaire et continu dans C%*(0Q) est injectif. Pour chercher une solution du
probléme de Neumann — Ap =0, dp/dv = g dans Q@ = R™\ 2, on peut
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prolonger par zéro p dans £2. La fonction P ainsi obtenue est solution de
’équation

0
(91) Ap=gRba+pr® 5(509)

(7 normale exterieure & 00, vérifie la relation #= —»). Comme 7 est une

A

fonction & support compact, I’équation (91) est équivalente & 1’équation:

92) p)= (— ﬁ) flm — g|~1¢(o) do — (41_7;) fv(o) Y 1 p(c)do .
o0

|z — o]
a2

Pour que (92) ait une solution il faut et il suffit que 1’équation

(93) I + O = (—1/@m) [|-— ol g(0)do
R
ou @G désigne Popérateur:

(94) (Gh)(7) = lim (— 1/(47)) f »(0)-V(jo — 0|-1) h(o) do

i PY)
ait une solution. Si Lg = 0 h = 0 est solution de (93) et ainsi il existe p
vérifiant dans Q les relations:

(95) —Vp=0, dpjov =g, plaii: .

On en déduit que p et g sont identiquement nulles. On remarque ensuite
que Pon a, pour tout ze 2

(96) fv(o) V(1/|z — o|)ds = 0.
R
On déduit de (96) que 1’on peut écrire:
(97) (Gh)(r) = — lim (1/(47)) f (0)V(|z — o) (h(c) — h(z)) do .
o Exe)

Le terme figurant dans le second membre de (97) est uniformément inté-
grable dés que b € 0%*(0L2). On peut appliquer le théoréme le Lebesgue pour
passer & la limite on obtient:

(98) (@h)(r) = (_ 4_17;) f )T,
an

v —ol r— ol

(R(0) — h(7)) do .
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Lorsque ¢ tend vers 7, v(c) tend vers »(z) et (v — o)/|t — o| vers un vec-
teur unitaire tangent. Comme 002 est une surface réguliére, on en déduit
qu’il existe une constante C telle que 'on ait:

(99) ¥(6)-(tr — 0)| < Clr — 0|2

La fonction r(o, t) = v(0)-(t — 0)/|t — |3 est réguliére (continument dif-
ferentiable) pour ¢ % 7 et présente au point z une singularité en |7 — o|™L
Elle est donc intégrable sur 9{2 et on a

f Ir(o, 7)|da< C

0Q

ott ¢ est une constante indépendante de 7. Ainsi 'opérateur G défini par

An(z) = f (o, 7)h(0)do
39
est compact dans C1*(902).
D’autre part on intégre la fonction A(|z — z|~) dans 'ouvert 2, = 2 N

N {z||z — 7| > 6} et on utilise la formule de Green. En faisant tendre 6
vers zéro on obtient:

jr(o, T)do = — 2m; .

o

Ainsi 1 + G =1/2 4 G@. Draprés la théorie de Fredholm, pour prouver
que I 4+ G est inversible, il suffit de prouver que I + G est injectif.
Soit ke 0V*(0Q) vérifiant la relation b + Gh = 0. On pose:

(100) p(xz) = (1/4n)fv-V|w——c|—1h(a)da si zeQ, plx) =0 si ¢ Q2
o2

p est solution de I’équation

(101) — lp =302 ® L 4 (B[ (35D) @ p.

Une solution de (101) est donnée par la formule:
102) p,= (1/4n)f(v ‘V)(|x — oY) p(o) po + (1/4n)f|w — a|(9/ov)(p(o)do) .
o0 o

On a A(p — p,) =0 dans R3ainsi p — p, est une fonction harmonique dans R3,
décroissant comme |x|~* lorsque |z| — co. Elle est donc nulle.
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De la relation (100) on déduit que p|,, = h puis de la relation (102) on
déduit que p, = p vérifie I’équation

(103) f{m —o|? % (o)do =L (gg) =0.
o0

Comme L est injectif op/ov est identiquement nul. De plus p décroit comme
|#|=2, et Vp comme |x|=%, on peut donc intégrer dans 2, = QN{r||r| < R}
Pexpression:

(104) f]Vp[zdu = p(a)-l—ada pr pdr = p(o) aa|p| (0)do .

Qr lxl=R lel=

En faisant tendre R vers l'infini on obtient

(105) J |Vp|2dw = 0
Q

ce qui prouve que p est constant et égal & zéro (car il tend vers zéro pour
|#| = o0). h est donc nul et (I 4 G) est injectif dans Cb+(0f2) ainsi on
posera:

Mg=(I+G)y'Lg.

L est continu de C%*(2£2) dans CL+(9f2) et (I + G)* continu dans CL+(982).
On définit p par la relation:

(106)  p(a) = (1/4m) |0 — olg(0)do + (1/4) [+(0) -V (jo — o|*) (M(0)) do
R R
sizeQ, ple) =051 x¢ Q.
Bien entendu p est solution de I’équation:

0 0
— dp = 8(2Q) £ + — (3e2) @ p.-

En utilisant la décroissance de p 4 l'infini en |z|~, on voit que p coin-
cide avec la fonction

(107) () = ( )f|w — o'[‘l—2 (0)do -+ ( ) fv(o‘)-V(Im— oY) p(o) do .
o0



674 C. BARDOS - S. BENACHOUR
De (105) on déduit la relation:

Plog = Lg— G + G) Ly,
ou encore (I 4+ @)p|,o = Lg c’est & dire p|,, = Mg; puis de Pinjectivité
de L on déduit que op/ov = g.

Enfin les fonctions |z — |~ et »(c) V(|2 — |7?) sont holomorphes dans
tout voisinage de 6 admissible et I’inégalité (90) se prouve en procedant
comme dans[15], p. 116, le fait que z soit complexe ne presentant pas
ici de difficulté supplémentaire.

ProrosiTioN IIT.1. Il existe un opérateur bilinéaire continu (u,v) —
— F(u, v) de 0%(Q)x 0v(Q) dans C%(Q) possédant les propriétés suivantes:

1) Pour tout voisinage admissible 6 de 2, F se prolonge en un opérateur
bilinéaire continu de B(0, 0, o) X B(0, 1, &) dans B(0, 0, &) et sa norme est une
fonction croissante de 6.

2) Pour tout couple (u,v)e CxQ)xCv() F(u,v) est un gradient et
vérifie la relation :

(108) F(u, ’D) "VIa_Q = — uﬂ)ij’U; .

3) Pour tout couple (u, v) € C*(2) X C1x(Q) vérifiant les relations V-v=0,
V Vg = UV =0 on a
(109) V-F(u,v) = D,u;D;v, + R;(v;,-(V-u)) .

(Dans (109) R, désigne un opérateur linéaire continu et borné de C%*(2) a
valeur dans C°%(R)).

4) 8¢ u est une fonction réguliére d’énergie totale finie solution de Péqua-
tion @FEuler ou/ot + uVu = — Vp, V-u =0, u-v|,q =0, le terme Vp est
donné par la relation — Vp = F(u, u).

DEMONSTRATION. Le terme Vp qui figure dans ’équation d’Euler peut
s’obtenir en général (ouvert borné, solution d’énergie finie) en résolvant
le systéme

—Ap =V(u-Vu), @

o = — (u-Vu)v.

R

Une premiére étape est alors la construction d’une fonction Vp, donnée
par la formule:

(110) (d7) Vp, = V( f lw——:él‘IV-(qu)(Z)dl).

Q
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Si u € C1+(2) 1a fonction qui figure sous 'intégrale décroit & l’infini comme
|z|~1 et I'intégrale est divergente. La méthode utilisée dans[3] et que nous
étendons ici au cadre analytique consiste & remarquer que l’on peut écrire
cette fonction sous la forme

Di25 V(e — E[71)) wy (@) w,(x)

ce qui fait apparaitre un terme en |z — £/~* assurant la convergence & l'in-
fini. Aussi si nous allons poser

H(z) = (1/4n)exp [— |@|*]|z]7, S(x) = ((1 — exp[— |x|?])/4x|x]|
H et S se prolongent en des fonctions analytiques dans le cone:
C, = {z|A|Rez;| > |Imz,| (1<j<3), 0< A< 1}.
H présente au voisinage de 2 = 0 la méme singularité que |2|~%, tandis que
pour |Rez| — oo elle décroit, ainsi que ses dérivées, comme exp (— |Rez|2).
Pour |Imez| borné la fonction S(z) est bornée ainsi que sa différentielle, de
plus la fonction DI, (S(2)) présente au voisinage de zéro une singularité
en |2|~2 tandis que pour |z| - oo et [Imz| borné on a:
(111) |D2,8(2)] <O(|2] %) .
On pose ensuite:
R(@) = (2V(exp [ |o[%]) -V (je]2) + o4 (exp [— [a]2])) /4=

R(x) est une fonction intégrable et on a:
(112) AH = 6 + R(x); AS = — R().

On définit alors la fonction F,(u,v) par la formule:
113)  Fy(u,0) =V J (D.H(x — £))(u;-D,v,)(#)ds +

’ + [ D4(V8(@ — D) w,w) @) -
L’opérateur W — K, W défini par: !

(114) KW= f D, H(x — ) W(&)dé
2
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est continu de C%+(Q) dans C1%(£2), en effet le noyau D,S(x) est intégrable

4 Dinfini et présente & l'origine une singularité en |r|~2. L’opérateur
W — K, W défini par:

(115) K, W =D(V8(z — &) W(#)ds

Q

est linéaire et continu de C%*(Q2) dans C%*(2) en effet le noyau DZ(VS(x))
est intégrable & Dlinfini, il se comporte comme [z|™, cf. (110), et en zéro
il presente une singularité en |z|~2. Ainsi F, est un opérateur bilinéaire et
continu de C%*(Q)x Cv*(2) & valeur dans C**(Q).

De méme pour tout couple (u,v)e B(0,0, «) X B(f,1, o) on posera:

(116)  Fi(w, v)() = V [DeH(z — #)(v, Dy00)()dk +

ON\P(2)
+ [ DYV — 2)(wiu)D @ + V [ (D.H(z — H)((u, D) E)dE +
O\ P(2) aly(zg)
+[DE(VS(s — H)((vew)@)d8
nl'y(25)

Dans (116) le pavé P(z) et les contours I(z;) sont choisis comme au § I.
Grace 3 la décomposition du noyau en la somme S -+ H et en particulier
grice & la relation (111), le fait que {2 ne soit pas borné ne présente pas de
difficultés supplémentaires. En procédant comme au §I, Proposition I.1,
on montre que F,(u,v) appartient & B(0, 0, «) et vérifie 1a relation:

(117) |Fs(u, ©)]5 < CO)|ulg J0l7, -

Pour prouver que F,(u,v) est un gradient il suffit de montrer que chacun
des termes du second membre de (113) est orthogonal & I’espace des fonctions
@ € D(2) vérifiant la relation V-9 =0 (cf. Derahm [8] et Zerner [22]). On
établit ceci pour le premier terme du second membre de (113), le calcul
est le méme pour le second. D’apreés le théoreme de Fubini on a:

(118)  [dap(@)[D(VE@— &)(u, D;0)(&)ds =
Qo2
? — (ujpjv;)(az)( f VD, H(z — ai*):p(w)dw)dyﬁ.
2

Q

Et ce dernier terme est nul car V-p = 0. Calculons maintenant V-F,(u, v),
pour (u,v)€ Cv#(Q)x Ob+(2) vérifiant les relations V.o =0, v-v|;0=
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= %-v|;p = 0. On a, par une intégration par parties:

(119) ( f D,(H(@ — £)(u;D,v,)(&) )dx)

—f(H(m — ) Dy(u; D,v,) (&) dd —fVH(m — 6)(v;: -4, D,v,)(0)do .

Puis en prenant la divergence du second membre de (119) on obtient, en
utilisant la relation (112):

(120) V-V([D(H@- ) (u,D,0,)(8)d¢) =
Q
— D,(u,D,v,(@)) + f R(z — #)Dy(w, D,v,)(£)df — f R(x — 6)(v;-u,D,v,)(c)do
Q 002
De méme on a:
a1 V- J' VD S(2 — £)(u,0,)(&)dE =
T f D2 AS(x — £)(u,0,)(&)dd = — f D,D,R(x— £)(u, v,)(#)dE =
0
= —fDi(R(x - 52)) D,(u;q;)(£)dz +IDi(R(w'* 0')) (v;u;v;)(0)do
2 o

(d’aprés (111)).
Comme % -v|,, = 0, on déduit de (120) la relation

(122) V- j VD2 8(2 — £)(u,0,)(#)dE = — f D,(R(@ — £)) D;(u0,)(%)df =
Q2 02

= — [R@— ) D.D,(u,0)(@) 8% + [Riw— o)v.D,u,0) () do
Q Q2

Comme »-v|;p = 0 on a:

(123) J' R(@ — ), D,(u,;v,)(c)do — ( R(@ — 6)v:(u,D,v,)(c)do .
8Q a0

On peut d’autre part écrire la relation
(124) — f R(@ — £)D,D,(u,0,)(#)df = — f R(x — £)(Dyu;0.) (&) df —
2 fo]

— f R(z — &) Dy(v;: D, u,)(#) & .
2

44 - Annali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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En utilisant (120), (122), (123) et (124) on obtient enfin la relation:

(125) V-Fy(u, v) = D,u,D,v, — f R(@ — £)(D,(v,Vu))(£)dé .
2

Une derniére intégration par parties donne alors

(126) V-Fy(u, v) = D;u;D;v; —fv,.(:v)DiR(w — &) (Vu)(£)d£ .
Q2

On introduit ensuite la solution du probléme

0
(127) —Ap =0, —&{Z:—u‘v,D, v,— Fy(u,v)'y sur 9Q
définie par le lemme III.1 et la formule (89) et on pose F(u,v)=
= F,(w, v) + Vp. L’application (u,v) — F(u,v), ainsi définie, satisfait aux
propriétés 1), 2), 3) et 4) de la proposition ITI.1 (vérification facile et laissée
au lecteur).

TakorEME II1.1. (1) On désignera par K une constante réelle assez grande
(dépendant de 2). Soit u, € Cv*(2) une fonction réelle vérifiant les relations
Veug=0, tyv)sq =0, on pose M = |uy|,,+ VA%, alors sur Vintervalle
[0, 1/KM[ il ewiste une wnique fonction w e C([0,1/KM[; C%(Q)) solution
de Véquation d’Euler « précisée »:

ou 7 AT
(128) _at_+u-vu=17’(u,u), V-u=0 dans Qx[0,1/KM[,

w(®, 0) = up(®), w-v|oaxpyrgm = 0.
Cette fonction vérifie la majoration:
(129) M(t) = |[u(t)|o + IVAUED) o<1 — KM?).

De plus lorsque u, est d’énergie finie cette solution coincide avec la solution
usuelle de Véquation d’Euler.

(2) Soit 6 un voisinage admissible de 2. I existe une constante K (assez
grande mais ne dépendant que de 0) tel que pour tout uy€ B,(0, 1, a)(0 =0(A, u))
et tout te [0, 1/KM[ (M = ||, + |VAUS,) la solution de (128) se prolonge
en une fonction u(-,t) € B,(0(t), 1, «) vérifiant la relation:

(130) M(t) = [u@®)e? + |VAu(-, 1)[09 < M/(1 — EM).
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La famille 0(t) est donnée par la relation
0(t) = 0(1(1 — KMt), u(1 — KMt)) .

(3) Soit u ume fonction appartenant a C(0, T; C**(2)). On suppose
que u est solution de (128) sur Uintervalle [0, T[, et que u, se prolonge en une
fonction wu,(2) € B,(0, 1, a) ot O est un voisinage admissible de Q. Alors pour
tout te[0, T[u(-,t) se prolonge en une fonction analytique dans un voisinage
admissible 0(t) de Q.

DEMONSTRATION. L’unicité de la solution de (128) est évidente, car F(u, v)
est un opérateur linéaire continu. De méme il est évident que « coincide avec
la solution de ’équation d’Euler usuelle, car on sait qu’il existe au plus une
solution réguliére, d’energie finie de 1’équation ou/0t + u-Vu = — Vp,
V-u =0, uv|,q =0, u(x, 0) = u,(x). Pour prouver Iexistence d’une solu-
tion dans le domaine réel on procéde par itération. On construit la suite u,
définie par les relations:

u”+1

(131) (o ) = wla), W, 0) = o), o 4w Vs = P, ur)

et on va montrer que si la fonction w* vérifie les relations
(132) Veur=0,  utvlpa=0, |ur),+ |V/\“"(t)|o,a<ﬂ(t)

les équations (131) déterminent bien une fonction u»t! vérifiant également
les relations (132).

Comme u"-y|,, = 0, et comme u" appartient & C([0, I[; C*+(R2)) la solu-
tion de I’équation différentielle

(133) x'(s) = u(x(s),s), a(t)==x

est définie par tout #e [0, T[ et est contenue dans (2 (cf. Bourguignon et
Brézis p. 362 [7]). D’autre part, I'opérateur (u,v) — F(u, v) est linéaire et
continu de C%(0)x CL+(Q) dans (C%(Q). Ainsi D'opérateur w — F(w, u)
est-il linéaire continu dans C%*(f2). En procédant comme dans la démonstra-
tion de la Proposition 1.3 (la démonstration est d’ailleurs plus simple car
on se limite au cas réel), on montre qu’il existe une unique fonction u»+*
solution de I’équation

ounti

(134) =

+ ureVurtt = Fur, umtt),  ur2(-, 0) = (") .
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Pour tout x € 012, on multiplie la valeur des deux membres de (134) en « par
»(x) et on obtient:

(135) 582 (ut(@)-v(@) + (urVurtt) (@) v(@) = F(ur, um) (@) v(a) =
= — (uj u; ") (@)(D;v) (@)

(d’aprés (132)).
De (135) on déduit la relation

(136) % (u"“'v) + u"‘V(u"+l‘W)]ag —_ .g_t (urﬂ-l.,‘,) +
+ u:‘ D,-'M/;'“’V, + u?u?+1D5vi'ag 9 (u”+1'1’)(0,') - O .

Comme Dapplication & — x(s) définie par I’équation (133) est une bijec-
tion de 02 sur 02 on déduit de (136) la relation u"+1-y|,, = 0. Ensuite en
prenant la divergence de ’équation (134) et en utilisant (108) on obtient:

(137) %(V-u"“) + un- V(V-urtl) = R;(v,- (V-um+1)) .

Comme V-u**+1(-,0) = 0 on déduit de (137) que la divergence de u"+! est
toujours nulle. Enfin en prenant le rotationnel de 'équation (134) on ob-
tient la relation

(138) % (VAum1) 4 ur-V(VAur) = Bun, unt) .

Dans (138) B(u", u"+1) désigne une expression ne faisant intervenir que des
produits de dérivées premiéres et secondes de u" et w"*:. En procédant
(toujours dans le cadre réel) comme dans la démonstration de la Proposi-
tion 1.2 (40) on déduit de (134), (138) et de la continuité de 1’opérateur
F(-,-), les relations suivantes:

t
(139) w1 (®)o,a < |tholo,x +f(|F(u"“, w)(8)]o,a =+ | Ver(s)]o] " 1(8) o,) | ds <
o

t
< [tolo,s + M [ J0r(@)s olu*16)]p adls
0
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et
(140)  [VAur(#)]o,4 < |V A%olo,a +
t
+f(|B(u", wt1)(8)]o, 0 + oMo |VUr(s)|o|umt1(s)|o.a) ds <
’ 11
< VA Uols + M, f (10 (8)] s alu™+2(8) 1,0) ds -
0
En additionnant (139) et (140) puis en utilisant la relation
(141)  |ufy 0 <O{||o,s + |VAUlsa} ueE Ov¥(Q), V-u=0, u-v|o=0
on obtient enfin, en posant:

M) = [ (®)o,a + VAU ()]o,a

Pestimation suivante:
t

(142) Ay<i + K fﬂnﬂ(s)-ﬂﬂ(s)ds.
0

Comme M~(t) vérifie la relation:
M t)<M|1— KM(@),

en utilisant le lemme de Gronwall, on déduit qu’il en est de méme pour
Mn~+1(t). Ayant obtenu cette majoration & priori, uniforme en »n et ¢ pour
0<t< T — ¢ on termine aisément la démonstration du point (1).

Pour prouver le point (2) on étend au domaine complexe les étapes de
la. démonstration du point (1). On va montrer que si u,e€ By(0,1, «), la
suite w"(t) définie par (131) se prolonge en une suite, toujours notée u~(t),
appartenant & B (0(t), 1, «) et vérifiant la majoration (130). On procéde
toujours par itération et récurrence, on suppose que u"(t) € B,(0(t), 1, «) et vé-
rifie la majoration (129). On pose X(T')= {(t, 2),2€0(t), 0<t< T = (KM)™}.
On considere alors, pour tout ze€ 6(t), 2(s) solution de I’équation:

(143) 2 (s) =u"(2(s),8), =2(t) ==z,
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On a:
(144)  |[Im2'(s)| < |Imz(s)||Vur(s)|5® et |y'(s)| < Dy(s)|Vur(s)|5™,

deés que Rez(s)e A.
(cf. Proposition I1.2). On en déduit que si u" vérifie la majoration:

(145) [un(®)[59 4 |V Aur(®)[50 = M~ (t) < M/(1— K Mt)

la solution de (143) est définie pour tout se[0, ¢ et z(s) appartient & 0(s).
On peut alors étendre la solution de 1’équation (134) au domaine complexe
(Proposition I.3). Comme V-u"t! =0 dans le domaine réel on a aussi
Vur+t! = 0 dans le domaine complexe. En utilisant les relations (134), (138)
dans le domaine complexe et les majorations:

(146) |B(un, wn+1)(t)]00 < My Jur (1) |um+(2)| 39,
(147) | (um, ut1)(2) |59 < M,y(0)|un (@) um+1(2)| 79

(cf. Proposition III.1). On obtient, d’aprés la Proposition 1.2 (2), les majo-
rations & priori suivantes:

t
w0152 < ol - [ IO o) 2L )2
0

+ | Vun(s) [0 [um+1(s) |30} ds

(148) .

[V AW 0)[62 < [V Atafg -+ [{Mafun(s) B2 )] 12 +
0

+ oM, |Vur(s) [0 unt1(s)| 39} ds .

En additionnant les deux inégalités (148), puis en utilisant le Corol-
laire 1.2 (18), on obtient la relation:

t
(149) M) <M + K f M (s) M™+i(s)ds
0

ce qui permet de prouver que u"+(t) vérifie la majoration (145). On termine
ainsi la démonstration du point (2).

On remarque que la constante K figurant dans (145) ne dépend pas de 0,
pourvu que O c f. Ainsi la démonstration du point (3) se fait exactement
comme dans le cas de ’ouvert borné (Théoréme I1.2). Elle est donc omise.



DOMAINE D’ANALYCITE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION D’EULER ETC. 683

IV. — Domaine d’analycité de la solution de I’équation d’Euler en dimension
deux.

On sait que si les données initiales sont indéfiniment différentiables et
d’énergie totale finie la solution de ’équation d’Euler est en dimension deux
toujours indéfiniment différentiable; en utilisant les théorémes I1.2 et IT1.3 (3)
on pourrait donc prouver que si les données initiales se prolongent en une
fonction u, € B(f, 1, ) et vérifient la relation f |t(2)|2dx << 4 oo, la solu-

Q2

tion u(xz,t) est analytique en z pour tout > 0. Cependant il nous parait
intéressant de préciser le domaine d’analycité en utilisant une version com-
plexe de I'estimation (2.17) de Kato [13], cf. également Bardos, Benachour
et Zerner [4], ou Benachour [6]. Pour simplifier nous supposons toujours
que l'ouvert {2 est borné et simplement connexe.

THEOREME IV.1. Soit 2 un owvert simplement connexe et borné de R2,
de frontiére 0 réguliére. Soit 6 un voisinage admissible de 2, alors il existe
deux constantes K et L possédant les propriétés suivanmtes. Pour tout
u, € B,(0,1,0) (6Ch) on pose M = |VAuyls, M,=|VAuys,. Alors la
solution de Véquation d&’Euler

2
a—':+u~Vu=—Vp, Vou=0, uso=0, uz0)=mu)

indéfiniment dérivable pour tout te R*, se prolonge en wume fonction wu(z, 1)
holomorphe par rapport d la variable 2, dans le domaine X défini par les rela-
tions suivantes:

60 = 0()‘7 ,u) 9 O(t) = B(Mt)y M(t)) ’
A(t) = Aexp [— L(M,/M)e*¥t]/(exp — L(M,/M)) ,

(150)
u(t) = wexp [— L(M,/M)ex™*]/(exp — L(M,/M))

Z={{t,2)teR,, z€0(t) = 0(A(), u(?))} .

DEMONSTRATION. Comme ouvert est simplement connexe on sait que
dans le domaine réel, la solution de I’équation d’Euler est la limite de la
suite u» définie par les relations

ontl
(151) Up(Zy 1) = Uy(2) , = + u*Vo*1=0 dans QX
X R, o™+, 0) = (VAu)(")

dans Q; V.yrt1 =0, urtlp|,, =0, o™= VAurtL,
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On va étendre au domaine complexe l'itération (151). On supposera que,
pour tout se[0,t et tout ze6(t) la solution de 1’équation differentielle

(152) 2'(s) = wr(2(s),8), =2(t)==

vérifie z(s) €6(s). On en déduira que |w"t(z,t)|<M Y(t,2)e2, puis on en
déduira, que pour tout se[0,t] et tout ze0(t), la solution de 1’équation
différentielle:

(153) 2(s) = wi(a(s), 8) ,  alt) =2

vérifie la relation z(s) € 6(s).
Si la solution de (152) est contenue dans f(s) pour 0<s<t, la seconde
équation de (151) est équivalente & 1’équation:

d
(154) > w™1(2(s8),8) = 0.
La fonction w"ti(z,t) est donc déterminée par les relations:
(155) o™z, 1) = VA%, (2(0)), 2'(8) = ur(2(s),8), =2(t) ==

elle est donc une fonction analytique de z et elle vérifie la majoration
|w™+2(-, 1)|8® < M. On pose maintenant

(156) a(t) = x exp[— EMt]

(dans (156) E désigne une constante assez grande, supérieure & la constante
Cu(0), intervenant dans I'inégalité (24) du Corollaire 1.3).

Soient maintenant 2(s) et Z(s) deux solutions des équations différentielles
suivantes:

2'(8) = ur(2(s),8), =2()==zel(t), 0<s<t,

Z'(s) = u"(3(s),8), Zt)=2Z2e0(t), 0<s<t.

De la relation (24) Corollaire 1.3, on déduit que 1’on a, en posant
o(t) = [2(t) — ()|

(157)  |o(s)| = |/(s) — Z'(s)| = |u(2(s), 8) — u"((s), s)| < EMp Log(F./e) .
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De (157) on déduit la relation:

d F
158 - e
(158) ’ds(LogLog(g(s)))\<EM
et, apres intégration, la relation:
(159) 0(8)*® > F0=*)(9(0))*.

De (155) et (159) on déduit que pour tout couple, (z,2)e 0(t) X0(t) on a:

o™z, 1) — 0™1(Z 8)] _ o (2(), 1) — o (2(), 1) | <

(160) |z — g|a(exn—EMt) - o(t)*® o~

|o(z, (0), 0) — w™+(2(0), 0)|
- (0(0))a Flxtr—=)

<F,M,.
Ceci donne la majoration
| (-, t)l%’,o <FM,.

Des relations (23) (Corollaire 1.3) et (161) on déduit maintenant la
majoration

(161) |Vurt1), < Fy M exp [EMt].

De la relation (161) on va déduire que la solution de 1’équation (153) ne
rencontre jamais la frontiére 9£2(s) de O(s) (0 <s<t) pourvu que z(t) € 0(t).
Il en résultera qu’elle sera définie pour tout se[0,¢[. En effet on a:

(162) |[Imz'(s)| < Fs M, exp [ EMt]|Imz(s)| .

On en déduit que l’on a, en choisissant la constante L assez grande, la
relation suivante:

(163)  Log [Ime(s)| < Log|Ima(t)| — L(Ma/M) exp [ Mt] -+ L(Ma/ M) exp[ Ms] .
Comme z(t) € 6(t) on a

|\Ima(t)] < exp [~ L(Mo/ M) *)fexp [— L( Mo/ M)
et on déduit la relation

(164) |[Imaz(s)| < pu exp [— L(Mas/ M) e™]/(exp [— L(Ma/ M)]) .
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Ainsi 2(s) ne peut appartenir & 096(s) N {z|Rez¢ A}. Montrons enfin que
2(s) ne peut appartenir & 1’ensemble 00(s) N {¢|Rezc A}. Si 2(s,) apparte-
nait & cet ensemble, il existerait ¢, tel que sur 'intervalle [s,, t,[, 2(s) vérifie
la relation Rez(s) € A. En utilisant la Proposition 1.2 on écrit alors

(165) ly' ()] < Dy()|Vum 1[5 < Dy (s) F, exp [EMs] .

En procédant comme ci dessus, et en choisissant toujours L assez grand,
on déduit de (165) la majoration

(166)  Logy(s,) <Logy(t) — L(Ma/M) exp [EMt,] + L(M./ M) exp [EMs,].
Ainsi comme 2(t,) €6(t,), on a
y(t,) < A(exp [— L(Ma/m) e*"])/(exp — L(Ma/ M)
et on déduit de (166) que lon a également:
(167) ¥(81) < A(exp — L(Ma/ M) ™) (exp [— L(Ma/M)]) -

Ainsi la solution de (153) ne rencontre-t-elle jamais la frontiére de X.
Elle est donc définie pour tout s (0 <s<t). On a done prouvé que le procédé
itératif (151) permet de construire une suite de fonctions w”(z, t) holomorphes
par rapport 4 z dans le domaine 6(t), et vérifiant la majoration |w"(z, t)|< M
dans 2. On termine alors la démonstration en faisant tendre » vers l’infini.
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