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03C0-omomorfismi e loro rappresentazione.

MARIO POLETTI - ALDO VOLPI (*)

In [1 ], per ciascun prolungamento finito F di un corpo k di caratteri-
stica positiva, viene introdotta un’iperalgebra locale RF’ le cui principali
proprieta sono: i) il T,-modulo canonico VDF dei vettori canonici di Witt
dell’iperalgebra DF, duale di RF7 6 isomorfo al Tk-modulo canonico ’Vect F;
ii) F, come prolungamento di k, 6 quoziente dell’algebra delle iperderiva-
zioni 1-speciali invarianti di .Ep,.

In [2], per prolungamenti separabili, viene provato che l’isomorfismo tra
iperalgebre B. RH’ 7 equivale al n-isomorfismo di F, H.

Quanto ai legami tra n-isomorfismo e isomorfismo, il risultato piu signi-
ficativo ottenuto in [1], 6 che prolungamenti normali di k sono isomorfi
se e solo se n-isomorfi ; altre classi di prolungamenti per i quali il a-isomor-
fismo comporta l’isomorfismo, sono descritte in [2].

La caratterizzazione dei n-omomorfismi tra due prolungamenti 6 data
in [2]; il presente lavoro descrive procedimenti analitici per caratterizzare
tra essi gli eventuali n-isomorfismi. Le tecniche adottate si prestano in
modo naturale allo studio (per un k perfetto) degli omomorfismi come

T*-moduli (qui detti n-omomorfismi) dei corpi dei bivettori a elementi nei
prolungamenti finiti di k, ed alla caratterizzazione tra essi degli eventuali
n-isomorfismi.

I risultati in merito ottenuti consentono di provare che, nell’ambito
dei prolungamenti di ordine 6, sia il n-isomorfismo tra i prolungamenti
sia il n-isomorfismo tra i bivettori, comportano 1’isomorfismo tra i pro-

lungamenti.
Per quanto concerne invece i prolungamenti di ordine &#x3E;7 (contro la

congettura posta alla fine di [1 ] ), i procedimenti analitici sviluppati con-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le Strutture Algebriche
e Geometriche e loro Applicazioni, del C.N.R.

Pervenuto alla Redazione il 16 Febbraio 1980.
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sentono di individuare tra essi prolungamenti non isomorfi, ma n-isomorfi, e
prolungamenti non n-isomorfi, ma con i bivettori n-isomorfi.

I risultati detti consentono in particolare di concludere che, per prolun-
gamenti di ordine 6 di un corpo perfetto, l’isogenia delle iperalgebre
comporta 1’isomorfismo delle iperalgebre stesse, mentre per prolungamenti
di ordine &#x3E; 7 tale implicazione cessa di sussistere.

In quanto segue, p e un primo positivo, k e un corpo infinito di carat-
teristica p, k 6 la chiusura algebrica di k, n 6 l’endomorfismo di Frobenius
di k. Tutti i prolungamenti algebrici di k si intendono immersi in k.

Se F 6 un corpo di caratteristica p, indicheremo con vect F l’anello dei
vettori infiniti di Witt a elementi in .I’; se I’ 6 perfetto, indicheremo con
biv F il corpo dei bivettori di Witt a elementi in F (cfr. [MA], cap. 2); in
entrambi i casi, n denota l’endomorfismo di Frobenius.

Se F 6 un prolungamento finito di k, vect F risulta un Tk-modulo ( cfr. 1
di [2]) ; se k 6 perfetto, biv F risulta un T:-modulo ( cfr. 2 di [2]).

Dati prolungamenti finiti F, H di k, le applicazioni f : F --&#x3E; H, f : vect F -+
vect H, e (se k e perfetto) f : biv F -&#x3E; biv H, rispettivamente: k-, vect k-,
biv k-lineari, e commutanti con n, si diranno n-omomorfismi ; nel secondo e
terzo caso, i n-omomorfismi sono gli omomorfismi rispettivamente di Tk-,
T;-moduli (cfr. 1, 2 di [2]).

Z 6 1’anello degli interi, Q 6 il corpo razionale, F,, 6 il corpo fondamentale
di caratteristica p ; Zp = vect Fp e Qf) = biv F, sono rispettivamente l’anello
degli interi p-adici ed il corpo dei razionali p-adici.

Se A 6 un anello commutativo ed M un modulo su A, dati m1, m2, ... E M,
il modulo su A da essi generato si indichera con AIm1, m2, ... I.

Prolungamento di Galois significa prolungamento finito, separabile,
normale.

I gruppi di cui in 2 e 3 del cap. 3 sono stati determinati in base a un
programma curato da G. Ghelardoni.

CAPITOLO 1

MATRICE RAPPRESENTATIVA DI UN n-OMOMORFISMO

1.

1.1 LEMMA. Sia 6 E k, 0 0 0, un elemento separabile su k; sia s = [k(8) : k], e
siano 9i ... , BS i coniugati di 8 su k.

Posto t = din1 FpFp 101, ..., 0. I, gli elementi ()’P°,..., 01"-’ 
1 

costituiscono una

base di kIO’P’, 011B ... I come spazio vettoriale su k.
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DIM. Sia V = F, I81, ... , 6 s I ; TT ha p’ elementi. Posto

si ha f(X) = a,,Xl o+ a1XPl + ... + a,-,X"’-’+ xpt ( cf r. Pappendice di [1]).
Essendo 0 separabile su k, i coefficienti di f (X ) sono separabili su k, in
quanto elementi di h(81, ..., 0,); per ogni a E CJ(kfk) si ha aV = V, pertanto
af (X) = f (X ), e conseguentemente i coefficienti di f (X ) risultano anche

puramente inseparabili su A’; si conclude che f(X} E k[X]. Essendo 0 radice
di f (X ), si ha allora che:

Dati infine bo, ..., b,-,,c- k tali che bo6°° + ... + b t-I Opt-l = 0, il polinomio
b, X"’ + ... + b i-i X"T-IL , avendo 0 per radice, è annullato da tutti gli ele-
menti di V, ed è pertanto multiplo di f (X ) ; ne segue : bo = ... = bi 1 = 0,
C.V.D..

1.2 TEOREMA. Sia F un prolungamento finito e separabile di k, e sia

s = [I’ : k]. Dato 8 E F, risultano equivalenti gli asserti :

a) 8 ha s coniugati su k, e tali coniugati sono linearmente indipendenti
su Fp,

Si ha inoltre che esistono elementi di F veri f ieanti la condizione a.

Dm. L’equivalenza degli asserti a, b e conseguenza pressoche banale
di 1.1. Quanto all’ultimo asserto: sia N un prolungamento di Galois di k,
contenente F, sia CJ(Nfk) = {0’1, ..., O’n}, e sia wEN tale che Jim, ..., 7 an OJ
risulti una base di N su k (cfr. [3], teorema 20, pag. 229). Posto 0 = TNIF(OL
si ha 9e-F; dette inoltre :Fl’’’.’ :Fs s le classi laterali sinistre di CJ(N IF) in
lg(Nik), i coniugati di 0 su k risultano : Oi = y O’W, i = 1, ..., s. Per la scelta

ae:F."
di w, tali coniugati sono in numero di s ; sono inoltre indipendenti su k, ed
in particolare su Fp, C.V.D..

2. In questo numero supponiamo perfetto.
Se N 6 un qualsiasi prolungamento di Galois di 7,,, posto G = t%(Njk) =

{a]. ..., (In}, e posto 61(... , a_1; ao, al, ...) = (..., (lia-1; aiao, (lia1, ...), l’in-
sieme G = {j,, ..., &#x26;,,} risulta un gruppo di automorfismi di biv N, gruppo
canonicamente isomorfo a G. Il sottocorpo costituito dagli elementi di biv N,
stabili rispetto a G, 6 ovviamente biv k; in particolare biv N 6 un prolun-
gamento di Galois di biv k, e {1(biv N/biv k) = G. I gruppi G e G verranno
sistematicamente identificati.
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1.3 OSSERV AZIONE. Sia v = (..., a-I; ao, al, ... ) E biv k ; risultano equiva-
lenti gli asserti :

a) v è algebrico su biv k,

b) k(..., a-I, at,, aI, ...) e un prolungamento finito di k.

Dm. a) =&#x3E; b). Qualora k(...,a-l,aO,aI, ...) non fosse finito su k, tenuto
presente che solo un numero finito di ai, con i  0, è non nullo, per
r = 0, 1, ... esisterebbero arE fJ(kjk), nr &#x3E; 0, tali che :

Considerando allora Jo, Ji, ... come automorfisini di biv k su biv k, gli ele-
menti aov, (11’1’, ... risulterebbero a due a due distinti, contro l’ipotesi che v
sia algebrico su biv k.

b) =&#x3E; a). Sia N lln prolungamento di Galois di k, contenente k(..., a-I,
ao, a,, ...) ; biv N 6 algebrico su biv k (cfr. le considerazioni introduttive di

questo numero), ed ovviamente v E biv N, C.V.D..

1.4 OSSERVAZIONE. Detta biva k la chiusura algebrica di biv k in biv k,
sussistono gli asserti:

a) biva k e normale su biv lv,

b) se K e un prolungamento finito di biv k in biva lc, esiste un prolun-
gamento finito F di k tale che K = biv of,

c) se K è un prolungamento di biv k in biva k, risulta nK = If; in
particolare n(biva k) = biva k.

DIM, b) Esiste v E K tale che K = (biv k)(v) (cfr. [3], teorema 14,
page 185) ; per b di 1.3, esiste N di Galois su k tale che K c biv N; l’asserto
segue allora dall’essere biv N di Galois su biv k, e dall’essere g(biv N/biv k) =

g(Nlk)o

a) Segue dal fatto, appena dimostrato, che ciascun prolungamento
finito di biv k in biva k 6 sottocorpo di un prolungamento normale di biv k
in biva k.

c) Sia v E K; per b esiste un prolungamento F di k tale che (biv k)(v) =
= biv F; essendo av, n-1v E biv Fe K, si ha Ilasserto, C.V.D.
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Detto K un prolungamento di biv k in biva k, indicheremo con ilK l’anello
ottenuto dal K-modulo sinistro dei polinomi formali nelle potenze non nega-
tive di a, a coefficienti (a sinistra) in K, ponendo ia = ann. Gli elementi
di II K si diranno n-polinomi a coefficienti in K ; il grado di un n-polinomio 6
il massimo degli esponenti delle potenze di n che vi figurano con coefficiente
.non nullo.

biv k, nonch6 qualsiasi prolungamento .K di biv k in biva k (cfr. c di 1.4),
risultano in modo canonico moduli sinistri su Ilbi,k’

Dato v c- biv,, k, essendo (cfr. c di 1.4) iv v 7... c (biv k)(v), esistono n-po-
linomi non nulli aono + a1n1 + ... + ahnhE Ilbiv k che annullano v, ossia tali
che: aovlo + a1 vn1 + ... + ah vnh = 0 ; quello tra essi di minimo grado, univo-
camente determinato a meno di un fattore moltiplicativo in biv k, si dira

il n-polinomio minimo di v su biv k.

1.5 LEMMA. Sia v E biva k ; sia s = [(biv k) (v) : biv k ], e siano Vl v8 i

,coniugati di v su biv k (cfr. a di 1.4).
Posto t = dimQpQi’lvl’ ..., vs I , sussistono gli assei-ti:

a) il n-polinomio minimo di v su biv k, ha grado t,

b) detto gg(gc) === bono + ... -E- bt-lnt-l-nt tale n-polinomio, l’insieme de-
gli elementi di biv Ie annullati da qy(n}, risulta essere Qi’/"’I, ... , vs I.

I

Dzwt. Se v = 0, l’asserto 6 banale. Supponiamo quindi v -7 0 ; variando
eventualmente gli indici, possiamo inoltre supporre che vl , ... , vt sia una

base di Q, Ivi, ..., v, 1. In tale caso, per l c Z c t, risulta:

infatti: per 1 = 1 l’asserto 6 ovvio, essendo v 0; supponendo quindi l’as-
,serto provato per 1 = 1, ..., m, con m  t, se risultasse
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per l’ipotesi induttiva esisterebbero )1.1’ ..., 2,,, c- biv k tali che:

trasformando con a i membri di ciascuna delle prime m uguaglianze e sot-
traendo i membri della uguaglianza successiva, si otterrebbe:

e quindi, per l’ipotesi induttiva, si avrebbe ,i = 1, ..., ,m = ,m, ossia.
li , ...ye contro l’ipotesi che ’Vm+l f# Q’P 1’1’1, ..., ’Pm I.

Dette Xo, ..., X t indeterminate, si consideri la matrice (t + 1) X (t + 1 )

cib posto, si consideri il n-polinomio f(n) == a,nO + ... -f- a,nt, ove ai è I’ag-
giunto di X i in A (X° , ..., Xt). Per le osservazioni precedenti, si h a a, 0 0 r
inoltre, dato q e biv k, risulta :

Dato (J E t%(k/JB), esistono ars E Qp (dipendenti da a) tali che

e quindi, tenuto conto che OCrs E Qp, 7 tali che

posto allora aj == det (ars), per i = 0, ..., t risulta aai = rxaai.
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Tenuto conto dell’ultima osservazione, il n-polinomio q(n) == bono + ... +
+ bt-,nl-l - nt at ’/(a) 6 a coefficienti in biv k; tenuto inoltre conto
del modo di operare di f(n), 92(a) annulla V.1 ... , vt, conseguentemente an-
nulla tutti gli elementi di Qp Ivl, ..., v, I ed in particolare annulla v.

Se esistesse un n-polinomio cono + ... + ch-lnh-l- nh, con h  t, a coef-
ficienti in biv k, che annullasse v, risulterebbe Vnh = covno + ... + Ch-l vnh-B ed
essendo co, Ch-1 c- biv k, per i =1, ... , s si avrebbe V,h == Co V,, + ...+ ch-1v ,
e quindi

contro l’asserto introduttivo di questa dimostrazione; pertanto q(n) 8 il

a-polinomio minimo di v su biv k.
Sia infine (o E biv k un elemento annullato da 99(a); essendo det A(cco°, ..., y

..., w3tt) = 0, ed essendo at =1= 0, esistono Å1, ..., Â t E biv k tali che:

trasformando con ;r i membri di ciascuna delle prime t uguaglianze, e sot-
traendo i membri della uguaglianza successiva, si ottiene

e quindi, essendo a, # 0, h§J = hi , ..., Â7 = At, ossia Â,1, ..., Ate Qp ; si con-

clude che m E Qplv1’ ... , vs I, C.V.D..

1.6 LEMMA. ,S’ia v c- biva k9 ",*0; sia s = [(bivk)(v):bivk], e siano vl, ... , vs
i coniugati di v 8U biv k (cfr. a di 1.4).

Posto t = dimQpQplv1’ ..., vs I, gli elementi v:no,..., V:nt-l 
1 

costituiscono una

base di (biv k) Iv:no, v:nB ... I come spazio vettoriale su biv k.

DIM. L’asserto 6 conseguenza pressochè immediata di a di 1.5, C.V.D..

1.7 TEOREMA. Sia F un prolungamento finito di k, e sia s = [# [k]=
- [biv .F : biv k]. Dato v E biv F, risultano equivalenti gli asserti :
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a) v ha s coniugati su biv k, e tali coniugati sono linearmente indipen-
denti su Q 1) ,

Si ha inoltre che esistono elementi di biv F verificanti la condizione a.

DIM. Tenuto conto di c di 1.4, 1’equivalenza di a e b 6 conseguenza pres-
soch6 immediata di 1.6. Quanto all’ultimo asserto, per 1.2 esiste 0 E F con s
coniugati su k, linearmente indipendenti su Fp; si verifica facilmente che

(0) E biv F ha s coniugati su biv k, e che tali coniugati sono linearmente
indipendenti su Qp, 7 C.V.D..

3. Siano F, H prolungamenti finiti separabili di k, tali che [I’ : k] -
[H:k] = s.

Sia N un prolungamento di Galois di k, contenente F ed H, e ne sia
G = lg(Nlk) il gruppo di Galois. Qualora venga specificato che k debba

intendersi perfetto, come precisato in 2., identificheremo 19(biv N/biv k) con G.
Posto Y = CJ(N IF), JC = tll(N/H), siano :F1 = Y7 ..., :Fs e Jel = Je, ..., Jes

le classi laterali sinistre rispettivamente di :F ed JC in G.

1.8 TEOREMA. Sia f : F -+ H 24n n-omomorfismo. Sussistono gli asserti :

a) esiste una eel una sola matrice A = (ai3), di tipo s X s, ad elementi
in F , tale che, per ogni 0 E F, e per ogni scelta di rappresentanti
(]1, ..., as e $1 , 7 rigpettivamente di :F1, .o.,fFs e Je1, .o., Jes, risulti :

b) per tale A, ogniqualvolta JCi I Yj = JC A ’Y., risulta aij = a).Jt.

Dm. Sia 8 E Z’ un elemento con s coniugati su k, linearmente indi-

pendenti su Fp (cfr. 1.2), e sia o’iy ... , as, , 03BE1’ ..., 03BEs una scelta di rappresen-
tanti di :F1, ..., :Fs, JC1 9... Jes. Per 3.1 di [2], esistono bi, ..., b., c- Fp tali

che: f (0) = b,cr,O + ... + bsO"sO; inoltre, ogniqualvolta esiste $ e R tale che
$Yi = Yj, risulta bi = b;.

Per i =1, ... , s, detta L) i c- S, la permutazione definita da $i fi = fl,;,
si ha: /(0) = 0 + ... + bo,(,)i 1 or,O. Detta quindi A = (aij) la ma-



127

trice 8 X 8, ad elementi in F,, tale che aij = b (1i(i), I si ha:

inoltre, essendo cri0y...ycrg9 linearmente indipendenti su Fp, A 8 1’unica
matrice ad elementi in Fp verificante tale relazione per la scelta eflettuata
di 0 e di aI, ..., as, Si, ... , 8s.

La matrice A soddisfa Ie condizioni richieste in a, infatti : dati 8’E I’, e
rappresentanti a1, ..., Jl , 81 , ... , Sl di :FI, ..., :fs, Ki , ..., JCs , essendo ll f(0) =
== $;f(0), u[0 = J;0, si ha intanto :

tenuto quindi conto che 0’ = co0°°+ ... + Cs-1fJPS-B con co, ... , e,-, E k (cfr. 1.2),
che f 6 un a-omomorfismo, e che A 6 a coefficienti in Fp, si conclude facil-
mente che:

La matrice A verifica le proprieta di cui in b, infatti: se Jei 1 3’; =
X-1 A g, 7 si ha JC$, -1 3’; = K$i g, ossia JCY,,(,) = "e(); ne segue fa-

cilmente che esiste $ e K tale che 03BEF(j) = ,F(U), pertanto b et{i) = b eA(p)’ e

quindi a;; = a;.p’ C.V.D..

Sia f : F - H un a-omomorfismo, e sia A la matrice che lo rappresenta,
nel senso precisato in 1.8, rispetto ad N e ad :F-l, ... , 5§, Jel, X, - Una
volta nota la prima riga (a.,,, ..., alS) di A, tenuto conto che {Jcl i yi I ... 9
..., Jé11} = ... {Xs 1 Y, ... , Xs ’ Y,,I, l’asserto b di 1.8 consente di deter-
minare le rimanenti righe di A.

Se N’ 6 un secondo prolungamento normale di k, contenente F ed Hg
la matrice A’ che rappresenta f : F -?- H rispetto ad N’ e ad una qualsiasi
attribuzione di indici alle classi laterali sinistre di g(N’IF) e di 9(N’IH)
in g(N’lk), coincide con A, a meno di permutazioni sulle colonne e sulle
righe.
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1.9 TEOREMA. Sia A (aij) una matrice s X s, ad elementi in Fp, tale

che, ogniqualvolta JCi ’Yi JCA ’Y,,, risulti aij = ag, .
Esiste uno ed un solo n-omomorfismo f: F - H, avente A come matrice

rappresentativa rispetto ad N e ad :F1’ ..., :Fs, Je1, je,

DIM. Ogniqualvolta esiste $ e k tale che $5i, Yj, risulta jCl I Y, =
= Je;:-1:Fj (si ricordi che Je1 = JC), e quindi a1i = alj; per 3.1 di [2], l’applica-
zione a11al -]- ... + alsaS’ ove aI, ..., as S sono rappresentanti di :F1’ , , , . 7 ys 2 6
pertanto un a-omomorfismo di F in H, indipendente dalla particolare scelta
di aI, ..., (1s- Detto f : F - H tale a-omomorfismo, ed A’ la matrice che

lo rappresenta rispetto ad N e ad :F1’’’.’ :Fs, Je1, ..., JC, , tenuto conto che
la prima riga di A’ coincide con la prima riga di A, per b di 1.8 e per le ipo-
tesi poste, risulta A’ = A.

L’unicith di f 6 banale, C.V.D..

1.10 TEOREMA. Sia f: .F -&#x3E; H un n-omomorfismo, e sia A la matrice che
lo rappresenta rispetto ad N e ad :F1’ ..., :Fs, Jel,..., Jes. Risultano equiva-
lenti gli asserti:

a) f: F - H è un n-isomorfismo, 
’

b ) det A # 0.

DIM. Siano (11, ..., (1s, $1 , ..., rappresentanti di :Fl’ Yg Je1, ..., 7 tXS7 e
sia 0 E .F tale che or,O, ..., or,O siano linearmente indipendenti su F1J (cfr. 1.2).
Per 1.2 si ha F = klO"7 ..., ()PS-lI; in particolare fF = kIf(0)°°, ..., f(())PS-l I.

f: F --¿. H 6 pertanto un a-isomorfismo se e solo se f (D)p°, ..., f(O)"-’ sono
linearmente indipendenti su k, e quindi, per 1.2, se e solo se $,f(O), ..., 03BEs f(0)
sono linearmente indipendenti su F1J. Osservando che in F, la,,O, ..., a s() I,
tA 6 la matrice delle coordinate di $i f(0), ..., 7 $,f(O) rispetto alla base orlo, ...,
..., as() (cfr. 1.8), si ha l’asserto, C.’V.D..

1.11 TEOREMA. Supponendo k perfetto, sia f : biv F --&#x3E; biv H un n-omo-
mor f ismo. Sussistono gli asserti:

a) esiste una ed una sola matriee A = (ai,), di tipo s X s, ad elementi

in Qp, tale che, per ogni v E biv F, e per ogni scelta di rappresentanti
aI, ..., as e $1 , 7 $, risp ettivamente di :F1, ..., 7 Ts e Je1, ..., 9 JC, , risulti :

b) per tale A, ogniqualvolta JC-’Y, i = a risulta au = a,,,,.
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Dm. La dimostrazione di questo asserto, pve si tenga conto di 1.7 in
luogo di 1.2, e di 3.2 di [2] in luogo di 3.1 di [2], 6 pressochè identica a
quella di 1.8, C.’V.D..

Dato un n-omomorfismo f : biv F -&#x3E; biv H, per la matrice A che lo rap-
presenta rispetto ad N e ad !FI,...,!Fs, JC,, ..., Jes, nel senso precisato
in 1.11, valgono considerazioni analoghe a quelle che seguono 1.8.

1.12 TEOREMA. Sia A = (aij) unac matrice s X s, acd elementi in Q., tacte

che, ogniqualvolta Xi I :fj =: ðB.Il Y,,, risulti au = alp,.
Supponend’o k perfetto, esiste uno ed un solo n-omomorfismo f: biv F &#x3E;

biv H, avente A come matrice rappresentativa rispetto ad N e ad !FI, ..., !Fs,
Jel, ... , Jes. °

DIM. La dimostrazione di questo asserto, ove si tenga conto di 3.2 di [2]
in luogo di 3.1 di [1], e di b di 1.11 in luogo di b di 1.8, 6 pressochè iden-
tica a quella di 1.9, C.V.D.. ,

1.13 TEOREMA. Supponendo k perfetto, sia f: biv F --&#x3E;- biv H un n-omo-
morfismo, e sia A la matrice che lo rappresenta rispetto ad N e ad :FI’ ..., !Fs,
Jel, ..., Jes. Risultano equivalenti gli asserti:

a) f : biv F -&#x3E; biv H e un n-isomorfismo,

b) det A # 0.

DIM. La dimostrazione di questo asserto, ove si tenga conto di 1.7 e
di 1.11 in luogo rispettivamente di 1.2 e di 1.8, 6 pressochè identica a quella
di 1.10, C.’V.D..

1.14 TEOREMA. Si considerino gli elementi dell’insieme fxi 11 ’Ti: i, j =

= 1, ..., 8} come indeterminate su Q, cosicchè (JCi I Y,) risulta una matrice a
elementi in Q(JCI ’ Yj: i, j = 1, .:. , s). Risultano equivalenti gli asserti:

a) F ed H sono n-isomorfi,

b) esiste una specializzazione deglixi ’Y, in Fp, sulla quale det (JCi ’,Tj)
non si annulla.

Supponendo k perfetto, risultano inoltre equivalenti gli asserti :

a’) biv F e biv H sono n-isomorfi,

b’ ) det (Jeil Yj) =F 0.

DIM. Per b di 1.8 e per 1.10, a implica b ; per 1.9 e per 1.10, b implica a.
Per b di 1.11 e per 1.13, ac’ implica b’ ; tenuto conto che Q., 6 un corpo in-
finito, per 1.12 e per 1.13, b’ implica a’, C.V.D..
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Se I’ ed .H sono n-isomorfi, le loro chiusure normali su k, qualora im-
merse in N, coincidono (cfr. 2.1 di [1]); sussiste inoltre la seguente:

1.15 OSSERVAZIONE. Supponendo k perfetto, se biv F e biv H sono n-iso-
morfi, le loro chiusure normali su biv k, qualora immerse in biv N, coincidono.

DIM. Siano o’iy ..., or,, $1 , ..., s rappresentanti di iy ..., Y,, JC,, 7... 7 JC, e
sia 1’EbivF con a,v, ... 7 cr,,v linearmente indipendenti su Q’P (cfr. 1.7). Es-
sendo or,.v, ... 7 a,v a due a due distinti, si ha biv F = (biv k)(v); inoltre la
chiusura normale di biv F su biv k e (biv k)(al v, ..., 7 a, v).

Detta A la matrice che rappresenta f rispetto ad N e ad Yi, ..., :Fs,
JeI, ..., Xs, essendo detA-0 (cfr. 1.13), si ha Q I$i f(v) , ... , $ f(v) I =
= Q’PIO"I1’, ..., SvI (cfr. 1.11); in particolare risulta: (biv k) ($i f(v), ..., S f (v))= .
= (biv k)(O"l1’, ..., O"s1’). L’asserto si ottiene allora osservando che $i f(v), ...,
$, f (v) sono a due a due distinti, e quindi che biv H = (biv k)(f(v)), e che
la chiusura normale di biv .Fd su biv k 8 (biv k)($if(v), ..., (v)), C.V.D..

CAPITOLO 2 

7r-lv][ATRICI

1. Una matrice A = (aij), di tipo s X s, ad elementi in un prolunga-
mento di Q, si dira una n-matrice, se esistono: un gruppo finito G, due suoi
sottogruppi :F, J~ di indice s, ed attribuzioni di indici :Fl = T, {F2, ..., :Fs, e
Xl = X, X2, ..., Xs alle classi laterali sinistre di T ed 3C in G, tali che:

a) la matrice (.Xi sia a righe e colonne a due a due distinte (qui
l’insieine {:Ieil:Fj: i, j - 1, ..., s} è considerato come un sistema di indeter-
minate su Q),

b) A sia specializzazione banale di (Ki ’-Tj) (nel senso che esiste un
isomorfismo f di Q(,Xi I Yj: i, j = 1, ..., s) tale che f (ici 1 Yi) = ai,) .

In tale caso, tutte le matrici che si ottengono permutando le righe e
le colonne di A, risultano :Y-matrici (infatti : Date f, h c- S,, si ponga:

laterali sinistre rispettivamente di !f e jl in G. Essendo (jéf;lðj) =
= - -1 la matrice (jét;lðj!f) si specializza banalmente, in

( ,X$-’or,(,) h(i) Y) e quindi in (ah(i),f(i»).)
2.1 TEOREMÂ. Sia A una a-matrice di tipo s X s. A verifica le seguenti

condizioni :
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2.2 A e a righe e colonne a due a due distinte,

2.3 esistoito indeterminate bl, ..., br 8U Q, e interi positivi 811 ..., 8r, con

81 + ... + sr = s, tali che, posto :

le righe e Ze colonne di A sono permutazioni rispettivamente di b e di tb.

DIM. Siano G, Y7 JCI Y,, ..., Y,, X,, ..., JC, veriiicanti per A le con-

dizioni a, b ; 6 sufficiente provare l’asserto per la matrice (JCi L’as-
serto 2.2 6 allora ovvio. Quanto a 2.3, sussistono le considerazioni seguenti.

Siano bI, ..., br (ove h # t implica b",=ft bt) gli elementi dell’insieme {Jer:F:
c- G}; ovviamente Q(bI, ..., br) = Q(JCI ’Yj), pertanto hI, ..., br sono un si-
stema di indeterminate su Q. Essendo :F ed R equipotenti, ciascun ht 6
unione di un ugual numero st di classi laterali sia sinistre di 5,-, che destre
di J~; tenuto conto che bl , ... , br 6 una partizione di G, si ha allora:

81 + ... -f- sr = s. Si ponga b = (b1, ... , b1, ......, br, ..., br), ove ciascun b t 8
ripetuto 8 t volte.

Si consideri quindi la i-esima riga (3Ci ’ Y,, JCi ’ Y,) di (Jeil :Fj), e
sia $i tale che Jei = $iJC. Per ciascun bt t si ha Xi ’Yj = bt t se e solo se

X$i ’Yj = bt, se e solo se $i ’ Yi C bt, se e solo se Yj C: $i bt, se e solo se 3§ 6
una delle st t classi laterali sinistre di Y in cui 6 ripartibile $ibt. Ne segue
che ciascun b t compare st t volte nella i-esima riga di (JCi ’Y,); tale riga 6
pertanto permutazione di b.

Con criterio analogo si prova che la j-esima colonna di (JCi ’Yl) 6 per-
mutazione di tb, C.V.D..

2. Sia A = (au) una matrice s X s, ad elementi in un prolungamento
di Q, verificante Ie condizioni 2.2, 2.3.

Posto: A = ove A j denota Ia j-esima colonna di A,

ed Ji la i-esima riga, si considerino i seguenti sottinsiemi di $,:
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Data ore Â, esiste una ed una sola 6° E SS tale che:

ovviamente gO c- A. Data J E A, esiste una ed una sola a* E SS tale che:

ovviamente 0’* E Â.

2.4 OSSERVAZIONE. Â e A sono sottogruppi di Sse Le applicazioni
0: Al *: A -&#x3E;- Â sono antiisomor f ismi l’uno inverso dell’alt1’0.

Dim. Dato a c S, I si verifica direttamente che a c- (risp.: a c- A), se e
solo se esiste a’c- SS tale che, per ogni i, j, risulti a,",(,) = aa’(i),j (risp. : aa(i),j ===

ai,,,(,)); in tal caso, ovviamente, or’= 60 (risp.: J’= 0’*).
Dati quindi Lo, a E A, per ogni i, j, risulta: a i, Q a (i) = aeO(i),a(j) = aaOeO(i),j;

pertanto: ea E A, ((!a)O = orOeO. Analogamente, dati e, a E A, si prova che:

(20’ E A, (ea)* = a*e*. Tenuto conto che ° e * sono applicazioni l’una inversa
dell’altra, si ha l’asserto, C.V.D..

Poniamo iniine: C ==== fa c A: a (1 ) = 1}, lit - {O’E Â: 6°(1 ) = 1}. e ed lit

sono sottogruppi di .11, e precisamente quelli costituiti dagli elementi di A
che lasciano invariata la prima colonna e, rispettivamente, la prima riga
di A.

3. Sia A una a-matrice di tipo s X s, e siano (cfr. 2.1 ) Â, Â, e, lit i gruppi
legati ad A nel modo descritto in 2.

Siano inoltre : G un gruppo finitoi Y ed R sottogruppi di G di indice s,
tali che, dette Y,, = Y, ..., 3fs, ed Je1 = Je, ..., Jes le classi laterali sinistre

di y ed R in G, la matrice A sia specializzazione banale di (,Xi ’ Yi).
Dato q c- G, indichiamo con ( l’elemento di SS tale che qYi = :Fn(i)’

ed indichiamo con ij l’elemento di S, tale che r-lJei = JC-(i); ovviamente :

in particolare :
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2.5 OSSFRVAZIONE. Sussistono gli asserti :

3 un omomorfismo ; ker

è un antiomomor f ismo ; ker

DIM. Gli asserti a e b si verificano direttamente. Tenuto conto che,
per q e G, risulta ij = (1])0, 1] - (ij)* (cfr. la definizione di 1], ij), 1’asserto c
segue da 2.4, O.V.D..

Le immagini G e G di G tramite " e -, sono sottogruppi rispettiva-
mente di §# e di ;

tenuto inoltre conto che ,F1 = :F, JCi = Je, le iInmagini 1- ed lli di Y
ed R tramite ", risultano sottogruppi rispettivamente di C e di .it.

2.6 TEOREMA. Sussistono gli asserti :

a) G ed Â operano transitivacmente sulle eolonne di A ;
b) G ed -it operano transitivamente sulle righe di A.

DIM. La transitività di G e G segue dalla transitività di G come gruppo
di operatori sia su {:FI’.’" :Fs} che su {JeI,..., Jes}. La transitivita di ,A
ed 5l, segue dall’essere Â e X sovragruppi rispettivamente di G e G, O.V.D..

2.7 TEOREMA.

i) Siano .Å).,.Åp due colonne di A, tali che a1Â=a1f-t; esiste O’EJê (in
particolare: 0’ E.it) tale che : a(Â) _ ,u;

ii) Siano AÂ, Ap due righe di A, tali che aÂI = apl; esiste J e # (in
particola’i’e: a E C) tale che : aO(Â) _ ,u.

DIM. i) Essendo A1 = alp’ si ha JeI:Ff-t = JeI:Fp, ossia ks4g = Je:Fp (si
ricordi che JeI = R) ; esiste pertanto q e j6 tale che qYg=Y,; allora : ( E
e j6 c 9t, e 1](Â) = p.

ii) Essendo al = a1, si ha "to-1 (7:’ "to-1  ossia "to-1 (7:’ .ow-1 rt:’ (si
ricordi che :FI = Y) ; esiste pertanto r E:F tale che H 1 - Hu 1, ossia tale
che q-iRg = Jep; allora ( e © c @, e (1])O(Â) = ij(Â) = u.t, O.V.D..

4. Sia A = (au) una matrice s X s ad elementi in un prolungamento
di Q, verificante le condizioni 2.2, 2.3, necessarie a che A sia una n-ma-
trice, e siano j%y 5l, C, A i gruppi legati ad A nel modo descritto in 2..
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2.8 TEOREMA. Risultano equivalenti gli asserti :

a) A £ una a-matrice,

b) .1Î ed A operano transitivamente rispettivamente sulle colonne e sulle
righe di A; inoltre, date comunque colonne ÂÂ’ A it di A, tali che

alÂ = al,, esiste a E lit tale che: a(A) = p,

C) Â ed ae operano transitivamente rispettivamente sulle colonne e sulle
righe di A ; inoltre, date comunque righe Ag , Ap di A, tali che a,,, = ajtl’
esiste cr c- C tale che: aO(Â) = p.

DIM. Supponiamo in primo luogo che A ed A operino transitivamente.
In tale ipotesi esistono : aI, ... , 7 crs 9 $1 , 7 ..., sE Â tali che : a1(1)= 1, a2(1)=
= 2, .o., (]s(l) = s, $0(1) = 1, $0(2) = 1, ..., $O(s) = 1; 1 si ponga Ci = Q C,

Si ha: Ci = (a e A : or(1 ) = i}, lit, = {O" E Â: J°(I) = 1}. Infatti : se q e C,
si ha origg(l) = O"i(1) = i; mentre se 0’(1) = i, si ha ori ’or(l) = ai ’(i) = 1,
onde or-’a c C9 ossia (j E ei. Inoltre: se V c- R, si ha ($,y)°(I) = y°$f(I) =
VO(l) = 1; mentre se a°(I ) = 19 si ha a°($f )-1(1 ) = a°(I) = 1, onde ($-’a)0(1) = 1,
pertanto ’or Ei Jtl ossia 0" E Ai.

Ne segue che Ci = C, C2, ..., C,, costituiscono una partizione di Â, e

sono pertanto le classi laterali sinistre di C in A; analogamente Jt, = Jt,
3t2, ..., 3ts risultano le classi laterali sinistre di lit in Â.

Ogniqualvolta Jti ’ Ci=.Ri ’ Ca si ha $i ’ai e Jt$l 1 a,, C, onde esistono q E.1t,
(pc- C tali che ’orj=,q$A la,,99, e pertanto (cfr. le considerazioni introdut-

tive della dim. di 2.4) : au = (d%)-’(i), aJ(1) - aI, ;lO’J(l) -ac A acp-1°(1)QUcI&#x3E;=
a,,,. Ne segue che la matrice A 6 specializzazione della

matrice (Jti ’ Cj); in particolare (Jti 1 ej) 6 a righe e colonne a due a due
distinte.

b ) =&#x3E; a). Tenuto conto di quanto precede, resta da dimostrare che,
ogniqualvolta ai,= aAp’ risulta Jti Ci= .it1 ep. Questo 6 il caso, infatti: se
ai, = a,,,,, si ha a,, a1, C114(1)’ p ertanto le colonne lij&#x3E;a,i&#x3E; e A  -1 ul)
di A, hanno lo stesso primo elemento; esiste allora a E-it tale che a($A lcrp(l)) =
= cr,(l), onde la,,(l) = 1, ossia lor,,C- C; ne segue ’ale
EO’s- i 0’; C JB.s- i 0’; , e infine JtA 1 Cp Ri ei.

c) =&#x3E; a). Tenuto conto delle considerazioni introduttive, resta da di-
mostrare che, ogniqualvolta ai, = a,,,,, risulta Ri ’ Cj = JtA ’ Cl, - Questo 6 il

caso, infatti : se ai, a,,,, si ha a.&#x3E; «,&#x3E;-i&#x3E;,i = ai,i a&#x3E;oi&#x3E;,i , pertanto le righe

Aqia,&#x3E;oi&#x3E; e A«,ian&#x3E;oi&#x3E; di .A, hanno 10 stesso prime elemento; esiste allora
C1 E e tale che go(($-’ aA)0(1)) = cr,) (1), onde or)0(1) = crj)0(1),
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ne segue

Che a) =&#x3E; b), e che a) =&#x3E; c), segue da 2.6, 2.7, C.V.D..

5. Sia A una n-matrice di tipo s X s, e siano A, C, jt i gruppi legati ad A
nel modo descritto in 2.

Siano inoltre (j 1, ..., (j 8’ I $1 , ... , $ 8 (certamente esistenti per b di 2.8) tali

2.9 TEOREMA. Sussistoi?,o gli asserti :

sono le classi laterali si-

nistre rispettivamente di

b) la matrice (gi I Ci) è a righe e colonne a due a due distinte;

c) A e gpecializzazione banale di (-it; 1 Cj). ,

DIM. Essendo A una n-matrice, i gruppi A, A, C, lit verificano le con-
dizioni b di cui in 2.8 ; che, sotto tali condizioni, sussistono gli asserti a, b, c, 8
provato nel corso della dimostrazione di 2.8, C.V.D..

2.10 COROLLARIO. Si ha: In particolare :

a) {t} e l’unico sottogruppo di C, normale in Â,
b) {t} e iluitico sottogruppo di JI, normale in Â.

Di3i. sia 99 c- n aCa-1; per i = 1, ..., s, esiste qi c- C tale che 99 = ai?li ai
pertanto (p(i) = ori?7iai ’(i) = i; ne segue 99 = t.

Siagg E n aj{a-l; per i = 1, ... , s, esiste i7i c- Jt tale che q = 03BEi niz 1, per-
tanto 990(i) = ($i?7i$-’)O(i) = (E?)-lr??(i) = i; i ne segue ggo= t, e quindi op == t.

Gli asserti a e b sono ovvi, C.V.D..

2.11 COROLLARIO. Se det A 0 0, sussigtono gli asserti :

a) A-1 e zcna a-matrice,

b) Arl e specializzazione banale di tA (nel senso che, posto A (aij),
A-’ = (bij), esiste un isomorfismo f di Q(aii) tale che f(aij) - bji).

DIM. Siano : k un corpo infinito e perfetto di caratteristica p =1= 0, ed N
un prolungamento di Galois di k, tali che g(Nlk) = A (corpi certamente
esistenti) ; siano inoltre .F ed .g i corpi di stabilita di C ed .1t.
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Tenuto conto che la trascendenza assoluta di Qp 6 infinita, si puo sup-
porre A ad elementi in Q.,, cosiech6, essendo A specializzazione di (9i,2 1 ej)
(cfr. 2.9), esiste un unico a-omomorfismo f : biv f - biv H, avente A come
matrice rappresentativa rispetto ad N ed a e1, ..., C,, JI, ... , Rs (cfr. 1.12) ;
per 1.13, f 6 un n-isomorfismo.

Sia B la matrice che rappresenta il yr-isomoriismo f -1: biv H - biv F,
rispetto ad N ed a Rl 7 ... 7 Jt,7 Ci, ..., 9 Cs. Per ciascun v c biv F si ha:

tenuto conto che esiste v E biv F, con s coniugati su biv k, linearmente indi-
pendenti su Q, (cfr. 1.7), si ottiene BA = I, e quindi B = A-i.

Tenuto conto della definizione di B, e quindi di b di 1.11, ciascuna delle
matrici: tA, t(jt;l ej), (CiJtj 1), (Ci B = A -1, si specializza nella succes-
siva, pertanto A-1 6 specializzazione di tA ; se tale specializzazione non
fosse banale, detti Ql, Q2 i corpi ottenuti aggiungendo a Q gli elementi ri-
spettivamente di tA e di A-1, risulterebbe: trascQ Q2  trascQ Q1, 7 mentre
risulta Q1 = Q2 .

Che A-1 sia una n-matrice, segue dal fatto che tA, e quindi anche A-1, 6
specializzazione banale di (Ci ’Jti), C.V.D..

CAPITOLO 3

n-ISOMORFISMO E CONIUGIO

1.

3.1 TEOREMA. Siano F, H prolungamenti separabili di k, tali che [F: k] =

[H:k]6. Risultano equivalenti gli asserti :

a) F ed H sono n-isomorfi,

b) F ed H sono coniugati su k.

Supponendo k perfetto, risultano inoltre equivalenti gli asserti:

a’) biv f e biv H sono ;r-isomorfi,

b’) F ed H sono coniugati su k.
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DiM. Gli asserti: b) =&#x3E; a), b’ ) =&#x3E; a’), sono banali. Quanto ai rimanenti
asserti, detto N un prolungamento di Galois di k, contenente ed H, posto
G = CJ(Nlk), Y = CJ(NIF), JC = CJ(NjH), ed indicate con :1"1 = Y, ..., :1"8’ e

con JC,= JCI ".. I ic, , ove s = [F: k] = [H: k], le classi laterali sinistre di Y

ed X in G, si consideri la matrice B = (Jeil :1"j). Sia nell’ipotesi a, che a’,
tenuto conto di:L.14, risulta det B # 0 ; in particolare B 6 a righe e colonne a
due a due diverse, ed 6 pertanto una n-matrice.

Si consideri la prima riga (JC1 ’,T,, ..., JC1 1 :Fs) di B. Se s = 1, 2, 3, te-
nuto conto di 2.2, in tale riga esiste un elemento privo di ripetizioni (cfr. 2.3);
anche nel caso s = 4, 5, 6, tenuto conto che det B =1= 0, in tale riga esiste
(come verra provato in successive considerazioni) un elemento privo di

ripetizioni. In ciascun caso esiste quindi Y; tale che, per h =A j, risulti

,Xl 1 Yj:A JCI 1 Yh; conseguentemente esistono Ä, ft tali che : JC1 ’Yj --- Yg =

JC-1. Posto allora Y = JY, Ky = IX, esiste 99 e Y tale che: yl orgg;
pertanto: Je== JY$ = a[Fcp-1a-1= a[Fa-1. Risultando Je un coniugato di Y
rispetto ad un automorfismo interno di G, H ed F risultano allora coniu-
gati su k.

Resta da provare che, se nella prima riga di una n-matrice .A di tipo
8 X s, con s === 47 52 6, ciascun elemento 6 ripetuto almeno due volte, allora
det A = 0 ; questo e il caso, infatti:

088. 1 - Per s = 4, eventualmente permutando righe e colonne (cfr. 1
del cap. 2), possiamo supporre che la 1-a riga di A sia (a, a, b, b), e la 1-a
colonna sia t(a, a, b, b), con a, b indeterminate su Q. Qualora risultasse

det A =I=- 0, esisterebbe A -1; per 2.11, A-’ sarebbe specializzazione banale
di tA. Dette quindi z, y indeterminate su Q, ed X la matrice ottenuta da tA
specializzando a in x, e b in y, sarebbe risolubile il sistema. ..XA = I. In

particolare sarebbe risolubile il sistema :

osservando per6 che le possibili 2-e colonne di A sono: t(a, b, a, b) e

t(al b, b, a), e che l’insieme della 3-a e 4-a colonna, nel plimo caso 6

{t(b, a, b, a), t(b, b, a a)}, e nel secondo 6 f t(b, a, a, b), t(b, b, a, a)}, tale si-

stema si riduce a:

che 6 ovviamente non risolubile.
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Oss. 2. - Per s = 5, eventualmente permutando righe e colonne, pos-
siamo supporre che la 1-a riga di A sia (a, a, b, b, b), e la 1-a colonna sia.

t(a, a, b, b, b), con a, b indeterminate su Q. Qualora risultasse det A # 0,
dette x, y indeterminate su Q, ed X la matrice ottenuta da tA, specializ-
zando a in x, e b in y, analogamente alla osservazione precedente, sarebbe
risolubile il sistema: XA = I. In particolare sarebbe risolubile il sistema:

osservando pero che la 2-a colonna di A e del tipo t(ac, b,.,., .), e che le
rimanenti colonne sono : una del tipo t(b, b, . , . , . ), e due del tipo t(b, a, .,., .),
tale sistema si riduce a:

che è ovviamente non risolubile.

Oss. 3. - Per s = 6, supponiamo in primo luogo che, previa permuta-
zione sulle righe e sulle colonne, la 1-a riga di A sia (a, a, b, b, b, b) e la 1-a.
colonna sia t(a, a, b, b, b, b), con a, b indeterminate su Q. Qualora risul-

tasse det A =A 07 dette x, y indeterminate su Q, analogamente alle osser-

vazioni precedenti, sarebbe risolubile il sistema:

osservando pero che la 2-a colonna di A è del tipo t(a, b, .1 .7 . 2 .), e che-

Ie rimanenti colonne sono: una del tipo t(b, a, ., ., ., .), e tre del tipo
t(b, b, . , . , . , . ), tale sistema si riduce a:

che e ovviamente non risolubile.

Oss. 4 - Per s = 6, supponiamo in secondo luogo che, previa permu-
tazione sulle righe e sulle colonne, la 1-a riga di A sia (a, a, a, b, b, b), e la.

1-a colonna sia t(a, a, a, b, b, b), con a, b indeterminate su Q. Qualora risul--
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tasse det A =1= 0, dette x, y indeterminate su Q, analogamente alle osser-

vazioni precedenti, sarebbe risolubile il sistema:

Il prodotto della riga (x, x, x, y, y, y) per la 1-a colonna di A, e : 3ax +

+ 3by. Se i prodotti di tale riga, per le rimanenti colonne di A, avessero
un unico risultato, tale risultato sarebbe: o (a + 2b) x + (2a + b)y, o

(2a + b) x + (a + 2b)y (non potrebbe infatti essere: ne 3ax + 3by, perch6
le colonne di A sono a due a due diverse, nè 3bx + 3ay, perch6 il primo
elemento della 2-a e 3-a colonna 6 a) ; nel prin10 caso la somma degli ele-
menti delle prime tre righe di A, che e 9a + 9b, risulterebbe essere 3a +
-t- 5(a + 2b), nel secondo risulterebbe essere 3a -f- 5(2a + b).

Tenuto conto di quanto precede, e del fatto che i prodotti di (x, x, x, y, y, y)
per le colonne di A di indice &#x3E; 2, possono essere solo: (a -E- 2b) x + (2a + b) y,
(2a + b)x + (a + 2b) y, 3bx + 3by, si conclude che nel sistema detto com-

paiono, oltre 1’equazione :

almeno due delle equazioni:

e che pertanto tale sistema è non risolubile.

Oss. 5. - Per g = 6, supponiamo infine che, previa permutazione sulle
righe e sulle colonne, la 1-a riga di A sia (a, a, b, b, c, c), e la 1-a colonna
sia t(a, a, b, b, c, c), con a, b, c indeterminate su Q. Qualora risultasse det A * 0,
dette z, y, z indeterminate su Q, analogamente alle osservazioni precedenti,
sarebbe risolubile il sistema 8, di 6 equazioni in 3 incognite :

Le note che seguono provano invece che il sistema § e non risolubile.

Nota 1. - Se i coefficienti con i quali figura x nelle 6 equazioni di 8
sono in numero 3, si verifica direttamente che la matrice costituita dalla
1-a e dalla 2-a riga di A e : -
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se sono in numero c 3 i coefficienti con i quali figura y (risp.: z) nelle 6 equa-
zioni di 81 si verifica direttamente che la matrice costituita dalla 3-a e 4-a

(risp.: 5-a e 6-a) riga di A, si ottiene da:

tramite permutazioni sulle colonne.

Nota 2. - In 8 esistono almeno 4 equazioni a due a due diverse.
Infatti: Qualora in 8 esistessero al piu 3 equazioni a due a due diverse,

le righe di A avrebbero la struttura di cui alla nota 1; conseguentemente,
ed in contrasto con 2.2, la 2-a colonna di A verrebbe ad essere: t(a, a, b, b, c, c).

Nota 3. - Nel sistema 8 esistono 3 equazioni omogenee, a due a due

diverse, tali che la matrice N, di tipo 3 X 3, dei loro coefficienti, abbia le
colonne a due a due diverse.

Infatti: Si scelgano 3 equazioni omogenee diverse di 8 (cfr. nota 2).
Se la matrice dei loro coefficienti ha due colonne uguali (ad es.: la 1-a e la

2-a), si constata che ciascuno degli elementi della rimanente colonna (nel-
Iles.: la 3-a) 6 diverso dal corrispondente elemento delle altre due (altri-
menti una delle equazioni scelte avrebbe come somma dei coefficienti un

multiplo di 3 in Z[a, b, c], mentre tale somma 6 2 (ac + b + c)). Tenuto
conto che la somma dei coefficienti con i quali figura ciascuna incognita
nelle 6 equazioni di 8, 6 4(a + b + c), e che nella equazione non omoge-
nea, x, y, z compaiono con coefficienti 2a, 2b, 2c, in 8 esistono equazioni
omogenee con il coefficiente di x (risp.: x, y) diverso da quello di y (risp.:
z, z). Una opportuna di tali equazioni (nell’es. : una con il coefficiente di x
diverso da quello di y), e due qualsiansi delle 3 equazioni inizialmente scelte, ,
danno allora 3 equazioni del tipo richiesto.

Nota 4. - Sia 13 il sistema costituito da 3 equazioni del tipo descritto
nella nota 3, e ne sia

la matrice. 
,

Se det N # 0, il sistema S è ovviamente non risolubile.

Da qui innanzi supponiamo invece che det N = 0.

Nota 5 - In N esistono almeno 2 colonne, ciascuna delle quali con gli
elementi a due a due diversi.
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Infatti: Si noti in primo luogo che la somma dei coefficienti di ciascuna
equazione di 8, e quindi degli elementi di ciascun riga di N, 6 2 (a + b + c).
Qualora, ad es., a= fJ, tenuto conto che:

e quindi che esistono u, v tali che:

e tenuto conto che Â =A p (altrimenti N avrebbe due righe uguali), e quindi
che v = 0, si ha: a = p = y. Per Posservazione iniziale, si conclude che:

hanno ciascuna gli elementi a due a due diversi.

Nota 6. - Eventualmente permutando le righe di A, possiamo supporre.
che in N, le colonne di cui alla nota 5, siano la 1-a e la 2-a. Tenuto conto che :

Tenuto conto che: P - a, v - Ä, ’Y - ce, p - I sono elementi non nulli di
Q[a, b, c] e che essendo di lo grado sono primi, possono darsi due casi:.

i) esiste q E Q tale che:

ii) esiste q E Q tale che:

in entrambi i casi, tenuto conto che fl - oc, y -,x, p - Â., ’V - A sono parti-
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colari tra i seguenti polinomi:

Le considerazioni che seguono, esaminano i risultanti 12 casi a priori
possibili:

1° caso (i, q = 2). - In tale caso si ha: a + {3= 2y, 1 + It = 2v. Tenuto
conto che a, fl, y (risp.: 2, p, v) sono a due a due distinti; che Lx, fl, y, À, p,
v E {2a, 2b, 2c, a + b, a + c, b + c} ; che la somma degli elementi in ciascuna
riga di N 6 2a + 2b + 2c ; che la somma degli elementi nella 1-a (risp.:
2-a, 3-a) colonna di N, 6 ra + sb + tc con r2 (risp.: s2, t2), si ha

che la 1-a colonna di N, 6 una delle seguenti:

e che la 2-a colonna di N, 6 una delle seguenti:

pertanto :

20 caso (i, q = -2). - In tale caso risulterebbe: 30153 = 1 + 2y, 3Â = /t + 2v.
Essendo tali relazioni incompatibili con l’essere ce, fl, y (risp. : I, ,u, v) a due a
due diversi, e con l’essere ce, fl, y, A, /-z, v E {2a, 2b, 2c, a + b, a + c, b + el,
tale caso non pub verificarsi.

30 caso (i, q = 1). - In tale caso risulterebbe : fl = y, p = v. Essendo tali
relazioni incompatibili con Ilessere: {3 "* ’Y, p 0 v, tale caso non pu6 verificarsi.

40 caso (i, q = -1 ). - In tale caso si ha: fl + y = 2a., It + v = 2Â. Con-
siderazioni analoghe a quelle del 10 caso, provano che:
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50 caso (i, q = 1/2). - In tale caso si ha: a + y = 2fJ, Â + v = 2g. Con-

siderazioni analoghe a quelle del 10 caso, provano che:

60 caso (i, q = - l /2 ). - In tale caso risulterebbe: 3cx == 2fl + y, 3A
21z + v. Come il 2°, questo caso non pub verificarsi.

70 caso (ii, q = 2 ) - In tale caso risulterebbe: fl - a = 2 (y - A), y - a =
= 2 (v - A), e quindi anche: fl - y = 2(,u - v). Essendo fl - oc, y - a, fl - y
multipli di 2 in Z[a, b, c], tenuto conto delle possibilita allora risultanti
per: fJ - a, y - oc, fl - y (cfr. nota 6), e quindi delle conseguenti possibilita
per: a, fl7 y7 si avrebbe: fa, fl, y} = 12a, 2b, 2c}. Tenuto allora conto che :

p - A, v - A, p - v c- {± (a - b), ± (a - c), ± (b - c)} si otterrebbe allora la

uguaglianza di (I, p, v} con uno dei seguenti insiemi: {2a, a + b, a + c},
f2b, a + b, b + c}, {2c, a + c, b + c}, fa + b, a + c, b + c}. L’uguaglianza
con uno dei primi tre insiemi non 6 compatibile con l’essere 2a + 2b + 2c
la somma degli elementi di ciascuna riga di N; qualora sussistesse l’ugua-
glianza con il quarto, si avrebbe (a meno di permutazioni sulle righe):

contro l’ipotesi che le colonne di N siano a due a due diverse. Questo caso
non pub pertanto verificarsi.

80 caso (ii, q = - 2). - In tale caso risulterebbe: P -,x 2 (y
y - a = - 2 (v - A), e quindi anche: # - V = - 2 (,u - v) - Con argomenta-
zioni pressoch6 identiche a quelle del 70, si prova che questo caso non pub
verificarsi.

90 casa (ii, q = 1 ) . -- In tale caso risulterebbe cx - A = y -
v =A 0 (si ricordi che le colonne di N sono a due a due diverse). Tenuto
conto che, datoq e 1±2(a-b), ±2(a-c), + 2 (b - c ) , ±(2a-b-0), ±(2b-
- a - c), ::l:(2c - a - b)}, risultano univocamente determinati C1, e E {2a, 2b,
2c, a + b, a + c, b + c) tali che C1-e =,q; e che, se C1-e =a-b al-

lora, o : a = 2a, e = a + b, o: a = a + c, e = b + c ; e che relazioni ana-



144

loghe sussistono per J - e coincidente con - (a - b), ± (a - c), + (b - c) ; e
che la somma degli elementi di ciascuna riga di N, e 2a + 2b + 2c ; risul-
terebbe a = fl = y, Z =: p = v, contro l’ipotesi che, sia gli elementi della
1-a che della 2-a colonna di N siano a due a due diversi. Tale caso non pub
pertanto verificarsi.

:LOO caso (ii, q = -1 ). - In tale caso si ha oc + A + p = y + v. Per
la solita condizione sulla somma degli elementi di ciascuna riga di N, si

ottiene allora che gli elementi della 3-a colonna di .N sono a due a due
uguali. Tenuto conto che la somma dei coefficienti con i quali compare z
nelle 6 equazioni di 8, è 4(a + b + c), e che il coefficiente di z nell’equa-
zione non omogenea, 6 2c, si deduce che la 3-a colonna di N 6

11°,12° caso (ii, q = ±1/2). - In tali casi risulterebbe: p - A= ± (P - 0153},
v - 1 = ± 2 (y - a), p - v = ±2 (p - y). Con argomentazioni pressoch6 iden-
tiche a quelle del 7°, si prova che questi casi non possono verificarsi.

Osserviamo quindi, a conclusione della nota 6, che i soli casi possibili
risultano: il 10, il 4°, il 5°, ed il 10°.

Nota 7. - Nelle ipotesi del 100 caso, nel sistema 8 esiste certamente
una equazione omogenea: nx + my + lz = 0, con 1 =A a + b. Si consideri

il sistema:

costituito da equazioni omogenee di S. Detta if la matrice di tale sistema,
tenuto conto che: x + Â + ( ac + b ) = fJ +,a + ( a + b) = 2a + 2 b + 2 c, e

quindi che: a + A == # + /z = a + b + 2e, si ha :
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Essendo p =f=. 11. (cfr. nota 6), si ha: p - A =A 0; essendo I E {2a, 2b, 2c, a + c,
b + c} (si ricordi che I # a + b), il polinomio (ac + b + 2c) l non 6 divisi-
bile per a + b in Q[a, b, c], onde: (ac + b + 2c) 1 - (a + b)(n + m) =A 0; ne
segue: det M --A 0, e conseguentemente il sistema 8 6, in questo caso, non
risolubile.

Nota 8. - Nelle ipotesi di uno qualsiasi dei rimanenti 1 °, 40, 5° caso,
nel sistema 8 figurano le equazioni:

tenuto conto che: la somma dei coefficienti con i quali ciascuna incognita
compare nelle 6 equazioni di 8, è 4(ac + b -f- c), e che l’equazione omo-
genea : 2ax + 2by + 2cz = 0 non figura in 8, si conclude che in 8, oltre

alle equazioni dette, figurano anche, o le equazioni :

o le equazioni:

anche in entrambi tali residui casi, il sistema 8 risulta non risolubile, C.V.D..

L’equivalenza degli asserti a, b di 3.1, sussiste per prolungamenti anche
non separabili di k, di ordine 6 (vedi l’appendice). Per prolungamenti
di k di ordine &#x3E; 7:

i) il a-isomorfismo non comporta necessariamente il coniugio; in par-
ticolare, mentre per prolungamenti di ordine c fi, l’isomorfismo delle iperal-
gebre locali RFI RH comporta 1’isomorfismo di F ed H come prolungamenti
di k, per prolungamenti di ordine &#x3E; 7, tale implicazione pub non sussistere;

ii) supponendo lc perfetto, il x-isomorfismo dei bivettori non com-

porta necessariamente il a-isomorfismo tra i prolungamenti, e quindi (cfr. 3.3
di [2]) neppure il a-isomorfismo tra i vettori; in particolare, mentre per
prolungamen i di ordine  6, due iperalgebre locali Rp, RH isogene, sono
anche isomorfe, per prolungamenti di ordine &#x3E;7, tale implicazione pub
non sussistere.
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I paragrafi seguenti provano l’esistenza di prolungamenti di ordine &#x3E; 7,
non coniugati ma x-isomorfi, e, nel caso di un corpo perfetto, di prolunga-
menti di ordine &#x3E;7, non n-isomorfi ma con i bivettori x-isomorfi.

2. Siano a, b indeterminate su Q, e sia A la inatrice 7x7y a elementi
in Q(a, b), definita da :

Ovviajnente A verifica le condizioni 2.2, 2.3; quanto ai gruppi A, A,

C, flt (cfr. 2 del cap. 2), indicando con hl ... h7 la permutazione

riferendo quindi gli elementi di A, C, JI in ordine lessicografico, ’e gli 
. ele-

menti di A nell’ordine dei trasformati degli elementi di A tramite ° : A - X

(efr. 2.4), si ha:
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Verificando A, A, 9i, la condizione b di 2.8, A risulta una n- matrice ;
indicando con C1 = C, C21 * * 7 C 7 7 e con j{,1 = Jtl Jt2l ..., j{,7 le classi laterali
sinistre rispettivamente di C ed tJt in A, scelte con il criterio descritto in 5.
del cap. 2, per 2.9 la matrice A risulta specializzazione banale di (Jti ’Ci).

Scelti allora un corpo infinito k di caratteristica p (che possiamo sup-
porre perfetto), ed un prolungamento di Galois N di k, tali che CJ(Nlk) = Eil ;
detti F, lq i corpi di stabilita rispettivamente di C e di R si ha:

[N : k] - 168 (A 6 di ordine 168),

[F: k ] [H: k ] = 7 (C ed flt hanno indice 7),

JV 6 l a chittsura normale su k sia di F che di H (efr. 2.10),

F ed H 710n sono coniugati su k (qualora risultasse jt = aCa-1, posto

Cp= ore, per ,u si avrebbe Jt 11 ei=l= Jtl 1 C14 , mentre sulla prima
riga di A ciascun elemento 6 ripetuto almeno due volte).

3.2 OSSERVAZIONE. Se p =1= 2, allora F ed H sono n-isomorfi.

DIM. Essendo: det A = 8(a - b)6 (4a + 3b), sulla specializzazione di a, b
in F11’ definita da: a --&#x3E; 1, b --&#x3E; 0, det A non si annulla; l’asserto segue allora
da 1.14, C.V.D..

3.3 OSSEBVAZIONE. Se p = 2, sussistono gli asserti :

a) F ed H non sono n-isomorfi,

b ) biv F e biv H sono n-isomorfi.

DIM. Tenuto conto che det A = 8(a - b)6 (4a + 3b) =1= 0, e che su qual-
siani specializzazione di a, b in F2 det A 6 nullo, gli asserti seguono da 1.14,
C.V.D..
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3. L’osservazione 3.2 fornisce esempi di prolungamenti di ordine 7, non
coniugati ma x-isornorfi ; tali esempi sussistono per p # 2. Per p = 2, esempi

analoghi si trovano per prolungamenti di ordine 8, come provato dalle con-
; siderazioni seguenti. 

Siano a, b, c indeterminate su Q, e sia A la matrice 8 x 8, a elementi ,
in Q(a, b, c), definita da :

Ovviamente A verifica le condizioni 2.2, 2.3; quanto ai gruppi A, -A,
C, Jt (cfr. 2. del cap. 2), riferendone gli elementi nel modo precisato per i
gruppi analoghi di cui in 2., si ha:
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Verificando Â, A, Jt la condizione b di 2.8, A risulta una n-matrice;
indicando con e1 = e, e2, ..., es, e con R1 = j{" j{,2’ ... , Rs le classi laterali
sinistre rispettivamente di C ed R in Â, scelte con il criterio descritto in 5.
del cap. 2, per 2.9 la matrice A risulta specializzazione banale di (tJEgl ej).

Scelti allora un corpo infinito k di caratteristica p (che possiamo sup-
porre perfetto), ed un prolungamento di Galois N di k, tali che fl(N/k) = Â;
detti F, H i corpi di stabilita rispettivamente di C e di Jt, si ha:

[N:k] = 48 (.1Î 6 di ordine 48),

[F:k] = [H:k] = 8 (C ed Jt hanno indice 8),

N è la chiusura normale su k sia di F che di H (cfr. 2.10),

F ed H non sono coniugati su k (vedi Ilasserto analogo in 2.).

3.4 OSSERVAZIONE. Se p -=1= 3 (in pacrtieolare se p == 2), allora F ed H

sono :r-isomorfi.

DIM. Essendo : det A = - 9(3a -f- 3b + 2c)(a - b)4(a + b - 2c)3, sulla spe-
cializzazione di a, b, c in F,, definita da: a - 1, b - 0, c - 0, det A non
si annulla; Ilasserto segue allora da 1.14, C.V.D..

3.5 OSSERVAZIONE. Se p = 3, sussistono gli asserti :

a) F ed H non sono n-isomorfi,

b) biv F e biv H sono n-isomorfi.

DIM. Gli asserti seguono da considerazioni analoghe a quelle relative a

3.3, O.V.D..

4. Le osservazioni 3.3, 3.5 provano che, nell’ambito dei prolungamenti
di ordine 7, in caratteristica 2, e nell’ambito dei prolungamenti di ordine 8,
in caratteristica 3, ne esistono di non n-isomorfi ma con i moduli dei bivet-
tori n-isomorfi.

3.6 OSSERVAZIONE. Sia s un intero positivo; per quasi tutti i primi posi-
tivi p, sussiste l’asserto: t

Dati comunque un corpo perfetto k di caratteristica p, e suoi prolun-
gamenti F, H di ordine s, allora : biv F e biv H sono n-isomorfi, se e solo se F
ed H sono 7r-isomorfi;

in particolare (cfr. 3.3 di [2 ] ) : biv F e biv H sono n-isomorfi se e solo

se vect F e vect H sono n-isomorfi.
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DmM. Dette at, ..., as indeterminate su Q, le fl-niatrici di tipo SX8,
ad elementi appartenenti ad {at, ..., as), sono ovviamente in numero finito.
Siano A,,. - ., A,, quelle tra esse con determinante non nullo.

Sia AZ E {AI, A,,}, e siano F’IJU’ Fp¢2, ... i corpi fondamentali per i

quali, su ciascuna ’specializzazione di a,,..., as, det A i 6 nullo. Tali corpi
sono in numero finito ; altrimenti, tenuto conto che l’applicazione

definita da f(n) = nl,,,,, + n1pu + ..., sarebbe un omomorfismo iniettivo di

anelli, qualsiasi specializzazione di al, ..., as in Z annullerebbe det Ai, e

pertanto risulterebbe det A =0.
Posto {Fpl’ ..., Fpr} = {Fx ... ; Fp21’ ... ; ...; FPAl’ 9 ... }7 sia p 0 Pl’ ... , pr, e

siano : k un corpo perfetto di caratteristica p ed F, H suoi prolungamenti
di ordine s.

Tenuto conto di 3.3 di [2 ], se F ed H sono x-isomorfi, anche biv F e
biv H lo sono. Viceversa, se biv F e biv H sono n-isomorfi, detto un pro-
lungamento di Galois di k contenente .F ed H, posto G = g(Nlk)7 dette

g, Y, ed Jel = Je, ..., X., le classi laterali sinistre di Y = CJ(N IF}
ed JC = g(NIH) in G, per 1.14 si ha: det (,Xi 1 Yj) -=1= 0 ; in particolare
(,Xi ’ Yj) 6 una yr-matrice di tipo s X s a determinante non nullo, ed 6 per-
tanto specializzazione banale di una delle .Aiy ...y A,,. Essendo p # pi , ... , pr,
esiste allora una specializzazione delle JC,-’ Yi in Fp che non annulla

det (JCi ’Y,); tenuto conto di 1.14, H ed .F risultano allora n-isomorfi, C.V.D..

APPENDICE

TEOREMA. Siano F, H prolungamento qualsiansi di k, tali che [F:k] =

[H:k]6. Risultano equivalenti gli asserti :
a) F ed H sono n-isomorfi,

b) F ed H sono coniugati su k.

DIM. Ovviamente l’asserto b implica a. Supponiamo viceversa che F
ed H siano n-isomorfi, e sia f : F --&#x3E; H un n-isomorfismo. Dette -P, 11 le chiu-
sure separabili di k rispettivamente in .Z’ ed H, da 1.1 di [2] segue facil-
mente f I’ = 11, cosicchè, detta f la restrizione di f a P, /: -i0 - fl 6 un

N IV

n-isomorfismo. Per 3.1, .F’ ed H sono coniugati su k.
Se .F’ = F, l’asserto risulta dimostrato. Se .F = k, ossia se F 8 pura-

. mente inseparabile su k, l’asserto, di per s6 banale, 6 comunque conse-
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guenza di 2.1 di [1]. Da qui innanzi supponiamo F =A k, F; cib comporta

ne segue che

che jF 6 di Galois su k. Posto per 1.1 di [2] esistono a, b E F2

risulterebbe f = T ’Plk. Essendo invece f bigettiva, si conclude che

da cui segue

analogamente f (xy) = f (x) f (y) ; ovviamente se x E k,
f (x) = x. Si conclude che f : F - H E un isomorfismo di prolungamenti di k.

possono darsi due casi: oppure

Supponiamo in primo luogo [F: F] = 3, [F: k] = 2, cosicche p = 3, ed I’ 6
di Galois su k. Posto CJ(Ffk) = {t, a}, per 1.1 di [2] esistono a, b e F., tali
che i = at + ba. Per ciascun 6 E .F’ risulta:

essendo f un n-isomorfismo, per 1.10 si ha:

ossia a 2-b 20 0; ne segue che sussiste uno dei seguenti casi: f = t, f = or,
f = - t, f = -,Y. Come per [.F’ : k] = 4, nei primi due casi si prova che

f: F -+ H 6 un isomorfismo di prolungamanti di k ; nei secondi due casi
si prova che - f : F -+ H lo 6.

Supponiamo quindi che [F :llfi] = 2, [-P: k] = 3, nel qual caso p = 2, e

supponiamo inoltre che lfi sia di Galois su k. Posto g(F Ik) = {t , (J, (J2}, per
1.1 di [2] esistono a, b, c E F2 tali che i=at + b(J + cJ2. Per ciascun 6 G 9
risulta:

,essendo i un x-isomorfismo, per 1.10 si ha:
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ossia a3 + b3 + c3 - 3abe 0, e quindi a + b + c + abe 0 0; ne segue che
sussiste uno dei seguenti casi: f - c, / = a, f - a2. Analogainente ai casi

precedenti si conclude che f : F - H 6 un isomorfismo di prolungamenti
di k.

IV N

Supponiamo infine che [F:-P] = 2, [-P:k] = 3, nel qual caso p = 2, e
che F non sia normale su k. Sia quindi N un prolungamento di Galois di k,
contenente -P e H, e siano :F = g(NI-P), X = CJ(NfH). Dette Y, JY, ?IY le
classi laterali sinistre di Y in g(Nlk), per 1.1 di [2] esistono a, b, c E F2 tali
che f = at + ba + ei7.

Essendo H un coniugato di F su 7c-, sussiste uno dei seguenti casi: H = 1’,
H = or-pi II = q9 ; tenuto conto (come si verifica facilmente) che i corpi F,
a-p,,q-P sono a due a due diversi:

i) se H = I’, allora JC = Y, e tY, aY,,qY sono le classi laterali sini-
stre di JC in CJ(N Ik),

ii) se n = ah, allora Je = a:F a-I, e tJC, or-"JC,,qa-’JC sono le classi

laterali sinistre di JC in CJ(N jk),

iii) se H = rF, allora X qYq-i, e t:Ie, q-iR, orq-’X sono le classi

laterali sinistre di JC in CJ(N jk).

Posto Yi = Y, Y, = JY, :Fa =,qY, dette Jet, Je2, JC3 le classi laterali si-
nistre di je indicate separatamente nei casi i), ii), iii), e detti $1 , 7 $2, $,., i rap-

presentanti ivi indicati, si consideri la matrice A che rappresenta f rispetto
ad N, e ad Yl :F2, Y31 JCl I JC21 JC3, ossia la matrice tale che per ciascun
8 E I’ risulti :

det A 0 0 (cfr. 1.10); la prima riga di A 6 (a, b, c) ; A 6 specializzazione
della x-matrice (,Xi I Yi) (cfr. 1.8).

Nel caso i), si ha

Gli insiemi Y, :Fa:F, YqY sono a due a due disgiunti o coincidenti. Ov-
viamente Y # YaY7 Y77Y (essendo a, 17 0 Y). Inoltre YJY D JY, YqY :)?IY;
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allora se fosse fF a:F "* YqY, essendo :F, aY,,q5;" una partizione di 19(Nlk),
risulterebbe :Fa!F == a:F, 5;-nJ;- = r:F, e ne seguirebbe YJ = JY, Yq = qF
contro l’ipotesi che 5;- non sia normale in CJ(Nlk). Si ha allora YJY = YqY.
Dette quindi bl, b2 indeterminate su Q, (J£;l :Fj) risulta specializzazione
banale di

Quanto alla matrice A, si ha allora b = c, e inoltre:

Essendo det A =1= 0, risulta a3+ 2b3 + 3ab2 = a + ab = a(b + 1) # 0, e quindi
a = 1, b = c = 0 ; conseguentemente f = t. Come nei casi precedenti si con-
clude allora che f : F ---&#x3E; H 6 un isomorfismo di prolungamenti di k (in questo
caso e f = t).

Nel caso ii), si ha 
-

Tenuto conto che Y =A 5,-orY, YqY, e che YaY = YqY (cfr. le considera-

zioni del caso i ) ), dette bi , b2 indeterminate su Q, (,Xi ’Y,) risulta specia-
lizzazione banale di

Quanto alla matrice A, si ha allora a = c, e inoltre
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Essendo det A # 0, risulta 3a2 b + 2a3 + b3 = ab + b = b(a + 1) =1= 0, e quindi
o, = c = 07 b --=:::: 1; conseguentemente f = (1. Come nei casi precedenti si

conclude che f : F - H 6 un isomorfismo di prolungamenti di k.

- 

Nel caso iii), procedendo con criterio analogo al caso ii), si prova che

j = r¡, e si conclude nuovamente che f : F - H 6 un isomorfismo di pro-

lungamenti di k, C.V.D..
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