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Effet Tunnel pour ’Equation de Schrodinger
avec Champ Magnetique

B. HELFFER - J. SJOSTRAND

On se propose dans cet article d’étudier le spectre “au fond du puits”
pour un opérateur de Schrodinger avec champ magnétique défini sur R”.

0.1) P(h) = J_gl(iha,,. — A;)2 +V(z)

dans D’esprit de notre premier article [HE - SJ];, c.a.d. dans un contexte
semi-classique lorsque h — 0.
Pour h > 0 fixé, la théorie spectrale pour ce type d’opérateurs a été étudiée en
détail, particulitrement dans une série d’articles de J. Avron - 1. Herbst et B.
Simon [A - H - S] (cf. également le survey de Hunziker [HU] et un travail
plus récent de A. Mohamed [MO]).

On suppose ici que V(z) est un potentiel C™ tel que:

0.2) lim V >0 et V=(0) non vide

|z|—+o0

et on s’intéresse a I’étude du spectre dans un intervalle I(h) tendant vers O
(i.e. I(h) =]a(h),B(h)[ avec a(h)}:ao,ﬁ(h)’:ao).

Notons que h ne parcourt pas nécessairement |0,h,] mais peut parcourir
seulement une partie de ]0, k]I admettant 0 comme point d’accumulation.

On suppose que A; € C™ et, sous I’hypotheése 0.2, il est classique que le
spectre est ponctuel dans I(h).

Pour des raisons techniques, nous ne pourrons aborder que le cas o A est
petit. Aussi nous introduisons un paramétre réel positif ¢ et nous considérons
I’opérateur:

(0.3) P(h) = 3 (ihd,, — tA;)? +V (a).

i=1

Nos résultats seront valables uniformément pour ¢ € [—2o,%0] avec ¢, > 0 assez
petit.

Pervenuto alla Redazione il 17 Febbraio 1987.
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Apres I’étude du probléme a un puits dans I’esprit de [HE - SJ]{, nous
étudierons le splitting entre les 2 premiéres valeurs propres en présence d’un
champ magnétique, et mettrons en évidence des effets propres liés a la présence
du champ magnétique.

La démarche étant voisine du cas ¢ = 0, nous mettrons surtout I’accent sur les
points nouveaux: décroissance des fonctions propres, calcul de I’interaction, et
passerons plus vite sur d’autres points.

La théorie développée ici a sGrement des applications 3 1’étude semi-
classique de I’équation de Schrédinger avec potentiel périodique et champ
magnétique. Nous espérons revenir sur cette question ultérieurement.

1. - Decroissance des fonctions propres et applications

Comme dans [HE-SJ];, I’étude spectrale va dépendre du contrble des
fonctions propres en dehors de V~!(] — oo,0]) associées & des valeurs propres
dans I(h). Remarquons tout d’abord que le théoréme 1.1 de [HE-SJ]; admet
la généralisation immédiate suivante:

THEOREME 1.1. Soit 2 c R*® un domaine borné a frontiére C2. Soit

V € C°(},R) et ¢ € Lip(Q,R). Alors, pour tout uw € C*(Q,R) avec u/3Q =0,
nous avons:

(1.1) / VR, (/" u)|*dz + / (V = |V¢|)?e*/ P uadz
a 0
=Re / 2/ (P, (h)u).udz
0
ou P,(h) est introduit en (0.3) et
Vh,v=hVv +itAv.
Le Théoréme (1.1) a les mémes conséquences que dans le cas sans potentiel
magnétique (§2 de [HE - SJ];) et nous rappelons bri¢vement les énoncés que
I’on obtient ainsi:

Supposons donc que:

12 V(] - o0,0) = U

ol les U; sont disjoints, compacts, de diamétre nul pour la distance dy associée
a la métrique d’Agmon V *dz2.
Soit § > 28, ou:

(1.3) S, = ,‘l;l;i;dv(UJ, Uk)
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Pour tout n > 0 assez petit, on introduit:

o
(14) M} = B (U;,5)NC(Y, B(Uk,m))
J
ou les boules B(Uj;,§) sont prises pour la distance d’Agmon.

Soit I(h) un intervalle défini comme précédemment, et supposons qu’il existe
a(k) > 0 tq.

(1.5) |Log a(k)| = o(1/h),h — 0.

On désigne par P;, M},(h) la réalisation de Dirichlet dans M et on désigne par
XY, ..., A% les valeurs propres de P,(h) contenues dans I(h)
P15 s By e les valeurs propres de P sy (k) contenues dans I(h)

b} j -

u} € L*(R"), %, € L*(M;) un systtme orthonormé de fonctions
propres correspondant.

Rappelons qu’on a des majorations du nombre de valeurs propres de la forme:
(1.6) M4+ md + ...+ mb =0(h~No)

ou 0 est uniforme par rapport a t € [~t,,1,)-

Ceci résulte en effet dans le cas de M*® de l’estimation (1.4) de [C - S - S]
se déduisant de I'inégalité de Kato [KA]; qui donne I’existence de N, tel que
le nombre de valeurs propres dans ] — oo,)] avec A < lim V est inférieur a

z|—+00
Ch~Ne avec C indépendant de t. .
Notons que, comme dans [HE] ou [HE - MA - RO], on déduit des résultats de
[HE - RO] (dans le cas ol A et V ont des propriétés de type symbole a I’oco)
et des résultats sur la décroissance des fonctions propres que nous obtiendrons
ensuite et qui ne dépendent que de (1.6), que I’on a le:

THEOREME 1.2. Soit V € C*™ semi-borné, A € C* alors, pour tout
A< lim V,ona:

|z|—+e0

Na(P*,2) S8 (R); Xo(h) < 2} = B dadé + 0(h))
24V (z)<A

on 0 peut étre choisi uniforme par rapport a t € [—t,,t,] et A;(h) désigne la
suite des valeurs propres de P;(h). A est supposée ici valeur non critique de
V.

Ce résultat est obtenu avec ou bien un moins bon reste et I’impossibilité de
contrdler I'uniformité en ¢ dans [C - S - S] et sous des hypothéses additionnelles
dans [HE - RO].

Un théoréme analogue est annoncé par Ivrii [IV] #
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Pour les problémes de Dirichlet, on compare avec le probléme global et on
remarque que Ni(Pi,;,A) < Ni(P*,A) ce qui termine la démonstration de
(1.6). ‘

Rappelons maintenant les résultats sur la décroissance des fonctions
propres:

LEMME 1.3 (cf. [HE - SJ],). Soit ¢;(z) = dv (z,U;) (pour z € M;). Alors,
pour tout € > 0, nous avons:

(1.7) IV (e#7 /™ 0% k)2 (agy) + 1?1V 4] = 0(e*/™)

uniformément par rapport a t € [—t,,1,).

LEMME 14 (¢f. [HE - SJ]1). Soit ¢(z) = mind(z,U;). Alors, pour tout
€ > 0, nous avons !

(1.8) IIV(e‘l-"‘”‘"’/"uil|u(n») + ||€(1")$/"uillm(nn) — O(et/h), h—0

uniformément par rapport @ t € [—t,,1,).
Supposons maintenant (ce ‘qui sera vérifié dans notre cas) que:

(1.9) m}(h) = m;(h)

et que.

(1.10) P;(h), P;,m;(h) n’a pas de spectre dans les intervalles
[a(h) — 2a(k), a(k) [ et 1 B(h), B(k) + 2a(h)]

alors on a le:

LEMME 1.5 (cf. [HE - SJ];1). Il existe une bijection b(n,t,h) de
SpP.(h)NI(h) sur LIJ(Sth,M;r (R)N1I) telle que

b(ﬂ’ta h) (A) —-A= 0(e—s°/h+‘(")/h)

o 0 est uniforme par rapport a t et €(n) — 0 lorsque n — 0.

Jusqu’ici, tout semble strictement identique au cas sans champ magnétique
et dans le cas de plusieurs puits, on pronostique que les effets tunnel vont
provoquer des écarts (pour les valeurs propres) de I’ordre de 0(e=5°/*) dans le
cas ol des symétries laissaient présager (dans le cadre classique) des valeurs
propres multiples (exemple du double puits symétrique). Le probléme est que
ceci n’est qu'une majoration de I effet tunnel qui pourrait étre plus petit (ou
méme nul!). Une des premiéres questions est donc de savoir si les fonctions
propres %, (dont le comportement le long des géodésiques minimales entre_
les puits jouait un rdle essentiel dans les cas ¢ = 0) décroissent effectivement
comme h~Noe=#i(2)/h ou si elles décroissent plus vite.



EFFET TUNNEL POUR L’EQUATION DE SCHRODINGER ETC. 629

L’étude du modéle:

(ihd,, - t%i)2 + (ihd,, + t"—2‘)2 + (22 + 22)

1+t’/4 32+ 3
dont les fonctions propres sont de la forme Px(-27)e” ':- e i

y — P, x(y) est un polyndme, montrent que celles-ci décroissent dans certains
cas plus vite pour |t| # 0.

Les techniques développées dans ce paragraphe ne semblent pas pouvoir
étre améliorées pour contrdler la décroissance (sauf dans le cas od V est
invariant par rotation et qu’on prend (en dimension 2) un champ magnétique B
constant). Ceci nous conduira a considérer des cas ou ¢ est petit, avec 1’espoir
de conclure par des techniques de perturbation en ¢. On sera ainsi obligé pour
obtenir des résultats optimaux
- ou bien d’ajouter des hypothéses d’analyticité sur V et A prés des géodésiques
minimales pour dy entre les puits et de supposer |t| < ¢, avec t, > 0 assez
petit;

- ou bien, sans hypoth¢se d’analyticité sur V, de choisir ¢,(k) avec t,(h) — 0
avec h — 0 (comme —Ch Log 1/h (cf. 2.40)).

2. - Constructions pres d’un minimum strict de Vv

On suppose dans tout le paragraphe que:

@1 V(] - 00,0]) = {z,} =0
V'(0) = 0,V"(0) défini positif.

2.2) z,€Net lim V>0
Ml

) est un ouvert & bord C* ou R".

L’étude du spectre en fond de puits est essentiellement analogue 2 celle des §3
et 4 de [HE - SJ];, aussi n’indiquerons-nous que les étapes essentielles et les
points différents.

L’opérateur considéré a, cette fois-ci, comme symbole:

(2.3) pe(=, €) = 2(& - tA;)? + V().
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Equation éiconale

Dans [HE - SJ];, pour mieux cerner ce qui se passe dans la région
classiquement interdite, on introduit le symbole

(2.4) a(z, €) = —pe(z,1€) = ?(fj +it4;)? -V (z).

Le fait nouveau est que ¢ (z, €) n’est plus réel pour ¢ # 0. C’est réellement un
probléme dés que A n’est pas le gradient d’une fonction p C* réelle.

Dans [HE - S]]y, il y a essentiellement 2 étapes; une premitre ol I’on travaille
dans le formel (en puissances de z). Celle-ci permet de localiser le spectre
modulo O(k™) et passe sans trop de problémes au cas qui nous intéresse ici.
La 2éme étape est la construction de solutions B-K-W dans le cas C* ou dans
le cas analytique. Seule la construction dans le cas analytique subsistera.
Dans la suite, nous travaillerons simultanément ou dans le cadre:

(2.5)1 V et A sont des séries formelles
ou

(2.5)) V et A sont holomorphes au voisinage de 0.
Par diagonalisation de V"(0), et en changeant éventuellement de jauge:
A — A+ Vp, on peut supposer que:

(2.6) V(z) = £ A;22 + 0(|z]?)

= =M

n
I biezi + 0(|z|?) avec b, antisymétrique.

2.7 Aj(z) =
‘ On obtient ainsi:
@8) @2, €) = Z(& + i3 Toume)® = Thya? + 01z, €°)
et le champ hamiltonien est donné par
@9 Hy =2 |2 + i o,
+ %;[A,‘Zj = 2(& + i-:; %bkezc)%tbkj]a(,'] +0(|z, €]).

Le flot s’annule en 0 et la matrice fondamentale est donnée par:
(2.10)
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Pour t = 0 (cf. [HE - SJ]), les valeurs propres sont données par +2,/X; et les
espaces propres correspondant aux valeurs propres positives (resp. négatives)
sont données par:

(2.11) Ag: : fj = ﬂ:\/Asz'

qu’on écrit sous la forme £ = +¢'(z) avec ¢(z) = % IRVAVE S
J
On peut alors construire 2 Lagrangiennes A, telles que

(2.12) T(o,0)(Ax) = A et H, est tangente 3 Ay

contenues dans g;(0) et définies au voisinage de C & I'aide d’une fonction
génératrice holomorphe 1,:

(2.13) Ay : E==%¢,(z) =z € V(V vois. de 0 dans C™).

Dans ce cas, 9, est réelle pour z réel, et 1a construction marche dans le cadre
C* (4, étant C*°); dans le cas ¢ # 0, nous allons perdre cette derniére propriété
et nous nous contenterons alors du formel.

On a le:

LEMME 2.1. Soit V (z) ~ |2>2 Vaz® (resp. V holomorphe au voisinage de

0 admettant le méme développement) vérifiant 2.6 et

(resp. A holomorphe au voisinage de 0 admettant le méme développement)
vérifiant 2.7
alors il existe t, > 0 tel que pour t € [-t,,t,)

il existe Pi(z) ~ L 1Py :z* (resp. Y(z) holomorphe)

la|22
telle que:
(2.14) gt (z,¥i(z) =0
(2.15) ¥e(2) =0 = Vo(z)
(2.16) Re ¢}'(0) définie positive.
si on pose
@17 AL = {€=9yi(a)}, AL ={¢=-¥i(3)}

Af‘_ et At sont des Lagrangiennes formelles (resp. holomorphes) contenues dans
i 1(0) telles que H,, est tangent ¢ A% et a A*.
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REMARQUE 2.2. On a 9{(z) = ¢",(z) d’ol

AL = {€=—9yL,(a)}.

DEMONSTRATION. Dans le cas formel, on référera a [HE - SJ] § 1 et
dans le cas holomorphe, la démonstration de [SJ], (Appendice) s’adapte au cas
considéré ici (avec dépendance holomorphe par rapport a t). On se contente
d’expliciter une partie “formelle” des calculs qui sera utile dans la suite.

a) Etude du cas homogéne en =z.

Cette situation est largement décrite dans une famille d’articles consacrés
a I’hypoellipticité: J. Sjostrand, L. Boutet de Monvel - F. Tréves, L. Boutet de
Monvel - A. Grigis - B. Helffer, L. Hérmander... (cf. le livre de L. Hérmander
[HO] et ses références).
Remarquons tout d’abord que, en notant V = diag ();), la matrice fondamentale

-21 a méme spectre que les matrices hermitiennes:
—itB  £V1/?
(2.18) (:I:Vl/*’ 0 )

I1 suffit en effet de conjuguer par la matrice

U _( i 0 )
*T\FLB wiv-2)”

on en déduit facilement que ses valeurs propres sont réelles, de la forme +p;(t)
avec

pi(t) >0
2.19) Hi(t) = pi(-1)

1i(0) = V35
Un petit calcul de perturbation (sur la forme 2.18) montre que la trace “plus”
j§1 pi(t) qui détermine la premiére valeur propre de I’opérateur approximant
au ler ordre le fond du puits:

. t
?(13,,’. - 5 %bjkzk)z + ?/\jz‘?
vérifle:
b,
(2.20) Tr+( =3 Ve Y . o(tY).

2 <k\/—+\/_

On détermine la partie quadratique %Q‘ de la phase y;(z) en la cherchant sous
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la forme d’un développement en puissance de ¢:
(2.21) Q' = Qo +itQ1 + Q2 + ...

avec @, symétrique et
: 1
L’équation (2.14) s’écrit:
" -t .t
(2.23) (Q: - 153)(@: + 153) =V

soit en développant en puissances de ¢

1oV
(Q1— B/2)Qo + Qo(Q1+ B/2) =0
- (@ - g(Ql + g) +QoQ2+Q2Q0=0

...etc...

(2.24)

633

L’existence de @, pour ¢ petit est une conséquence du théoréme des fonctions

implicities pour la fonction g(Q,t):

Sym (n,C) xR > (@,t) — f(Q,t) -V € Sym (n,C)

avec

t .t
f(Qat) = (Q - IEB)(Q + ZEB)
dont I’application tangente (-gé) est donnée par

A— AQo + QoA

qui est bijective sur Sym (n,C).

Q* dépend holomorphiquement de ¢ et la résolution de (2.24) donne:

( Qo—Vl/"’— diag (v/3;)
(@) = Lo, 2= V2)
(2.25) < ? i \/—+\/—
| (e = +5( )L (b
2 VN AV VNG e+ VA

...etc...

\
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On constate que (Q3);; est positive, ce qu’on attendait, compte tenu des résultats

sur la décroissance des fonctions propres, et du fait que les fonctions propres
de

. t
2}(%63,. -3 gbjkz,,)z + ‘J‘:,\jzg

sont de la forme \
P(t,z) e~ 9 ()

ol P(t,z) est un polynéme en z.
b) Cas non-homogéne.

On se contente de résoudre modulo O(t*°). Le Lemme (2.1) affirme plus
‘mais nous aurons besoin de cette version dans le cas C*.
On cherche 1, sous la forme:
(2.26), P = %(it)"zpk
od 4, est la solution (connue d’aprés [HE - SJ];) de
(2.26), ao(z,9.,) =0 Py est réelle
et ol on normalise en prenant:
(2.26)s ¥(0) = 0.
On trouve 1’équation:
(2.26)4 (Ve +1tA)2 =V

qui, en identifiant les puissances de ¢, donne les équations:

- = Vsie=0
(2.27), > 6x0,= { .
kTt 0sié>0
k20,520
ol -
eo = V¢o
0=V +4
é; = Vi pour k> 1;

(2.27) se réécrit sous la forme:
. pour £=1 2V - Vipy = =2V, - A
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pour > 1 Weo - Vir=— 3 6:6;.
k+i=¢
k>0,j>0

On a vu (dans [HE - SJ];) que ce type d’équation se résout dans I’analytique
(resp. dans C*) dés qu’elle se résout formellement, ce qui ne pose pas de
probléme particulier.

REMARQUE 2.3. Cette démonstration peut servir dans le cas oi on impose
|t| < Ch® avec § > 0, car elle conduit a la solution de l’équation eiconale
module O (h*), méme dans le cas C*.

Nous gardons de toute cette discussion autour du Lemme 2.1 que

Vi =V
Ye(z) = 2\/_ 1,1 1t23\/_+\/_

12 Il\/_zt 1 JC\/_zJ
P v T RV e

+ O(t%2®) + 0(=®).

(2.28) 1

On observe ici que le coefficient de ¢2 est positif et que par conséquent
(2.29) Re y;(z) > Re ¢,(z) — C(|t| + |=|)|z|?.

Ceci régle le probléme pour ¢ assez petit et |z| assez petit. En fait un examen
direct de I’équation eiconale montre que:

(2.30) (VRe 4;)% =V + (VIm y; + tA)2.

Re 1, est au moins au voisinage de 0 la distance d’ Agmon associée au potentiel |
V + (VIm ¢, + tA)?

et par conséquent, on a:

(2.31) Re 9; > Re 1,.

Construction B.K.W.

On distinguera 3 cas:

- BK.W. formel .
- B.K.W. holomorphe
- BK.W. C* mais avec |t| < Ch?,p> 0.
Notons que pour localiser' les valeurs propres modulo O(h*), la premitre
construction est suffisante (hyp. V et A sont C*). L’hypothése (V et A
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holomorphes) permettra de localiser modulo O(e~*°/*). Mais nous aurons
besoin également de comparer les constructions B.K.W. avec les vraies fonctions
propres et la troisi¢éme construction pourrait étre utile. Notons d’ailleurs que si
[t| < Ch alors [HE - SJ]; s’applique tel que méme dans le cas C*°.
Montrens comment on raccroche avec la théorie du §3 de [HE - SJ];. On
fait d’abord un changement de coordonnées formel ou holomorphe (lemme de
Morse) de sorte que, dans ces nouvelles coordonnées, on a:

&t(a:) = %zz.

Ceci correspond dans C™ xC™ 2 une transformation canonique complexe K; qui
envoie les 2 Lagrangiennes (& = +44; et £ = —i9}(Z)) sur les Lagrangiennes
& = +iz dans les nouvelles coordonnées.

Puis on utilise 1a technique de [HE - SJ]; en composant avec la transformation
K, introduite dans cet article (cf. les arguments autour de 3.11 dans [HE -
SI1.

K;o K, est quantifiée par la transformation de F.B.L:

(Teu)(z, h) = h~"/%C, / A1 @0, (2 y h)u(y)dy

avec f(z,2) = %(z - 2)% - ‘ z? ol: by(z,y,h) = 1+ O(t) est un symbole
analythue (ou t%rmel) a détermmer et ol l'intégrale est & prendre sur un
voisinage V de 0 (ou en un sens formel par un théoréme de la phase stationnaire
formel).

La transformation canonique envoie

A} sur =0
A surz=0
et R?"® sur une variété I-Lagrangienne déterminée par:

29¢:

¢= 1 0z

ol ¢, est une petite perturbation de ¢,.

La transformation de F.B.I. T, envoie S™%e -% sur S™* (par des
développements de phase stationnaire). On aimerait maintenant trouver b, de
telle sorte que 7; soit formellement unitaire de L2(R") sur les germes de
fonctions holomorphes en 0 muni du produit scalaire de L?(L(dz); e~2#+(=)/h),
Pour cela, on écrit T; sous la forme 7%. A; od A; est un o.p.d. analytique et
T} est I’opérateur obtenu en prenant bt(a;,y,h) =1

Suivant les calculs de [HE - SJ]; (p. 366), on obtient

(Tiu1|Tiuz)g, = h_3"/2c/ﬁ2ii,hict(z, hD,, k)t (z,h)dz od Ci(z,hD;,h)

est un o.p.d. formellement autoadjoint proche de I'identité pour ¢ assez petit;
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choisissant A, autoadjoint tel que A? = C;!, on obtient que T; = Tt A, est
unitaire (et classiquement, on peut le réécrire sous la forme ol on a écrit T3).

Dans tout ce qui précéde nous sommes restés vagues sur la caractére
formel ou pas des opérations. Tout ceci est justifié comme dans [HE - SJ];
par la théorie de J. Sjostrand [S]].

A ces remarques pres, les §3 et 4 de [HE - SJ]; restent valides dans le
cadre formel (sous les hypothéses C*) ou analytique (sous les hypothéses
analytiques).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les principaux résultats
dont les démonstrations découlent des §3 et 4, compte tenu des remarques qui
précédent.

Le premier résultat est celui qui se déduit de I’approximation quadratique.

PROPOSITION 2.4 (niveau fondamental). On suppose que V est C*™ et que
les hypothéses (2.1) et (2.2) sont vérifies. Alors la réalisation de Dirichlet
dans () de P;(h) admet comme premiére valeur propre:

232) S (k) =h

+
ﬁ—;—*- +0(h3/2)

+
on Ty og définie en (2.20) et O est uniforme par rapport a t € [—t,,t,).

DEMONSTRATION. Il suffit de faire les calculs pour I’approximation
quadratique.

+
On a vu que: Irr F1>T' F"—E\/

Ceci correspond aux resultats classiques de J. Avron - L. Herbst - B.

Simon [A - H - S] et B. Simon [SI]; disant que le niveau fondamental monte
lorsque on introduit un champ magnétique.
Le fait qu’on fait une erreur d’ordre O (h%/ 2) en comparant avec 1’approximation
quadratique est'démontré dans [HE - SJ]; et chez [SI], (on a en fait 0 (h?)).
On a des résultats analogues pour les niveaux non fondamentaux que nous
omettons (voir Proposition 2.5).

PROPOSITION 2.5. On prend les hypothéses de la Proposition (24) et on
considére pour t € [—t,,1,] une valeur propre E} simple dépendant continiiment

de t de 2;(%'8,1. - -% %bjkzk)z + gij?
2 t

alors il existe un symbole a;(z,h) dans S™* (cf. [HE - SJ] ]» p- 364 avec
X = 1/h), dépendant holomorphiquement de t pour |t| < t, et une valeur propre
E*(h) admettant le développement:

E'(h) ~ hE} + £ W E}
22
(E%: dépendant holomorphiquement de t) tel que:
233) (PH(R) ~ B*()(aee™@/%) = 0

au sens des séries formelles en z et h.
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COROLLAIRE 2.6. 3h,, 3t,,VN, 3Cy tq. Vh €]0,h,),Vt €] —to,t,[.
dans Uintervalle [E% (k) — CxhY,E% (k) + Cxh¥N] (avec E4 (k) = Z, h'EY)
1=

P, (h) ait exactement une valeur propre.

DEMONSTRATION. Elle est identique a celle de [HE - SJ];. La seule
différence avec [HE - SJ]; est que (z) n’est qu'une série formelle en z. #

On détermine ainsi le spectre modulo O (h*) de la réalisation de Dirichlet
de P;(h) dans (2, au moins prés du niveau fondamental.

Il serait intéressant de regarder le cas o0 Ef_
multiple.
Ceci ne pose pas de problémes nouveaux a ¢ fixé assez petit, mais nous n’avons
pas contrlé I'uniformité en ¢ quand la multiplicité varie au voisinage de ¢ = 0.
Remarquons enfin que a; et i étant formels, il n’est pas possible de décrire
proprement les ‘“vraies” fonctions propres par leur approximation B.K.W.
comme on le faisait dans le cas ¢t = 0 dans [HE - SJ]{. On tournera cette
difficulté, ou bien en supposant V et A analytiques, et |t| < ¢, avec t, assez
petit, ou bien en supposant des hypothéses: |t| < Ch? avec p > 0 assez grand.

Traitons tout d’abord le cas analytique. On suppose que V et A sont
analytiques dans les domaines ol on est intéressé & comparer la vraie fonction
propre et son approximation B.K.W. i, est une fonction holomorphe définie
au voisinage de 0, mais peut étre étendue comme dans [HE - SJ];) dans des
voisinages des géodésiques minimales ouvertes entre 0 et un autre puits.
Alors a,, E* sont des symboles analytiques en k, dépendant holomorphiquement
de t € B(0,t,). Si a; et E; désignent des réalisations (cf. [SJ]{) de ces symboles,
on a la:

est une valeur propre

PROPOSITION 2.7 (cas analytique) (cf. Théoréme 4.6 de [HE - SJ]). Avec
les notations précédentes et les hypothéses de la Proposition 2.5, il existe
" €6> 0,t, > 0 tels que: Vt € [—to,t,] on ait:

(2.34) (Pt(h) — Et(h))(at - e~ #(2)/B) = O (¢ */h)~Rews(a)/n

on O est uniforme par rapport a t € [—t,,1,).

Compte tenu du §1 (décroissance en e~ 9 (=)/h des fonctions propres), on va
ameliorer ces résultats. Notons tout d’abord que, pour |¢| < ¢, (quitte & modifier
to > 0 et g, > 0), on peut réécrire (2.34) sous la forme: .

(2.35) (P(h) - Et(h))(ate-ah(z)/h) = o(e—u/h) e~ (2)/h

ce qui conduit (cf. Théoréme 5.8 de [HE - SJ];) au corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.8 (cas analytique). Sous les hypothéses de la Proposition
(2.7), on peut normaliser une fonction propre u*(h) de P; q(h) associée & la
valeur propre voisine (au sens du Corollaire 2.6) de Et(h) de telle sorte que,
dans tout ouvert U tel que U C ) et tel que U soit saturé par les géodésiques
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minimales pour dy joignant un point de U a 0, on ait:
(2.36) ut(h) — h~"/4gteVe/h = O (e~ (=)/h=to/h)

ou O est uniforme par rapport a t.
Si, de plus, on considére le_niveau fondamental, alors quitte & restreindre
to > 0,at est elliptique dans U x [—t,,t,)i.e.

at ~ Sa;(t, z)h’
et

.37 a, #0 dans U X [t,,t,).

REMARQUE 2.9. Si u*(h) est fonction propre associée a A*(h),ut(h) est
associée 2 A~*(h) et on a donc pour une valeur propre simple: A*(k) = A~*(h).

COROLLAIRE 2.10. VU, 3t, > 0 t.q.Vt € [—t,,1,)
(2.38) ut(h)(z) = O(h~Ne)eRewe/s 4ons T

et on a des estimations analogues pour les dérivées.
Compte tenu de (2.31), (2.38) améliore le résultat du §1, chaque fois que ’on
aura I’inégalité stricte dans (2.31). Nous n’avions pas pu en effet démontrer
directement cette estimation par les estimations d’énergie du §1. L’hypotheése
d’analyticité a été essentielle pour obtenir cette amélioration.
(2.36) et (2.38) seront trés importants pour déterminer les coefficients de la
matrice d’interaction entre différents puits.
Dans le cas C*, la situation est moins rose. On a cependant vu que I’on pouvait
résoudre 1’équation eiconale modulo O(|t|°). Pour construire une solution
B.K.W., il faudra résoudre également les équations de transport (modulo
O(Jt|=)) ce que I'on fera plus loin. Si |[t| < Ch?(p > 0), cela conduit a
des constructions modulo O(h®) si on prend une réalisation de la phase i,
(par un procédé du type Borel).

La deuxigme contrainte pour avoir (2.38) est d’avoir la propriété

Ret:
h

qui conduit a la condition (compte tenu du fait que le coefficient de ¢ de 4,
est imaginaire):

(2.39) < dT" —C Log h

2
(2.40) % < —C Log h avec C > 0.

Les notions de 0(h°°)e:‘!’%(11 ou de O(h=)e~Re¥:/h sont alors confondues et
la théorie de [HE - SJ]; s’applique sans trop de problémes.
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Etudions donc bri¢vement comment on résout les équations de transport.
On se déplace au niveau fondamental et on suit plut6t la démarche décrite dans

[HE]. On garde ¢t comme paramétre indépendant et on considére les différentes
équations de transports obtenues en développant:

a*(z,h) = ab(z) + ha! + ...

On se contentera d’analyser les 3 premitres en considérant les af(z) comme
des séries formelles en ¢ & coefficients C™.
Les équations sont obtenues en écrivant

(241)  —h%Aad® + 2(Vy + it A)hVa® + h[A; + itdivA]a®
+(V = (V¢ +itA)? — E(h))a* = O(([t] + |A])>)
La premitre est I’équation eiconale:
(2.42) (V — (Ve +it4)?) = O(|t])
que nous avons résolue de (2.26) a (2.30).
La deuxi¢me équation (correspondant au coefficient en A) consiste a trouver
Et (qui sera bien entendu celui de la Proposition 2.5) t.q.

(2.43) 2(Vepe + it A)Val + (Agy +itdivA — Et)at = O(|t|)

avec a}(0) =1 pour normaliser.

Notons tout de suite qu’une condition nécessaire est de prendre:
(244) E: = (Ay; +itdivA)(0) (la formule est bien un invariant de jauge!)

qui est bien une série formelle en ¢ puisque ; I’est.
(On a utilisé ici que (Vi +1tA)(0) = 0).

Exercice: Vérifier la compatibilité de (2.44), (2.28) et (2.20).
Développons maintenant (2.43) en puissances de t et cherchons af sous la
forme

(2.45) 0,0 + 1tao1 — t2a02 + ... avec a,,; réel!
Rappelons que:

(2.46) Y = 1, + ity — t2ehy + ... avec 1, réel!
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On obtient ainsi les équations:

2V%6V 0,0 + (Ao — E})80,0 =0
(247)  2VY,Vao1 + (Ayy +divA — E})ao o + 2(Veh1 + A)Vao, = 0

2V¢ovao,j = ‘Pj(za 00,05 +++y Bo,5—1, Vao,m oy Vao,j—l) - Eiao,o

et on impose les conditions initiales:
80,0(0) = 1,a,,;(0) = 0.

Enfin, & chaque étape, on choisit (EJ) pour que le second membre s’annule en
0 (ce qui est écrit synthétiquement en en (2.44)). Ces équations se résolvent
terme a terme comme dans [HE - SIly (cf. plut6t [HE]) et on trouve ainsi la
solution de (2.43).

REMARQUE 2.11. Le choix de a; et 1; sous la forme (2.45) et (2.46) si
on remarque (cf. Remarque 2.9) que si u est solution pour E*,u est solution
pour E~¢,

Etudions enfin la troisitme équation (on laisse au lecteur le soin de
résoudre de la méme maniére les suivantes):
248) 2(Vipe +itA)Val + (Ayy +1tdivA — EY)ad = Ad? + Eid},
' a%(0) = 0.

La condition pour résoudre est d’avoir:
(2.49) Ef = —(Aat)(0);

On résout alors de maniére analogue a la résolution de (2.43) (via (2.47)).
Le bilan de tous ces calculs peut se résumer dans la

PROPOSITION 2.12 (Cas C®). Sous les hypothéses de la Proposition 2.4
et sous la condition (2.40), il existe un symbole @*(h) (réalisation d’un symbole
série formelle en t et h a coefficient C*) et une normalisation de la premiére
fonction propre de P, g(h)us(h) tq.

ut (h)(z) - h—u/4ate—Jg(z)/h - O(hoo)e-—Req/';g(z)/h — O(hw)e_d"(“)/h

dans un ouvert U du type décrit en (2.36), de plus, a,o(z) différe de 0
dans U.
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3. - Calcul de la matrice d’interaction

On a vu au §2 comment traiter le probléme & un puits. Nous allons
maintenant revenir a la détermination du spectre dans le cas du plusieurs puits.
On se donne donc un intervalle I(k) — 0 et on suppose que:

v-1(0)= U

U U;
j=1 7

ou les U; sont des puits distincts, compacts et de diamétre nul pour la distance
d’Agmon. On reprend les notations et les hypothéses du §1 (points (1.3) -
(1.10)) et, pour ne pas avoir de problémes en appliquant les résultats du §2,
on supposera que:

3.1) mt =1

Ceci correspond 2 une seule valeur propre pf(k) dans I'intervalle I(k) pour la
réalisation de Dirichlet dans M;(n) et il est facile de voir que p!(kh) dépend
continiment de ¢ (cf. [KA],). On obtient alors I’analogue du Théoréme 2.9 de
[HE - SJ];:

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses précisées au début de ce paragraphe,
le spectre de P*(h) dans Iintervalle I(h) est donné modulo O (e=25/*) (c-a-d.
modulo O(e~2(5—¢(n)h) gvec ¢(n) —»é)) par la matrice:
n—

(3.2) diag (uf) + Wi
ou .
. 1 —
Wik =5 (Wie+W(;)
et

(3.3) Wie=h / Xi [soiVi'Aso; — Viaeh ‘P_;] Vxxdz

ou gog- est une fonction propre normalisée de Ppg,(y) associée Q@ pj
X; est une fonction C* égale a 1 sur M;(2n) et a support dans M;(3/2-n)
et Vi, =hV +1itA

DEMONSTRATION. Elle est analogue au cas ¢ = 0 et s’appuie sur la formule
de Green.

REMARQUE 3.2. W}, = 0(e25-/%).
Ceci résulte immédiatement du Lemme 1.2.
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REMARQUE 3.3. La question est maintenant de savoir si on peut
déterminer plus explicitement la matrice d’interaction W‘,, qui est de I’ordre

de 6(e -4 U"l)

Explicitons dans notre cas la remarque (2.13) de [HE - SJ]l
Supposons que j # k soient donnés tels que:

'

(3.4) dv (U;,Us) = S

(3.5) ut—pt=0(e**)  pour un a > 0 uniformément par rapport 2 t;
alors
(3.6) ) W;‘k = 'ﬁ/}; + 6(e—Sa/h—a/h)

(méme démonstration que dans le cas ¢ = 0).
Cette propriété est en particulier vérifiée dés que:

3.7) ph=pk

ce qui résulte presque toujours de considérations de symétries:

LEMME 3.4. Supposons qu’il existe une isométrie ¢ de R™ envoyant M;
sur M; avec:

(3.9) Vogp=V
9.A=A+VO o © est une fonction C*.

alors P}, (n) € PM"(") sont unitairement équivalents. En particulier (3.7) est
vérifiée.

REMARQUE 3.5. Un autre cas peut-étre intéressant est celui ol on a, a la
place de (3.8):

3.8y Vo¢p=V ¢.A=-A4+V0O

On a alors I’existence de U unitaire tel que U~ Py;U = Puyg,.

REMARQUE 3.6. Si (3.7) est vérifiée, on a:

(3.9 Wh, — Wi,

REMARQUE 3.7. Si 2 est un ouvert régulier contenant U; et contenu dans
CUy et si I' = 90N {z,d(U;,z) + d(Uk,z)-< S, + a}, on peut sous I’hypothése
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(3.5) obtenir par la formule de Stokes une expression analogue a celle de [HE
- Sl (formule 2.25):

4, O . ] i
(3.10) Wi = h /r Bilhg— +itAnlpy = pi - [ho- + itAn]pldur

+ O(e~(Seta)/h) (o0 & est uniforme par rapport 2 t)

ol n est la normale a I' orientée de U; vers Uy et % est la dérivée normale.#

On suppose désormais que 1’on peut travailler avec I(kh) = [0,Ch] o0 C est
choisie de telle sorte que chacune des réalisations de Dirichlet P (k)
relatives aux puits U; qu’on suppose ponctuels et non dégénérés n’admette
qu’une seule valeur propre. 4

Les potentiels V et A sont supposés analytiques dans un voisinage de
d(z,U;) +d(z,Ui) < a+ S, (ou éventuellement si les potentiels sont seulement

C*, on restreindra ¢ 2 un intervalle [t| < C;/h Log 1).
Reprenant les constructions B.K.W. de fond de puits du §2, on peut, apres

éventuelle renormalisation, supposer que:

-n - ‘.;
(3.11) (2, h) = h"/4at(z, h)e Vi (=)/h
avec
[+
(3.12) a(z, k) = =, o’ (z)h*

au sens des symboles analytiques (dans la catégorie analytique).

La fonction ¢}(z) est celle construite au §2 et a?, est elliptique.

Rappelons que p%(z) = dv (z,Uj;).

Cette approximation est justifiée dans un voisinage de I' quitte a restreindre
éventuellement T’ (c-3-d. a > 0) et ¢, > 0.

Remettant (3.11) et (3.12) dans la formule (3.10), on obtient:

( 3e, > 0,3, > 0 t.q. VE € [—to,t0), VR €]0, k)

_ ovt . BF

t —pl nf2 =t t[Z ¥k _ i1 ~%t/h
(3.13) ﬁ ij h j;ajak[ an + 2itA.n —an ]e ikl dyp
dat,

an Je~ ¥/t dyp 4 O (e /h=5e/h)

dat —

2-nf2 [ [_,t_ 3 T

L +h /r[ k5. T 9
avec par définition:

(3.14) ¢ = PE(@) + i (2).

Rappelons ici que ¥% (z) = d(z, Ux) + d(z, Uk).
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REMARQUE 3.8. Dans le cas C*, il faut remplacer O(e~¢/h=So/h) par
O (h*)e~Se/m et imposer la condition: |t| < Cy/h Log 3

Pour mesurer plus précisément 1’ordre de grandeur de (3.13), notons (cf
2.29) que:

(3.15) Re 9, (2) > Re $%(2) = $%(z) > S

Il est intéressant de savoir si I'inégalité Re % (z) > S, est stricte pour
tout z € I' et de calculer I’expression de la différence (Re 9% (z) —S,) en
développant en puissances de ¢.

Pour cela, revenons & 1’étude de la fonction

(3.16) ¥i(e) = £ winla)(it)*

et rappelons que v;;5(z) vérifie I’équation (2.27),

3.17) 2(V;.0)(2) Vej.2(2) = — (Vs (2) + A)2.

On se place en un point z tel qu’il existe une unique géodésique minimale ~;
joignant z & U; (on sera toujours, quitte & restreindre I', dans ce cas lorsque

z €.
On omet provisoirement la référence a j et on montre le

LEMME 3.9. ¢3(z) = 0 <= (V| B) est nul sur la géodésique minimale
Joignant z au puits U on

L 0A; 04,
» B=%( 9z~ 9z ~)dz;Adzy
Yo = d(z,U).

DEMONSTRATION DU LEMME 3.9. On paramétre ~ sur | — oo,0] comme courbe
intégrale de V4, et on remarque alors que:

1 0
(3.18) va@) = [ V9t + 4P (e))ds.
On a donc clairement:
(3.19) ¥2(z) = 0 <> (V¢ + A) = 0 sur la géodésique minimale ~.

Compte tenu du fait que (V4 + A) s’annule au puits, on peut encore écrire
que:

(3200 Ya(a) =0 > S (V¥ + A))(s)) = Vs €] - 00,0].
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Développons maintenant la condition de droite qui peut se réécrire:

a¢o a2¢'1 a'/)o aAk -
(3.21) ‘?E . 92,020 + 9z, 92; 0 sur 7.

Rappelons aussi (cf. (2.27)1) que:
2Vipo - Vip1 = =2V, - A
dont on déduit par dérivation:

0%y, Oy 0%, 0 9o 04
(3:22) 3:1:, 3zk( GER T4 T 7 Oz; 0z;0zk ? Oz; Oz

=0.

(3.21) est alors équivalent a:

% 5z, ”‘rlm,, 7 32,33;); 3:4:

+ Aj) [Im7 = O-

On voit alors clairement que (3%, /dz; + A;) = 0 sur v implique (V,|B) =0
sur v. Inversement, on tombe sur 1’équation:
d _ «9%Y,(1(s))
%l’] (S) - % 32:,-3::;, vk(s)
8 €] — 00,0]
vj(—00) =0

avec v;(s) = (Vi1 + A);(7(s)), dont I'unique solution est v;(s) = 0 pour
7 =1,..,n sur | — co,0] compte tenu du fait que la matrice 8%¢,/9z;0zx(0)
est non dégénérée positive. o

Le Lemme 3.9 est démontré. #

PROPOSITION 3.10. Cas d’une géodésique (cf. Th. 6.6 de [HE - SJ];).
Supposons qu’il n’y a qu’'une géodésique minimale entre U; et Ug : vk et
que (V0] B)y; = —(Vr,o|B) est non identiquement nul, alors il existe
to > 0,0>0,C >0 tq. Vt € [—t,,t,): /

(3.25) Ce e > wh.
DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que sur ;s N =z

0
Re (7} + vh)(ass) = S 58 [ (99} + 47 (1(s))ds

+oo
1
+ 5t [ (VR + 4)*vn(s))ds + 0(2%).
0
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REMARQUE 3.11. On peut bien entendu se poser le probléme de la
minoration. Il est plus délicat que dans le cas ¢t = 0. Si on regarde en effet la
formule (3.13), dans un voisinage de z,x

3t
Ta (aa¢k + 2itAn :r: )

reste prés pour ¢ petit de —2a°(z,k)ak(z,k),/VIz,ki mais dans le terme
e~¥ix/M une partie imaginaire apparait qui peut provoquer des annulations
dans I’intégrale et rendre le splitting plus petit. En particulier I’argument de
W}k qui est w pour ¢t = 0 pourrait prendre d’autres valeurs.

Par ailleurs, s’il y a plusieurs géodédiques, des phénoménes de compensation
pourraient se produire, conduisant a ’annulation de I’effet tunnel.

On va ticher maintenant d’analyser ces phénoménes en cherchant des cas ol
I’on peut trouver un équivalent pour Wj,. #

PROPOSITION 3.12 (Cas d’une géodésique). On suppose qu’il n’y a qu’une
géodésique i, que T' coupe ~;i transversalement en zji et que la restriction
de d(z,U;) + d(z,Ux) @ T s’annule exactement @ U'ordre 2 en zj, alors,
Ja > 0,3t, > 0 t.q. Vt € [~t,,t,] o bl (h) est un symbole analytique elliptique
et le développement & I'ordre 2 de S‘k est calculable (cf. (3.32) et (3.33)).

En particulier 3C > 0,|W},| > Che’Re Silh,

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.18. C’est une application du
théoréme de la phase stationnaire analytique. La phase est la fonction r/;;k(x)
considérée comme fonction analytique sur I' qu’on étend dans un voisinage
complexe de méme que I’amplitude: c%; (h, z)

t
z = ju(h, ) = aj(h,2)a} (b, 1)[ M o tAn—%]

dat. dat
t J -t 7k
+ [_ak " on t %50 on
Avec ces notations, on remarque que

W, = / e~ het, (b, 2)dup
r

et que Re ytjk(z) > S, + a sur T pour t € [—t,,t,] avec ¢, assez petit.

On fait une déformation de contour pour passer par le point critique %,
de I'C de z/;‘ (=) (tel que 2%, = z;;) dont I'existence est assurée par le theoréme
des fonctions implicites grace a I’hypothése faite sur le Hessien de la restriction
aT de ¥3(z) = d(z,U;) + d(z, U).
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Une application du Théoréme (2.8) de [SJ] montre alors qu’on a (3.26) avec
(3.27) She = ¥in(zin)-

Remarquons d’abord que:

(3.28) Arg bl (R) = m+ O([t] + |A])

(3.29) ;-k(z;-k) = So + O(ltl).

On va maintenant s’efforcer de déterminer S}, plus précisément en calculant
zt, puis ¢%, (z%,) modulo O(t3).

Recherche des points critiques

Considérons, comme travail préliminaire, une famille de fonctions
holomorphes de B(0,1)(CC) dans C dépendant holomorphiquement d’un
parameétre complexe ¢ € B(0,t,) et tels que:

pe(z) = po(2) + itpa(z) + t2p2(2) + 0(¢°)

avec p; réel pour z réel, p,(0) =0, p,, =0, p?(0) défini positif, Re p, > 0.
Alors prés de O la fonction z — p;(z) admet un point critique .

(3.30) = —itp5(0)™1 - o} + O(t?)
et en ce point critique z;, on a, pour ¢ réel:

Re pi(ze) = [-p2(0) + 5 (P ()7L (P1)1E* + O (t)
Im p(z:) = #tp1(0) + O(ts).

(3.31)

Si on apphque ce petlt calcul prehmmaxre a la fonction ¢;k, on déduit de
(3.31) (avec pt = 7 restreint a I):

Re S}k = 8, + t*[~ 93 (z5¢) — ¥i(zs)
(3.32) +% < Vi = V10" 5 (z3w) [V, — V5 >]
+ 0(t4).

(Notons que la formule a un sens car (Vi +A) et (Vi} + A) sont orthogonaux
a )i en z;; d’aprés la formule (2.27)q, et par conséquent (Vi - V¢1) et

(3.33) Im %, = t{pd(zm) — ¥2(e2)] + O(F).
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Ceci termine la démonstration de la proposition, mais il nous faut analyser plus
soigneusement les formules (3.32) et (3.33) pour en tirer des informations plus
précises. .

Le premier point est la

PROPOSITION 3.13. Sous les hypothéses de la Proposition 3.12, il existe
a>0tq.

Re S} >S,+at?  pour |t| <t, assez petit
si et seulement si (V+,|B) est non identiquement nul sur la géodésique
minimale ~;; joignant U; a U.
Il suffit en effet de remarquer que le coefficient de t2 de S, est somme de 3

termes positifs et que la nullité des 2 premiers implique la nullité du 3¢Mme,
La deuxiéme question naturelle est d’interpréter S%, de maniére plus intrinséque
et plus précisément les premiers coefficients des puissances de ¢. En particulier,
on peut espérer vérifier plus directement 1’indépendance par rapport au point
zjk. Il est clair, en effet, que S}k est indépendant de z,;, comme le montre
par exemple (3.26) et la formule:

S, = lim (~h) Log (~W},)

en prenant la détermination principale du logarithme.

REMARQUE 3.14. Calcul de Im S},.
On va calculer plut6t le coefficient de ¢ : ¥ (z;x) — ¥} (z;s) et rappelons que
z 5 est un point quelconque sur la géodésique minimale ~;x entre U; et U.
D’aprés (2.27)1, on a (compte tenu de la normalisation (2.26)3 choisie):'

t

5 (v (t)) = - / ';;jk(s) : Z(ij))ds

—00

o) == [ Tal-0) Apu(-o)ds

=+ [ 7 Als(e)s.
t
On obtient finalement le:

LEMME 3.15.
(3.34) Im S}, = Circ (4,v;x)t+ O(¢%)

ou Circ (A,v,k) est la circulation de A le long de ;.
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Cette formule n’est pas un invariant de jauge car la normalisation (2. 26)3 n’est
pas invariante par changement de jauge! #

Il serait également intéressant d’avoir uné expression élégante pour
Re St - S
Ik o
fim(—p )

REMARQUE 3.16. Lien avec une intégrale d’ action

Reprenons formellement les calculs qui préceédent pour retrouver les
intégrales d’action qu’utilisent les physiciens (cf. [WI]).
Soit donc: '

Y% la phase relative a Uj; ¢% = 1t
¥ la phase relative & Uy, ¢t = it; ¢t (z) = ¢L(3)
A¢; ={(=,€) tq. £= ¢'§(a’)}
Ay ={(z,€) ta. £ =¢'L(2)}
¢ et gL vérifie pour pt(z, €) = (€ —tA4)? +V:

’ ¢'t' =0
(3.35) { p(z ,,:)
p(z,9'%) =0

La recherche du point critique (z ) € I'c revient a chercher les points critiques
de p; — o [Tc c-a-d. vérifiant:

(3.36) Vrec vi = Vre @&-

Compte tenu de (3.35), le point critique est a I’intersection de A¢¢ et A"i
qui se coupent le long d’une courbe complexe v,(s); si on choisit une courbe
R > s — 4(s) dans cette intersection, joignant U; et Uy, par exemple celle
parcourue par les z%, quand on fait varier T, on peut considérer I'intégrale
d’action

(337) I(t) = / ¢dz
Ft
et il est clair que
| rd Td
IW=/“%W /;m%m“
—-00 0

= 5P§' (x;‘k) - Wi(z;'k)

= i[y}(2) + Yk (25x)] =18
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d’ou
(3.38) I(t) = 1S},
Par la formule de Stokes, on en déduit que

+oo0 R
(3.39) i) = / o( 5], Hyi)ds

et en particulier que:

(3.40) 1(0) = pp(zsx) — ¥} (z5x)
/ oGy o Hr )

= [ <dprlgr > (ro(e)ds

-0

Si on se rappelle que p*(4:(s)) = 0, on obtient que -52—(7) +dp-

par conséquent:

+o0

10 =~ [ CE)ule)as
(3.41) +‘:
i(0) = / 454(s) - A ds.

On retrouve au moins formellement (3.34). #

651

=0 et

q;l_g’
&

REMARQUE 3.17. Dans le cas ol V et A sont seulement C°, on peut
donner un sens & la formule (3.26), sous réserve de mettre la condition

lt] < CVhey/log 17k;

W}

= bty (h)e™Sin/P 4 O (h*)e S/

od b, (k), S}, sont des réalisations des séries formelles en (¢,h): il suffit en

effet d apphquer un théoréme de la phase stationnaire formel.
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4. - Applications a Petude du “splitting” des valeurs propres

On reprend les hypothéses considérées en (3.5). On suppose ici qu'on a
2 puits U; et U; non dégénérés et qu’il existe une isométrie ¢ de R™ sur R®
telle que:

@4.1) 2 =1

(4.2) Vop=V

4.3) #+A = A+ VO pour une fonction & € C*(R")
4.4) ¢(U1) = Uz.

emarquons tout d’abord qu’en remplagant A par %(¢*A+A) qui est équivalent

par transformation de jauge (%(q&,A +A)-A= V%—), on peut remplacer (4.3)
par:

4.3y PA=A.

On suit maintenant de prés les calculs de [HE - SJ],. Dans la base “adaptée”, la
matrice 2x2 permettant de déterminer les 2 premiéres valeurs propres proches
de la premiére valeur propre de I’oscillateur harmonique (fond de puits) est une
matrice continue par rapport & ¢ comme cela résulte d’arguments classiques du

Chapitre VIII de [KA], hermitienne et commutant avec de matrice ((1) (1)) de

I’action naturelle de ¢ dans 1’espace propre considéré.

A(t, k) aft,h)
“4.5) (
a(t,h) At,h)
avec, compte tenu des remarques précédentes et des calculs du paragraphe 3:
4.6) a(t,h) €R et dépend continiment de ¢
4.7 A(t, h) = AL (R) + O(e~25/*) pour t € [t,,t,),t0 > 0.
4.8) _aft,h) = Wi, + 0(e~Se/**/*)a > 0

od W%, est le coefficient d’interaction introduit au §3 (cf. (3.3), (3.9) et (3.10)
a partir des fonctions.

(4.9) * fonction propre normalisée du probléme de Dirichlet dans M,

associée a la valeur propre A%, (h)

Py =plog™h.
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En général, nous pouvons discuter 3 cas

a) a(t,h) <0
b) aft,h) =0
© a(t, k) > 0.

Le cas a) est celui qu'on a pour t = 0 (cf. [HE - SJ];), la plus petite valeur
propre est (A(t, k) + a(t, h)) et correspond a un état symétrique de coordonnées
(1,1) dans la base adaptée.

Le cas b) correspondrait & une racine double, ce qui est exclu a priori dans le
cas sans champ magnétique, mais ce qui est possible a priori dans le cas d’un
champ magnétique (cf. [A.H.S]).

Le cas c) est également spécifique du champ magnétique (s’il existe?). Le plus
basse valeur propre correspondrait en effet a une fonction propre antisymétrique
(pour ¢) qui s’annulerait sur les points fixes de 1’isométrie.

Notons que I’existence du cas c) implique ’existence du cas b), compte tenu
de la continuité par rapport & ¢t de «(t,h) et du fait que «(0,h) < 0. On
va maintenant montrer par des exemples que toutes ces situations peuvent
effectivement se produire sous des hypothéses convenables.

Cas d’une géodésique

On suppose qu’il existe une seule géodésique minimale ~,; non dégénérée
entre les 2 puits.
On a alors nécessairement ¢(y12) = v12. Comme ¢ échange les 2 puits, ¢ a
nécessairement un point fixe sur v;2.
¢ étant une isométrie de R™, c’est une matrice orthogonale (de carré 1 car
#% = I). Quitte a changer de coordonnées, on peut supposer que O € v;2 et on
peut prendre comme hypersurface I' un ouvert dans un hyperplan ¥ invariant
par ¢ transverse a vis.
Ce cas ne conduit a rien de nouveau en ce sens qu’on a (prop. 3.12):

Wi,| > he'Re Shalher Wi, o <.
On a de plus a(t,h) < 0 pour t € [—t,,t,] avec t, assez petit.

Le seul effet observé est donc une diminution de I’effet tunnel dG a I’existence
du champ magnétique dans le cas od Re S}, > S..

Cas de deux géodésiques

On suppose qu’il existe deux géodésiques minimales v;2 et ;2 non
dégénérées entre les 2 puits et que:

¢ échange les 2 géodésiques 12 et Fi2.
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On se contente de traiter un cas ol la dimension est n = 2 et ol ¢ est la
symétrie par rapport a 0. 1 o
o= (3 4)

On suppose que U; = (—a3,0) Uz = (a1,0) et on prend comme X
I’hypersurface z; =0

T2

+£i%
T3
Ul\-‘ /U2

—az M2

Modulo O(e~(S-+a)/h) avec a > 0,W}, est la somme de 2 contributions
conjuguées 1'une de 1’autre avec:

(4.10) Wwia =wiQ +wi)
et
(4.11) wig) = wi

(Comme conséquence du caractere réel de Wi,).
De plus WE{") est donnée par la formule:

ot ' dp Iy
@.12) wiQ) =2 / [B%(0, 22) =22 (0, —22) + 4 (0, —22) =22 (0, z2)]
|z2—as|<e 9z, 9z,
dxg + [21ht] | | A1(0, zz)ﬁ (0, Zg)Pi (0, —ZQ)dzz.
xz3—a3z|<e

Wi, est réel et on peut écrire:
(4.13) Wiy = 2|Wp7| cos (Arg Wiy).

Wl'2 se calcule a I’aide de la Proposition 3.12, mais ce qui nous intéresse le

plus est de connaitre le signe de W1 o et par conséquent d’étudier Arg Wl";'
En effet a(t,h) aura sdrement le méme signe que Wf, dés que:

% + &0 < Arg Wl‘:;’ < 37” — €, avec &, > 0 (indépendant de k).
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En effet, compte tenu de la minoration de |W3']|, le reste ne pourra modifier
le signe.

Or, on a d’aprés la Proposition 3.12

Im S}y
@.14) Arg Wiy = T2 4 o((h + [t)
et d’apres (3.34)
(4.15) Im Sy =t Circ (A,712) + O(t%).

Compte tenu du fait que, compte tenu des symétries
(4.16) Circ (A,v) = -Circ (4,9)

on obtient en désignant par X(v,4) la surface intérieure ~ et 7:

4.17) Circ (A,~,)=% 8 ~)}3
7,7

avec B = (%%21 - %%f) dzyAdz,.

On voit que dés que la condition

4.18
( ) /2('1,"7) B#0

est satisfaite, on peut obtenir en faisant varier (t,h) avec 0 < [|t| < t, (¢,
dé?endant de h dans le cas C*®), h €]0,h,] n’importe quel argument pour
W3- En particulier, pour un ¢ voisin de tx(h) défini par

2(k + 3)mh

b2}

(keZ).
On aura une valeur propre double. #

REMARQUE 4.1. Cet effet semble nouveau mais il est du méme type que
celui apparaissant dans I’article non rigoreux de Aharonov - Bohm [AH - BO].
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