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Théorèmes d’annulation pour les fibrés associés à
un fibré ample

LAURENT MANIVEL

1. - Introduction et résultats

L’objet principal de cet article est à la fois de préciser et de généraliser,
au moins partiellement, un théorème d’annulation établi par J.P. Demailly ([4],
Théorèmes 0.2 et 0.3) pour un fibré ample sur une variété complexe compacte,
selon lequel:

THÉORÈME (Demailly). Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d,
L un fibré en droites sur une variété complexe compacte X de dimension n,
tels que E soit ample et L semi-ample, ou E semi-ample et L ample. Alors si
a E N~,

On désigne ici par le fibré associé à E et à la représentation du
groupe linéaire de poids supérieur a e N§, ensemble des d-uplets
décroissants d’entiers naturels: h(a) est le nombre de composantes non nulles
de a.

La première partie de cet énoncé ne semble guère pouvoir être améliorée
([4], Exemple 0.5), mais la seconde pose le problème de l’exposant optimal du
déterminant de E assurant l’annulation du groupe de cohomologie de Dolbeault
précédent, en fonction du bidegré (p, q) et du poids a e N§ .

Dans [5], le théorème d’annulation précédent est démontré, lorsque E
est supposé positif au sens de Griffiths (hypothèse a priori plus forte que
l’amplitude), lorsque 1 &#x3E; h(a) + A(n, p, q), où A(n, p, q) est une constante ne

dépendant que de n, p et q. D’autre part, il est facile de vérifier que la

Pervenuto alla Redazione il 13 Gennaio 1992.



516

borne 1 &#x3E; d - 1 + min(n - p, n - q) convient si la suite spectrale de Borel-Le
Potier (Paragraphe 2.3) est supposée dégénérée en E2 pour les fibrés en

droites amples naturellement définis sur le variétés de drapeaux des fibrés
vectoriels considérés: la borne 1 &#x3E; h(a) + min(n - p, n - q) est donc suggérée
dans [6] pour les fibrés amples. Nous avons toutefois montré ([21]) que cette
hypothèse de dégénérescence n’était en général pas vérifiée, ce qui complique
considérablement la situation.

Notre résultat principal permet cependant de confirmer en partie la

conjecture de [6]:

THÉORÈME. Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d, L un fibré
en droites sur une variété complexe compacte X de dimension n, tels que E
soit ample et L nef, ou E nef et L ample. Alors si a E N d, et p &#x3E; n - 20,

Nous généraliserons également la première partie du théorème de Demailly
sous une forme qui englobe l’essentiel des théorèmes d’annulation connus pour
les fibrés vectoriels amples en degré maximal, à savoir aussi bien celui de
Griffiths pour leurs puissances symétriques ( [ 11 ] ), que celui de Le Potier pour
leurs puissances extérieures ([19]), ou la généralisation qu’en ont donné Ein et
Lazarsfeld ([8]):

THÉORÈME. Sous les mêmes hypothèses que précédemment, si a et u E N~,
si d &#x3E; h(a)+h(u), et si x est la permutation définie par = 1  i  d,
on a

Nous donnerons d’ailleurs (Théorème 4) une version de ce théorème en
degré non nécessairement maximal (mais généralement proche de n), qui admet
le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Sous les mêmes hypothèses que précédemment, on a

Le premier de ces énoncés généralise le théorème de Griffiths, et le dernier
celui de Le Potier: on peut d’ailleurs voir dans ce résultat une alternative à
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la conjecture de Sommese ([30]), que Schneider et Demailly ([4]) ont prouvée
n’être pas vérifiée (cf. [22] pour une autre alternative à cette conjecture, qui
ne fait pas intervenir le déterminant de E). Notons que le contre-exemple de
Demailly, à savoir l’existence d’un fibré ample de rang d &#x3E; 2 sur une variété
de dimension n = 2d, tel que

implique que la borne donnée pour 1 est en l’occurrence optimale pour p = n - 1 -
C’est, malheureusement, à peu près le seul cas pour lequel nous puissions nous
prononcer à ce sujet.

Les méthodes utilisées dans cet article sont proches de celles développées
par Jean-Pierre Demailly dans [4]. On sait par exemple, après les travaux de
Bott ([1]), que chaque fibré se réalise si 1 &#x3E; h(a) comme l’image
directe d’un fibré en droites ample sur une variété de drapeaux associée à E
([4]). Notre idée essentielle consiste à montrer qu’un fibré ra-x(u)E (D (detEi
apparaît, si 1 &#x3E; h(a) + ul, comme l’image directe du produit tensoriel d’un fibré
en droite ample sur une variété de drapeaux, par une puissance extérieure de son
fibré cotangent (Proposition 5). Ceci permet de relier les groupes de cohomologie
que l’on souhaite annuler, à des groupes de cohomologie de Dolbeault de ce
fibré en droites ample, auxquels on pourra appliquer le théorème d’annulation
de Kodaira-Nakano, via une suite spectrale de Borel-Le Potier dont les termes
d’ordre un seront eux-mêmes déterminés par une suite spectrale de Leray.
Toute la difficulté consiste alors, pour conclure, à montrer que nos conditions
d’annulation "passent à travers" les suites spectrales impliquées.

L’isomorphisme établi par la Proposition 5 repose sur le calcul de certains
groupes de cohomologie de Dolbeault de fibrés en droites homogènes sur

des variétés de drapeaux d’un espace vectoriel complexe. Malgré le théorème
de Bott, la détermination de ces groupes est malheureusement très délicate

(excepté dans le cas des grassmanniennes, pour lequel on dispose de méthodes
diagrammatiques relativement commodes: cf. [28] et [21]), du fait de la structure
assez opaque du fibré tangent d’une variété de drapeaux générale.

Nous avons dû introduire des filtrations adéquates des puissances exté-
rieures de ce fibré tangent (Section 2.2), faire intervenir différentes propriétés
remarquables des représentations du groupe linéaire (Section 2.1), et utiliser le
fait que ces groupes de cohomologie intervienent dans des suites spectrales de
Borel-Le Potier que l’on sait par ailleurs préciser (Section 3), pour mener ces
calculs à bien, sous certaines conditions qui sont responsables des conditions
artificielles que nous avons dû introduire sur p dans les énoncés qui précèdent.

Il serait bien évidemment très souhaitable de savoir expliciter en toute
généralité ces groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés en droites

homogènes sur les variétés de drapeaux. Cette généralisation du théorème de
Bott reste cependant hors de notre portée.

Je tiens, enfin, à remercier Jean-Pierre Demailly pour ses suggestions, et
pour m’avoir permis d’améliorer grandement la lisibilité de cet article.
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2. - Préliminaires

On regroupera dans ce paragraphe un certain nombre de résultats

classiques, concernant aussi bien les représentations du groupe linéaire que
la structure des variétés de drapeaux, et qui seront par la suite utilisés très

régulièrement.

2.1. - Représentations du groupe linéaire

Soit W un espace vectoriel complexe de dimension r. Le groupe linéaire
Gl(W) est un groupe de Lie complexe réductif ([16]), dont les répresentations
irréductibles sont en correspondance avec les r-uplets décroissants d’entiers
relatifs: si a E Zr, on notera la représentation de poids supérieur a si
celui-ci est décroissant, et l’on conviendra sinon que raW = 0.

On notera 1 ... , lr la base canonique de Zr, et l’on posera 
1 = ll,r. Les puissances extérieures et symétriques et SkW sont alors
les Gl(W)-modules irréductibles de poids respectifs ll,k et kll . De plus, on a
l’identité

On pourra représenter un poids a E N&#x3E; sous forme d’un diagramme
d’Young, autrement dit d’un tableau de r lignes dont la i-ème est de longueur
ai.

Représentation d’un poids
par un diagramme d’Young

On définira de plus
- lai comme la somme des composantes de a;
- s(a) comme la suite des entiers (0 = so  s 1  ...  sm = r) tels que

as, &#x3E; si 0  i  m - 1;
- a* comme le poids dual de a, c’est-à-dire défini par a* = card{i, ai &#x3E; j },

de sorte que h(a) = ai .
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2.1.1. La règle de Littlewood-Richardson

L’anneau de Grothendieck A, des combinaisons à coefficients dans Z de
représentations de Gl(W) est un Z -module libre, dont on notera le produit
(tensoriel) sous la forme suivante:

Pour déterminer les multiplicités na,b(c), on utilisera à de multiples reprises
la règle de Littlewood-Richardson ([18]). Supposons les poids a et b positifs
et décroissants: on appellera a-tableau de base b un tableau numéroté dont la
i-ème ligne contient d’abord bi cases non numérotées, puis un certain nombre de
cases numérotées, de telle sorte que l’entier j apparaisse au total exactement aj
fois. Un tel diagramme sera dit admissible s’il obéit aux restrictions suivantes:

(A) Les entiers numérotant chaque ligne sont, lorsque qu’ils sont lus de gauche
à droite, en ordre croissant.

(B) Aucune colonne ne contient deux fois le même entier.

(C) Pour chaque entier i compris entre 1 et r, le poids dont la j-ième
composante est la somme de bj et du nombre de cases de la j -ième
ligne du tableau numérotées d’entiers au plus égaux à i, est décroissant.
En particulier, si l’on note c~ le nombre de cases numérotées de la j-ième
ligne du tableau, le poids b + c’, qui est le "poids total" du diagramme, est
décroissant.

(D) Si w est la suite des entiers du tableau lus de droite à gauche et de haut
en bas, alors pour tous les entiers i et j, i apparaît au moins aussi souvent
que i + 1 parmi les j premiers termes de w.

EXEMPLE.

Un a-tableau de base b admissible avec

b = (5, 3, 3, 2, 1, 0) et a = (4, 3, 2, 1, 0, 0).
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Alors, selon la règle de Littlewood-Richardson, un tel tableau contribue à
pour et r bW (&#x26; 1-a W est la somme des contributions

de tous les a-tableaux de base b admissibles.

EXEMPLE. Le produit tensoriel d’un Gl(W)-module raW , a par une

puissance symétrique ou extérieure de W est donnée par l’une des formules
suivantes:

En effect, dans le premier cas, le règle de Littlewood-Richardson implique
de considérer les tableaux de base a, auxquels sont ajoutées k cases numérotées
de l’entier 1. Les conditions (A), (C) et (D) sont alors automatiquement vérifiées,
alors que (B) équivaut aux inégalités bi  ai-l, 1  i  r, si b est le poids total
du tableau numéroté.

De même, dans le second cas, on considère des tableaux de base a auxquels
on adjoint une case numérotée de chacun des entiers compris entre 1 et k. Les
conditions (A) et (D) imposent que si la case numérotée de l’entier j apparaît
sur la ligne, l’on ait il 1 &#x3E; ... &#x3E; ik, le poids total associé s’écrivant
b De plus, (B) est nécessairement vérifiée, et (C) équivaut à la
décroissance du poids b, qui, comme dans le cas précédent, est de multiplicité
un.

Cas de poids non positifs. Le produit tensoriel de Gl(W)-modules
irréductibles dont les poids ne sont pas positifs se détermine encore grâce à la
règle de Littlewood-Richardson, via une simple translation selon les puissances
du déterminant de W. On écrira en général un poids décroissant non positif sous
la forme a - X(u), où X (le groupe des permutations de W; = {l,...,r},
qui agit naturellement sur Zr), est définie par X(i) = r + 1 - i, où a et -x(u) sont
respectivement formés des composantes positives et négatives du poids a - X(u):
les poids a et u sont alors positifs, décroissants, et tels que h(a) + h(u)  r (les
parties non nulles de a et -x(u) sont disjointes).

Si les composantes d’un produit tensoriel de Gl(W)-modules irréductibles
ont des poids supérieurs dont les modules sont la somme des modules des

poids des facteurs de ce produit, il n’en est bien sur pas de même des parties
positives et négatives de ces poids. On utilisera cependant le lemme suivant:
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LEMME 1.

1. Si a et b sont décroissants dans zr, ra+bw est un facteur de FaW (&#x26; rbw.

2. Soient a, b, c, u, v, w E N; des poids tels que les sommes h(a) + h(u),
h(b) + h(v), h(c) + h(w) soient inférieurs ou égales à r. Alors si rc-x(w)W
est une composante de on a

PREUVE.

1. Il suffit de le vérifier pour a, Mais alors, est la contribution
à r"W 0 rbW du b-tableau de base a dont la i-ème ligne est numérotée
de bi fois l’entier i, et de cet entier seulement: un tel diagramme est
évidemment admissible (remarquons au passage que la multiplicité de
ra+bW dans FW 0 rbW est exactement un: en effet, un b-tableau de
base a ne peut, s’il est admissible, avoir d’autres entiers que des 1 sur

sa première ligne; s’il contribue à FaW 0 rbw pour ra+bW, tous ses 1

doivent être sur sa première ligne, et en itérant ce raisonnement, tous ses
i se trouvent sur sa i-ème ligne: il coïncide donc avec le tableau défini

plus haut).
2. D’après la première partie du lemme, il suffit de supposer que 

est un facteur de Dans un premier temps, on
effectuera le produit tensoriel de par rbw en multipliant d’abord
le premier de ces facteurs par une puissance suffisamment grande
pour que le poids obtenu soit dans Nr (c’ est-à-dire l &#x3E; en appliquant
ensuite à ce poids et à b la règle de Littlewood-Richardson, et en multipliant
enfin chacun des termes obtenus par (det W )-l. Une telle multiplication
par une puissance du déterminant revient simplement à décaler de 1 unités

l’origine des abscisses pour les tableaux de base D’après la
règle de Littlewood-Richardson, chaque facteur correspond donc
à un b-tableau de base a - X(u) + ll, de la forme suivante:

Les cases numérotées de ce tableau sont celles que l’on a hachurées: le

poids a (respectivement -X(u)) correspond aux cases non hachurées situées à
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droite (respectivement à gauche) de la ligne pointillée, qui est elle-même l’image
du bord gauche du tableau par translation de 1 unités. Le poids c (respectivement

désignant, comme on l’a remarqué, la partie positive (respectivement
négative) du poids total c - associé à ce tableau, correspond aux cases
situées à droite (respectivement aux cases non hachurées situées à gauche) de
la ligne pointillée. Le nombre total de cases numérotées étant égal, d’après la
règle de Littlewood-Richardson, à on pourra donc écrire

b+ et b_ désignant le nombre de cases hachurées situées respectivement à droite
et à gauche de la ligne pointillée.

Reste à effectuer le produit tensoriel de par on

montrerait de la même façon que, étant un facteur de ce produit,
alors

D’où, finalement,

2.1.2. Formules de déterminants

On peut déduire des formules (S) et (A) que chaque représentation irré-
ductible de Gl(W) est combinaison linéaire, dans l’anneau de Grothendieck Ar,
de produits tensoriels de puissances symétriques ou extérieures de W ([13], p.
184).

PROPOSITION 1. L’anneau de Grothendieck est engendré:

1. par les puissances extérieures 0  k  r, et et l’on a la

formule, si a E Ng, et pour tout entier a &#x3E; a 1,

2. par les puissances symétriques Sk W, k &#x3E; 0, et (det W)-’, et l’on a
la formule, si a E et pour tout entier ,Q &#x3E; ai,

PREUVE. Démontrons par exemple la seconde de ces formules par récur-
rence sur ,Q: si l’on développe le déterminant D considéré par rapport à sa
dernière colonne, il vient
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ce qu’on peut écrire

où Pk(a) est l’ensemble des r-uplets positifs décroissants d, de même module
que a, et tels que aj-l 1 si 1  j  k, 1  dk  ak-l, et

1  dj  aj - 1 si k  j  r. Mais Pk(a) = Qk(a) U Qk-l(a), où Qk(a)
est l’ensemble des r-uplets positifs décroissants d, de même module que a, tels
que i si 1  j  k et 1 1 si kjr: donc

ce qui démontre la formule annoncée.

REMARQUE 1. La seconde de ces formules, dite formule de Jacobi-Trudi
est l’analogue de la formule de Giambelli en calcul de Schubert ([9], de même
que la formule de produit tensoriel (S) est à rapprocher de la formule de Pieri,
qui explicite l’intersection d’un cycle de Schubert quelconque avec un cycle de
Schubert "spécial"), ou de la formule qui définit les polynômes de Schur en
fonction des classes de Chern usualles d’un fibré vectoriel complexe.

On peut déduire des identités précédentes d’autres formules qui les géné-
ralisent, et expriment un irréductible comme un produit tensoriel
de Gl(W)-modules qui ne sont pas simplement des puissances extérieures ou
symétriques: ces formules nous serons utiles au Paragraphe 4. Rappelons tout
d’abord un développement du déterminant qui remonte à Laplace ([2]):

LEMME 2. Soit M = (~ul, ... , ~um) une partition d’un entier p, avec

~1, ... , ~cm &#x3E; 1. Soit Lp(M) c Ep l’ensemble des permutations u 
telles que, si l’on note vi = MI + ... 

est un anneau commutatif, soit

Alors si est la parité de la permutation 0’,
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PREUVE. Appliquons le lemme précédent à la matrice à coefficients dans
l’anneau A des représentations de Gl(W), A = et à la partition

Inversons complètement les lignes et les colonnes de chacune des matrices dont
AI(A) est le produit des déterminants: il vient après transposition

donc d’après la Proposition 1,

et cette somme peut s’étendre à Lu; tout entier, puisque pour une permutation
n’appartenant pas à un facteur au moins
est nul. 

2.2. - Variétés de drapeaux

2.2.1. Grassmanniennes et formule de Cauchy

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension d, on notera Gr(V)
la grassmannienne des sous-espaces de codimension r de V : c’est une variété

complexe compacte de dimension n = r(d - r), quotient de l’espace Isom(C, V)
des isomorphismes de CI sur V par l’action d’un sous-group parabolique de
Gl (C~ d ) . En particulier, l’action transitive du groupe linéaire Gl(V) permet
d’identifier le fibré tangent à la grassmannienne, au quotient du fibré trivial
des endomorphismes de V par un sous-fibré Wr dont la fibre au-dessus d’un
sous-espace Yr de codimension r de V, est l’espace des endomorphismes u de
V tels que C Yr :
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Notons ,S le fibré tautologique sur Gr(V) dont la fibre au-dessus de Vr est

précisément ce sous-espace de V, et Q le fibré quotient universel, de rang r,

quotient du fibré trivial Gr(V) x V par le fibré tautologique:

Le fibré End(V)/Wr s’identifie alors naturellement à celui des homomorphismes
de ,S dans Q:

Notons alors le fibré des p-formes holomorphes sur la grassmannienne,
puissance extérieure p-ième du fibré cotangent: c’est donc une puissance
extérieure d’un produit tensoriel de fibrés vectoriels holomorphes. Or la formule
de Cauchy, que l’on peut démontrer par exemple au moyen des formules (S)
et (A) précédentes ([12], [17]), exprime précisément la décomposition d’une
puissance extérieure d’un produit tensoriel d’espaces vectoriels complexes en
termes de représentations associées à chacun de ces espaces. En l’occurrence,
on obtient la décomposition holomorphe suivante:

où est le sous-ensemble de N~ formé des poids u de module p tels que
u 1  d - r, de façon à ce que u* puisse être considéré comme un élément de
Nd_r&#x3E; .

2.2.2. de drapeaux générales

Les grassmanniennes Gr(V) sont les plus simples des variétés de drapeaux
de l’espace vectoriel complexe V : si s = (so = 0  s  ...  Sm = d), on notera

la variété des drapeaux D de la forme

C’est une variété complexe compacte de dimension

ce que l’on peut vérifier, par exemple, en la considérant comme un empilement
de fibrés en grassmanniennes.

De même que pour les grassmanniennes, on peut associer à chaque élément
4&#x3E; de l’espace Y ), si l’on note 1  i  d, les images des vecteurs
de la base canonique de le drapeau défini par
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Ceci permet d’identifier Ms(V) au quotient de V) par l’action du

groupe parabolique B, de constitué des isomorphismes U = 
de C~ d tels que = 0 s’il existe un entier i compris entre 1 et m - 1, pour
lequel j  si  k.

En particulier, si si = i pour z compris entre 0 et d, on obtient la variété
des drapeaux complets M(V), qui est le quotient de V) par l’action du
sous-groupe de Borel de Gl(C~d) des matrices triangulaires inférieures inversibles.

L’action transitive de Gl(V) sur induit l’isomorphisme

où Ws est le sous-fibré du fibré trivial des endomorphismes de V dont la
fibre au-dessus du drapeau D est constituée des endomorphismes qui le laissent
invariant. La forme de Killing (g, h) trace(gh) de l’algèbre de Lie semi-simple
End(V), étant non dégénérée, induit alors l’identification

et l’on vérifie que

Notons alors Ei, 1  i  m, le fibré sur Ms(V) dont la fibre au-dessus du

drapeau D est le quotient Le fibré WS admet une filtration par des
fibrés fp. de la forme

filtration dont le quotient gradué associé est la somme

En conséquence, sa puissance extérieure p-ième admet de même une filtration,
que l’on notera (fP), dont le quotient est la puissance extérieure p-ième du
quotient précédent, à savoir

ce que la formule de Cauchy permet finalement décrire
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Notons que pour que les fibres et soient tous deux non nuls, il

faut que Uij ait au plus si - Si-l 1 composantes, inférieures ou égales à S j - s/-i.
En particulier,

ce qui implique que pour p = N~, Q Ns se réduit à un unique terme correspondant
à = (Sj - d’où l’on déduit l’isomorphisme

où le poids r.(s) du fibré canonique est donné par la formule

On utilisera la filtration (FP) de pour filtrer de la même manière
le fibré des (Ns - p)-formes holomorphes, selon l’isomorphisme

La cohomologie du quotient associé sera déterminée par le théorème de Bott.

2.2.3. Le théorème de Bott

Considérons sur la variétés de drapeaux Ms(V), les fibrés en droites

homogènes
m

où a E ZI est un poids tel que as._l+l = ... = as. si 1  i  m. Le fibré
en droites Qs est ample si et seulement si aS.-1 &#x3E; as., 1  z  m ([4], on
dira que a est alors strictement décroissant relativement à s), ce qui généralise
d’ailleurs au cas des variétés de drapeaux quelconques, le plongement de Plücker
des grassmanniennes. De plus, la cohomologie d’un tel fibré est donnée par un
théorème dû à Bott ( [ 1 ] ), et dont Demazure a donné une preuve remarquablement
simple ([7]):

THÉORÈME (Bott). Soit a E ~d, soit c(d) = (1, 2,..., d), et définissons le
poids e(a) = (a - e(d»-~~ + c(d), où (a - c(d))’- est la suite décroissante d’entiers

obtenue par permutation de la suite a - c(d); alors si i(a) est le nombre
d’inversions strictes de a - c(d),


