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Formules d’interpolation et théorèmes d’unicité
pour des fonctions harmoniques de type exponentiel

RAPHAËLE SUPPER

1. - Introduction

1.1 - Un théorème de type Carleson, relatif aux fonctions harmoniques
u : R2 ~ R de type exponentiel, i.e. pour lesquelles il existe C &#x3E; 0 et b &#x3E; 0

avec

affirme [6] qu’une telle fonction est identiquement nulle dans R2 dès qu’elle
s’annule sur Z x {0} et Z x {a}, avec 0  a  7r Ib.

Deux questions afférentes à ce résultat étaient soulevées en [6]:
a. Existe-t-il une formule d’interpolation permettant de reconstruire u à partir

de ces valeurs u(n, 0) et u(n, a) (n e Z)?
b. Ce théorème d’unicité est-il généralisable aux fonctions harmoniques de

type exponentiel dans RN (N &#x3E; 3)?

1.2 - En réponse à la première question, des formules d’interpolation ont
été obtenues (dans le cas a = 1) en [7] et [ 1 ], moyennant quelques hypothèses
supplémentaires: par exemple, on suppose en [7] que les fonctions z - u(x, 0)
et x t---+ u(x, 1) sont de carré intégrable sur R, ou que ~~ 1 u(n, 0)  +oo et

- u(n, 
n

u(n, Î  +00 en [1].
nEZ.

On se propose ici d’interpoler u dans le cas où elle ne prend qu’un nombre
fini de valeurs distinctes aux points (n, 0) et (n, a) (n e Z). On constate que
x H u(x, 0) et x H u(x, a) sont alors périodiques, de périodes rationnelles (ce
qui empêcherait ainsi de traiter ce cas par les résultats de [7] et [1]). L’énoncé
obtenu est le suivant:

Pervenuto alla Redazione il 25 Ottobre 1993.
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THÉORÈME A. Soient a E R, 0  ~ 1 et u une fonction harmonique dans
R2 de type exponentiel  ~r (i. e. vérifiant (1) avec b  r) telle que l’ensemble

0), u(n, a) : n E N} soit fini. Il existe alors mo E ~T* et mi E I~* tels que
la restriction de u à la droite d’équation y = 0 (resp. y = a) soit périodique, de
période rationnelle, avec u(x + mo, 0) = u(x, 0) (resp. u(x + mi, a) = u(x, a)) pour
tout x E R. Plus précisément, on a la réprésentation suivante:

avec

et

REMARQUE. Dans le cas où u(n, 0) = c et u(n, a) = d pour tout n E N (c et
d réels fixés), la formule d’interpolation ci-dessus se réduit (avec mo = m = 0,
Co = c et CI = d) à u(x, y) = c + (d - c)y/a.

1.3 - En [17] et [22], le théorème évoqué en 1.1 est étendu aux fonctions
harmoniques h : -~ R s’annulant sur x {0} et e-’ x {a} (a = 1 en

[17] et 0  (N - j)-1/2 en [22]) et de type exponentiel  7r dans i. e.

possédant une estimation, soit de la forme Ih(x)1  Cebllxll pour [17], soit de
la forme Ih(x)1  pour [22] (avec C &#x3E; 0, la
norme euclidienne dans 

On modifie ici ces conditions de nullité aux points à coordonnées entières
de deux hyperplans zn = 0 et xN = a de la façon suivante:

THÉORÈME B. Soit h : --~ R une fonction harmonique dans RN vérifiant:

(C &#x3E; 0, 0  b  7r, Il . Il désignant la norme euclidienne dans et telle que,
pour tous les multientiers v E N N-1 (sauf éventuellement un nombre fini):

où a E R, 0  ~ lai  ’Ir jb, les nombres c,~ (resp. d.), étant les coefficients d’un
polynôme de C [Xl , ... , XN - 1 ] dont l’ensemble des zéros ne rencontre pas EN-1,
avec E = {ez : z)  bl. Alors h est identiquement nulle dans 
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1.4 - La méthode utilisée pour démontrer ces théorèmes A et B repose sur
la technique des fonctionnelles analytiques, étudiées dans les travaux [4], [11],
[12], [13] et [14], auxquels on se réfèrera pour toute précision supplémentaire
concernant leurs propriétés.

Rappelons seulement que les fonctionnelles analytiques sont les éléments
du dual de l’espace des fonctions entières dans eN, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de Étant donné un compact K de
eN, une fonctionnelle analytique T est dite portable par K si, pour tout voisinage
V relativement compact de K, il existe Cv &#x3E; 0 telle que (T, 1)1::; Cv supv ) f )
pour toute fonction f entière dans 

La transformation de Fourier-Borel associe à toute fonctionnelle analytique
T portable par K la fonction entière dans eN, notée T et définie par
r(~) = En fait, T appartient à l’espace, noté Exp(eN, K),
des fonctions f entières dans C’~ qui possèdent pour tout E &#x3E; 0 une estimation
du type:

avec Ce &#x3E; la norme euclidienne dans eN et HK la fonction d’appui
de K, définie par HK(z) = max + ... + Réciproquement, si K

~EK
est convexe, toute fonction de Exp(eN, K) est la transformée de Fourier-Borel
d’une fonctionnelle analytique portable par K ([15] dans le cas N = 1, [9] et

[14] pour N quelconque).
Rappelons également que, si K est un compact convexe contenu dans UN,

avec U = { ~ e C : 1  ?r}, la transformation G (définie et étudiée en [4])
associe à toute fonctionnelle analytique T portable par K une fonction, notée
GK(T), nulle à l’infini, holomorphe dans ]q (Kj désignant la

j-ième projection de K), qui se développe en série de Taylor au voisinage de
l’origine selon:

1.5 - En [8], un résultat comparable au théorème d’unicité 1.1 est obtenu
pour les fonctions u : R~ 2013~ R harmoniques de type exponentiel q 7r (i.e.

vérifiant (1) avec b  7r): si u et i9u s’annulent sur Z x 101, alors u est
8y

identiquement nulle dans R2. Ce théorème d’unicité, comme celui de 1.1, a

donné lieu à deux formes de généralisations:
au

a. On peut interpoler u dans R2 à partir de ces valeurs u(n, 0) et 8y (n, 0)
’au 

y
(n e Z), à condition que les restrictions de u et :: à la droite y = 092/
appartiennent à LP(R) pour un certain 0  p  +00 (voir [8]).
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b. Ce théorème d’unicité reste valable pour les fonctions h harmoniques
dans RN de type exponentiel  ~r, telles que h et s’annulent surtJ’p p q 

XN
X {01 (voir [22]).

Par les mêmes méthodes que pour les Théorèmes A et B, on démontrera
ici les résultats suivants:

THÉORÈME A’. Soit u une fonction harmonique dans de type
exponentiel  7r (i. e. vérifiant (1) avec b  7r) telle que l’ensemble

u(n, 0), 
au 

n 0 : n e N soit fini. Il existe alors mo E N* et mi E N* telst )a y ( n.0 ) 1 .fini. Il 0 1

que la restriction de u (resp. au à la droite d’équation y = 0 soit périodique, de
période rationnelle, avec u x ay 0) = u x 0) res . 

au 
x + m 0) 

au 
x 0période rationnelle, avec u(x + ma, 0) = u(x, 0) + ay 0»

pour tout x E R. Plus précisément, on a la représentation suivante:

avec

et

REMARQUE. Lorsque u(n , 0) = c (n, 0) = d pour tout n e N (c, d E R) ,REMARQUE. Lorsque 0) = c et a ( n,0 ) 
== c? pour tout n E N 

ay
cette formule d’interpolation reste valable avec mo = ml = 0, Co = c, Ci = d et
devient: u(x, y) = c + dy.

THÉORÈME B’. Soit h : R une fonction harmonique dans telle

que:

(avec C &#x3E; 0, 0  b  7r la norme euclidienne dans et que, pour
tous les multientiers v E (sauf éventuellement un nombre fini):

les c,, et d, (tous nuls sauf pour un nombre fini de J-l E étant définis
comme au Théorème B. Alors h est identiquement nulle dans 
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2. - Formules d’interpolation dans e: preuve des théorèmes A et A’

2.1 - La preuve des théorèmes A et A’ utilise le résultat suivant:

PROPOSITION A. Soient un compact convexe non vide K c U = ~ç E C :
(  ~-~ et f E Exp(C, K) ne prenant sur N qu’un nombre fini (&#x3E; 1) de

valeurs distinctes. Il existe alors rra E i~* tel que f soit périodique (de période
rationnelle) avec f (z + m) = f (z) pour tout z E C. Plus précisément, on a la
représentation suivante dans C:

avec

REMARQUE. i) Si f ne prend qu’une seule valeur c sur N, alors elle est
constante sur C : f - c, d’après le théorème d’unicité 1.4.4 de [4].

ii) On a également:

et, lorsque m est impair, on déduit de la Proposition 5 de [21] (appliquée dans
le cas d’une variable, avec 0  8  7r/m) que:

iii) Lorsque m est pair dans l’énoncé ci-dessus, f vérifie de plus:

PREUVE. Soit T la fonctionnelle analytique portable par K dont f est la
transformée de Fourier-Borel. Sa transformée d’Avanissian-Gay se développe
au voisinage de l’origine selon GK(T)(z) = ~ avec un rayon de

neN

convergence égal à 1. Ainsi, T est en fait portable par le compact K’ = { ~ e
K : Wç  01 et Gx(T) est holomorphe dans C) exp(-K’), donc en particulier
est prolongeable au-delà du cercle unité. On en déduit, d’après [20, Satz 2],
qu’il existe P E C [z] et m e N* tels que:
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Comme GK(T) est nulle à l’infini, P est de degré  m et P(z) = E 
Onm

Puisque GK(T) est holomorphe en -1, on aura P(-1 ) = 0 si m est pair.
Le Corollaire 1.4.2 de [4], qui fournit une représentation intégrale de T

faisant intervenir GK(T), conduit finalement à:

avec r un chemin fermé simple contenu dans C~ B] - oo, 0) entourant les racines
m-ièmes de l’unité différentes de -1.

On conclut par un calcul de résidus. En effet, si a = (101  7r) est

l’une de ces racines, le résidu en a de la fonction sous le signe intégrale est
1 D() ’Oz
m

2.2 - Notations. La fonction harmonique u du théorème A (ou A’ ) est la
partie réelle d’une fonction f entière dans C (i.e. dont on

sait, d’après l’inégalité de Carathéodory (voir Théorème 1.3.1 de [5]) qu’elle
est du même type exponentiel que u, en d’autres termes f E Exp(C, B), avec

1 __

La fonction fo définie par z + z appartient également àfo p Îo( ) 
2 
(Î( ) f( )) pp

Exp(C, B) et vérifie fo(z) = u(x, 0) pour tout x E R. D’après la proposition A,
il existe mo E N* tel que:

2.3 - Preuve du Théorème A. La fonction Km (m E N*) est harmonique
dans de type exponentiel  7r et vérifie Km(z, 0) = et a) = 0

pour tout x E R. 
m

Les fonctions f et fo, le disque D et l’entier mo étant définis comme en
2.2, considérons la fonction f e Exp(C, B) définie par

Elle vérifie f l (x) _ pour tout x E R et, d’après la Proposition A, il existe
ml e N* tel que:

Soit v la fonction harmonique dans R2, de type exponentiel  x, définie par:
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On vérifie que v(x, 0) = u(x, 0) - Co et que v(x, a) = u(x, a) - Ci pour tout x E R.
Soit g e Exp(C , B) telle que pour tout (x, y) e 
Comme

la fonction g satisfait l’équation aux différences:

dont les solutions sont sommes de la solution particulière (Cl - Co)z/ia et d’une
combinaison linéaire de ej7rz/a(j E Z ) d’après le Théorème 6.10.1 de [5].

On en déduit que g(z) = (CI - + c (car  1 implique j = 0),
avec ~c = Co. D

2.4 - Preuve du Théorème A’. La fonction Lm est harmonique dans

2 a2-LmJR.2. de type exponentiel  x, et satisfait Lm (x, 0) = a2Lm/ay2(x,0) = 0 et

a y 
0) = k,,,(x) - 

1 
pour tout x e R. 

ay2
0 - km(x) - É x ER. ° 

y

2013 (x, 0) = kM (x) 2013 pour tout x e R.ay mY 
Avec , , D et mo définis comme en 2.2, soit 1 e Exp(C, B définie

ar z - 
-1 - 

Comme x - 
au 

x 0 our tout x E R, onpar = -1(f(z) - f 1 (i». Comme /i(:r) = au (x, 0) pour tout x e R, onp 2i 
f()) fl() 

dï/ y 
( x,0 )p

déduit de la proposition A qu’il existe mi e N* tel que:

La fonction v harmonique dans ]R2, de type exponentiel  x, définie par:

vérifie v(x, 0) = u(x,0) - Co et 2013 (x,0) = :u (x,0) - CI pour tout x e R. Soit
,9y 9y

g e Exp(C, B), telle que = u(x,y) - v(x,y). D’après ce qui précède:

En notant g(z) = L on obtient:

nz0

d’où Rg(x + iy) = Co + Cl y.
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3. - Théorèmes d’unicité dans Rlv: preuve des énoncés B et B’ 
1

3.1 - La preuve des théorèmes B et B’ repose sur le résultat suivant:

PROPOSITION B. Soient K un compact convexe non vide contenu dans UN
et f E Exp(C~N, K) vérifiant pour tous les multientiers v = (VI ... , vN) E ~T N
(sauf éventuellement un nombre fini):

où les a, sont les coefficients d’un polynôme de C [Xl, ... , XN] dont l’ensemble
des zéros ne rencontre pas Il exp Kj, avec Kj la j-ième projection de K

(j = 1, ..., N). Alors f est identiquement nulle dans CCN.

REMARQUE. Avec un polynôme constant non nul, on retrouve le théorème
d’unicité 3.1.1 de [4] (voir aussi [10]).

PREUVE. Soient ô = (81, ... , 8N) E tel que ap, = 0 dès que tij &#x3E; 8j pour
un j E [N] - ~ l, ... , NI (on notera IL  ô si ILj :5 8j pour tout j E [N]) et
P E C [Xl, ..., XN] 1 défini par auXs-’. Ainsi, l’ensemble des

zéros de P ne rencontre pas TI exp(-Kj ).

Soit G la transformée d’Avanissian-Gay de la fonctionnelle analytique
(portable par K) dont f est la transformée de Fourier-Borel. Au voisinage de
l’origine, on a pour tout IL E 

avec ~N : v &#x3E; ~c}~ _ u NIl,J, où J est l’ensemble des parties
JEJ

J c [~V], et {v e N~ : ~ &#x3E; ~ ~ y e J}.
La deuxième somme du second membre ci-dessus s’écrit ainsi L GIl,J(z),

où JE)

est un polynôme en (en notant et 

dont les coefficients sont des fonctions de ..., zik,
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holomorphes dans en effet, la fonction

(avec Zjk+l’...’ zj, fixés) appartient à Kj, x... x Kjk).

Ainsi, P(z)G(z) se réduit à une somme (finie) de produits de la forme Pjgj,
avec C [Xl, ... , XN et gj une fonction de z~, , ... , holomorphes dans

rj C~ B exp( - Kjh)’ si J = { jl , ..., c [N], J AN], et gj constante si J = 0.
- - 

On déduit du corollaire 1.4.2 de [4] que f est une combinaison linéaire
de fonctions entières fj E Exp(CI, KI x ... x KN) de la forme:

avec rj un chemin fermé simple orienté dans le sens trigonométrique, contenu
dans C~ B] - oo, 0], entourant exp(- Kj) ( j = 1,..., N) et tel que l’ensemble

N

des zéros de P ne rencontre pas où Vj est le compact, voisinage de
j=l

exp(-Kj), de frontière rj ( j E [N]).
Soient j E [N]BJ et wh fixé sur rh pour tout h E [N]B{ j }. Alors

et la fonction fj est identiquement nulle dans D

3.2 - Préliminaires. La fonction harmonique h de type exponentiel  7r du
théorème B (ou B’) est la restriction à de sa complexifiée h qui appartient,
d’après la Proposition 6.2.8 de [2] (voir aussi le Théorème 4.7 de [3]), à

Exp(eN, BN), où B = {~ E C : I~I :5 bl, et se développe dans C~N selon:
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Sous les hypothèses du Théorème B (ou B’), on a, pour tous les
multientiers v e NN-l (sauf éventuellement un nombre fini):

et comme la restriction de h à l’hyperplan zN = 0 appartient à Exp(C N-1 1 BN-1),
elle est identiquement nulle dans 1 d’après la proposition B (appliquée ici
à une fonction entière de N - 1 variables).

La restriction de h à l’hyperplan xN = 0 étant identiquement nulle dans
e-1, il en est de même successivement pour les restrictions de:

Ainsi, Cv = 0 pour tout multientier v E NI tel que vN soit pair.

3.3 Preuve du Théorème B. D’après 3.2, la complexifiée h de h vérifie
pour tout 

Comme sa restriction à l’hyperplan zN = a appartient à @ B N-1),
on obtient, de la même façon qu’en 3.2, que h(Zl,..., zN-I, a) = 0 et

pour tout Z E d’où

h(zl , ... , zN_ 1, ZN + 2a) h(z).
Ayant fixé Z = (zl , ... , E la fonction f entière dans C, définie

par f (~) = h(Zl, ..., est de type exponentiel::; jalb  7r, s’annule sur
N d’après ce qui précède et donc est identiquement nulle dans C (voir par
exemple [4, Théorème 1.4.4]).

D’ où h - 0 dans eN et h - 0 dans D

3.4 - Remarque. Le Théorème B, appliqué avec deux polynômes constants
non nuls et a = 1, permet de retrouver l’énoncé de [17] évoqué dans
l’introduction.

Comme + ... + zN ) I  pour tout (~i,..., ~v) E il englobe
également (dans le cas 0   ) celui de [22]:

THÉORÈME [22]. Toute fonction harmonique h : R s’annulant sur
x {0} et X f al, (a E R, 0  lai  1/~) et possédant une

croissance de la forme:

est identiquement nulle dans 

2 27
Il est à noter que, pour N &#x3E; 7r2 la borne fournie par le

théorème B améliore la borne 
1 7r - b2 v Nb

théorème B améliore la borne 
. 

.

N- 1
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3.5 - Preuve du Théorème B’. Comme ah coïncide avec 9h sur RN et
aZN d~~

que sa restriction à l’hyperplan zn = 0 est une fonction de (B
défini en 3.2), on déduit de la Proposition B que

pour tout (Zl ZN- 1) La restriction de a8h à l’hyperplan x - 0p ( &#x3E; &#x3E; N-1) 
XN h 

Yh N

étant identiquement nulle, on obtient comme en 3.2 que ( 1  j  N -1 ),
puis 

a3 h 
et 

a2P+l h 
e N) et finalement Dvh (v e N N@ 

1 

- 

air) s’annulentpuis 3 et 2p+1 (p e N) et finalement (v e vN impair) s’annulent
âxN azj$

sur e-1 x {O}.
C’est-à-dire que tous les coefficients Cv définis en 3.2 sont nuls. Ainsi,

D

3.6 - Remarque. À l’aide de la transformation G exposée en [18] et [ 19],
des énoncés comparables aux Théorèmes B et B’ peuvent être obtenus pour des
fonctions harmoniques de type exponentiel  1, les conditions de nullité aux

points du réseau étant modifiées de la façon suivante: les valeurs

et 
ah 

(veN N-1@,L eN N-1)et 
-8 

y sont remplacées respectivement par

où Du = a 
J.LI 

... 
&#x3E;N-i 

pour (u1, ... , uN-1 ) e NN-1. Deoù DI’ = 
ôxi 

... pour tout J.L = (J.LI,..., J.LN-I) E NN-I. De

plus, il est alors requis que l’ensemble des zéros de chacun des deux polynômes
intervenant dans l’énoncé ne rencontre pas 
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