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Sur la composition de séries formelles a
croissance controlée

AUGUSTIN MOUZE

Abstract. Let F be a holomorphic map from C* to C* defined in a neighborhood
of zero such that F(0) = 0. If the Jacobian determinant of F is not identically
zero, P. M. Eakin and G. A. Harris proved the following result: any formal power
series A such that A o F is analytic is itself analytic. If the Jacobian determinant
of F'is identically zero, they proved that the previous conclusion is no more true.
J. Chaumat and A.-M. Chollet extended this result in the case of formal power
series satisfying growth conditions, of Gevrey type for instance. The author gets
similar results when the map F is no more holomorphic. The loss of regularity on
A is optimal.
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1. — Introduction

Ce travail a pour but I’étude de problemes de composition dans des sous-
anneaux de séries formelles définis par des conditions de croissance sur les
coefficients. Ces séries apparaissent, par exemple, lorsque I’on étudie les
solutions formelles d’équations différentielles a coefficients polyndmiaux [8].
Plus précisément, on désigne par C le corps des nombres complexes. Soit
X = (Xy1,...,Xy) des indéterminées. On connait bien C[[X]], ’anneau des
séries formelles a coefficients dans le corps C et C{X}, I’anneau des séries
convergentes. On a l’inclusion triviale C{X} C C[[X]]. L’idée est d’introduire
une classe d’anneaux intermédiaires. Pour cela, on considére M = {M,},cn une
suite de réels positifs tels que

(Hy) My =1 et {M,},en est logarithmiquement convexe .

Soit Cy une constante strictement positive. Pour tout A € C[[X]], on écrit A =
> ens @7 X7, avec les notations habituelles J = (ji, ... , js), X/ = X{'... X}
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et |J|=j1+...+ Jjs. On pose

lay]
[ Allcour = sup —a.
Jens; CiM;

=i 0

Il est facile de vérifier que ||.[[c,.m est une norme sur I’espace C[[X]](M, Co)
défini par

CIXTI(M, Co) = {A eClxN. A= > asX’; | Alcom < oo} .

JeNS

On note enfin
CIIX1I(M) = | CIX(M, Co) .
Cp>0

La condition (H;) sur la suite M assure la stabilité par produit de C[[X]](M).
C’est donc un anneau. Pour rappeler qu’il est défini par des conditions de
croissance sur les coefficients, on dit que C[[X]](M) est un anneau de séries
formelles a croissance contr6lée. On a I’inclusion C{X} C C[[X]](M) C C[[X]].
Des exemples de tels anneaux sont donnés par les séries formelles a croissance
Gevrey (M, = n!*, o € Ry). Si 'on a M, = 1 pour tout entier n, on note
M =1 et C[[X]](1) n’est autre que C{X}, "anneau des séries convergentes.
La suite M mesure, en quelque sorte, le “défaut d’analyticité” des séries de
CIX11(M).

La condition (H;) équivaut a la croissance de la suite {M, |/ M,},en et
entraine

M;M; < M, pour tous j €N, k € N.

L’étude de C[[X]](M) amene, parfois, a faire des hypotheéses supplémentaires
sur la suite M. Ce sont les conditions classiques (H;) et (H3), que I’on imposera
selon les cas envisagés.

(Hy) il existe C > 1 tel que M, < cm,, pour tout n € N.
(H3) il existe C >1 tel que M, < C"M,_;M;, pour tout 0 < j <n.

L’hypotheése (H,) est la condition de stabilité par dérivation. L’hypotheése (H3),
qui implique (H,), est une condition dite de croissance modérée.

Il est facile de vérifier, sous I’hypothese (Hi), que, si F = (Fy, ..., Fj)
appartient a (C[[X]](M))*® et A appartient a C[[X]](M), alors Ao F appartient
encore a C[[X]](M). On obtient ainsi la stabilité par composition de 1’anneau
CI[X1](M). Ce résultat ne surprendra pas les familiers du sujet. On étudie
une réciproque. Sous les hypotheses (H;) et (H,), on se propose d’établir une
réponse, par exemple, a la question suivante : si Ao F appartient a C[[X]](M)
et si F appartient a (C[[X]](M))*, que peut-on dire de .A? Pour cela, on est
amené a supposer que le jacobien de F, noté &, est non nul dans C[[X]]. En
effet, P. M. Eakin et G. M. Harris (voir aussi [2]) ont obtenu le résultat suivant.
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THEOREME 1 [5]. Soit F une application analytique de C* dans C*, définie au
voisinage de 0, vérifiant F(0) = 0 et de jacobien ®. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes

(i) ® est non identiquement nul ,

(ii) pourtout A € C[[X]], si Ao F est analytique, alors A est analytique .

Dans le cas ou F est une application analytique de C* dans C?, avec p < s,
des théorémes comparables ont été¢ donnés par R. Moussu et J. C. Tougeron
dans [11]. Comme le signalent P. M. Eakin et G. A. Harris, le Théoréeme 1
peut étre vu comme une conséquence d’un théoreme tres général de A. M.
Gabrielov [6]. J. Chaumat et A-M. Chollet ont obtenu des résultats analogues [4]
dans le cas ou F est analytique et A une série formelle a croissance contrdlée.
De plus, les preuves de [4] permettent, dans le cas ou A et F sont analytiques,
un controle du rayon de convergence de .4 par celui de .Ao F. Pour tout entier k,
on note M® la suite {My,}nen. On a alors 1’énoncé suivant.

THEOREME 2 [4]. Soit F une application analytique de C* dans C*, définie
au voisinage de 0, vérifiant F(0) = 0 et de jacobien ®. Soit M une suite de réels
strictement positifs vérifiant (Hy). Soit Cy une constante strictement positive. Les
deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) @ est non identiquement nul ,

il existe Dy, Do > O et d un entier; d > 1, tels que

(@) pour tout A € C[[X]], on ait ||A||D0’M(d) <[l Ao Flcym-

Dans ce travail, on généralise ce résultat au cas ou I’application F est une
application formelle & croissance contrdlée. Pour établir “(i) implique (ii)”, la
méthode utilisée s’inspire des travaux de J. Chaumat et A.-M. Chollet [4] et de
V. Thilliez [12]. Cependant, comme ici ’application F' n’est plus analytique,
on évite le recours aux formules de Cauchy, largement utilisées dans [4]. Pour
établir la réciproque, on suit la démarche présentée dans [5]. On a alors le
théoréme suivant établi dans le Paragraphe 10.

THEOREME 3. Soient M et N deux suites, M vérifiant (H,) et N vérifiant (H\)
et (Hy). On suppose qu’il existe une constante D > 1 telle que, pour tout entier n,
on ait N, < D"M,,. On suppose aussi que M et N vérifient ['une ou I’autre des
conditions (a) ou (b) suivantes.

(a) M vérifie (H3) .

(b) il existe D' et € > 0 tel que N} ™€ < D" My, pour tout entier h .
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Soit F = (F), ..., Fy) une application de (C[[X]](N))* de jacobien ® telle que
F(0) = 0. Soit Cy une constante strictement positive. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) @ est non nul dans C[[X]],

il existe C', C' > 0 et d entier, d > 1, tels que

(@) pour tout A € CI[X1, on ait | All¢r @ < A0 Fllcym -

On rappelle que la condition N, < D"M, revient a dire que l'on a
CI[X]I(N) C C[[X]](M). On verra que les conditions (a) ou (b) n’interviennent
que dans la preuve de “(ii) implique (i)”.

Le Théoreme 3 contient le Théoreme 2. En effet, dans ce casona N =1
et la condition (b) est satisfaite. Il contient aussi le Théoreme 1 ; on pose M =
N =1 et (b) est vérifiée. La preuve donnée ici permet d’obtenir une estimation
ponctuelle uniforme des coefficients de la série A en fonctions de ceux de Ao F.
C’est I’'inégalité (5.15). Enfin, comme dans [4], de la preuve de I’implication
“(i) = (ii)” on tire une estimation du meilleur entier d vérifiant (ii). Ce
point est développé dans le Paragraphe 11 et met en évidence le lien avec les
inégalités de Chevalley linéaires [2], [6].

NoraTions 1. Soit A € C[[X]], on écrit

A= a; X! =" Y a; X! =) HAX)

JeN$ JjEN Jens; jeN
|J1=j

ou |J| désigne la longueur du multi-indice J ; H;A(X) n’est autre que le
polyndme homogene de degré j dans le développement de A. On note aussi
ord(A) = inf(j € N; H; A(X) # 0), I'ordre d’annulation de A, avec la conven-
tion ord(A) = oo si A est nulle.

Soit N une suite de réels positifs vérifiant (H) et (H>).

On dira que les suites M et N sont comparables s’il existe une constante D,
D > 1 telle que I’on ait soit M,, < D"N,,, pour tout entier n, soit N, < D"M,,
pour tout entier n. Si deux suites M et N sont comparables, on définit la suite
max{M, N} par :

max{M, N}, = D"N,, pour tout entier n, si M, < D"N,..
max{M, N}, = D"M,, pour tout entier n, sinon.

On considere F' une application formelle notée
F: (Xla--- 7XS) - (FI(X15-~- 7XS)3"' 7FS(X13"' 7XS))
avec, pour tout i, 1 <i <s, F;(X) € C[[X]I(N) et F;(0,...,0) = 0. Dans

toute la suite, on note ® le jacobien de I’application F. Dans un premier temps,
on suppose que p =ord(P) est fini, c’est a dire que le jacobien de I’application
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F est non nul. On note 7, ;(X), pour 1 <[, p <s, les cofacteurs de la matrice
jacobienne de F. On appelle v = inf; p(ord( lP 1(X))).

Pour [ € N* et (p1,...,p) €{l,...,s}, on pose
5!
Dipy.eccon = 0X,, ... 0Xp,
Enfin, pour tout £ de N*, la sommation indexée par le k-uplet (gqi,...,qx)
de {1,...,s}* est représentée par o0 (q.k - On a la formule de composition

suivante.

LEMME 2 [12]. Avec les notations précédentes, on a, pour tout | € N* et tout
(P1s-.. p)de{l, ... s},

_ (P1oespp)
Q@1 ®X)* ' Dy pp(A) o F = Z Y Awl g XD g (Ao F),

k=1 [lq.k1]
ou les coefficients Azs 1152)) sont déterminés par récurrence sur | a l'aide des
relations
(pp)
(2.2) A (X) =Ty, 4(X), pourl =1,

puis, pourl > 1,

8A(p2""’pl)(X)

(PP - (p1) (q1)

Agy ™0 =3 eCOAGT ) —1 X

2.3) =
8<I>(X)
—@-3) Z — A COAGH 0.

puis, pour2 <k <1 —1,

( y K o) 9A EPZ Pl;(x)

Pl Pl _ P 4149k

Ayl 0 = D SOOAG (00—
B 0P ( ) (r1) (P2,--.p1)

(2.4) — (@1 -3) Z —Aw O0AG g X

(p1> (P2.---.P1)
+ QXA ) (X)Ag, g0 XD,

@5 AGp (0 = SEOAG A ().
LEMME 3. On a

Hy (AT I0(X)) = 0sij <k —p+1(+v—1).

PrReuVE. Ce résultat sur I’ordre des séries formelles AE(’;]I ;k’)) (X) se

démontre par une simple récurrence a partir des formules du Lemme 2. O
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(P1seespD) _ (P1seeesPl) J . .
On note A(q1 ) (X) = Z‘Jflisj (a(ql‘qu))JX . On a une estimation des

coefficients (agll P 1)) 7.
LEMME 4. Pour tous |l et k entiers avec 1 < k < I, tous (py,..., p;) de
{1, ... ,s}l et (qi,...,qx)de{l,... ,s}k et tout multi-indice J, on a
( ) U+ —k)!
[(agl i) )] < (€163 (C2Ca)'™ kalﬂ—k—l(uﬂ)Jru'

ou Cs et Cy sont des constantes, avec C3 > 1, C4 > 1, ne dépendant que de s.

PREUVE. On remarque d’abord que I'expression Njij_i—i(u+v)+, @ bien un

sens car, d’apres le Lemme 3, on a ord(AEf;]1 lflf))(X)) >k—pu+Il(u+v-—1).
Il suffit donc d’estimer les termes pour tous les multi-indices J de longueur
J2k—p+lw+v—1).

Pour obtenir I’estimation demandée, on raisonne la aussi par récurrence
sur [. Pour / = 1, on a k = 1 et les hypotheses sur F et sur la suite N

permettent d’affirmer que le jacobien ®, ®(X) = s, (@) X T vérifie
1=j

(4.1) 1($)s] < CICIN;_ .,

et que Tp, 4, (X) = Z/eNs (agh X’ vérifie
JI=j

(4.2) |(a] )1|<C1C2 =%

pour des constantes C; et C, bien choisies. On remarquera que 1’hypothese (H,)
intervient ici de maniere essenUelle La récurrence est alors amorcée en tenant
compte de la relation A(q 1)(X) = Tp,.q;(X). On suppose la propri€té€ vérifice
au rang [ — 1, avec [ > 2. On regarde alors ce qui se passe au rang /. On se
convainc facilement, au vue des formules de récurrence du Lemme 2, qu’il suffit

(pl,...,pz))J avec 2 <k <[—1. On

d’obtenir I"estimation pour les coefficients (a,, "~ )

a alors, en reprenant (2.4),

AL (X) = By(X) + Ba(X) + Bi(X)

avec

(P25 . pD)
s oA (X))

BX) = 3 @ O0A[ () 0t
— t

acD(X)
By(X) = —(2 — 3) Z —AG COAG N0

_ (pl) (p2:-->p1)
B3(X) = ®(X)A g, (X) A, " g (X -
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On est conduit a estimer chacun des trois termes de cette somme.

Estimation du premier terme B; : On note

8A(p2"“ ’pl)(X)

43 a0 ) 5 gy
! JeNS
On obtient aisément
(P1ses 1) . (p2seeesPD)
(4.4) (Bt a0) 1 = G+ Dl a0 ool

avec JPY = (ji,..., jp—1, jp; + L. jp,+1s--. . Js). En appliquant alors I'hy-
(P2,--.p1)

potheése de récurrence au coefficient (a(q1 o

) J(pps ON obtient 1’estimation

Proespl) _ U+ ] —k)!
@5) |(bgl ) | < (€103 H(CaC)' "fzvzﬂ-fk,zwwm.

(p2seeespp)

), provenant alors du produit AESI)(X )%, s’ écrit

(P1s-01)
(q15-q%)

Pl 0) PO\ (1 (Pl D)
(4.6) (o) = > (a) bl i),
Htl=J

Un terme (c

Et donc, compte tenu de I’hypothese de récurrence, de (4.2), (4.5) et (4.6), on a

(PLaespD)
| (C<511,... ,(fkl>)1|
paig (i —F)!

< Y CiCIN,-,(C1C3)' 71 (CCy) T Nk 2y
Ht1=J :

4.7)

En remarquant que, pour tout i < j, , et en utilisant la
convexité logarithmique de la suite N, on obtient I’estimation

(P1.e P
[(Crla) ]

< C1(C1C3) 7 (CyCy) T 7F

(l+i}—k)! < (l+j'—k)!
il j!

(4.8) (I +j— k)

—h
— Nivjoicigenrn Dy, Gyl
J: H+1=J

En remarquant alors que 4. ,;_; Cy h < Seeshcy " on choisit C4 suffisam-
ment grand pour que la série Z;{;’B shC4_ h converge. Il vient donc, si on appelle
Cs5 cette somme,

_ e (+j=h)!
@.9) [(c ) | <C5C1(CiC3)' ™ (CoC)' kTNl+j—k—l(M+v)+2M-
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Et donc en multipliant la série obtenue par ®(X), en sommant sur s termes et
en notant Bj(X) =), (B1)sX /. on obtient, pour tout multi-indice J,

|(B1),|
_ i (+i—k)!
=5CICs Y CIC Ny (C183)' ™G C) T e == Nty

H+1=J

(4.10)

Et ainsi, en tenant a nouveau compte de la convexité logarithmique de la suite
N et de la convergence de la série >, C;", on a

_ U+ j—h!
(4.11)  [(By);] < sCICHC C3)!"H(CLC)MT "#Nzﬂ_k_zww.

Estimation du deuxieme terme B, : On note

0P (X) (p2.--5p1) (P1s-P1) J
@12) A0 = 3 (el ), X
JeNS

On obtient aisément, compte tenu de 1’hypothese de récurrence, de (4.1) et (4.12),

[ REES <<h+ DCICY Nimyurt (C1C3)' ™ (CoC) T+ F

(4.13) H+I=J
Xa—1+i—mz

i ll+ikl(M+v)+2N«+v> .

En majorant &+ 1 par 2 et en reprenant les idées utilisées lors de 1’estimation
de B, on obtient 1’estimation

[(bZ1 7Y | < CH(CIC3) T H(CoC) T F

(G715 q%)
(4.14) (=14 —k)! 2h
X .—'Nl+jfkfl(u+v)+,u+v Z P
J nyi—s Ca
.. . N L, . h I
Ainsi, quitte a augmenter C4 pour que la série Z;{if) éh—f:] converge et en notant
4

Cg sa somme, on a alors I'inégalité

(b1, | < CeCi(C1C3)! N (CCa)H

(4.15) (I—1+j—k)!

X fNHj—k—l(u—t—vHu—&-v .
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Et donc en multipliant par AESI)(X ), on obtient aprés sommation sur s termes

et multiplication par (2/ — 3), une majoration du terme (B;);, pour tout multi-
indice J,
[(B2) ;] < sC7C5C6(C1C3)' ™ (C2C)H 7521 = 3)
(4.16) I—-14+j—k)!
x f I j—k—=l(uAv)+pe -

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’il suffit d’estimer les termes pour j >
k—pn4+1(nw+v—1), car, d’apres le Lemme 3,

(4.17) (a0, =0si j<k—p+i(u+v—1).

Dans ce cas, on a j —k > +2v —2 > 0. On a donc I'inégalité triviale
(4.18) QRI-=-3){—-14+j—-!<2(+j—k)!.

Et ainsi, (4.16) devient

(4.19) [(By);]1<25CC5C6(C1C3) ™1 (C2Cy)' ™

U=kt
f I+ j—k—1 (uAv) 1 -

Estimation du troisieme terme Bz : On note

(r1) (P2,--.p1) . (P1se-sPD) J
(4.20) Agy QOAZ X = (bl 0h) X7
JeNS

On obtient aisément, de la méme maniére,

@21) (B | < C5Ci(C1C3)TH(Cs

(@1 i) Nigj—k—1(utv)+2p-

i U+j—k)!
I+j—k (

Ca) T

Et donc, en remarquant qu’une multiplication par ®(X) se traduit par une
multiplication par C{Cs de I’estimation et une translation de —u sur la suite N,
on obtient une majoration du terme (B3);, pour tout multi-indice J,

B (I +j—k)!
(4.22)  [(B3);] < CICHC1C3)! "N (CaCp) T "in,NH,-_k_zww.

On obtient alors en sommant les trois estimations (4.11), (4.19) et (4.22)
I’inégalité

U+ j—=K!

(pl"">pl) 1—1 I+
(4.23) ’(a(qlv-qu))f‘ < (C1G3) ™ (CCy)™ fNijkfl(quv)ﬂwrl
x (sCTC3 +25CC5Cs + CIC3)

En choisissant alors la constante Cs telle que C3 = C1Cs5((s + 1)Cs + 25Co),
la propriété est bien vérifiée au rang /. O
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On obtient alors le théoréme suivant.

THEOREME 5. Soit M une suite de réels strictement positifs vérifiant (Hy).
Soit N une suite de réels strictement positifs vérifiant (Hy) et (Hp). On suppose
que M et N sont comparables. Soit F (X, ..., Xy) = (F1(X), ..., Fs(X)) dans
(CIIXT1I(N))* vérifiant F (0) = 0 et de jacobien ® non identiquement nul. Il existe
une constante C', C' > 0, ne dépendant que de F, telle que pour tout A de C[[X]]
et tout Cy > 1, on ait

Al 441 gt sy < 4@ Fllcor

PrReUVE. D’apres (2.1), on a
(5.1 QX Dy pp(A) 0 F = Cipy,...pp (X)),

avec

(P1s-p1)
Cippopp(X) = Z Z A(q:,-u»qkl) (X)D....q0 (A0 F)

(5.2) k=11[lg.k1]
_ Z (pl Pl) x7 .
JeNS

On pose alors

(5.3) Aﬁgl{,__ ;’]ji(X)D(,“,,.,,qk)(AoF)(X) = (bgl' qf’kf;)le.
JeNs$

On obtient aisément, compte tenu du Lemme 4 etde I'hypothese || Ao Fll¢, y < 00,
I’existence d’une constante Cy telle que

yoh (U +h—k)!
!

(i +k)!
X Nigh—k—1Git+nC1Co ™ T itk -

[ D D (aten A (exe
(5.4) H+1=J

D’une part, d’apres la convexité logarithmique des suites, on a

(5.5 Nigh—k—1(u+ny+pMivk < max{M, N} 1qv—1) -

D’autre part, il faut remarquer que, dans la somme ), ,_;, on a h+i = j.
Or, d’apres le Lemme 3, on a 7 > k—pu+1(nw+v—1). Ainsi, on a I’inégalité

(56) C(i)—‘rk < Cé"'ﬂ—l(lﬁ")—l) )
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Et enfin, en utilisant, pour tout multi-indice R = (ry, ... ,ry), avec |R| = r,
R!'=r!. .. 1!, Tinégalité r! < (2~ R! plusieurs fois, on obtient

(l +h _k)' (l +k)' < 2i+l+hl! )

7 h! i

Ainsi, (5.4) devient

| (b(Plsm vPI))J’ < 21+jl!(clc3)l (C2C4)l+j—kC7Cé+ﬂ—l(ﬂ+v—l)

@q1s-->qk)
x max{M, N} ,—igtv—1) E (GG
Hil=J

(5.8)

La série Y . /- ;(C2C4)™" converge ; on peut donc majorer ce terme par Cs.
On majore alors aprés la double sommation le nombre de termes par 2's’ et on
obtient I’estimation

(5 9) | (C(P] . ,p[))] | < 2l+j (zs)lly(cl C3)1(C2C4)l+j71 C7C8C5+M—I(M+U—1)
x max{M, N} i, —1(tv-1) -

On reprend la relation (5.1). On a donc

(5.10) C(m,-wpz)(X) = q’(X)Zl_ID(m,---,m)(A) oF.

On en déduit ordre(Cp,.... p)(X)) = (21 — 1)u. En considérant les termes de
degré (21 — 1) dans (5.10), on a

(S5.11)  Hopu (@)Y DLt Llag = Y (cPrm) X7
Jens;
[JI=Q2I=Du
Ainsi, si on note ®(X)*™' =3, s (@% ), X7, on obtient, pour tout multi-

indice J, avec |J| = (2] — 1)pu,
(5.12) (P =11 a0 (071)

On note alors
P(X)= > ($)sX’.

Jens,
[

On ordonne I’ensemble des multi-indices J de N* suivant 1’ordre habituel, défini,
pour I = (iy,...,i5) et J =(j1,...,Js), par

I < J équivaut a |I| < |J|, ou I =J,

ou |[I|=1J] et 3k tel que iy = j;, pour [ =1,... , k—1, et iy > ji.
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Si on note (pi,..., py) le premier multi-indice tel que (@) p,.....p,) # 0, alors
onap +...+tps=pnet

_ 2-1
(5.13) @ N @1y 2i-Dpo = (@) py..p))

En utilisant alors la relation

_ -1
(5.14)  (cPr ”1))((21_1)[,1““’(21_1)%) =0l a0 (@) .po)

et I’estimation (5.9), on a
[(ctPr) | < 114CC) TGy Y

x max{M, N}i—v+1)

(5.15) (@=1)py,....Q21=1)ps)

avec Cy = 4*H15C1C3(C2C4)** 1. On obtient bien le résultat annoncé en ma-
jorant —X— par (2°~ 1. O

Ll Is!

REMARQUE. Les constantes de 1’inégalité (5.15) ne dépendent que de 1’ap-
plication F. La division par le coefficient constant (5.13) donne une estimation
ponctuelle uniforme des coefficients de A en fonction de ceux de Ao F. E.
Bierstone a utilisé ce résultat pour démontrer un théoréeme sur I’extension du
domaine d’une fonction sous-analytique [1].

On montre, dans la suite, que les résultats présentés dans les paragraphes
précédents sont optimaux. On analyse le cas ol le jacobien ® de 1’application F
est nul.

DEFINITIONS ET NOTATIONS 6. Dans toute la suite, comme dans le Théoréeme 3
de I'introduction, on suppose que, pour tout n, on a N, < D"M,. On suppose
aussi que les suites M et N vérifient (H;) et que la suite N satisfait (H,). On
suppose, enfin, que M et N vérifient I'une ou 'autre des conditions suivantes.
(a) M vérifie (Hi).

(b) il existe D' et € > 0 tel que N,}“ < Dp"um, pour tout entier /.
On peut remarquer que la condition (a) permet d’affirmer

(6.1) 3i>0,3E >0, tels que Vn € N*(M,)"/" < En’ .

Ce résultat figure dans [3], Remarque 32 b.

Soit 7 un réel strictement positif et 7 = (r, ... ,r). On pose, pour une série
formelle A(X) =3, asX”,

o0
las|
I =30 > e
J

Jj=0 Jens;
1=J

. o M
Le lemme suivant donne I’équivalence entre les normes ||.||c, m et ||.||§ ). On
utilisera indifféremment I’'un ou 1’autre des points de vue.
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LEMME. Soit A dans C[[X]] telle qu’il existe Cy > 0 pour lequel on ait
I Allcy.m < 00. Alors pour toute constante r, vérifiant r < 1/sCo, on a

A1 = ALY < — Ao
roere " T 1—sCyr 0

Soient A(X) = Y- ey as X7, B(X) = X cns by X7 et S(y) = 3720855y,
on notera A « S, lorsque, pour tout entier j, on a E|J|=j las| < |sj]. Si les
coefficients s; sont positifs, on a alors facilement la propriété

(6.2) A< S, B« S implique AB <« S2.
Enfin, on note (P) la propriété
(P) YV PeC[X])(PoF=0= P =0)

Les deux lemmes suivants reprennent des idées et des notations de P. M.
Eakin et G. M. Harris.

LEMME 7. Soitd € N* et soient Fy, ... , Fy des séries formelles de C[[ X]](N),
ne dépendant que des s — 1 premieres variables, telles que F = (Fy, ... , Fy) vérifie
P. Alors il existe une suite de polynomes (Py)jen telle que :

() Py € C[Xy, ..., X;] estde degré k
(ii) max{|b| tel que b est un coefficient de P} = 1
(iii) 3ro>0tel que ¥ r <ro, VeeN*klim (M| Pe(Fy, . ) 1YV E=0.
—00
PrReUVE. Soit P, € C[Xy, ..., X;] de degré k. D’apres [5], on peut choisir
Py tel que
(7.1) ord (Pi(Fy, ..., Fy)) = [Ciok* 1],

pour une constante Cjy > 0 bien choisie. Pour obtenir (ii), on divise Pj ainsi
construit par le plus grand coefficient en valeur absolue. Par hypothese, il existe
to > 0 et B > 0 tels que, pour tout ¢ < fy et pour tout / =1,2,...,s, on ait
. . k NP
||Fl||§N) < B. On obtient alors facilement F; < Y 7=, BNkf—k. Ainsi, si on note
P, = ZLOZ rews: prX I on obtient, en tenant compte de (ii),
|I|=i

k

‘ k oo h i
(7.2) Vi<t Y > piFFPLY Y (ZBNhf_J '
h=0

i=0 Iens; i=0 Iens;
|I|=i ||=i
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h . h
Or, comme i = |I| <k, on a (3320 BNyy)' < (3520 BN,y 2p)* et donc on
en déduit I'inégalité

h=0

k
k+s > y
(7.3) Visi PP By < (C0T) (BN )

On montre alors facilement par récurrence

h=0

00 h k 00 h

y h+k—1\Y

(7.4) (hE_OjNhth> <y m("rDT )5
Ainsi, on a donc

00 h
(15)  Vi<ity PFi ... . F)< (kjs)BkhZ_O(h:fIl)Nhfh.

On utilise alors (7.1) et I'inégalité (h :f; l) < 2%k pour obtenir

h
(16) Vi<t P(Fi.... F)<2P2B 3 2'N,
hz[ClokS/(Sfl)]

PREMIER cAS. La condition (a) est vérifiée.

L’inégalité (7.6) devient, par définition de la norme et en utilisant 1’inégalité
N, < D"M,,

2Dr ) (Crok /=) i @Dr)!

(17) Vi<to, IP(Fy, ... F)|™ <245 B* ( : -

h=0

On a alors, pour tout e € N* et tout ¢ < 1,

(Mo || Pe(Fy, ... F)| M) VE < 25/%4B(M, )"
(7.8) 2D\ (oL (22 g ppyi) Y
x<_t ) y & .
h=0

On remarque facilement que, pour r < t/(2D), la série de droite converge. On
note S sa somme. On a ainsi

1/(s—1)
1/k s —ZDI" ok ]
(7.9) (Ml P (Fy. ... . F)l9¥) 7 <2 S)l/k4B(Mek)1/k( t ) .
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C’est ici qu’intervient I’hypothése (H3). En effet, d’apreés (6.1), on obtient
I’existence d’un entier i tel que

1/k
Ve >0, Vi< to(MullPe(Fy, ..., F)IM)Y

(7.10) . 2D 1/(s—1)
< (ZsS)l/k4BE6(ek)61( tr)[ClOk ]

Il est alors facile de conclure que, pour tout ¢ < fy, il existe r( tel que, pour tout » <min
(ro,1/(2D)) et pour tout e > 0, on a limy_, oo (Mt || Pe(Fi, ... , F) )/ = 0.
SECOND cas. La condition (b) est vérifiée.

L’inégalité (7.6) devient, par définition,

Ny 2r)"
(7.11) Vi<t [|P(Fr, ... POl < 20a4fF N Ny @7
My th
h=[C1ks/=D)]

On a alors, pour tout e > 0 et tout ¢ < 1y,

1/k
N, 2r)h
(7.12) (Mol P(Fr,. .. FOIMD) F <22/bap Y Mekﬁh(th)
h=[C1oks/6= D) h
On utilise (b). On obtient alors
1/k
(Mol PuCFr .. F)I) V% < 23/kap Mi"
(M[Cloks/(s_l)])e/ (14€)
(7.13)
(2D/1/(1+e)r)h

X > i

h=[Cyoks/ =1

D’une part, on remarque que I’on a, pour k suffisament grand,

o |
(7.14) [Clok”(“”]ze{ +6]k,
€

D’autre part, on a clairement d’apres (H;), pour tout entier o > 1,
(7.15) My > M} .

De (7.13), on tire alors, en appliquant (7.14) avec o = [lei],

Uk (2D/1/(1+e)r)h
(716) (Metll Pe(Fr.... FOIP) P<2bap | 30 o

=[C1ok*/ D]

On remarque facilement alors que, pour r < t/(2D’), la série de droite con-
verge. Il est alors facile de conclure que, pour tout t < fy, il existe rg
tel que, pour tout r < min(rg,#/(2D)) et pour tout entier ¢ > 0, on a

limy oo (Mekl| Pe(Fy, ..., F) IS VE = 0. O
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REMARQUE. La condition (a) n’est pas nécessaire. En effet, il suffit que
la suite M vérifie la condition suivante

S

(H3/) il existe une constante C positive telleque M, <C nsl , pourtout neN.

Clairement, (H3) implique (H3/).

LemMmE 8. Soit F = (Fy, ..., Fy) une application formelle, sans terme con-
stant, de (C[[X]](N))*® et dont le jacobien ® est nul. Alors il existe deux applications
formelles G et H, de C* dans C*, appartenant a (C[[X]](N))*, dont les jacobiens
sont non nuls et telles que G o F o H ne dépende que des s — 1 premieres variables.

PreUVE. C’est une simple adaptation de la preuve donnée dans [5] au cas
des séries formelles a croissance contrélée. Il suffit, pour cela, d’utiliser le fait
que la racine d-ieme d’une série formelle a croissance controlée par la suite N

est encore une série formelle a croissance contrélée par la suite N [9]. O
On déduit des Lemmes 7 et 8 le résultat suivant.

ProposITION 9. Soit F = (Fy, ..., Fy) une application formelle, sans terme
constant, de C* dans C*, appartenant a (C[[X]](N))*, et dont le jacobien ® est
nul. Soient Cy et C' deux constantes strictement positives et d un entier supérieur
ou égal a 1. 1l existe une série formelle A qui vérifie

[Aller @ = o0 et Ao Fllicym < 00.

PREUVE.
PREMIER cAs. On suppose que 1’application F' ne vérifie pas la propriété (P).
On a alors I’existence d’un polynome P de degré p tel que P(Fy,---, Fy) =0.

Quitte a le diviser par le maximum des modules de ses coefficients, on peut
supposer max{|a|, a coefficient de P} = 1. En posant alors

> il
9.1) AXr- Xy = Y a(P(Xi... . X0)) P XY
i=max(2,p)
i
on remarque que A est bien défini car, pour chaque i, (P(Xy, ..., XS))FX’I! est

de degré 2(i!) et d’ordre > i!. Ainsi, les termes d’indice i > 2 ne se mélangent
pas car 2(i!) < (i +1)!. Avec un bon choix de a1, on aura ”'A”C’,M(d) =00
et, par construction, 4o F =0, ce qui donne le résultat voulu.

SECOND cas. Dans ce cas, on suppose que ’application F vérifie la pro-
priété (P). On utilise alors le fait que toute application formelle telle que
F(0) = 0 et dont le jacobien est identiquement nul ne dépend, a changement
de variables pres, que des s — 1 premieres variables. Le Lemme 8 donne deux
applications formelles G et H, satisfaisant les mémes conditions de croissance
que F, telles que I'application T = G o F o H ne dépende que des s — 1
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premieres variables. Alors, en utilisant le Lemme 7, on pose, pour r > 0 assez
petit,

o
1 "
(92) .A(X) = P,'}(Xl,... ,XS)XII'.
; 1P(Ty, ... T
On remarque que A est bien défini car, pour chaque i, Pi(T1,...,T5) #0
et Pi(Xq,... ,XS)X’f est de degré 2(i!) et d’ordre > i!. Ainsi, les termes

d’indice i > 2 ne se mélangent pas car 2(i!) < (i + 1)!. En outre, pour
chaque indice i, le polyndme P;; a un coefficient égal a 1. De plus, d’apres
le Lemme 7, pour tout entier k, i! < k < 2i!, et, pour tout ¢ > 0, on a
My oo (1/ | Mot Po(T1, . .., TOIM) V% = 00, Ainsi, on a

M@
i.' _— OO

(%) pour tout d > 0 et pour tout r > 0, |[|A]l

Mais, on remarque, quitte a changer r, que ’on a la majoration

o
(M) (M) (M)i!
AT <> IP(Fy, o FOIE AT
S NPA(Tr . TN
o0 .
<> < oo
i=0

Le lemme est donc vrai pour I’application 7. Supposons qu’il ne soit pas vérifié
pour I’application F. On suppose donc que toutes les séries formelles A, telles
que [ Ao Fllc,m < 00, satisfont I’inégalité

(9.3) 1Al @ < Il A0 Flicy.m

pour C’ et d bien choisis. D’apres le Paragraphe 6, cela revient a supposer que
toutes les séries formelles A, vérifiant | Ao F ||§M) < 00, satisfont 1’inégalité

~ d ~
9.4) IANY D < Ao FID

pour r’ et d bien choisis. Quitte & changer r, comme les coefficients des séries
de I’application H sont controlées par la suite N, donc aussi par la suite M,
on peut supposer

(9.5) IAoFoH|M < 0.
On a donc, en notant k;, la constante associée, dans le Théoreme 5, a I’appli-

cation H, puisque celle-ci est de jacobien non nul, I’existence d’une constante
ry telle que

~ (kp,) ~
(9.6) Ao FI™™ < Ao Fo HIM™ < oo,
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Soit A la série construite ci-dessus. On pose A = Ao G. L'inégalité (9.6)
devient

(kp)
9.7) 40 Go FIM™ < A0GoFoH|M™ < oo.

N M@ (M) e e ,
Or, par hypothese, on a [|[Ao G|l <[ AoGo F|;" . Quitte a diminuer r’,
on a donc aussi
(kpd) (kp)
M M
S <l AcGo RN

7

(9.8) Ao Gl

Comme le jacobien de I’application G est non nul, d’apres le Théoreme 5, il
existe un entier k, et une constante r, tels que

9.9) 1A

M(khd))
2 ! )

<[l A0 G|
On obtient donc, en regroupant les inégalités (9.7), (9.8) et (9.9), I'inégalité

9.10) A2

X §||AoGoFoH||;M)<oo.

Ceci contredit la propriété (x). On a donc le résultat annoncé. O

On a donc, en regroupant le Théoreme 5 et la Proposition 9, le théoréme
suivant.

THEOREME 10. Soient M et N deux suites, M vérifiant (H;) et N vérifiant
(Hy) et (Hy). On suppose qu’il existe une constante D > 1 telle que, pour tout
entier n, on ait N, < D"M,. On suppose aussi que M et N vérifient [’une ou
I’autre des conditions (a) ou (b). Soit F = (Fy, ..., Fy) une application formelle
de C[[X]](N)® de jacobien ®. Soit Cy une constante strictement positive. Alors les
deux propriétés suivantes sont équivalentes

(i) ® est non nul dans C[[X]],

il existe C', C' > 0 et d entier d > 1 tels que

@) pour tout A € CI[XT], on ait | Aller ya) < A0 Fllcou -

REMARQUES 11. a) II est intéressant de noter que, dans le cas ou I’applica-
tion formelle F ne vérifie pas la propriété P, la série formelle (9.1) construite
dans la preuve du Lemme 9 peut appartenir a n’importe quelle classe avec un
bon choix des coefficients ay;;. On peut alors se demander, dans le cas ou I’ap-
plication formelle F' vérifie la propriété P, a quelle classe appartient la série
formelle (9.2)?

b) On dispose d’exemples pour lesquels 1 —v+1 est le meilleur exposant d
possible dans I'inégalité (ii) du Théoreme 10. Il suffit de considérer I’application
F(X) = (X’l‘, X5, ..., Xy), ou k est un entier non nul. Un calcul élémentaire
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donne u — v+ 1 =k. La série A(X) = Zfil Mij{ est alors telle que |.A o
Fliem = I All ek pr0 -

¢) On peut noter aussi que 1’assertion (i) du Théoreme 10 est équivalente a
(A) il existe D>0 tel que, pour tout A de C[[X]], ord(AoF)<D ord(A).

Le fait que (i) implique (A) est une étape dans la preuve du théoréme sur les
fonctions composées de Glaeser [7], [13]. La réciproque est démontrée dans
([5], Lemme 4.2). On peut s’en convaincre facilement au vu de I'inégalité (7.1)
ci-dessus. Etant donné F , on note alors Dy la meilleure constante D de
I'inégalité (A). On a D < u — v+ 1 [4]. Dans [4], J. Chaumat et A.-M.
Chollet posent la question suivante : peut-on trouver une application F telle
que Dy soit strictement inférieure 8 u — v + 1?7 Dans [10], en réponse a cette
question, on donne une famille d’exemples ot I’'on a Dy < u—v+ 1. On peut
prendre F(X,Y) = (X>+Y* X?). On a alors Dy = % et u—v+1=4. 1 est
facile de voir que, selon la donnée F, le meilleur entier d de I'inégalité (ii)
de 10 vérifie Dp <d <pu—v+1. At-on d = Dg?

d) Soit Z I'idéal des relations entre les F;, avec 1 <i <, défini par
Z ={R € C[[X]] tel que Ro F = 0}.

Si Z n’est pas réduit a {0}, la propriété (A) n’est pas vérifiée et le jacobien de
I’application F est donc nul.
On considere alors I'inégalité de Chevalley linéaire suivante [2], [6]

il existe a et b tels que, pour tout A de C[[X]],
(A) ord(Ao F) > ak +b = il existe R € C[[X]]
tel que AoF =RoF et ord(R)>k.

On peut poser la question suivante : a-t-on I’équivalence entre (A’) et I’assertion

Ao F € C[[X]](M) implique

(iii) il existe d entier, d > 1, et R dans C[[X]](MD)
tel que Ao F =RoF ?

Clairement, si Z est réduit a {0}, la propriété (A’) n’est autre que (A), 1’asser-
tion (iii) s’identifie a (ii) et le théoreme établi dans le Paragraphe 10 répond
a la question.
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