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THEOREMES DE FACTORISATION

INTRODUCTION

La premiére source d'inspiration de ce travail se trouve dans un ar-
ticle de E.M. Nikishin [19] qui démontre le résultat suivant : soient E un es-
pace de Banach, (Q, #) un espace de probabilité et u un opérateur linéaire
continu de E dans l'espace LO(Q,(I) des fonctions réelles {4 -mesurables, muni
de la topologie de la convergence en probabilité, Il n'y a pas de raison a
priori pour que les éléments de u(E) admettent un moment d'ordre p, pour un
p >0, c'est-a-dire appartiennent a Lp(Q,éA). Cependant, pour tout € >0 et
tout p < 1, il est possible de trouver une partie mesurable Qc de Q, telle

que fJ(Q - Oe) < €, et une constante M telles que :

Vxer, [ |ux)|? dau <m ||
Qg
De cet énoncé donné par Nikishin il est facile de passer a un énon-
cé équivalent : tout opérateur linéaire continu d'un espace de Banach E dans
un espace LO(Q,A;) admet la factorisation : (pour tout p < 1) :
u1 Tg
E—» P(a,p) — L%, ),

ol uy est un opérateur linéaire continu de E dans Lp(n,ml), et ou Tg désigne

l'opérateur de multiplication par une fonction mesurable g.

Par ailleurs, Grothendieck a démontré dans [5] un théoréme de méme
nature : tout opérateur linéaire continu d'un espace Lm(X,V) dans un espace
LI(Q,H ) admet la factorisations:

u T

© 1 2 9 1
L (Xy39) —— & L(ypy) ——> L(Qu),

2 |
ou uy est un opérateur linéaire continu de Lm(x,v) dans L (Q, M), et ou Tg

. 2
désigne l'opérateur de multiplication par une fonction g de L (Q,M ).

Les deux articles que nous venons de citer fixent le théme de notre
travail, qui est donc consacré aux théorémes de factorisation pour les opéra-

sz s : N P
teurs linéaires continus a valeurs dans un espace L (Q,f&).

Notre étude empruntera beaucoup & un article récent de

H.P. Rosenthal, "On subspaces of LPn [25], dont nous généraliserons plusieurs
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résultats. En particulier, en utilisant un lemme trés intéressant de cet ar=-
ticle, nous donnerons une nouvelle démonstration du théoréme de Grothendieck

cité plus haut.

Dans la théorie des applications sommantes |27], ce théoréme de
Grothendieck implique que tout opérateur 2-sommant d'un espace L1(X,V) dans
un espace quasi-normé F est l1-sommant. Un certain nombre de théorémes analo-
gues ont été démontrés par S. Kwapien |9] et P. Saphar [26], sans faire in-
tervenir de théorémes de factorisation : tout opérateur linéaire g-sommant
d'un espace Lr(X,V) dans un espace quasi-normé F est p-sommant si
0LKp<g<r'<2ousiO0O<«<p<qg<2<Kr'<x» Nous verrons que les théore-
mes de cette nature impliquent des théorémes de factorisation : tout opéra-
teur linéaire continu d'un espace Lr'(X,v) dans un espace Lp(Q,fA) admet la
factorisations

T

g
X, V) — LY, u) — Pa,u),

ou p, q, r sont comme précédemment, et ou g est une fonction de LS(Q,ﬂA),
1
s

1 1
===+
P a

Notre travail est divisé en onze parties, que nous allons passer

en revue 3

Le chapitre I concerne le probléme de factorisation proprement dit.

Nous envisagerons la question de la fagon suivante : soient (Q,M ) un espace

mesuré, et (fi) une famille de fonctions de Lp(ﬂ,# ), 0 <p < w, Soient
iel 1 1 1
d'autre part q > p et r donné par ; = E + i Nous voudrions trouver une

fonction g € Lr(Q,p ) telle que 1l'on ait pour tout i € I :

£, q
/l-g—l au < 1.

La condition nécessaire et suffisante est donnée au théoréme 2,

Elle s'inspire de la condition donnée dans le théoréme 1 de [25].

A partir de 14 il est facile de donner la condition nécessaire et
suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu d'un espace quasi-normé E
dans un espace LP(Q,M ) admette la factorisation :

T

g
E —» L%, p) ——» 1P(q, p)



THEOREMES DE FACTORISATION‘

ou plus généralement si G est un espace quasi-normé, la condition nécessaire
et suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu de E dans Lp(Q,64,G) ad=
mette la factorisation :

T

g
E—>1%a, 4,6) ——— > LP(Q, 4,6) (Théoréme 8).

Nous étudierons ensuite dans ce premier chapitre le probléme
"transposé" : si (fi) est une famille d'éléments de Lq(Q,44),O < q < +o,
i€ I r
nous voulons trouver une fonction g € L (Q,p ),

i

- i + telle que l'on
p q
ait pour tout i € I :

p
[ 1o £, du > 1.

Cette condition est donnée dans le théoréme 10. On en déduit des
théorémes de factorisation pour des opérateurs linéaires continus définis sur
un sous-espace Sq d'un espace Lq(O,y ), et & valeurs dans un espace quasi-

normé E (Corollaire 11).

L'objet du chapitre II est identique a celui du chapitre I, mais on
travaille maintenant sur des opérateurs a valeurs dans un espace LO(Q,& ),
et les techniques seront un peu différentes (inspirées du théoréme 4 de
L19]). De plus, on traite un probléme un peu plus général que dans le cha=-
pitre I : on recherche la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opé-
rateur linéaire continu d'un espace quasi-normé E & valeurs dans un espace
LO(Q,§A) admette la factorisation :

T

? ° °
E— L (Qyl) ———— L (Qyu),

ol & est une fonction de Young telle que l'espace d'Orlicz LQ(Q,@A) soit

quasi-normable (théoréme 17).

Dans les chapitres III (pour p > 0) et IV (pour p = 0), on fera le
lien entre les théorémes de factorisation pour les opérateurs a valeurs dans
un espace LP(Q,M ) et la théorie des applications radonifiantes. Comme dans
L27] et L28] on verra apparaitre l'hypothése d'approximation dans le cas
p < 1. Les résultats principaux sont le théoréme 23 (pour p > 0) et le co=-
rollaire 34 (pour p = 0) : si E est un espace de Banach, tel que E' vérifie
1'hypothése d'approximation métrique, les conditions suivantes sont équiva=-

lentes, lorsque q est un nombre réel >p :
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a) Tout opérateur linéaire continu de E' dans un espace Lp(Q,aA) admet
la factorisation :
T
q 9 p
E' —L(Q,u) —L7(Q, 1)

(on suppose que A est une probabilité si p = 0)
b) Pour tout espace quasi-normé F, on a :

I (e,F) = I (E,F).

q P

Dans le chapitre V, on introduit la notion d'opérateur (p,G)-som-
mant (G étant un espace quasi-normé). Cette notion généralise celle d'opéra-
teur p-sommant, et permet de formuler l'analogue du théoréme 23 dans le cas

d'opérateurs a valeurs dans Lp(ﬂ,ﬂ ,G) (Théoréme 39).
A partir des théorémes connus de la forme :
Vr, n(E,F) = Hp(E,F) (ct [9], [26] ou [3])

on déduit par le théoréme 23 un certain nombre de théorémes de factorisation
pour les opérateurs linéaires continus de E' dans un espace Lp(n,/d), lors=-
que E est un espace Lr(x,v), pour r convenable (L9] et [26]) ou un espace de
Banach quelconque LJ]. En fait dans le chapitre VI, nous retrouvons c2s ré=-
sultats par une méthode plus directe, en introduisant la notion d'espace de
type q, 0 < q < 2, Cette méthode aura l'avantage secondaire de ne pas uti-
liser l'hypothése d'approximation. Lorsqu'un espace quasi-normé E est de
type q, tout opérateur linéaire continu de E dans un espace Lp(n,éA),

0 <p <€ q, se factorise par Lq(Q,y ) (Proposition 43). Nous donnerons quelques
exemples d'espaces de type q, (essentiellement des espaces Lr(X,v) ou
Lr(X,V,G), pour r et G convenables), et nous résumerons l'essentiel des ré-

sultats dans le théoréme 50,

Pour finir le chapitre VI, nous appliquerons les théorémes géné-

raux de factorisation au cas d'opérateurs linéaires invariants par translation
r
de L (K,x) dans LO(K,X), ou K est un groupe compact, et y sa mesure
de Haar., On verra dans ce cas que si un opérateur invariant par translation
de Lr(K,x) dans LO(K,X) se factorise :
T
r q 9 o
LY (K, x) —»LUK, ) ———> (L°(K,x),
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c'est qu'il opérait déja de Lr(K,x) dans Lq(K,X) (Proposition 66, théoréme
68).

Le chapitre VII étudie une classe d'espaces quasi-normés que nous
appelons espace de cotype 2, dont l'exemple fondamental est fourni par les
espaces Lp(Q,GA), pour 0 < p < 2. Lorsque E est de cotype 2, tout opérateur
linéaire et continu d'un sous-espace Sq d'un espace Lq(n,ﬁﬂ)(z < q < «) dans
E admet la factorisation :

T

g
L q, u) — 1%(q, 4)

Sq _ 5, —E

N . : s . 2
ol Tg est un opérateur de multiplication de Lq(Q,AJ) dans L (Q,M ), S,
p 2 . L . .
l'adhérence de T (S ) dans L (Q,ék) et j 1l'opérateur induit par T sur S .
g q 9 9 q
On en déduit en particulier que tout opérateur linéaire continu d'un sous-
espace S d'un esgpace Lq(Q,td), 2 € q < », dans E admet un prolongement con-
tinu a L (Q,y ) tout entier (Théoréme 76). On retrouve ainsi un résultat de

Kadec et Pelczynski [7] : si un sous-espace E de Lq(Q,AI), 2 € q < », est
hilbertisable, il est complémenté dans Lq(ﬂ,y )e (Corollaire 79).

Dans le chapitre VIII apparait l'analyse la plus fine, fondée sur
le lemme 6 de L 25], qui devient pour nous (dans une version convenablement
généralisée) le théoréme 8L. Ce résultat permet d'étudier, lorsque E est un

espace de Banach, l'ensemble IE des réels p >0 tels que l'on ait :

Y F, np(E,F) = 1_(E,F).

On démontrera par exemple que 1 ¢ IE si et seulement si pour tout
€ >0 et pour tout entier n, E contient un sous-espace (1+€)=isomorphe a

z: (Théoréme 92).

A partir de ces résultats, on pourra démontrer le théoréme de
Grothendieck cité précédemment., En fait, nous trouverons une certaine amé-

lioration, que nous pouvons exprimer sous la forme :

L(ut,1?) = Ho(Ll,Lz) (Théoréme 94 ).
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On en déduit ensuite un nouveau résultat, qui améliore un théoréme
de Kwapien et Pelczynski Lll] : si zxn est une série iﬂconditionellement

convergente dans Lp(n,y ), 0 <p <1, la série I converge presque

—_—T
n>2 Log n

partout (Théoréme 95).

Dans le chapitre IX, nous étudierons les plongements forts d'un
espace de Banach E dans un espace Lp(Q,M ), c'est=a-dire les plongements u
de E dans Lp(0,~ ) tels que sur u(E) les topologies de Lp(Q,&l) et de
LO(Q,y ) coincident. Nous montrerons essentiellement le résultat suivant :
si E est un espace de Banach plongeable dans un espace LO(Q,M ), vérifiant
1'hypothése d'approximation métrique, et si p est un nombre réel tel que

0 <p <2, les conditions suivantes sont équivalentes : (Théoréme 98)
a) E est de type p
b) E peut se plonger fortement dans Lp(n,p )
c) p € LI

Le chapitre X constitue un essai de généralisation des chapitres
I et IIT au cas des espaces d'Orlicz LQ(Q,él). Nous commencerons par déter=
miner les opérateurs de multiplication de L*(Q,&l) dans LQ(Q,nJ) (Proposi=
tion 107 ). Ensuite nous donnerons au théoréme 109 l'analogue du théoréme 8,
(analogie partielle car nous ignorons si les conditions données sont néces-
saires dans ce cas), puis l'analogue du théoréme 23 sera prouvé dans le

théoréme 113,

Pour finir le chapitre XI indique quelques questions et problémes.

Dépendance logique des chapitres

I VIII
111

N ﬁ\‘\\\-\\\§\\\h \\\i
VII. 1%
1 ‘/////’,////////7‘ |

\ - VI X
v

\
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(Dans ce diagramme, nous considérons qu'un chapitre est indépendant d'un

chapitre précédent s'il suffit de se reporter a une ou deux définitions du
précédent pour le lire. Par exemple, la définition des espaces de cotype 2
étudiés dans le chapitre VII se trouve dans le chapitre VI, mais c'est la

seule chose utilisée de ce chapitre).



CONVENTIONS GENERALES

0. Conventions générales

Nous appellerons espace guasi-normable un espace vectoriel topolo-
gique séparé possédant un voisinage de zéro borné. Nous appellerons espace
guasi-normé la donnée d'un espace quasi-normable E et d'un voisinage de zéro

équilibré et borné V. La quasi-norme sur E sera alors la jauge de V.

Si p est un nombre réel tel que O < p < 1, on appelle p=norme sur

un espace vectoriel E une fonction x - [|x]| & valeurs dansIR# telle que :

IIx[| = 0 ==> x =0 I =l = Ia] x|

e

Vx yee e P < P+ QI[P

On sait LZB] que si un evt E est quasi=normable, il existe

p € ]0,1] tel que la topologie de E puisse &tre définie par une p=-norme.

Tout au long de ce travail, nous utiliserons les espaces classiques

Lp(ﬂ,p), mais également les espaces d'Orlicz LQ(Q,M).

Nous nous permettrons constamment 1l'abus de langage qui consiste a
appeler "fonctions'" les éléments de LP(Q,p) ou de LQ(O,p), qui sont en réa-

1ité des classes de fonctions.

Rappelons un peu de terminologie au sujet des espaces LQ(Q,u). Nous
appellerons fonction de Young & une application de Kﬁ_dans lui=-méme, non
identiquement nulle, croissante et sci (c'est-a-dire croissante et continue

a gauche), continue a l'origine, et telle que §(0) = O.
Soient (Q,p) un espace mesuré et & une fonction de Young. On dési=-

gne par Li(Q,u) l'espace des (classes de) fonctions mesurables f sur (Q,p)

telles que l'on ait pour un a > O (dépendant de f) :
flw
/ Q(I-érll) dp(w) < + o,

On définit une topologie d'evts sur LQ(Q,u), dont un systéme fonda-

mental de voisinages de zéro est donné par les :
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Ve ¢ = i£] J Q(lél) dp < €}, pour tous €,C > 0.
9

Si § est une fonction de Young, posons pour u € ]R+:

Bi(u) sup 20x) .

x =1 6(—)

I1 est clair que B@ est une fonction croissante. Posons

B§(0+) = lim Bﬁ(u). On sait [24] que si (Q,p) est un espace de probabilité
u = 0

sans atome, L (O w) est qua51-normable si et seulement si B (0+) = 0. Dans
ce cas nous considérerons L (Q, ) comme un espace qua51-norme par la jauge

de V c'est-a-dire :

1,1?

HfuQ = inf {a| [ @(iél) dp <1 §.

Lorsque Q est une fonction convexe, B (0+) = 0, et Hf“ est une

norme qui fait de L (Q,n) un espace de Banach, Notons encore que si

3(t) = tP, 0 <p <+ o L (Q, ) coincide avec LP (Qyp), et Hf”§ =

Si ¢ est une fonction de Young, nous dirons que & vérifie la con-

dition A2 s'il existe un nombre réel k tel que :
Vx> 1, 3(2x) <k #(x).

On en déduit immédiatement que pour tout M > 1, il existe N tel

que ¢

Vx >1, 8(Mx) < N #(x).

Rappelons la notion de distance de deux espaces quasi-normés E et
F : on pose d(E,F) = + © si E et F ne sont pas isomorphes, et dans le cas

contraire :
alE,F) = inf { ||u]| Hu-ln | u isomorphisme de E sur F }
Nous appellerons plongement de E dans F un opérateur linéaire u tel

que u soit un isomorphisme de E sur u(E).

*
* %

10
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I. Théorémes de factorisation pour p > O

Dans ce premier chapitre, nous examinerons le probléme suivant :
soient E un espace quasi-normé, (Q},p) un espace mesuré quelconque (*), u un
opérateur linéaire continu de E dans Lp(ﬂ,p), 0<p<+ @ et q un nombre
réel tel que p < q < + ®», Nous voulons trouver une condition nécessaire et
suffisante pour que l'opérateur u admette la factorisation :

u T

! a o p
E — 1%q,p) —— P,

u, étant un opérateur linéaire continu et Tg l'opérateur de multiplication
1

par une fonction g € Lr(n,p), % =T+ % . Cela signifie exactement qu'il

existe une constante C telle que :

a 1/q
Vx¢€E, ([ Ii%x—)-l ap) < c x|

En fait, il est tout aussi simple de résoudre un probléme un peu
plus général., Soit I un ensemble d'indices quelconque , et soit (fi) une
i€ I
famille d'éléments de Lp(n,u). Nous rechercherons une condition nécessaire et

suffisante pour qu'il existe une fonction g € Lr(n,p) telle que :
. fi q
Vier f{—a—[ dp < 1.
Nous aurons besoin d'un lemme :

Lemme 1 : Soient (Q,p) un espace mesuré, p et q deux nombres réels,
1<p<+ oet 0<qg<4+ o et désignons par Kp l'ensemble convexe des fonc-
tions f mesurables >0 telles que [ P dp < 1. L'application f = [ £ ap

[
est convexe s.c.i. sur Kp muni de la topologie c(Lp,Lp ).

Démonstration : La convexité résulte immédiatement de la convexité de t 3
sur [O, + m[. Puisque l'application est convexe, il revient au méme qu'elle

. '
soit sci pour la topologie de la norme ou pour la topologie g(Lp,Lp )e

(*) Nous devrions écrire (Q,% ,p) ¥ étant une tribu sur Q. Comme nous n'au-
rons a considérer qu'une seule tribu sur Q, nous ne la mentionnerons pas
pour alléger 1l'écriture, Sauf mention du contraire, p n'est pas supposée

finie, ni méme g-finie.

11
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Raisonnons donc pour la topologie de la norme. Soit f € Kp’ et soit

(fn) une suite tendant vers f telle que :

1.4 1.9
lim inf [ (=) dp = lim [ (=) dp.
a f
g=>f n n

I1 existe une sous-suite fn qui converge presque partout vers f.

D'aprés le lemme de Fatou : *

1,4 1,1 1,9
/ (;) dp < lim inf [ (?——) dp = lim inf [ (=) dp,
i ni g =f g

ce qui démontre le lemme.

Le théoréme fondamental qui suit généralise un théoréme de

H.P. Rosenthal ([25], Théoréme 1).

Théoréme 2 : Soient (Q,u) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, (fi)

une famille d'éléments de Lp(n,p), O0<p<+ o et q, r deux réels tels &ﬁg

P<q<+ o % = % + % . Les conditions suivantes sont équivalentes :

( a p/q 1/p a 1/q

I
a) Viep e ™ (S (z oy £1)  ap < eyl

r
b) I1 existe une fonction mesurable g telle que f |g| dp < 1, et que
£ a 1/q
Vier ([ <] e <1
. [0}

(Avec la convention o= o).

La démonstration utilisera le lemme suivant, classique en analyse

convexe, et que nous admettrons

Lemme 3 : Soient K un convexe compact d'un elcs,?@tulensemble convexe de

fonctions réelles sur K, s.c.s et ne prenant pas la valeur + ®, On suppose

que ¢
a) Chaque fonction f € 7& est concave sur K.
b) Veefy, Ixek, £(x >o.

Il existe alors un point x, €_K tel que f(xo) > 0 pour toute f E'%L

12
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Démontrons maintenant a) => b) dans le théoréme 2., Le cas p = q
est trivial, il suffit de prendre pour g la fonction constante égale a 1.
Supposons p < q, et ¢ = + ® Si J est un sous-ensemble fini de I, et (ai)
la suite définie par :
f 1 si 1i€J

o, =
1
10 si i4¢J

la condition a) s'écrit :

P
[ Csup [£.]) dp<1.
i€eJd
La famille des sup [fil constitue quand J varie un ensemble fil-
iedJd
trant croissant dans Lp(Q,p) « Il est classique qu'un ensemble filtrant
croissant de fonctions de Lp(Q,u), p < + », admet une borne supérieure si et

seulement si il est borné en norme. Posons :

g= sup |f .
iel
On a f lgip dp < 1, et [fil < g pour chaque i, ce qui achéve la

démonstration dans ce cas.

Supposons maintenant 0 < p < q < + ®», et posons s = D’ d'ou
1 <s <+ et s' = r/p. Désignons par K 1l'ensemble des fonctions h mesura-
|
bles 2> 0 sur K telles que f hs dp < 1. L'ensemble K est convexe et compact

(1)

1
pour la topologie c'(Ls N LS). Pour chaque ¢ € R désignons par pq la me=-

sure (3% ,ai fi]q).u, et considérons la fonction Fa sur K définie par :

- a_ rp°s
F(h) =% [o] [n77 au .

I1 est clair que l'ensemble des Fa est un cbne convexe de fonctions
sur K., D'autre part, d'aprés le lemme 1, chaque fonction Fu est concave scs.
De plus posons :

1/ss! p/a  =1/s!
= . . T, = . .
h,=¢C (z lal 1| ) avec C = (f (3 lal fll ) ap)

13



THEOREMES DE FACTORISATION

1
On vérifie que [ h: dp = 1, c'est-a-dire ha € K, et :

1/s
q s q
z |ai[ -c 7 [ (= lori fil ) dp

F (n)

o o
a a p/a a/p

by Iai| - (] (z |ai fil ) dp) >0 d'aprés a).

D'aprés le lemme 3, il existe ho € K telle que :
2,1
Yier /

dp < 1, d'ou le résultat avec g =

o:ﬁlwﬁ
(o}

Pour finir,montrons b)=>a), qui résulte aisément de 1l'inégalité
de HSlder :
1/q

1 1
a p/a /p o 1, q P /p
() (2 loy £;]) ap) = ([ [(= |——;—-1 ) g ] dp
1 1
o, %, a /a a /aq
<z == a <@ o) .
Remarque 4 : Supposons que la famille (fi) du théoréme 2 vérifie 1l'hy-
pothése : ier
a a p/aq
= Iail <+ o=> [ (2 Iai fil ) dp < + o .

On a alors une application linéaire 3
(@) » (@, £;) de £%1) dans L1P(q,p, 4}(1)),

qui est continue de 4%(1) dans (Lp(n,p))I, donc aussi de £2%(I) dans
Lp(Q,p, 29(1)) par le théoréme du graphe fermé., Il existe donc une constante
C telle que :
p/a 1/p 1/q
. (1) q q
v (@) e R, ([ (2 lory fi, ) ap) <c (2 fogl) .

Soient (Q,p) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, (fi)
i€1
une famille d'éléments de Lp(Q,P), 0 <p<+ » et q un réel tel que
p <q<+ ® On désignera par Cp q( (fi) ) la plus petite constante C
! i€l
(éventuellement + o) telle que 1l'on ait :

14



LE CAS p>O

0 p/q 1/p q1/q
I
Y () € R, ([ (% lo; £ ) ap) <c (2 logl) .
Notons que C ( (£,) ) ne dépend que de |f.|, et plus préci-
Pyq 1. i
ierl
sément 3
c ((£))=c (], D).
p,q 1 Pyq 1
Soit maintenant G un espace vectoriel quagj-normé, et supposons qué
(fi) soit une famille d'éléments de Lp(ﬂ,p,G). Nous poserons
i€l
((£))=c C Ol AP D
C i i
D, q pPsq

On obtient immédiatement :

Corollaire 5 : Soient (Q,p) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, G un

espace vectoriel quasi-normé, (fi) une famille d'éléments de Lp(Q,p,G),
i€l 1 1 1
0 <p<+ » et q, r deux nombres réels tels que p < q < + &, ; = E + T

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) c ((f,) ) <c
Pyq 1

9

b) Il existe une fonction mesurable réelle, telle que f Iglr dp <1 et que :
¢ £ a 1/q
i I d Cc .
ie (Jlgllgew <

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :
a p/q

a,) 2ol <+ = ] (2 oy fiHG) dp < +

b1) I1 existe une fonction mesurable réelle g, telle que f Iglr dp < + o, et

que
f. q
Vier [ aw<t.
G

Définition 6 : Soient (Q,p) un espace mesuré, E et G deux espaces quasi-
normés, p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q < + ®, et u un opéra-

teur linéaire continu de E dans LP(Q,M,G). Prenons pour ensemble d'indices I

15



THEOREMES DE FACTORISATION

la quasi-boule unité B de E, et posons pour x € I = B :
fx = u(x) € Lp(Qy p’aG)o

Nous dirons que l'opérateur u est g-cylindriquement de type p si

c ( (£) ) est fini, et nous poserons :
2 q xxEI

C (u)=C
q p

( (£) ) .
P, a x

? x €1

Nous allons traduire la définition ci-dessus d'une fagon trés 1lé-
gérement différente ; nous allons montrer que Cp q(u) est la plus petite
9

constante C telle que la propriété suivante soit réalisée :
Pour toute suite finie (xl,...,xn) d'éléments de E, on a @
p/aq 1/p 1/q

q q
C ] (2 Jutx)|]) dp) <c (2 |x|) .

Montrons 1l'équivalence des deux définitions. Soit (xi,...,xn) une

suite finie d'éléments. Posons y; = xi/uxin, et pour x € B =1 :
a 1/q
a. = ( ? ”xi” ) .
i
y. = x
i a 1/q a 1/q
Alors : ( ¥ le | ) =(z Hx.u ) , et
x € B i N
q Va a 1/q
(= lo, £ ] ) = Cz D),
x €B i

ce qui prouve l'équivalence voulue.

Nous allons rassembler quelques évidences dans une proposition :

Proposition 7 : Soient E et G deux espaces quasi-normés, (Q, p) un espace
mesuré, p et q deux nombres réels tels que 0 < p € q <+ ®», et u un opérateur

linéaire continu de E dans LP(Q,u,G).

a) Si F est un espace quasi-normé et v un opérateur linéaire continu de F dans

E, on a

g (u, v) <|vi| g (u)

16



LE CAS p>0

el

i

b) Si u admet la factorisation : E > E/N Lp(Q,u,G), on a

c. (W) =c_ (w
p,q pyq
Démonstration : Le a) est trivial, et en conséquence, il suffit de prouver

C (w) < Cp q(u) dans b). Soient € > 0, et (% ,...,;n) une suite d'éléments
9

dz’g/N. Choisissons pour chaque i un vecteur xi € E tel que ;i = ﬁ(xi),
et ”xiH < (1 + ¢) H;i” . On aura alors :
q P/1 1/p p/aq 1/p 1/q
(JERGHID aw = (JE pG)ID e <c W x|
1/q

R |
< (1 +¢€)cC (u) (2], || )
= pP,q H 1” ?
d'ou le résultat puisque € est arbitraire.

On peut se poser la question suivante, dans l'optique de la propo-
sition 7 a) : soient (X,V) un espace mesuré, w un opérateur linéaire continu
de Lp(Q,u) dans Lp(X,V), q un nombre réel = p, et u un opérateur g-cylindri=-
quement de type p de E dans Lp(ﬂ,u). L'opérateur w o u est-il g-cylindrique-
ment de type p ? Cela n'est pas vrai en général, et ce probléme sera examiné

au chapitre VI,

Soient a nouveau E et G deux espaces quasi-normés, et u un opéra-
teur linéaire continu de E dans Lp(n,p,G). Nous dirons (de fagon abusive mais

rapide) que u se factorise par Lq(n,p,G) s'il existe un opérateur linéaire
1

continu v de E dans L%(Q,u,6), et une fonction g € L¥(q,n), . % +z

, tels
1Y

que u = Tg o Vy, c'est-a-dire encore

V x € E, u(x) = g v(x).

Nous obtenons finalement la condition nécessaire et suffisante de

factorisation annoncée au début du chapitre.

Théoréme 8 3 Soient (Q, ) un espace mesuré, E et G deux espaces quasi-normés,

pP,q,r trois nombres réels tels que : 0 < p € q < + o, % = S + l, et u un opé-

q
P

rateur linéaire continu de E dans L (Q,p,G). Les conditions suivantes sont

équivalentes :

17



THEOREMES DE FACTORISATION

a) c (u) <c
pP,q =

b) Il existe une fonction mesurable réelle g telle que f Iglr dp <1, et un

opérateur linéaire continu v de E dans Lq(n,p,G) tels que :

=}

]

=
°

oo Ivl<e

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

al) Pour toute suite (xn) d'éléments de E :

p/a
z Hanq <+ o = [(Z Hu(xn)H ) dp < + ®

bl) L'opérateur u se factorise par Lq(Q,p,G).

Démonstration : Démontrons a) <> b). D'aprés le corollaire 5, 1'inégalité
C ’q(u) < C est équivalente a l'existence d'une fonction mesurable réelle g,
telle que f |g]r dp < 1, et :
q 1/q
Vxer (R an <c x|

I1 suffit alors de définir un opérateur v de E dans Lq(QaMaG) par :

vix) = uir) , et a)<=> b) est démontré.

On démontre de méme a1)4=> bl) en se ramenant au corollaire 5.

Nous allons donner un exemple ou l'application du théoréme 8 est
particuliérement simple. Le résultat suivant précise un théoréme de Nikishin

([19], théoréme % ).

Proposition 9 : Soient (X,V) et (Q,p) deux espaces mesurés, u un opérateur
linéaire continu positif de L4(x,v) dans LP(Q,p), 0 <p < q<+ » et q >1.
L'opérateur u se factorise par Lq(Q,p), et on a plus précisément :

Cpral® = Il

Démonstration : Il suffit de voir que Cp q(u) < “u”. Soit (xi,...,xn) une
9

suite finie d'éléments de Lq(x,v). On a dans l'espace réticulé Lp(n,u) :

18



LB CAS p >0

a 1/q qQ!'
(2 IU(xi)l ) =sup { T o u(xi)l by Iail <1}

, a 1/q
u ((Z ,xil ) )

<u (sup {Z o, x; | = 'ail < 1))

(L'inégalité ci-dessus résulte de la positivité de u). On a donc :

p/4q 1/p a 1/q a 1/q
(f (2 a1 e <l e I ) = Jlulle (=l
L(x,v)

d'oli le résultat.

Remarque : La restriction q > 1 est nécessaire dans la proposition 9. En
effet, si p et q sont tels que 0 < p < q <1, il existe [4] un espace de pro-
babilité (Q,p) et un opérateur linéaire positif de 4% dans LP(Q,H), qui

ne se factorise pas par Lq(Q,H).

Nous allons maintenant étudier le probléme transposé du probléme

posé au début de ce chapitre,

Soient (Q,p) un espace mesuré, E un espace quasi-normé, u un opé-
rateur linéaire continu de Lq(n,u) dans E, 0 < q < + », et p un nombre réel
tel que 0 < p < q < + « Nous voulons trouver une condition nécessaire et
suffisante pour que u admette la factorisation :

T v

g
v%q,p) — P(q,p) — E.

En fait, nous allons résoudre une question un peu plus générale,
Soient Sq un sous-espace fermé de Lq(n,u), et u un opérateur linéaire conti-
nu de Sq dans E., Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante
pour que u admette la factorisation :

T
g
g, ) —»  LP(a,p

Vi ; v v

S —_—— S —_——>» E
q

ou Sp est un sous-espace fermé de LP(Q,p), 0 <p < q < + ©, g € Lr(Q,u),
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1

% = E + %, et jg l'opérateur induit par la multiplication Tg. Cela signi-
fie exactement que :
o 1/p
Vees,  fu@f<c (/o] aw

Comme au théoréme 2, nous sommes conduif s & prouver un résultat

en apparence plus général :

Théoréme 10 : Soient (Q,p) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, p,q et

r trois nombres réels tels que 0 < p < q < + ™, % = S + %, et(fi) une

q .
iel
famillie d¥éléments de Lq(Q,u). Les conditions suivantes sont équivalentes :

r
a) I1 existe une fonction mesurable g telle que f ,gl dp < 1, et que :

P
Vier [le £, ] an>1.
1/p a/p 1/q
y (1) P P
b) (ai) € R, (= lail ) < (f (2 lai fil ) dp)

Démonstration : Montrons b) —> a). Le cas p = q est trivial., Supposons donc

0<p<gq<+ o La démonstration est alors identique & celle du théoréme 2,
'

Posons s = q/p, et soit K le convexe compact pour a(LS ’ LS) des fonctions

(1)

s! : 3z
mesurables > 0 h telles que f h dp € 1. Pour chaque o € IR considé-

rons la fonction Fa sur K définie par :

p P
F () =% [ |og £,] «nap-z ol

i
Chaque fonction Fa est affine et continue sur K, et l'ensemble des

Fa est convexe, De plus, si nous posons :
P a/r a/p -1/s!

ha =C . (Z |ai fil ) , avec C = (f (¢ lai fi' ) dp)

nous avons ha € K, et :
a/p

p
c [ (= Iui £, dp - % |ai|

p

F (h)
o o

a/p p/a o
([l £, aw -2 lo;| >o.

D'aprés le lemme 3, il existe ho € K telle que :
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LE CAS p>>0

p
Vier [l ] n aw > 1,

Wi/P
o

d'ou le résultat dans ce cas avec g =

Comme au théoréme 2, a) = b) résulte aisément de 1'inégalité de

Hélder :

o 1/p p b a/p p/q
=/ ey g1} e an< ([ (@ oy 1) aw

ce qui achéve la démonstration.

Remarque : Le résultat ne subsiste pas lorsque q = + o, car le dual de

Lm(Q,u) contient des éléments qui ne s'identifient pas & des fonctions sur

(Q,m)e
On déduit immédiatement du théoréme 10 :

Corollaire 11 : Soient (Q,pn) un espace mesﬁré, E et G deux espaces vecto=-
riels quasi-normés, p, q et r trois nombres réels tels que 0 <p < q < + o,

1 . . s s s
1 = S + - Sq un sous-espace fermé de Lq(Q,p,G), u un opérateur linéaire

P q r
continu de Sq dans E et C un nombre réel > 0., Les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) Il existe un sous-espace fermé Sp de Lp(n,u,G) tel que u admette la fac-
torisation u = v ° jg’ ou v est un opérateur linéaire de Sp dans E, tel que
HVH < C, ol g est une fonction mesurable réelle sur (Q,p), telle que

/'glr dp < 1, et jg l'opérateur induit sur Sq par la multiplication Tg.
b) Pour toute suite (fl"°"fn) d'éléments de Sq, on a 3
1/p o a/p 1/q
(= uts)] ) <c /(2 lgl)  aw .
G

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

al) Il existe g € Lr(n,u) et un sous-espace fermé Sp de Lp(n,u,G) tels que

u admette la factorisation u = v ° jg, ol v est linéaire continu de Sp dans E,
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THEOREMES DE FACTORISATION

b,) Pour toute suite (fn) d'éléments de Sq :

p VP P
e ) dp <+ o =» 32 |ul£ )| <+ =

Démonstration : Comme précédemment a) —= b) résulte de l'inégalité de
HS6lder, Inversement (moyennant le changement de notation expliqué aprés la
définition 6), l'hypothése b) implique, d'aprés le théoréme 10, l'existence
d'une fonction mesurable réelle g telle que f lg,rdu <1, et que :
o 1/p
Vees,  lumj<c (/o an .

On peut- alors définir un opérateur v sur Tg(Sq) par @

v (f g) = u(f).

L'inégalité ci-dessus signifie exactement que v est continu lors=-
qu'on munit T (S ) de la (quasi)-norme de Lp(n,p,G), et plus précisément
HVH C. Si l'on désigne par S_ 1l'adhérence de Tg(Sq) dans LP(Q,p,G), v se

prolonge a Sp avec encore Hv” <C, etu=v?®° jg, ce qui démontre a).

Démontrons maintenant aiy::p bl)' I1 suffit de montrer que b1) im=
plique b) pour une certaine constante C, On peut, lorsque G est complet,
utiliser pour cela le théoréme du graphe fermé comme a4 la remarque 4, mais
on peut dans tous les cas se contenter d'un raisonnement plus élémentaire :
s'il n'existe aucune constante C telle que b) soit réalisée, on peut trouver

pour tout entier k une suite (fn ) telle que :

p VP p/q »
(f e, Yy )aw <27 Z e, I >1.
n ’ n )

On aura alors, puisque q/p > 1, d'aprés 1l'inégalité de Minkowski :

a/p p/q a/p r/a

p
dp) <z (f (x \\fn k\l ) dp) < 1.
k n !

(fffn £, il

L'hypothése b ) appliquée 4 la suite double (f k) devrait nous
’
donner % Hu(f )Hp < ®, ce qui n'est pas le cas. On obtient donc une con-
tradlctlén, qui prouve que b ) —> b) pour un certain C, et ceci termine la

démonstration,
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Si Sq est un sous-espace fermé de Lq(Q,p,G), E un espace quasi=-
normé, u un opérateur linéaire continu de S dans E, et p un réel tel que
0 <p < q < », on désignera par C* (u) la plus petite constante C telle que
l'on ait pour toute suite finie (f ,...,f ) d'éléments de Sq H
p /P p VP 1/q
(€ o D)) < gy aw .

o

D'aprés le corollaire 11, C* (u) est égal a l'inf de Hv” pour les
9

factorisations de u de la forme u = v.jg, avec flg,rdp. <1, -:—): 711- o e
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11, Théorémes de factorisation pour p = O

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que (Q,p) est un espace
mesuré avec B g-finie.(Nous en verrons la raison plus loin). Nous désignerons
par LO(Q,p) lt'espace vectoriel des fonctions mesurables réelles. Nous voulons
démontrer 1l'analogue du théoréme 2 : soient I un ensemble d'indices, (fi)
une famille d'éléments de L°(Q,p), et q un réel tel que O < g < + o, i€1
Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonc-

tion mesurable g telle que :
Vier 12 aw<te

En fait, dire que p est g-finie équivaut a l'existence d'une font-
tion h > 0 p=~presque partout,et telle que f h dp = 1, Si nous posons V = hy,
fi = h-i/qfi, nous sommes ramenés au m&me probléme relativemenmt a la proba-
bilité V. Nous nous contenterons donc par la suite de considérer le cas ou

p est une probabilité,

En fait, dans ce chapitre, nous pourrons sans difficulté supplé-
mentaire résoudre un probléme un peu plus général que celui que nous venons
de poser : soient I un ensemble d'indices, (fi) une famille d'éléments

o i €1
de L (Q,p), et & une fonction de Young (cf. chapitre 0)., Nous allons cher=-

cher la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction

mesurable g telle que :
fi
Vier, f&(?) dp < 1.

Nous nous limiterons cependant aux fonctions de Young telles que
B§(0+) = 0., Nous commencerons par ramener le probléme précédent & un problé-
me étudié par Nikishin [19] s si (fi) est une famille d'éléments de
LO(Q,p), on cherche i savoir si pour %outIe > 0, il existe une partie mesu-

rable Qe de et un nombre réel Me tels que :

£,
pa-0) <e, et Vicr / Q(-M—l)dpgi.

Qg €
Proposition 12 : Soient (Q, ) un espace de probabilité, I un ensemble d'in-
dices, (fi) une famille d'éléments de Lo(n,p) et § une fonction de Young
i €1

telle que BQ(O+) = O,
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Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) I1 existe une fonction mesurable g telle que :
fi
Vier [#) an<t .

b) Pour tout € >0, il existe une partie mesureble Qe de () et un nombre réel

Me tels que :

f

ma - q) <e, Vier [ 857 aw < 1.
Q (]
e
Démonstration : Supposons a) réalisée, et posons QR = “g’ < R}. On a :
fi fi
/ @(T)S/‘Q('g—)gl.
QR

Maintenant pour tout € > O donné il existe Re tel que
w(Q - o} ) <€, ce qui prouve a) => b).
€
Inversement, supposons b) réalisée. Pour chaque entier n, il existe

une partie mesurable Qn de () et un nombre réel Mn tels que :

1 V f:'L
M(Q—Qn)s;l- 3 i €1 / Q(M—)dusi.
Q n
n
Puisque B§(0+) = O par hypothése, on peut trouver pour chaque n un
nombre réel c, tel que :
-n
0 <ec <1, §(cn) +B§(cn) <2 .

On a alors par définition de B pour x =1 :

@7
X

@(crl x) < §#(x) < Bﬁ(cn) @(;—r:).

D'autre part, pour x < 1 :

Q(cnx) < @(cn), donc finalement pour tout x >0 :

#(c x) <#lc)) + Bylc ) a(c—"r:)
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Posons maintenant An = nn - (01 (/] eee Y Q. ), et considérons la

1
fonction mesurable g définie par :

Les ensembles (An) sont deux & deux disjoints, et leur réunion porte

o On peut donc écrire :

fi £ q . c, £,
J#(—=) dap=3x ) (=) ap=23 [ #(c_ . ) dp
9 n An 9 n An n Mn

f.
<z (% (cn) + Bg(cn) / Q(ﬁi) du )
n Qn n

< f (Q(cn) + Bﬁ(cn)) <1,

ce qui achéve la démonstration.

Soient (Q,p) un espace de probabilité, f une fonction mesurable

réelle sur Q, et o € ]0,1[ . Nous poserons :
I, (f,0) = inf {R [ p { [f] >R } <o }.
Si A est une partie de LO(Q,p), nous poserons @

J (A,p) = sup J (f,p).
o fea @

S'il n'y a pas de confusion & craindre, nous notons simplement

J (£f), J (A).
o o

L'équivalent du théoréme 2 pour p = O est donné par le résultat

suivant, qui est inspiré de Nikishin ([19], théoréme 4),

Théoréme 13 : Soient (Q,p) un espace de probabilité, et C une partie convexe
de Lo(n,u), formée de fonctions positives. Pour tout € >0, il existe une

partie mesurable Qe de ), telle que :

ma-n) <ze, et Yrec [ fau<2 7 ().

O
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Démonstration : On suppose Je(C) < «, sinon il n'y a rien & démontrer, Dési-

gnons par K l'ensemble des fonctions mesurables ¢ sur (Q telles que :

0<ep<1, et [odux1-c.

. o 1

Il est clair que K est un convexe compact pour ¢ (L ,L7).

Pour chaque f € C, définissons une fonction Ff sur K par :

Ff(¢) = Je(C) - [ @ £ dp (l'intégrale étant finie ou non).

Lorsque f varie, nous obtenons un ensemble convexe de fonctions
affines s.c.s sur K, ne prenant pas la valeur + o, De plus, si wf désigne
la fonction caractéristique de {|f| < JG(C)}, on a par définition de JG(C) :

/ 9, dp =1 - ¢, soit L €K et :

Flp) = J.(C) - fcpf f dp = 0.

D'aprés le lemme 3, il existe ?, € K telle que Ff(mo) = 0 pour
toute f € C. Mais puisque ¢o € K, on a :

pioe =21/2 | 21 - 2ce.

o

Posons Qc = { mo =

[ 1P

}e On aura p(a - Qs) <2e¢€, et

/ fdp<2/<po fdp <2 Jg(0),

Qg

ce qui achéve la démonstration,

Proposition 14 : Soient (Q,u) un espace de probabilité, I un ensemble d'in-

dices, (fi) une famille d'éléments de Lo(ﬂ,p) et § une fonction de Young
i€l

telle que B§(0+) = 0, et vérifiant la condition Az. Les conditions suivantes

sont équivalentess

a) Il existe une fonction mesurable g sur () telle que :

f,
Yier, fﬁ(Fl)dp.<17
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b) Pour tout € € ]0,1[, il existe une constante Ce telle que :

V() € r Jo(z loy | 8(s)), W <c & oyl

(1) tel

Démonstration : Démontrons tout d'abord b) = a). Pour chaque o € R
que I lail < 1, considérons fa =z ’ail @(fi). On obtient de cette maniére
un ensemble C de fonctions mesurables positives, et C est convexe. D'autre
part, b) se traduit exactement par JG(C) < Ce. D'aprés le théoréme 13, il

existe pour tout € > O une partie mesurable Qe de Q telle que

M =-Q) <26, et:

Vier, / #(f) ap<2c

¢

€

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 12, on

peut trouver un nombre réel c, > O tel que :

€

@(cs) + 2 Cg BQ(CG) <1, et :

Y x >0 8(c, x) < Q(ce) + Bg(ce) Q(i:).

[}

Alors :

J @(cf £.) dp < #(c,) + Byle,) [ #(f,) dp < 1.

Qg Q¢

On en déduit a) d'aprés la proposition 12,

Inversement montrons que a)=—> b). Soit € > 0 donné. D'aprés la
proposition 12, il existe une partie mesurable Q' de (), et un nombre réel M
tels que :

I fi
Vier, [/ #(50) dp <1 wa - Q) <e/2.
Ql
Puisque ¢ vérifie la condition Az, il existe un nombre réel N tel

que :
V x =1, §(Mx) <N &(x), donc pour tout x >0 :

§(Mx) <M + N §(x). On en déduit :
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f,
[/ e(£) dp <M+ N[ #(5) du <M N
nl 1 Ql
(1)

Par conséquent, si (ai) ER est telle que I Iail <1:

fn, £ oy | & (£,) dp <M+ N, done :

2(M + N) |

plweq | = Iail 8, (0) > =

€
<§,

et puisque pn(Q - Q') < §/2 :

B Zlai[ Q(fi) = Eiﬂgi—ﬁl ]< €,s0it encore :
J. (2] s(f.), p) <2MeN)
€ Q’il i’ K = T

on en déduit b), en utilisant 1'homogénéité de Jege
Nous allons récrire le résultat précédent dans le cas ou §(t) = £

sous une forme ou apparalt mieux l'analogie avec le théoréme 2 :

Corollaire 15 : Soient (Q, ) un espace de probabilité, I un ensemble d'indices
(fi) une famille d'éléments de LO(O,M) et q¢ € ]0, + ®]. Les conditions

. i % I P
suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une fonction mesurable g sur  telle que :
q
Vier flgl'ldusl.

b) Pour tout € € ]O,lL, il existe une constante Ce telle que :

(1) 1/q 1/q

4 (@;) € R Je ((gle, filq) ., W < Cg (Zlcyilq) .

Paur q < o, la démonstration est immédiate a partir de la proposi=-
tion 14 : il suffit de remarquer que Jeifl/q,u} = (Js(f,p))i/q. Pour q = +,

on raisonne comme dans le théoreme 2.
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Remarque 16 : Nous allons voir pourquoi nous nous sommes restreints dans ce
chapitre au cas ol p est une mesure og-finie. En effet, supposons que p soit
une mesure telle que le corollaire 14 soit vrai. Soit I un ensemble quelcon-
que d'indices, et posons fi = 1, fonction constante sur (Q, pour chaque i € I,
L Iq)i/q, donc

Dans ce cas, (Elai filq est égale a la constante (Eldi

a 1/q q. 170
Je((Zlay £.1H W) = (2l [P
Il doit alors exister une fonction mesurable g sur (Q telle que :

1 q
/ (5) dp < 1.

q

Mais alors g— est une fonction intégrable, et > O pu presque par=

tout, donc p est nécessairement g-finie.

Comme dans le cas p > O, on déduit de la proposition 14 un théoré-

me de factorisation :

Théoréme 17 : Soient (Q,p) un espace de probabilité, E et G deux espaces
quasi=normés, u un opérateur linéaire continu de E dans LO(Q,u,G), et § une
fonction de Young telle que B§(O+) = 0, vérifiant la condition Az. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une fonction mesurable réelle g sur (3, et un opérateur linéaire

continu v de E dans LQ(O,p,G), tels que u = Tg ° v,

b) Pour tout € € ]0,1L, il existe une constante Ce telle que pour toute suite

(xl,...,xn) d'éléments de E et toute suite (01,...,an) de réels positifs, on

ait
Je(Z oy & (Jlulx)]l, W <Cg T oay.

Démonstration : Il est clair que a) équivaut & 1l'existence d'une fonction

mesurable réelle g telle que :

|
¥x €E [Q(-‘Mdng
lldl o 7
Il est donc immédiat de se ramener & l'application de la proposi=-

tion 14,
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Lorsque §(t) = tq, 0 < q £ », on peut remplacer b) par :

b') Pour tout € € ]O, 1|_, il existe une constante Ce¢ telle que pour toute sui-
te (xi,...,xn) d'éléments de E, on ait :

q Va 0. 1/
Je (2 JluGx)DID W <cg (2 {x[[D)

Nous dirons dans ce cas que l'opérateur u est g-cylindriquement de
type zéro.
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III. Liens avec la théorie des opérateurs p=sommants

Nous adopterons dans ce chapitre la terminologie de L18J. Nous ap=-

pellerons elcs & dual quasi-normé E la donnée d'un elcs E et d'une quasi-

norme sur son dual E', telle que la quasi-boule unité soit bornée pour la

topologie g(E',E).

Soient E un elcs a dual quasi-normé, F un espace quasi-normé et
u un opérateur linéaire de E dans F. Nous dirons que u est p-sommant de E
dans F, 0 < p < + o, s'il existe une constante C telle que 1l'on ait pour
toute suite finie (xl,...,xn) d'éléments de E :
1/p 1/p
(z Hu(xi)Hp) < C sup (z |< x5 6§ >lp) .

llellg, <1

On notera np(u) la plus petite constante telle que 1l'inégalité ci-
dessus soit réalisée. On notera HP(E,F) l'ensemble des opérateurs p-sommants

de E dans F.

Soient E un elcs a dual quasi-normé, et q € JO, + m]. Nous désigne-
rons par N(E,Eq) lt'espace des opérateurs linéaires u de E dans 4% de 1a for-

me 3

u(x) = (< x 8 >, ou (gn) est une suite d'éléments de E' telle
que I “gn”q < + o, Nous poserons Nq(u) = (zngnnq)l/q. Nous désignerons par
NO(E,ﬁq) le sous-espace de N(E,Zq) constitué par les opérateurs de la forme
u(x) = (< x, € >), ol la suite (§n) est telle qu'un nombre fini seulement de

ses composantes sont non nulles.

On constate facilement que N(E,ﬂq) C Hq(E,Eq), et plus précisé-
ment 7 (u) < N (u).
q q

En effet, si u est un élément de N(E, £%), défini par

u(lx) = (< x,gn >), on peut décomposer u de la fagon suivante :

u=qo°v, ouv est l'opérateur de E dans 4% défini par @

n

>)
gl n

vix) = (< x,
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et od L and . ® 9 gafini .
U o est l'opérateur diagonal de £ dans défini par la suite (H§nH).

L'opérateur u est donc g-sommant (L18J, exposé II th8oréme (4,1)).

Soit E un elcs a dual quasi-normé. Nous dirons que le couple (E,E')
vérifie 1'hypothése d'approximation métrique si l'identité de E! est limite
simple (pour la topologie quasi-normée de E') d'un filtre ("i) d'opérateurs
de rang fini, continus pour o(E',E) et tels que ”ﬂiu < 1 pour chaque i. Lors-
que E est un espace de Banach et E' son dual, il résulte de S. Simmons [29]
que l'hypothése d'approximation ordinaire sur E' implique 1l'hypothése d'ap-

proximation pour le couple (E,E'),

Rappelons briévement ici la notion de probabilité cylindrique )\
sur un espace localement convexe E : c'est la donnée pour chaque applica=
tion linéaire v de E dans un espace vectoriel de dimension finie F d'une
probabilité v(A) sur F, de fagon que les v()\) forment un systéme projectif.

Lc‘est-é-dire que si v y=w ° v, vl(l) = w(v(h))].

Si p est une probabilité de Radon sur un espace quasi-normé, et si

p € ]0, + o[, on dira que p est d'ordre grsi :
1/p
||P”p = (/] ||x|® ap(x)) est fini.

Si E est un elcs a dual quasi-normé, on dira qu'une probabilité

cylindrique A sur E est de type p si :

Al = sup  ||E(A)|| est fini.
P lEllg< 1 P

Soient E un espace quasi-normé séparé par son dual, (Q,p) un espace
de probabilité et u un opérateur linéaire de E' dans LY(Q,u). Soient d'autre
part G un espace quasi-normé de dimension finie et m € L(E,G). Il existe

une fonction wu n unique dans LP(Q,M,G) telle que :
9

Veea u*n(g)) = € ° o

u,m

(La construction de ¢u est facile. Si (xl,...,xn) est une base de G et

1
(§1,...,§n) la base duale dans G', on prendra @

®

t
u, u( rr(§j)) x5 . )

n
z
j=1
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Nous dirons que u est quasi- p-décomposé s'il existe une constante
C telle que pour tout espace quasi-normé de dimension finie G et tout
m € L(E,G), on ait :

p 1/p
U Yo, ll a0 < ml.

On notera dp(u) la plus petite constante C telle que la propriété

soit réalisée.

Proposition 18 : Soient E un elcs & dual quasi-normé, tel que le couple
(E,E') vérifie l'hypothése d'approximation métrique, F un espace quasi-normé
séparé par son dual, (Q,p) un espace de probabilité, u un opérateur linéaire
continu de E' dans Lp(n,u), 0 <p < ® et v un opérateur p-sommant de E dans
F. L'opérateur u ° tv est quasi-p-décomposé, et :

t

d (u-°

o v) < np(v) o ull.

De plus, l'hypothése d'approximation est inutile pour p = 1.

Démonstration : Soient G un espace quasi-normé de dimension finie et

m € L(F,G). On a ﬂp(n °v) < Hﬂu . np(V).

Soit A la probabilité cylindrique sur E définie par u (L18], expo-
sé IV), D'aprés L18J, exposé III, Th(III,1,1) m ° v(A) est de Radon d'ordre

p sur G, et :
lIm e v < mtme v A < inll w0 I = il ()l

t .
Posons w = u ° v, Il est clair que m ° v(}) = @, TT(p) (car ces
9
deux mesures ont la mé&me image par toute forme linéaire sur G), donc :

WP

1
(/wa,"“G dp) = ||me v(l)” < ||nl| np(v) “uu, ce qui achéve la démonstra-
p

tion,

Remarque : On trouve dans L27J, exposé 13, la notion d'opérateur p-décomposé
qui est beaucoup plus agréable que notre notion d'opérateur quasi-p-décompo-
sé, Si E est un espace quasi-normé séparé par son dual, on dit qu'un opé-
rateur linéaire continu u de E' dans un espace Lp(Q,p) est p-décomposé s'il

existe une fonction mesurable ¢ € Lp(Q,p,E) telle que :
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V¥ E€E, u(g) = € ° ¢.

Malheureusement, la proposition 18 ne reste pas vraie en général si
1'on y remplace quasi-p-décomposé par p-décomposé. (Cela est 1ié & la néces-
sité de l'introduction du bidual dans la théorie des applications radonifian=~
tes). On peut remédier a cet inconvénient en introduisant la notion d'opé=-
rateur scalairement p-décomposé (cf L9]) c'est-a-dire que la fonction @ ci-
dessus est supposée seulement scalairement mesurable, et que H¢H est majorée
par un élément g de Lp(Q,u). Cependant, pour ce que nous voulons faire, il

est aussi simple d'avoir recours aux opérateurs quasi-p-décomposés.

Théoréme 19 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q <+ o, E
un elcs & dual quasi-normé (tel que le couple (E,E!') vérifie l'hypothése
d'approximation métrique si q < 1), (Q,p) un espace de probabilité et

u € L(E',LP(Q,u)). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'opérateur u se factorise par Lq(Q,u), avec Cp q(u) < C.

9

b) Pour tout espace quasi~-normé F séparé par son dual et tout opérateur
t : . .
g-sommant v de E dans F, u ° v est quasi-p-décomposé, et

t
d (u° v) <cml(v),
14 q

c) Pour tout opérateur v € NO(E,ﬂq), u° tv est quasi-p~décomposé, et

t
d (u° "v) CN (v).
P ) < q )

Démonstration : Montrons que a) =3 b). On peut écrire u = Tg ° u,, avec

1
/ lg]¥ ap < 1, % =gt % et ”u1“ < C dans L(E',L9(Q,p)). D'aprés la propo-

s t : y . . : .
sition 18, uy ° v est quasi~g-décomposée. Soit G un espace quasi-normé de
dimension finie, et m € L(F,G)., Posons w = u ° tv, W= uy ° tv. On a,

d'aprés la proposition 18 :
a 1/q
Uy %@ <l gl 7o) <€ m )l

Mais il est clair que ¢w . g . ¢w ) donc :
1 17
o 1/p a 1/q
Uy, P a0 " <ol (e, 1w " < m
r

L
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ce qui montre que dp(u ° tv) <cC nq(v).
L'implication b) —> c¢) est évidente puisque ﬁq(v) < Nq(v).

Montrons que c) —=3 a). Soit (gk) une suite de vecteurs de E', tel-
le que = O pour k > n, Définissons un opérateur v € N(E,ﬂq) ar
X P

vix) = (< x,gk >) . Désignons par 1: le sous-espace de 4% formé des vec-
k € N
teurs dont les coordonnées d'indice > n sont nulles, et par "n la projection

de 4% sur 49,
n

tv) :

On a (en posant w = u °

1/p
(J H‘Pw,ﬂnllp aw <l a0 < a(w) <c N V).

D'autre part, on a nécessairement :

.

P (w) = (u(g )(w)) , donc
WaTy k 1<k<n

n p/q 1/P
(f (2 Jug)|DH ap) <C N (v)
k=1 k a

n a 1/q
c(z ”gk“ ) *
k=1
On conclut maintenant par l'application du théoréme 8.

Remarque 20 : Avec les hypothéses du théoréme 19, on peut donner 1'énoncé

suivant ¢ les conditions suivantes sont équivalentes :

a1) L'opérateur u admet la factorisation u = Tg ° u,, avec g € Lr(Q,u) et

1
u, € L(E',L%q,w).

b1) Pour tout espace quasi-normé séparé par son dual et tout opérateur

q-sommant v de E dans F, u ° tv est quasi-p-décomposé.,
c1) Pour tout v € N(E,ﬂq), u ° tv est quasi-p-décomposé.

Cet énoncé se démontre de la méme fagon que le théoréme 19 (voir
L15J) en utilisant 1'équivalence al)‘¢:$-b1) du théoréme 8. Dans toute la

suite, a tout énoncé comprenant une constante C correspondra un énoncé sans

constante. Pour alléger l'exposé, nous ne donnerons pas ces énoncés.
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Remarque 21 : Soient E un elcs & dual quasi-normé et A une probabilité cy-
lindrique de type p sur E, O < p < «». On peut trouver un espace de probabi-
1ité (Q, ) et un opérateur linéaire continu u de E' dans LP(Q,p) qui repré-
sente A, Si (§1,...,§n) est une suite d'éléments de E!', désignons par
(51,...,§n)(k) la mesure sur Iflimage de A par l'application linéaire

x 2 (< x,8> seey <8 >)e Onoa s

p/aq p/aq
[ (2 lug) | ap =/ (Z |t |D d(E reeer8 ) (R)e

Supposons que u soit g-cylindriquement de type p. D'aprés 1l'égalité
ci-dessus, cela se traduit de la fagon suivante : il existe une constante C

telle que 1l'on ait, pour toute suite finie (§1,...,§n) d'éléments de E' :
qp/q 1/p a 1/q
(J (= 1t | d(gseeer 8 )(A) <c (=g .

Il est clair sous cette forme qu'il s'agit 1la d'une propriété in-
trinseque de A, indépendante de la représentation u. Nous parlerons donc de
probabilité cylindrique A g-cylindriquement de type p, et nous désignerons
par Cp q(l) la plus petite constante C telle que la propriété ci-dessus soit

9

réalisée (On voit que Cp q(7\) = Cp q(u) pour tout opérateur linéaire u qui

9 9

représente \.)
Les résultats précédents se traduisent de la fagon suivante @

Proposition 22 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 <p < q < + =,
E un elcs a dual quasi-normé (tel que le couple (E,E') vérifie 1'hypothése
d'approximation métrique si q < 1), et A une probabilité cylindrique sur E.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) c q()\) <¢C

I

b) Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et tout opérateur
g~sommant v de E dans F, l'image v(A) est de Radon d'ordre p sur o(F",F'),

et

Hv(l)”p <cC ﬂq(v). De plus, pour q > 1, 1l'image v(A) est de Radon

sur F lui-méme.

c) Pour tout opérateur v € NO(E,Zq), on a :

37



THEOREMES DE FACTORISATION

llv(k)Hp <C N (V).

|Rappelons la convention adoptée dans L18J, exposé II, ou dans [28] : si F
est un espace quasi-normé séparé par son dual, on définit sur F'" une quasi-
norme [é valeurs dans ii_!] égale a la jauge de 1'adhérence dans F'" de la

quasi=boule unité de F pour la topologie o(F",F'), On définit alors 1l'ordre

p d'une probabilité de Radon V sur o(F",F') par :
» 1/p
VI, = (NP av)
p Fl'
ou qu désigne la quasi=-norme que nous venons de définir].

Démonstration : Introduisons un espace de probabilité (Q,p) et un opérateur
linéaire u de E' dans Lp(Q,p) qui représente la probabilité cylindrique A.

Considérons les énoncés auxiliaires

b!') Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et tout opérateur

o

, t . . .
q-sommant v de E dans F, l'opérateur w = u v est quasi=p-décomposé, et

d (w) C m (v) .
p q

c') Pour tout opérateur v € NO(E,lq),, l'opérateur w = u ° tv est quasi-p-

décomposé, et :
d (w) <CN (v).
p q

D'aprés le théoréme 19 et la remarque 21, a) est équivalent a b')
et 4 c¢')., Nous allons donc montrer que c¢) =—> c'), puis que b') => b), ce

qui démontrera le résultat, compte tenu de l'implication évidente b) => c).

Tout d'abord c¢c) == c¢'). En effet, soit v € NO(E,lq). Soient d'au-
tre part G un espace quasi-normé de dimension finie et m un opérateur linéai=-
re continu de 4% dans G. Posons w = u ° tv. I1 est clair que
1) (p) = m(v(d)) (Car ces deux probabilités sur G ont la m&me image par

W, T
toute forme linéaire sur G), donc :

1/p
1oy AP aw " = el < il e, < fiel © 5 0,
ce qui prouve que dp(w) <cC Nq(v).
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Nous avons donc vu que c) =—>c').

Démontrons maintenant b'!) ==2>b). Soit N un sous-espace de codi-
mension finie de F'", fermé pour ¢(F",F!')., Soit E& la surjection canonique
de F" sur F"/N. Munissons F"/N de la quasi-norme quotient de celle de F'",
Puisque F est dense dans o(F",F!) et que’ﬁh est continue pour o(F",F'), la

A F est surjective. Posons vy = F&(V(K))- On a comme

restriction nN‘de ?&
précédemment @

p 1/p
®, o (B) = vy, donc : HVNHP = (f H<pw’nNH ap) <com (V).

W Ty
Pour montrer que v(A) est de Radon sur o(F",F'), il faut et il

suffit d'aprés le théoréme de Prokhorov que pour tout € >0, il existe une

partie K compacte pour o(F",F'), telle que l'on ait pour tout sous-espace

N de codimension finie®de F", fermé pour o(F",F!') :
v, (bR ) <.

Or, les quasi-boules de F'" sont compactes pour g(F",F'), et en dé-

signant par B_ la quasi-boule fermée de rayon R :

R

. e (v)\P
v (bR <vy by | bl =R | <{—2—),

ce qui prouve que v(A) est de Radon sur ¢(F",F'),

Pour finir, la fonction x - “x“ sur F'" est le sup filtrant des
fonctions continues x = HﬁN(x)H lorsque N varie., (pour voir cela, il suffit
de remarquer que si Hx“ > 1, on peut trouver N tel que Hﬁ&(x)“ > 1, ce qui
est facile puisque l'ensemble {”x” < 1} est compact, donc fermé pour
g(F",F'),) Finalement, en utilisant la propriété des mesures de Radon pour

les sup filtrants de fonctions s.c.i :
- P 1/p
Hv()\)llp = I;m ([ gl alv(n)) (%) = l;m HVNHP <cm (v),

ce qui achéve la démonstration de b') —> b). La suppression du bidual lors=-

que q > 1 est démontrée dans L27], exposé 12,

Nous allons maintenant démontrer le résultat essentiel de ce cha-

pitre. Dans la théorie des opérateurs p-sommants, un certain nombre de théo-
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rémes de la forme HP(E,F) = Hq(E,F) ont été démontrés (par exemple [9] et
[26]). Nous allons voir que ces théorémes sont équivalents a des théorémes
de factorisation pour les opérateurs linéaires continus de E' dans les es-

paces Lp(ﬂ, W) e

Si E est un elcs a dual quasi-normé, et si p € _]O, + oo], nous dirons

qu'une suite (xn) de vecteurs de E est scalairement £ si :

p
sup T < xn,g >| < + o,
lgll <1
1/p
Nous poserons M ((xn)) = sup (I |< xn,g >]p) .
llell <2

Théoréme 23 : Soient p, q, r trois nombres réels tels que 0 <p < q <+ ©®,
—aSo e =2 K

1.1 + -'1-", E un elcs a dual quasi-normé (tel que le couple (E,E') vérifie

P q r
1'hypothése d'approximation métrique si p < 1) et C un nombre réel > 0. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout espace quasi-normé F, et tout opérateur v € Hq(E,F),

m(v) <Cmn (v).
p q
b) Pour tout v € N(E,ﬂq), np(v) <cC Nq(v).

c) Pour tout espace mesuré (Q,p) et tout opérateur linéaire continu u de E!

dans LP(q,p), Cp’q(u) <cC Hu“.

d) Toute suite (xn) scalairement £° sur E peut s'écrire x =@y, ou (yn)
est une suite scalairement A sur E et (orn) une suite numérique telles que :

r 1/r
(= la, | ) <1 5 M) <ce M ().

2 1 : .
e) Pour tous réels s, t tels que % - é =3 "1 > 0, tout espace quasi=normé
F et taut v € Hq 1:(E.,F),

b

(v) <cm _(v).
Mp,s ) < at

Démonstration : Tout d'abord a) =» b) est évident, et lorsque p est une pro=-
babilité, b) => c) résulte immédiatement du théoréme 19 et de la proposi-

tion 18, Supposons maintenant p quelconque, et montrons b) = c). Soient
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u € L(E',Lp(n,p)), et (xi,...,xn) une suite finie d'éléments de E!', On peut
trouver une fonction mesurable h > 0 sur (Q,p) telle que f h dp = 1, et que :

]u(xk)Ip e B<<hp=VY, k=1,.00n

Soit A = {h >0}. Considérons l'opérateur w de tP(q,p) dans
Lp(ﬂ, y) défini par :

-1/p

w(f) = x, £h .

On a Hwn < 1. D'aprés le début de la démonstration, puisque V est

une probabilité, on a Cp q(w °u) <C ”w ° u” <C “un, donc ¢
p/aq 1/p 0. a
(J (@ waG ) [D e <c full (B kD .
Mais puisque ]u(xk) P est absolument continue par rapport & V, on
a Hu(xk)l >0 } C A, donc :
-1/p
W(u(Jﬁ()) = h u(:ﬁ(), donc :

p/4q 1/p 1/q
(J (2 =)D e <e flul] 2 D

ce qui prouve b) => c).

Montrons que c) —> d). Soit (xn) une suite scalairement £ sur

E, Elle définit un opérateur u de E' dans 2P par 3
u(g) = (<x,8§>) , et |uf| = M ((x ).

D'aprés c), appliqué a Q = Net p = % 6n’ il existe une suite
(afn) de réels telle que Z|cyn|r <1, et :

x 1/q
V& e€B, (z <z, e>N  <c . gl
n
x
ce qui démontre d), avec Y, = u—: .

Montrons que d) = e). Soient F un espace quasi=-normé,

v € Hq t(E’F)’ et (xn) une suite scalairement £° sur E. D'aprés d), on peut
9
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.. r
x = o o < M M ((x)).

écrire x n Yo avec z| n, <1 et q((yn)) <cC p(( n)) On a alors, en

appliquant 1'inégalité de Hdlder :

1/s 1/r 1/t
= VI < (Ele 1D L @0

< "q,t(v) Mq((yn)) <cC "q,t(v) Mp((xn)),

ce qui démontre d) ::?-e). Enfin, e) —> a) est trivial, et la démonstration

est achevée.

Remarque 24 : L'équivalence a) => b) =» d) => e) =>a) ne nécessite ja-
mais l'hypothése d'approximation. Le seul point délicat est b) —» d). Si
(xn) est une suite scalairement #° sur E, nous devons montrer que 1'opéra-
teur u de E' dans £P défini par u(g) = (< §,xn >) est g~cylindriquement de
type p. Mais ici la démonstration est absolument directe. Soit (§1,...,§m)

une suite d'éléments de E! et soit v 1'élément de NO(E,lq) défini par :
vix) = (< x,gj >) . Supposons Mp((xn)) < 1.

1/q
D'aprés l'hypothése b), ﬂp(V) <cC Nq(v) = C(Z nguq) .« Par con-

séquent

1/p q. 1/
(z Hv(xi)np) < c(z ngu ) , soit encore 3
i

p/a 1/p 1/q
(z (zl<x,e >D ) <eE gD
i 3 3

ce qui signifie que u est g-cylindriquement de type p.

Faisons une autre remarque : soient G un espace de Banach, G' son
dual. On peut considérer ¢(G',G) comme un elcs & dual quasi-normé. Mais si
(xi) est une suite finie d'éléments de E', la quantité Mp((xi)) calculée
dans o(G',G) ou dans G' est la méme, puisque la boule unité de G est dense
dans celle de G'" pour la topologie ¢(G",G'). Par conséquent, on pourra ap=-
pliquer le théoréme 23 avec E = G' (au lieu de 0(G',G)) et E' = G. Cette re-

marque sera utilisée implicitement par la suite.

Corollaire 25 : Soient p,q,r trois nombres réels tels que 0 <p < q < + ©,
1

=, et E un espace de Banach tel que pour tout espace qQuasi~normé
r

9

LR

1
= = +
q
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F et tout opérateur v € Hq(E ,F), on ait n (v) €cC ﬂq(V). Pour toute suite

(x ) scalairement £ sur E, on a :

1/r

(2 =1 <M ((x))

(Pour p = 1, cela s'applique en particulier aux séries inconditionnellement

convergentes,)

Démonstration 3 D'aprés le théoreme 23, on peut écrire x, = ¥
Ela Ir <1, et M ((y )) <c Mp((xn)). Mais on a évidemment pour chaque entier
”ykn M ((y )), donc :

r 1/r . 1/r
= =D <M () (2 e [D T <cm ().

Soient E un elcs a dual quasi-normé, et G un sous-espace fermé de
E. Le dual G' de G s'identifie au quotient E'/Go, ot G° = {g € E! ,V.x € G,
< x,§E >= O}. On munira G d'une structure d'elcs & dual quasi-normé, en mu-
nissant G' = E'/Go de la quasi-norme quotient de celle de E!', Lorsque E est
un espace de Banach et G un sous-espace de E, l'espace G' défini ci-dessus

est bien le dual de G, muni de la norme de dual.

Corollaire 26 : Soient p et q deux réels, 0 <p < q <+ ® et E un elcs a
dual quasi-normé tel que pour tout espace quasi-normé F, et tout opérateur
v € Hq(E,F) on ait :

rr (v) < Cn (v).

Pour tout sous-espace fermé G de E, tout espace quasi=normé F et

tout opérateur v € Hq(G,F), on a encore

U (v) <cC n (v).

Inversement, supposons qu'il existe une constante C telle que l'on
ait pour tout sous-espace de dimension finie G de E, tout espace quasi-normé
F et tout opérateur linéaire v de G dans F :

(V) L (v).

La m&me relation reste alors vraie pour tout opérateur v g-sommant
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de E dans un espace quasi-normé F.

Démonstration : Soient G un sous-espace fermé de E, (xi,...,xn) une suite
d'éléments de G, et s € ]O, + w]. D'aprés la définition de G' comme espace
quasi-normé, il est clair que :

1/s 1/s

sup (z |< xk,g >IS) = sup (z |< xm >ls)
HgHE' <1 ”ﬂ”G- <1

On peut donc parler de Ms((xk)) sans préciser si les (xk) sont con-

sidérés comme éléments de G ou de E.

D'aprés le théoréme 23, on peut écrire en considérant les (xk)
comme des éléments de E :
r
x = v, Elel <1, M () < e M ().
On en déduit aussitdt le résultat d'aprés l'implication d) =2 a)

du théoréme 23, appliquée & 1l'espace G.

Supposons maintenant que tout sous-~espace de dimension finie G de
E vérifie 1'hypothése a) du théoréme 23 ( avec une m&me constante C). Soit
(xl,...,xn) une suite finie dt'éléments de E, et soit G l'espace de dimension
finie engendré par cette suite. D'aprés l'implication a) —> d) du théoréme

23, on peut écrire dans G :
X = Y, by ]ak]r <1, M ((y )) SCM ((xk)).

Mais d'aprés ce que nous avons remarqué précédemment, cela est vrai
également dans E. On conclut alors par l'implication d) —> a) du théoréme

23.

Nous venons de voir que les théorémes de la forme : 'pour tout F,
H (E,F) = H (E,F)" s'interprétent en termes de théorémes de factorisation
pour les operateurs de E' dans Lp(n,p). Il y a aussi dans la théorie des opé-
rateurs p-sommants des théorémes de la forme '"pour tout F,
I (F,E) = Hq(F,E)" (par exemple si E = Lr, 1 <r<<2<p<q<+ » voir
[22]). Nous allons voir que ces théorémes s'interprétent également en termes

de théorémes de factorisation.
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Nous utiliserons le lemme suivant, qui est évident :

Lemme 27 : Soient (Q, k) un espace mesuré, q € ]O, + w[, Sq un sous=-espace
fermé de Lq(ﬂ,u), Th l'opérateur de multiplication par h, h € Lq(Q,u)

Sm = T;i(sq)(1 Lm(ﬂ,p), et jh l'opérateur induit par T  sur Sm. On munit

h
S, de la norme induite par L™(Q, ). L'opérateur jh est gq-sommant de S_ dans

S , avec :
q
a 1/q
m Uy < T aw

Faisons deux remarques a propos de la définition des suites sca-
lairement lp. Soient E un espace de Banach, F un sous-espace fermé de E, et
(xl,...,x ) un systéme de vecteurs de F. On a d'aprés le théoréme de

n

Hahn=-Banach

p. 1/P p 1/p
sup (z |< xk,§ > = sup (z |< XM >| ) .
ger neE

llgll <1 IInll < 1

Si maintenant E est le dual d'un espace de Banach G, la boule unité

de G est dense dans celle de E' pour la topologie g(E',E), donc

(z | I")l/p (| l")l/p
sup z ym > = sup L|<x,§>
m € E! % EE€G Tk

linl < 1 llell <1

Ces deux remarques seront utilisées dans la démonstration du théo-

réme suivants

Théoréme 28 : Soient pet q deux nombres réels tels que 1 £ p < q <+ », et E
un espace quasi-normé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout espace de Banach F et tout opérateur v € Hq(F,E) H
7 (v) <Cm (v).
p q

b) Pour tout espace mesuré (Q,p) et tout sous-espace fermé Sq de Lq(n,u),

tout opérateur linéaire continu u de Sq dans E admet la factorisation :

J
9

*
sq —_— Sp«—» E, avec plus précisément : Cp a (u) SC.Hu”
k]
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Démonstration :Démontrons b) => a). Soient F un espace de Banach et
v € Hq(F,E). D'aprés [21], v admet la factorisation :
J
L2(,p) — 1%,

ou (Q,4) est un espace de probabilité, S_ et S respectivement des sous-
q
espaces fermés de Lm(Q,u) et Lq(Q,u), j 1'injection canonique de LQ(Q,p)

dans L3, ), jl l'opérateur induit par j sur S_, Hv1” <1 et Hu” < nq(v).

D'aprés b), on peut écrire u

1 1 1
(; = E + ;) et Hu1H <C Hu” <C ﬂq(V)-

uy ° dge avee [ lal" ap <1

D'aprés le lemme 27, j ° j, = jg est p-sommant, avec

g 1
P 1/p . 1/r
mig) < (f lg|? aw < (f lof" ap < 1, donc :

wp(V) =m (ug g ° V)< fluy np(jg) vyl <c my (V).

Démontrons maintenant a) —> b). Soient (Q,p) un espace mesuré,
Sq un sous~espace fermé de Lq(Q,M), u € L(Sq,E) et (fl,...,fn) une suite fi-

nie d'éléments de Sq. Posons :

1/p -1 .
h= (% [filp) , et S =Th(sq)(\L(n,u).

©

Posons ki = fi/h. On a |ki| < 1, donc ki € S e D'aprés le lemme

27, u ° jh est g-sommant, avec ¢
Ml * 3y < Il my i) < il vl
Donc d'aprés a) :
p

mtu e 5, <l Il g -

Posons K = C Huu Hh” e On a, en utilisant les remarques qui précé-
L

dent le théoréme 28 :
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o 1/p o 1/p o 1/p
(2 uCe = (2 fju e 3, kDI <K sup , (2 | [k, o aul®)
@ €L
lloll <2
P 1/p
<K sup [ (T Ikil ) |¢] dpe
llell < 1
1/p o
Mais (Z lkilp) < 1 (car nous avons fait la convention 5= o),

d'ou finalement ¢

1/p a/p
(2 e <c full Il = e il ¢ (2 5 P aw
L

ce qui achéve la démonstration d'aprés le corollaire 11.

*
* %
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IV, Théorémes de factorisation et opérateurs O-sommants

Dans ce chapitre, nous allons généraliser les résultats du chapitre
III (essentiellement le théoréme 23) dans le cas p = O. Nous commencerons

donc par rappeler les définitions relatives aux opérateurs O-sommants.

Soient ¢ une fonction de Young, o € ]O, + w[ et p une mesure de

Radon sur un espace quasi=-normé. Nous poserons :

x|
@a(u) = inf {C | [ & < ) dp <o } .
Lorsque $(t) = tp, 0 < p < + ®, nous aurons simplement :

8, (1 = o P |l

Si maintenant A est une probabilité cylindrique sur un elcs a dual

quasi=normé E, nous poserons :

* .
¢ (n) = sup g (g(a)).
o \ 1 o
l\g\lEv <1
Nous désignerons par J la fonction de Young définie par J(t) = O

*

pour 0 <t <1, et J(t) = 1 pour t > 1. Les notations Ja(u), Ja(k) corres-
pondantes coincident alors avec celles de L. Schwartz [27]. (On pourra éga-
lement remarquer que l'espace d'Orlicz LJ(Q,M) coincide algébriquement et

topologiquement avec LO(Q,u).)

Rappelons la définition des opérateurs O-sommants (introduits dans
[9]. Ce sont aussi les opérateurs approximativement O-radonifiants - a va-

leurs dans un bidual g(G", G') - de [27]).

Soient E un elcs & dual quasi-normé, F un espace quasi-normé, et u
un opérateur linéaire de E dans F. Nous dirons que u est O-sommant si pour
tout B € ]0,1[, il existe a € ]O,l[ et une constante C tels que pour toute

probabilité A & support fini sur E, on ait :

*
Ja(u(h)) <C Ja(x).

On remarquera que contrairement au cas des opérateurs p=-sommants,

on ne peut pas a priori caractériser un opérateur O-sommant par un seul nom-
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bre qui serait l'analogue de ﬂp(u).

Soient maintenant E un elcs & dual quasi=normé, & une fonction de
Young, F un espace quasi-normé et u un opérateur linéaire de E dans F. Nous
dirons que u est (&,0)-sommant de E dans F s'il existe une constante C telle
que pour toute suite finie (xi,...,xn) d'éléments de E, et pour toute suite

(li""’ln) de nombres réels >0, telle que % A # 0, on ait :

¢ I<x;,8 >

A, <2 sup Z A, & (——“————-W——')
1 “§“E' S 1 1 u(xi).

(en convenant que % = 0).

Nous noterons nﬁ(u) la borne inférieure des constantes C telles que
la propriété ci-dessus soit réalisée (contrairement au cas des opérateurs
p=-sommants, on ne peut pas prendre C = ni(u) en général, mais seulement
C = ni(u) + €, € >0 . Cette difficulté disparafit si la fonction § est con-

tinue).

Notre définition des opérateurs (§,0)=-sommants est un peu diffé-

rente de celle de P.Assouad [1], mais elle est équivalente.,

Considérons la fonction de Young J définie précédemment. Nous ap-
pellerons simplement J=-sommants les opérateurs (J,O)-sommants. On peut ima-
giner qu'il y ait un certain rapport entre les notions d'opérateur J-sommant
et O~sommant, qui font toutes deux intervenir la fonction J. Nous allons ef=-
fectivement voir que ces deux notions coincident. L'intér&t de cette coinci-
dence est que le fait pour un opérateur u d'étre O-sommant sera caractérisé
par un nombre unique, a savoir nJ(u), ce qui n'était pas évident a priori

comme nous l'avons dit.

Proposition 29 : Soient E un elcs a dual quasi-normé, F un espace quasi=-

normé et u un opérateur linéaire de E dans F.
a) Si u est O-sommant, il est J-sommant.

b) Si u est (§,0)-sommant, on a pour toute probabilité A & support fini sur
E et pour tout o € ]0,1[ :

I (un) < mu) &, ()

ot S M) fayat M.
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En particulier, un opérateur J-sommant est O-sommant, et d'aprés

a), il y a identité entre les opérateurs J-sommants et O-sommants,.

Démonstration : Le point a) est implicitement démontré dans [18], exposé IX.
D'aprés le théoréme (IX 3,26), l'opérateur u étant O-sommant, sera p-sommant
pour tout p tel que - 1 < p < 0. (La définition d'un opérateur p-sommant
pour p < O est formellement identique : il existe une constante finie ﬂp(u)
telle que 1l'on ait pour toute suite (xi,...xn) d'éléments de E :

» 1/p b 1/p
(2 Hu(xgu ) < ﬂp(u) sup (% I< x5 € >|?) . )

lellg. <1
Il existe alors d'aprés le méme théoréme (IX, 3, 26) une probabi=-
* *
1ité de Radon V sur B (adhérence dans E de la quasi-boule unité de E!

pour la topologie c(E*,E)) telle que 1l'on ait pour tout ¥y € ]0,1[
Vxer, [u@|<m@ -nYP g ave, |<xe>).

Choisissons ¥ = %, et soit € > 0., Nous aurons d'aprés 1l'inégalité
ci-dessus @

< x,€ >
¥Yx €E [ J(————————) dV(E) >—;- , avec C = (1 + ¢€) 'rrp(u) . 2—1/p'

flu G|

Soient alors (x1,...,xn) une suite de vecteurs de E et (Al,...,xn)

une suite de réels > O, non tous nuls. Nous aurons

'<X 1§>|
A <2f27\ J(—W'(—-n———) dav(g)
|<x9§>|
< 2 sup X TAyJ (-——ﬂ;T;—TW-

EE€B

*
Pour finir, il faut se ramener de B & la quasi=boule unité de E!'
*
par un argument de densité pour ¢(E ,E). La fonction J n'étant pas continue,
nous devrons remplacer C par C + €, et la quantité précédente sera majorée

par @

(c +¢) I< x;»§ >|
nu(xi)“ )

2 sup z ki J (

lellg, <1

ce qui achéve la démonstration du point a).
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Passons maintenant au point b). Soient u un opérateur linéaire

($,0)-sommant de E dans F, et A une probabilité & support fini sur E. Po=-

sons )\ = ‘2 xi Gx., avec x, € E, ki =0, % Xi = 1., Soit o € ]0,1[ et
i€l i

soit t >0 tel que t < Ja(u()\))- Nous aurons :

g Xi > o, en posant It =i I Hu(xi)n >t } .

I

N t

Appliquons la définition des opérateurs (§,0)-sommants aux suites

(x,)
i, et (A,) :
tery Tiera
t
c l< xiqg >')
Z )\- S sup z )\. §( —'—r_—n——
i€ ' H'§HE- St ieT ' ‘U(xi)

Ty

N1 I

(ou C est un réel > nﬁ(u).)

On en déduit :

c l< x5 >
sup z A, & (

i ry > sup % A, 8 (
Hg\\E,s 1i€1

el <14 €1,

( ¢ |<x;,¢ >|) ) o
> sup z A, @ —u—ﬂ——'?— z A, >o
. . 2 . 2
HgH <1 i6€ It . u(xl) i€ I, 1
Autrement dit, t < Ja (u(d)) et ﬂﬁ(u) < C impliquent

t * .
S < ia/z(k). On a donc bien :

Ju(u(k)) Sné(u) ﬁa/z()\).

Aprés ces préliminaires, nous allons entrer dans le vif du sujet
de ce chapitre, c'est-a-dire la généralisation des résultats du chapitre III

dans le cas p = O, Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 30 : Soient Q = N, W une probabilité sur N, E un elcs & dual quasi=-
normé, (gn) une suite d'éléments de la quasi~boule unité de E', et § une
fonction de Young telle que Bi(0+) = 0, Si v désigne l'opérateur de E dans

LQ(Q,p) défini par v(x) = (< x 8 >), on a :

nq(v) < 1.
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Démonstration : Posons p = I o én,et soit a > 1., Nous aurons pour tout

x € E

a l< x,gn >,

a v(x)
1< [ 8 ( ﬂ;T;Tﬂ') dp = Z o & ( ———WF;T;T“—-_ ) .

Soient (xi,.-.,xm) une suite d'éléments de E et (11,...,km) une

suite de réels >0, EAj # 0. Nous aurons :

a ,< x.,§n>|
z Kj < z Aj T ( __ﬂ;T;%jTT_—— )
J n J

a |< x.,gn >] a |< xX.,§ >|
< sup oA, 8 (

)
Nell <15 Y

=Zao (A, & (
n 5%
n

| lv(x.)
J J

v(x,)
J
ce qui démontre le lemme.

Si (Q,p) est un espace de probabilité, F un espace quasi-normé et

u un opérateur linéaire de F dans Lo(n,p), nous poserons :
Je(u) = Je (u(B)), B étant la quasi=boule unité de F,

Théoréme 31 : Soient E un elcs & dual quasi-normé, tel que le couple (E,E')
vérifie l'hypothése d'approximation métrique, et § une fonction de Young
telle que B§(0+) = O, On suppose qu'il existe une constante C telle que pour

tout espace quasi-normé F et pour tout opérateur v € HQ(E,F), on ait :
nJ(v) <cC UQ(V).

Alors, pour tout espace de probabilité (Q,p), tout opérateur li-
néaire continu u de E' dans LO(Q,M) et tout e € ]0,1[, il existe une partie
mesurable Qe de Q telle que p(Q = Qe) < 2 € et que @

lElley <1 = [ @(J“—(-E)—L)dpgz, ot K, =CJ_, (u).

E! K ¢ e/2
Q €
]
Démonstration : Soient (an) une suite de réels >0, telle que & a = 1,
telle qu'un nombre fini d'entre eux seylement soient non nuls, et (gn) une
suite d'éléments de la quasi~boule unité de E', Considérons la probabilité

v=2 o 6n sur N, et l'opérateur linéaire v de E dans LQ(N ,V) défini par :

vix) = (< x, € >) .
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Soient d'autre part (Q,p) un espace de probabilité,

u € L(E', Lo(ﬂ,u) et € € ]0,1[. L'opérateur u définit une probabilité cylin-

drlque )\ sur E’ et :
J } = J u) pour tout o e (), 1| «

Puisque le couple (E,E') vérifie l'hypothése d'approximation mé-
trique, il existe un filtre (kj) de probabilités a support fini sur E, tel

que (kj) converge cylindriquement vers )\, et que :
Vi, Iy (k ) <J (A), pour tout o € ]0,1[ (voir [27] exposé 5).

D'aprés le lemme 30, on a ng(v) < 1, donc par hypothése nJ(v)

On en déduit d'aprés la proposition 29 :
*
Vi, I (v(A)) <c I () <S¢y (u) =K .

D'autre part, (v(k )) converge cylindriquement vers v(\A). Mais en
fait L (N V) est de d1mens1on finie, donc (v(xJ)) converge étroitement vers

v(A),et puisque Je est sci pour la topologie étroite ([27], exposé L&)
I (v(d))

On voit facilement que v(}) est l'image de p par l'application

w = (u(gn)(w))n, et la relation ci-dessus s'écrit alors :
p{o | \\(u(gn))n > K, } <e

c'est~a~dire aussi :

Iu(gn)(w)l
u{wlZanN K, ) =21} <e .

Considérons l'ensemble C des fonctions mesurables sur () de la for-

lue ) (w) |

Ke

formé de fonctions positives, et Je(C) < 1 d'aprés la relation ci-dessus, Il

me ¥ @ 3 ( ), avec & a =1, HgnH < 1. L'ensemble C est convexe,

suffit maintenant d'appliquer le théoréme 13 pour achever la démonstration.

Le théoréme 31 admet une réciproque :
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Proposition 32 : Soient E un elcs a dual quasi-normé, et ¢ une fonction de
Young telle que B§(0+) = O, On suppose que pour tout € € ]0,1L, il existe

une constante Ce et o € ]O,l[ tels que pour tout espace de probabilité

]
(Q,p), tout opérateur linéaire continu u de E' dans LP(Q,p), il existe une

partie mesurable Qe de 0 telle que p(Q - Qe) <2 ¢, et que :

u ( N
|\g\|E,<1 =/ @(J—KS-Z-L)duSL ou K. =C, J_(u).
€ o
Q € €
€
Pour tout € € ]0,1/3[, il existe une constante De, ne dépendant
que de € et de &, telle que pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur

linéaire v de E dans F et toute probabilité ) a support fini sur E, on ait

*
J}e (v(d)) < nﬁ(v) D, C, Jaé(k).

Autrement dit, tout opérateur (§,0)-sommant de E dans F est

O-sommant,.

Démonstration : Soit € € ]0,1[ donné., Puisque B§(0+) = 0, on peut trouver

(cf, démonstration de la proposition 12) un réel c > O tel que :

Vx>o #(c x) <#(e) + Bylc) 8(3)
et : #(c) + Byle) <3 .
Soit A = I Ai 6x une probabilité a support fini sur E, telle
. i€1 i
que Ja (A) < 1. Considérons l'opérateur u de E! dans LO(Eyk) défini par
e
u(g) = { x»<x, £> 1.
Par hypothése, il existe un sous-ensemble Io de I tel que :
< x.,8 >|
b} )\321-26; sup z )\jQ(—%—)Slo
j€er, el <1 G erx €
Alors, d'aprés le choix de c, on a pour Hg” <1
2
c ’<X.7§>|
Eooa 8 (——pd——) <) . (T ) +Byle) ( F A
jer I ¢ jer jer,
< x.,€ >
§ (——)
CS
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< #le) + Byle) <5 .

Posons B: J E:I ).J, A = z }\J 5x + (1 - 3)60’ et
o

) jer J
De = 1/c¢”., L'inégalité précédente peut encore s'écrire :

s‘up [ 8 -‘%%EZL) dax' (x) {% , soit :
llell <1 ¢

*
]

%/z(" ) <cC D

On en déduit d'aprés la proposition 29 b)

Je (v(a")) <1T§(V) C, D

Soit encore en posant M = HQ(V) Ce De :

"v(xj)“) <

z A, J( €.
. J M
j € Io
On en déduit :
()|
= . (——}TL—)\ z hi+ 2¢ <3 ¢,
ier * idr

soit encore Jje(v(k)) < M, ce qui achéve la démonstration.
Remargue 33 : Les énoncés du théoréme 31 et de la proposition 32 sont des
énoncés "avec constantes'". On peut donner des énoncés sans constantes et se
ramener aux énoncés avec constantes en appliquant des théorémes généraux.
Considérons d'abord le cas de la proposition 32, Soient E un elcs a dual
quasi=~normé et § une fonction de Young telle que BQ(O+) = O+ Supposons que
pour tout espace de probabilité (Q,p) et pour tout opérateur linéaire u
continu de E' dans LO(Q,u), il existe pour tout € € ]O,l[ une constante K€

(dépendant. de u) et une partie mesurable Qe de , telles que :

ma=-q) <2e¢, et |, <1=>] @(-I“—}ii)-l-) dp < 1.
Q €

€

Nous allons montrer qu'il existe o, et Ce tels que la propriété

-]
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de la proposition 32 soit réalisée.

Si F est un espace quasi-normé, désignons par LQ(F, LO(Q,p)) ltes-
pace des opérateurs linéaires u continus de F dans LO(Q,u), tels que pour
tout ¢ € ]0,1[, il existe une partie mesurable Qe de (Q et une constante Ke

telles que :
wa - ) <2, et |p<1=7 5(-‘31%’11) dp < 1.
Q €
5}

On peut munir LQ(F, LO(Q,p))d'une topologie d'evt métrisable dont
un systéme fondamental de voisinages de zéro est constitué par les ensembles :

€,cC

v =1uldo,wa-0)<ze et |x<1 /e 22 gy
o
€

On vérifie assez facilement que LQ(F, LO(Q,u)), muni de cette to-
pologie, est complet. Or, l'hypothése que nous avons faite ci-dessus signi-
fie LQ(E', LO(Q,u)) = L(E', Lo(n,u)). D'aprés le théoréme du graphe fermé,
1'application identique est continue de L(E', L°(Q,u)) dans LQ(E',LO(Q,u)),

donc
V e € ]O,iL, 3 o, € ]0,1L et j a, >0 tels que :
Jae(u) < a, = u € V(_:’1 , c'est-a=dire :
jo, ca wWa-q) <2c¢, J & (lu(g)]) ap <1 lorsque |g|| < 1.
Q
]

On en déduit par homothétie sur u :

Vuv DeCQ, P'(Q-Qe)gzey,[ Q('TLl&'J_)dusl.
= J (u)

Q
€ a
e %

Nous n'avons pas exactement démontré le résultat voulu, puisque
a, et o dépendent a priori de l'espace de probabilité (Q,p). Mais il n'est
pas difficile de voir que l'on peut construire un espace de probabilité
(E,E) suffisamment '"gros'" pour que toute application linéaire u de E' dans un

espace L°(Q,p) soit isonome 4 une u € L(E', L°(0,1)). Il suffit donc de
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démontrer le résultat pour (6,;), ce que nous avons fait. (On peut décrire
(6,;) de la fagon suivante : pour toute probabilité cylindrique )\ sur E, il
existe un espace compact QA’ une probabilité p, sur Ql et une application

linéaire px € L(E', LO(QK’ ul)) qui représente )\ ([27], exposé 6). Posons :

Q= I Q 3 I = &

v A . 2
A €8 (E) A €0°(E)

ou é’(E) désigne l'ensemble des probabilités cylindriques sur E.

Soit m, la projection de Q sur QA' Posons si E € E'

A

'J)‘(g) = u,(g) °m € L°(q, ).

On voit que u, représente A. Maintenant, si v est un opérateur

A

linéaire de E'! dans un espace Lo(o,p), v représente une probabilité cylindri-

que A sur E, donc v est isonome 3 u_.

Considérons maintenant le cas du théoréme 31. Soient E un elcs a
dual quasi-normé, et ¢ une fonction de Young telle que B§(0+) = 0. Suppo=-
sons que pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur (§,0)=-sommant de E
dans F soit J-sommant. Nous devons montrer qu'il existe une constante C

telle que pour tout F et tout v € H§(E,F), on ait

m(v) <¢ nQ(V).

Supposons pour simplifier &(t) = tp, 0 <p < + o, Supposons que
le résultat soit faux. On peut alors trouver pour tout entier n un espace
quasi=normé Fn et un opérateur p-sommant v de E dans Fn tel que :

n
np(vn) <1 s ﬂJ(Vn) >4,

D'aprés Pietsch [21] , l'opérateur Vn admet la factorisation

suivante :

57



THEOREMES DE FACTORISATION

E —m—» C(K) —— LP(K, l-'tn)

\\\\\\\\\\\\\\. L,/7
v S —_— F
n n

w
n

n

ol Sn est un sous-espace fermé de Lp(K,pn), donc un espace p-normé, et ou
Hwnu <1, ﬂp(Vn) < np(vn) < 1. On a d'autre part : nJ(vn) < HwnH ﬂJ(Vn),
donc
— — n

"p("n) <t 50 omlv) >4

Considérons 1l'espace £p((Sn)) formé des suites (xn) telles que
b Hxnup < + ®, et définissons un opérateur v de E dans £p((Sn)) par :

V(x) = (= ¥ (x)).

n

zn

On vérifie immédiatement que v est p-sommant., On doit donc avoir
par hypothése WJ(;) < + o, Mais cela est impossible. En effet, en désignant

par p la projection naturelle de lp((Sn)) sur Sn, on a @

— 1 -
o = — H
P vV=E—Y]QVvV, donc :
2
n 1 - - -
27 < nJ(;; v) < Han m(v) = mi(v)

ce qui démontre le résultat.

Dans le cas d'une fonction de Young § telle que B@(O+) = 0, on
peut adapter la démonstration précédente, avec quelques difficultés techni-

ques supplémentaires.
Corollaire 34 : Soient E un elcs a dual quasi-normé, tel que le couple (E,E')
vérifie l'hypothése d'approximation métrique, et § une fonction de Young

telle que B§(0+) = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur linéaire (§,0)-sommant de

E dans F est O-sommant.
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b) Pour tout espace de probabilité (Q,p), tout opérateur linéaire continu u
de E'!' dans LO(Q,u) se factorise par LQ(Q,p) et la multiplication par une

fonction mesurable.

Démonstration : Montrons que a) =3 b)., D'aprés la remarque 33, on peut se
ramener a un énoncé "avec constantes". On peut alors appliquer le théoréme

31 puis la proposition 12,

Inversement démontrons que b) —> a). D'aprés la proposition 12,
1'hypothése b) implique que tout opérateur linéaire continu u de E' dans
LO(Q,p) appartient a4 l'espace LQ(E', LO(Q,p)) défini dans la remarque 33.
D'aprés cette remarque, les hypothéses de la proposition 32 sont satisfaites.

On achéve donc la démonstration en appliquant la proposition 32,
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V. Une généralisation vectorielle : les opérateurs (p,G)-sommants

Les théorémes de factorisation démontrés dans le premier chapitre
sont valables pour des opérateurs linéaires d'un espace quasi-normé E dans
un espace LP(Q,1,G), ot G est également un espace quasi-normé. Lorsque
G = IR, nous avons montré au chapitre III que les théorémes de factorisation
pour les opérateurs linéaires de E' dans un espace Lp(n,p) correspondent a
des théorémes sur les opérateurs p-sommants de E dans un espace quasi-normé
F. Dans ce chapitre, nous introduirons une nouvelle notion, généralisant
celle d'opérateur p-sommant, qui permettra de traduire les théorémes de
factorisation pour les opérateurs linéaires de E' dans Lp(n,u,G) ou G est

un espace quasi-normé.,

Cette généralisation est pratiquement triviale, et nous donnerons
la plupart des énoncés sans démonstration (les démonstrations sont absolu=-

ment identiques 4 celles du chapitre III).

Soient E un elcs a dual quasi-normé et G un espace quasi-normé.
Si z =% xn® 9, est un élément de E® G,et & un élément de E', nous pose=

rons

<z,E >=3I < xn,g > gn € G.

Soient F un espace quasi-normé et u un opérateur linéaire de
E® G dans F. Nous dirons que u est (p,G)-sommant, 0 < p < + o , s’il existe
une constante C telle que l'on ait pour toute suite finie (zi,...,zn) aré-
léments de E® G :
(z Hu(z )”p)l/P <cC su (= b /e
i < p H< z;1§ >“G )
llellg < 1

On notera wp G(u) la plus petite constante C telle que la proprié-
9
té ci-dessus soit réalisée, et Hp G(EQ@(S,F) l'ensemble des opérateurs
9

(p,G)=-sommants de E® G dans F,

Soient A une probabilité & support fini sur E ® G, et o € ]0,1[.

Nous poserons :
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J*,G(}\) = suwp I (E(N)
llell < 1

(ot E(A) est une probabilité sur G.)

Soient maintenant F un autre espace quasi-normé, et v un opéra-
teur linéaire continu de E @ G dans F. Nous dirons que u est (0,G)-sommant
si pour tout B € ]0,1[, il existe o € ]0,1[ et C tels que l'on ait pour tou-
te probabilité )\ & support fini sur E® G :

*
Jﬂ(v(x)) <cC Ja’G(X) .

Soit q € ]0, +°°]. Nous désignerons par N(E & G, 14G)) l'espace

des opérateurs linéaires u de E @ G dans lq(G) de la forme :

u(z) = (< z, &, >), ou (gn) est une suite d'éléments de E' telle
que T [|g || < =
1/q
Nous poserons Nq’G(u) = (Z H§n|lq) « Nous désignerons par
NO(E@ G, 2%G)) le sous-espace de N(E & G, 13(G)) formé par les opérateurs
u pour lesquels la suite (gn) ne comporte qu'un nombre fini de termes non

nuls. On obtient immédiatement :

Proposition 35 : Soient E un elcs a dual quasi=normé, G un espace quasi=
normé, et q € ]0, + oo]. Pour tout u € N(E & G, lq(G)), on a 3

n . (u) <N (u).

q,G = q,G
Définition 36 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie, G un espace
quasi=-normé et u un opérateur linéaire continu de E' dans LO(O,M,G). I1

existe une unique application mesurable (pu de  dans E &G telle que :

u(g).

\/gEE' g"cpu

*
(I1 est facile de construire o, ¢ si (xn) est une base de E et (§n) la base

duale dans E', on posera :
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*
<pu(w) =Zx ® u(gn)(w),
1'unicité est facile a vérifier.)

Proposition 37 : Soient E un elcs 4 dual quasi-normé, tel que le couple
(E,E') vérifie l'hypothése d'approximation métrique, F et G deux espaces
quasi-normés, v un opérateur linéaire de E dans F, o une quasi-norme sur
F ® G, telle que a(x® y) = ||x|| « |lyll, (Q,n) un espace de probabilité et u

un opérateur linéaire continu de E' dans Lp(Q,u,G), 0<p < m,

On suppose que ¥ =v&Idest (p,G)=-sommante de E ® G dans F & G
et que F est de dimension finie, On a alors, en posant o

w=u?o % €L, LP(Q,p6)) :
p 1/p -
(J (@ (o, @NP apw))  <m (@ . ulls

La démonstration est standard : on résoud tout d'abord le cas ou
u est de rang fini, et (pu finiment étagée ; dans ce cas cela résulte direc-
tement de la définition des opérateurs (p,G)-sommants. Ensuite, lorsque u
est de rang fini, on 1l'approche dans LS(E', Lp(Q,p.,G)) par des opérateurs

de rang fini h tels que soit étagée, et l'on conclut par le premier cas.
®n

Finalement, lorsque u est linéaire continue quelconque, on 1'appro-
che par des opérateurs (ui) de rang fini, gréce & la propriété d'approxima=

tion sur E',
On démontre alors par le méme raisonnement que dans le théoréme 193

Proposition 38 : Soient p et q deux nombres réels tels que O < p < q < + @,
E un elcs a dual quasi-normé, tel que le couple (E,E') vérifie 1l'hypothése
d'approximation métrique, u un opérateur linéaire continu de E' dans un es-
pace Lp(ﬂ,p.,G) (avec G espace quasi-normé), et C un nombre réel > 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'opérateur u se factorise par Lq(Q, v, G), avec Cp q(u) <cC

9

b) Pour tout opérateur v = v & Id € NO(E@ G, I,q(G)), on a ¢
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|l 1 <c N (W) .
t G
u° v LP(q,u £%(6)) a4
Nous pouvons maintenant démontrer 1l'analogue du théoréme 23. Aupa-
ravant, nous introduirons l'analogue des suites scalairement ﬁp ¢ Soient
E un elcs a dual quasi-normé, G un espace quasi=normé j; nous définirons une

quasi-norme sur E ® G par :

e(z) = sup |l< €,z .
<1
~
Les applications 2z = < €,z > se prolongent au complété E Q G .
A
Nous dirons qu'une suite (zn) d'éléments de E &,G est G-4P sri1l

existe une constante C telle que :
o 1/p
Veer (z ||« gz, > <c gl .
On posera

((z)) (z || >1\P)1/p
M z = sup < g,z .
PE T el<1 n g

Théoréme 39 : Soient p, q, r trois nombres réels tels que 0 < p < q < + @,

= -;— + % , E un elcs a4 dual quasi~normé tel que le couple (E,E') vérifie

1'hypothése d'approximation métrique, G un espace quasi-normé et C un nom-

LA

bre réel > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout espace quasi-normé F et tout opérateur v € I Gl(E ® G,F),
9

™ (v) <cm (v)e
p,G = q,G )

b) Pour tout opérateur v € N (E® G, ﬁq(G)), " (v) <CN (v)
o PG q,G

c) Pour tout espace mesuré (QQ,u) et tout opérateur linéaire continu u de E!'

dans LP(Q,p,6G), Cp,q(U) < C lull.

~
d) Toute suite (z ) G. & sur E@eG peut s'écrire zZ o= o Y o, ou (yn) est
~
une suite G.£% sur E®G et (anJ une suite numérique telles que :
Il"

€
z lazn <1 Mq,G((yn)) <c Mp’G((zn)).
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Démonstration : On va suivre exactement la démonstration du théoréme 23,
L'implication a) = b) est immédiate par la proposition 35. Démontrons

b) —> c), en supposant d'abord que p soit une probabilité. Dans ce cas, le
résultat provient de la conjonction des propositions 37 et 38. Supposons main-
tenant W quelconque. Soient u € L(E', LP(Q,p,G)) et (§1,..,§n) une suite

finie d'éléments de E'. On peut trouver une fonction mesurable h > O sur

(Q,p) telle que [ h dp = 1, et que :
||u(gk)|lp B<<hp=V, k=1,000,n4

On démontre exactement comme dans le théoréme 23, en se ramenant

a la probabilité v, le résultat voulu.

A
Si (zn) est une suite G.4P sur E ® G , elle définit un opérateur u
13

de E' dans EP(G) par u(g) = (< zn,g >)¢ On en déduit aisément c) —> d). Fi-
nalement d) = a) résulte de l'inégalité de Holder, tout comme au théoréme

23,

Remarque 40 : L'équivalence a) =—> b) = d) —> a) ne nécessite jamais 1'hy-

pothése d'approximation (cf. remarque 24).,

Remarque 41 : Soit E un elcs 3 dual quasi-normé vérifiant les conditions
équivalentes du théoréme 39 pour un espace quasi-normé G de dimension > 1.

Il est immédiat que E vérifie également les m@mes conditions si on remplace

G par un sous-espace 61 de G, et en particulier si G1 = IR .Dans ce cas, E
vérifie les conditions du théoréme 23. Par contre, il n'est pas évident

qu'un espace E qui vérifie le théoréme 23 c'est-d-dire lorsque G = R, vé=-
rifie aussi le théoréme 39. Nous démontrons plus loin que cela est vrai lors-

que G est un espace de Banach quelconque et q < 2, (Corollaire 8¢)
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VI. Opérateurs et espaces de type et cotype g, O < q< 2.

Dans ce chapitre, nous introduirons une classe d'espaces E, que
nous appellerons espaces de type q, telle que tout opérateur linéaire conti=-
nu u d'un tel espace E dans un espace Lp(O,p) soit g-cylindriquement de type
p, avec 0 < p < q < 2. (p étant une probabilité si p = 0)e. Cette classe con=-
tient pratiquement tous les exemples que l'on peut obtenir au moyen du théo-

réme 23 & partir des théorémes connus de la forme vV F, Hq(E,F) = HP(E,F).

Soit q un nombre réel tel que 0 < q < 2. On sait L18] exposé V,
qu'il existe une probabilité Yq sur IR, dont la transformée de Fourier
est exp (- ]t,q). Nous appellerons suite stable d'ordre q toute suite (finie
ou infinie) de variables aléatoires indépendantes (fn) sur un espace de pro-

babilité (Q,p) suivant la loi yq.

On sait que Yq admet des moments d'ordre p < q lorsque q < 2, et
*
des moments de tout ordre p < + © si q = 2. En posant q = q si 0 <q <2,
* *
et 2 = 4+ ®, nous retiendrons que Yq admet des moments d'ordre p < q . Sauf

mention du contraire, q sera supposé < 2 dans tout ce chapitre.

Nous rappellerons dans un lemme la propriété bien connue des suites

stables d'ordre q ([18], exposé X=XI lemme 2).

*
Lemme 42 : Pour tout réel p tel que - 1 <p <q , il existe une constante

A telle que 1'on ait pour toute suite stable d'ordre g (f1’°"’fn) et pour
s
toute suite (Cl’°"’cn) de nombres réels :
» 1/p a 1/q
(J Iz ey £, [P ap@) ) = A (2 [e; [ .

De plus pour tout o € ]O,l[ il existe deux constantes AZ et BY

telles que :
1/q 1/q
BZ (2 e, 1M <9 (5ey £, W <A‘;’ (£ ley 1% .

(la valeur de A est donnée par :
1
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a e el e )
Pyq q q'p

Soient E et F deux espaces quasi-normés, p et q deux réels tels
que 0 < p < q*, et u un opérateur linéaire continu de E dans F. Nous dirons
que u est de type (p,q) s'il existe une constante K telle que pour toute
suite finie (xl,...,xn) d'éléments de E et toute suite stable d'ordre q

(f,5000,f ) on ait :
1 n
p 1/p a 1/q
(J ||= u(xi) fi(w)H dp(w) ) <K (2 HxiH ) .

On notera Kp q(u) la plus petite constante K telle que la proprié-
,

té ci-dessus soit réalisée.

Nous aurons besoin de la notion d'opérateur de type (0,q) & va=-
leurs dans LO(Q,M), qui n'est pas quasi-normé. Nous dirons qu'un opérateur
u d'un espace quasi-normé E dans un evt F est de type (0,q) si pour tout
voisinage de zéro équilibré V dans F, et pour tout o € JO,1[, il existe une

contante Ka telle que pour toute suite finie (xi,...,xn) d'éléments de E,

A%
9
et pour toute suite stable d'ordre q (f1,...,fn), on ait :

a 1/q
I, Gy (Bulx) 1), W <K, (T = 11
(ot jv désigne la jauge de V).

Notons quelques propriétés immédiates. Si v est un opérateur de
type (p,q), et si u et w sont deux opérateurs continus, l'opérateur

wo°v ©°uest de type (p,q) , et pour p >0 :

Kp,q(w ° v o u) HWH Hu” Kp’q(v).

Supposons que u soit un opérateur de type (p,q) de E dans F, et

que u admette la factorisation :

™ u

F .
E —>» E/N — , ou E/N est un quotient de E, muni de la

quasi-norme quotient. On vérifie immédiatement que U est aussi de type (p,q)

avec K (u) = K
Pyq p

(u).
q

b
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Soient encore E et F deux espaces quasi=-normés, p et q deux nom=
bres réels tels que 0 < p <n*, et u un opérateur linéaire continu de E dans
F. Nous dirons que u est de cotype (p,q) s'il existe une constante K* telle
que pour toute suite finie (xi,...,xn) d'éléments de E et toute suite stable
d'ordre q (fl""’fn) on ait :

a 1/q . o 1/p
(2 x| <K ([ zx £ (| aplw)) .

* *
On notera Kp q(u) la plus petite constante K telle que la pro-
9

priété ci-dessus soit réalisée, On voit encore immédiatement que
*

K (w©°ovou)<l|w
pha < vl
quotient n'est pas vraie en général.

*
. Hu“ Kp q(v). Par contre la propriété relative au
9

Soient E un espace quasi-normé, p et q deux nombres réels tels que
O0<p< q*. Nous dirons que E est de type (p,q) (resp : de cotype (p,q)) si
1t'identité de E est un opérateur de type (p,q) (resp : de cotype (p,q))
et nous poserons Kp q(E) = Kp q(IdE). (resp : K; q(E) = K;

9 9 , N 9
les propriétés des opérateurs de type (p,q), la classe a des espaces
k)

de type (p,q) est stable par isomorphismes, sous-espaces et quotient.

(Id_)). D'aprés
q E

Les résultats démontrés par J. Hoffmann~-Jorgensen dans [6] et gé-
néralisés par S. Kwapien dans [18] exposé VI, permettent de simplifier con-
sidérablement les notions précédentes ! En effet, si p et q sont deux nom=-
bres réels tels que 0 < p < q*, et si r € ]0,1], il existe § € ]0,1[ et C,
constantes qui ne dépendent que de p, q et r, telles que pour tout espace
r=normé E, toute suite finie (xl,...,xn) d'éléments de E et toute suite sta-

ble d'ordre q (fl,...,fn), on ait :
P 1/p
(J ||z x; £, @] dulw)) <c J Oz x £ (o), dulw)) .
On en déduit, si P, € ]O,pL, 1'inégalité :
/p

-1/p P 1
Ulzx [P a)<cs 1/ |px @] " aue)

Par conséquent les différentes notions de type (p,q) ou de cotype

*
(p,q) coincident toutes lorsque p varie dans ]0,q [ !
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Nous parlerons donc simplement d'espace ou d'opérateur de type q
ou de cotype q. De plus, d'aprés [18] exposé VII, tout espace quasi=-normé
est de cotype q pour q < 2. Ce résultat sera utilisé a4 plusieurs reprises

par la suite.

Les lois stables permettent une nouvelle interprétation des opé-

rateurs g=-cylindriquement de type p, lorsque q < 2.

Proposition 43 : Soient E un espace quasi-normé, p et g deux réels tels que
0<p<gq<x<2, (Qu) un espace mesuré quelconque et u un opérateur linéaire
continu de E dans Lp(Q,u). Pour que u soit q-cylindriquement de type p, il
faut et il suffit qu'il soit de type gq. Plus précisément, on a pour p >0 :
-1
c. (u) =4 K (u).
P.q pP,qa pya
Démonstration : Supposons tout d'abord p > 0, et soient (xl,...,xn) une suite
d'éléments de E, et (fl,...,fn) une suite stable d'ordre g sur un espace

de probabilité (X,V). On a d'aprés le lemme 42 pour tout w € Q :

a 1/q -1 o 1/p
(f [ulx,) () [7) = A (G f ulx;) () £,(£) |7 av(t))
donc @
a p/a 1/p -1 P 1/p
C/( f lu(xi)l ) dp) = A f | f u(x;) (w) fi(t)l dv(t) dp(w))
-1 p 1/p

o,q )1:: u(x;) £, (¢) ||Lp av(t))

d'ou 1l'on déduit immédiatement le résultat.
Dans le cas ou p = Oz nous utiliserons '"1l'inégalité de Fubini'" :

JY (J6 (£f(x,y), dv(y)), dp(x)) < I, (3, (£(x,y), dp(x)), av(y)),

B

lorsque o + B <Y 6 (L27] proposition XXIV, 2, &.)

On a d'aprés le lemme 42 pour tous B, 6§ € ]0,1[ :

¢ nous supposerons que p est une probabilité.
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8 q /4 (
By (2 Julx) @) %) <3, €] Tulxp)(w) £,(¢) | 4 av(t))

et

1/q

Tg (1 Zulxp) @ £,0) |, avie) <Al (2 | uGxw) [

Soient alors o, ¥ tels que o + B < ¥ 6. Nous aurons :

5 a 1/q
By Ty (CZ [uGe) @)D, au())

<9, g (] = ulx)) (@) £,0t) ], dv(t)), dule))

1/q

(= [ uGx)@ M auw)

<7, (JB (] 2 ulx) () £, ()], ap@)), av(t)) < A(Bl I,

Supposons u de type (0,q), et soit ¥y € ]O,l[. Choisissons o, B, &
tels que ¢ + B <Y 6. Soit V le voisinage de zéro dans LO(Q,M) défini par

J_(f,p) < 1. Puisque u est de type (0,q), il existe K

telle que :
B

a, B

1/q
Ja (JB (| = u(xi) fi(t)|, av(t)) < Ka,’B (2 Hxiuq) , d'oll d'aprés l'une des

inégalités ci-dessus :

1

q. 17 6" g, 1/
I, (@ luG) D W < B) ko (=D

ce qui prouve que u est g-cylindriquement de type zéro. Inversement, suppo-
sons que u soit g-cylindriquement de type zéro, et soient o € ]0,1[ et V

un voisinage de zéro équilibré dans Lo(n,u). On peut supposer que V est de

p

la forme {f | J_ (f,p) <1 }e Alors :

p qi/q
Iy Wg (| Zulx) £,(0) [, ap), av(t)) <A g (2 luCx) %), aw

1/q
B q
<c, A = =15
ce qui achéve la démonstration.
A priori le résultat précédent ne reste pas valable si on considére

un opérateur linéaire continu u de E quasi-normé dans Lp(n,u,G), G étant

aussi un espace quasi=normé. Nuus allons voir que si G est de cotype q, l'im-
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plication u de type q = u g-cylindriquement de type p reste vraie pour les
opérateurs linéaires de E dans Lp(Q,u,G). (En fait, tout espace quasi-normé
étant de cotype q pour q < 2, cette hypothése concerne uniquement le cas

Q=20)

Proposition 44 : Soient E et G deux espaces quasi-normés, p et g deux réels
tels que 0 < p < q < 2, (Q,u) un espace mesuré quelconque‘et u un opérateur
linéaire continu de E dans Lp(Q,u,G). Si q = 2, on suppose G de cotype 2,
Si l'opérateur u est de type q, il est g-cylindriquement de type p, avec

plus précisément pour p >0 :

*
c_ (u) <K_ (G) K_ (u).
Pyq pPyq Pyq

Démonstration : Il suffit de recopier la démonstration de la proposition 43,
en partant de 1'inégalité de définition du cotype (p,q) : si (xl,...,xn)

est une suite de vecteurs de E, on a :

a 1/q * o 1/p
(2 fJulax) (@) ]| <K, 4 (G) (] || £ ulx)(w)f, (£)||Tav(t))
d'ou

1/p /p

a p/a * o 1
@ u) D aw) <k (6 ()] £ oulx) fi(t)\le av(t))

* qy1/q
<K, (@) Kk (u)(Z 157 A

Pour p = 0, on répéte également l'argument de la proposition 43,

en écrivant 1'inégalité du cotype q sous la forme :
q 1/q
(Z {lulx;) (@15 <S¢ T O 2 ulxg) (@) £,(¢) ||, av(e)),
ou 8 est celui de la page 67 .

Nous allons donner maintenant un certain nombre d'exemples d'es-
paces de type q, pour différentes valeurs de q. Ces exemples sont fournis
par les espaces Lp(Q,u), pour des valeurs de p convenables, ou par des es=-
paces Lp(n,u,E), lorsque l'espace E lui-mé&me a une propriété convenable de

type.

¢ pour p=0, nous supposerons que p est une probabilité.
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Proposition 45 : Soient E un espace quasi-normé, (Q,p) un espace mesuré et r
un réel tel que 2 < r <+ o, Si E est de type 2, il en est de méme de

L' (Q,u,E), et plus précisément :
r
K. oL (Q,E)) = Ky, 2(E)

.

. . r
en particulier Kr’z(L (Q,u) = Ar,2
Démonstration : Puisque E s'identifie a4 un sous-espace de Lr(Q,u,E) (le sous-
espace des fonctions constantes), on a K 2(E) <K, 2(Lr(Q,u,E)). I1 suffit
3 r , ,
donc de voir que Kr,z(L (Q,4,E)) < Kr,Z(E)'

Soient (Xl,...,Xn) une suite d'éléments de Lr(Q,u,E) et (fl,...,fn)

une suite stable d'ordre 2., On a :

1/r . 1/r
(2 x; () £,(0)]° av(t) dp(w))

r
(S 2x; £, av(e))

2 r/2 1/r 5 1/2
<K, ,(E) (f (2 x| dp(w)) <K, L(B) (2 X, 15 .

La deuxiéme affirmation résulte de K (R) = A .
r,2 r,2
Théoréme 46 : Soient (Q,p) un espace mesuré quelconque, et S un sous-espace

d'un Qquotient de Lr(QaH)a 1 <r <+ o

a) Supposons 1 < r < 2, et soient 0 < p < q < r., L'espace S est de type q,
-1

et K (S) <A A A .
pPsa p,r p,q q,r

9

b) Supposons 2 < r < + o, L'espace S est alors de type 2, et Kr 2(S) < Ar o
1 9

(et a fortiori KP’Z(S) < Ar,2 pour O <p < r).

c) Supposons O <r < 1, et soient 0 «p < q < r.

-1

Tout espace r-normé E est de type et K (E) <A A A
P ype 4 Psq = Tpyr Tpyq q,r’

k]
Démonstration : D'aprés les propriétés de stabilité des espaces de type
(p,q), il suffit de prendre S = Lr(Q,p) dans a) et b). Alors b) est simplement
donné par la proposition 45, D'autre part, lorsque O < r < 1, on sait que
tout espace r-normé est le quotient d'un espace Er(I) pour un ensemble d'in-

dices I convenable., Finalement, pour montrer a) et c) il suffit de consi-
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dérer l'espace L (Q,p), O < r < 2. Soient p et q donnés, 0 <p < q <r. On
sait([lS] exposé V, remarque g% qu'il existe un espace de probabilité
(Y,A) et un opérateur linéaire u de Lr(Q,u) dans LO(Y,A) tel que :

[EETIN 1=l

u(x) A x||.
] g = 4., I
Désignons par j l'injection de Lq(Y,X) dans Lp(Y,l). On a
[ (j) = 1, donc K (j) = A d'aprés la proposition & Considérons
P,q ’ -1Prd J P,q P prop 3.
l'opérateur v = Ap (j ° u) (en considérant u comme opérateur de L’ (Q, w)
dans Lq(Y A).) D'aprés la premiére égalité ci=~ dessus, v est un plongement
isométrique de i (Q, ) dans LP (Y,)), donc :
-1

K (L"(Q,w).=K_ (v) =AT" K (j°u)
Pyq p,q p,r p,q

= A-l

-1 .
<Ap7r Hu” vaq(J) p,r qsr DPpP,q

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 47 : Si l'on examine la démonstration du théoréme 46, on voit que
1'on a démontré le résultat suivant : soient (Q,p) un espace mesuré, p,q
deux réels tels que 0 < p < q < 2. Si S est un sous=-espace fermé de Lq(Q,u)
sur lequel les topologies de Lq(ﬂ,p) et de Lp(ﬂ,u) coincident, S est de

type q (Nous verrons une réciproque de ce résultat au théoréme 98 et au co-
rollaire 99 a). Nous emploierons encore le méme type d'argument dans la pro-

position qui suit :

Proposition 48 : Soient q et a4, deux nombres reels tels que 0 < a <q<2,
et E un espace quasi-normé de type q et de type q1. L'espace ﬂq(E) est de
type q,» avec pour p, € ]O,ql[

*
K 1A(E)) <K E) K (E) X E).
P, 1, (F5(E)) < pi,q( ) L EEH ) qi,q( )

Démonstration : Comme on a supposé q < 2, l'espace E est automatiquement de

cotype q. Soit (fn) une suite stable d'ordre q sur un espace de probabilité

¢ il suffit pour cela qu'il soit de type q, cf. Addendum.
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(X,V). Considérons l'opérateur u de Eq(E) dans LO(X,v,E) défini par :

u((xn)) =3 x| fn .

Soit p, <aq, <a. Puisque E est de cotype (pi,q) et de type (q1,q),

on a pour bbute suite x = (xn) € 1Y(E)

* p, 1/p,
Hx” <K (E) (f Hu(x)u dv) , et ¢
Plaq
a, 1/a,
(J Ju( || * av) <K, (B . 3

94

Soient (xl,...,xn) une suite d'éléments de lq(E) et (91,...,gn)

une suite stable d'ordre q, Sur un espace de probabilité (Y,\). On aura :

P, 1/p1 . p, 1/p1
[ = x; gi(s)H da(s)) < Kp1’q(E) f ||z u(xi) gi(s)H b, da(s))
L

1/p,

* Py
Kpl’q(E) ([ llz ulx)(t) g, (8)]] 7 dar(s) dv(t) )
p,/a, 1/p,

* 1
p1’q1(E) . Kp1’q(E) ([ (z uCx) (O] 7 ) av(t) )

1/a,
K (B) K& (E) ([ % lulx)|| * av)
P17q1 p1’q i v

1/a,

* 1
qu’q(E) Kpi’ql(E) Kpl,q(E) (z fIxl *) » Ceqefed.

N

Remarque 49 : Soit E un espace quasi-normé, et soit q € ]0, + w[. Nous dirons
qu'un espace quasi-normé F est un espacerﬁ q,A(E)’ 1 <A<+ o si pour tout
sous~-espace de dimension finie G de F, il existe un entier n et un sous-espace
¢ de ﬂg(E) tel que d(G;E) < A. Il est bien clair que la proposition 48 reste
vraie si l'on remplace {(E) par un espace of X(E) (avec la majoration

Kp1,q1 < A K;1’q(E) Kpl’q1(E) K 1’q(E)), en pa;ticulier par un espace

Lq(Q9 HyE) .
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Théoréme 50 : Soient p, g, r trois nombres réels, 0 < p < q < r,(X,v) et
(Q, ) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p = O : nous supposerons
alors que p est une probabilité, cf. chapitre II), S un sous-espace d'un
quotient de Lr(X,V), et G un espace quasi-normé. Nous supposerons G de cotype

2siq=2.

a) Supposons 1 < r <2, et 0 < p € q <r. Tout opérateur linéaire continu u
de S dans LP(Q,M,G) est gq-cylindriquement de type p, et plus précisément
pour O < p < q :

* -
¢ (w <K (@) AZ* A A [l
pPy,q Py,q p,r pyq q,r
b) Supposons 2 K r <+ ®, g = 2, et 0 € p < 2. Tout opérateur linéaire con=-

tinu u de S dans Lp(Q,p,G) est 2-cylindriquement de type p, avec pour p > O
*
c (u) <K (G) A ull.
p,2 = Tp,2 r,2 H ”

c) Supposons O < p < q<r <1, et soit E un espace r-normé. Tout opérateur
linéaire continu u de E dans Lp(ﬂ,u,G) est gq-cylindriquement de type p, avec

pour p >0

* -1
<K G) A A A .
¢ ,q(u) = p,q( ) Pyr P,q QT lul

Démonstration : Démontrons a). D'aprés le théoréme 46, on a @

K (8) <A'1 A A donc :
P.q p,r p,q q,r

-1
vaq(U) < Hu” vaq(S) < Hull Apvr Ap’q Aq')r

donc d'aprés la proposition 4k :

*
C (u) <K
q =Tp

(G) K
P,y q p

(w) <K= (6) A”' A A
' S¥q pPs»T pPyq q,r ° ] -

b 1)

La démonstration des autres cas est identique.
Remarque 51 : Supposons que G = IR dans le théoréme 50, En appliquant le

théoréme 23 a4 a) et b), on retrouve les résultats de S. Kwapien [9] :

et P, Saphar [26] :
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' 1
vF, Hq(Lr ,F)=H0(Lr ,F) , 0<q<r<2, ou0<q<2<r<+ =
En appliquant le théoréme 23 & c), on retrouve la "conjecture de

Pietsch" : si E est un espace de Banach :
VF, Hq(E,F) =10 (E,F) , 0<aqc<1.

Si on considére maintenant un espace quasi=normé G, et si on ap=-
plique le théoréme 39 (et sa généralisation - non écrite, mais triviale
dans cette direction - & p = 0) au c) du théoréme 50, on obtient la généra-
lisation vectorielle de ce qui précéde : si E est un espace de Banach, F et

G deux espaces quasi-normés, on a :
¥Ya € [0,1], Hq,G(E® G, F) = HO’G(E@G, F) .

D'autre part, on remarque que l'hypothése d'approximation et le
"bidual" sont inutiles pour les opérateurs p-radonifiants d'un sous-espace
d'un quotient de Lr(X,V), 1 <r < + o, dans un Banach F, Plus précisément,
si E est un sous-espace d'un quotient d'un espace Lr(x,v), et F un espace
de Banach, tout opérateur p-sommant de E dans F est p-radonifiant de E dans

F, 0<p <=

Soient en effet v un opérateur linéaire p-sommant de E dans un
espace de Banach F. Le résultat annoncé est connu pour p > 1, [27], nous
supposerons donc p £ 1., Soient alors A une probabilité cylindrique de type
p sur E, et g un nombre réel tel que 1 < q < r, La probabilité cylindrique A
est g~cylindriquement de type p d'aprés le théoréme 50, L'opérateur v est
a fortiori g-sommant, donc v(A) est de Radon d'ordre p sur F d'aprés la

proposition 22, ce qui démontre le résultat.

Nous étudierons maintenant le probléme suivant : soient (X,V) et
(Q, 1) deux espaces mesurés, E un espace quasi=-normé et u un opérateur li-
néaire g-cylindriquement de type P, de E dans Lpi(x,v). Si w est un opérateur
linéaire continu de Lpi(x,v) dans Lpz(n,u), l'opérateur w ° u est=il g-cy-

lindriquement de type P, ?
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Dans le cas q < 2, la réponse est fournie immédiatement par la

notion d'opérateur de type (p,q) :

Proposition 52 : Soient Py Pyy 4 trois réels, tels que 0 < Pys Py <q<«<2,
(X,v) et (Q,p) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p, = 0, nous sup-
poserons alors que V est une probabilité, ou si p, = 0, auquel cas nous sup-
poserons que W est une probabilité), E un espace quasi-normé et u un opéra-
teur q-cyllndrlquement de type P, de E dans Lp (X,V). Si w est un opérateur
linéaire continu de L (X,v) dans L (Q,u) w ° u est g~-cylindriquement de
type P, de E dans L (Q,p), avec pour p >0 :

c (w ° u) < At H wl| € (u), avec p = sup (p,, p.)e.

Py q Py149 pq 14 1’ "2
Démonstration : Si u est un opérateur g-cylindriquement de type Pys avec
p1 < q, il est de type q d'aprés la proposition 43, Par conséquent, l'opé-
rateur w ° u est encore de type q, donc gq-cylindriquement de type p, par une

nouvelle application de la proposition 43,

Nous laissons 1l'inégalité exacte de 1'énoncé au soin du lecteur

méfiant,.
Remarque 53 : Le résultat précédent est faux si P, =49 < 2,

Nous allons traduire la proposition 52 en termes d'opérateurs
sommants. Rappelons que si E et F sont deux espaces de Banach et v un opé=-
rateur p-sommant de E dans F, v admet un prolongement v'" & E" (par densité
de E dans ¢(E",E')) qui opére de E" dans F (pour p < o 1), avec

m (v") = m (v).

P P

Proposition 54 : Soient p et q deux réels tels que 1 < p < q < 2, E un es=~
pace de Banach, (Q,{) un espace mesuré quelconque et u un opérateur linéaire

de E'!' dans Lp(Q,p). Les conditions suivantes sont équivalentes :

. t
a) Pour tout espace de Banach F et tout opérateur v € Hq(E,F), vi' °© "y est

r-sommant pour tout r >0, et pour r >0 :
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-1

t
(v e "u) €C . A
Ty ) < r,q pP»q

m (v).
q
t 1
b) Pour tout v € NO(E, 19y, v oo Ty o€ Hp(Lp (Q, 1), 19, et :
t
m (v ° “u) <C N (v).
p q
c) L'opérateur u est g-cylindriquement de type p, avec :

C (u) <cC.
psq =
Démonstration : a) => b) est évident. Montrons que b) = c) ; supposons
que } soit une probabilité. L'opérateur u définit une probabilité cylindri-
que A sur E ou sur g(E",E')., Nous devons montrer que )\ est g=-cylindriquement
de type p.
L'identité de Lp(ﬂ,p) définit une probabilité cylindrique-l sur
1 ~ K t ~
P (o,w), telle que HAHP < 1, et telle que A = u(A). Pour prouver que A
est g-cylindriquement de type p, il suffit d'aprés la proposition 22 de

montrer que l'on a pour tout opérateur v € NO(E,lq) :

HV(A)HP <cC Nq(V).

Mais
t -~
v(A) = v" ° “u(d), donc :
Il = o = S, <y o0 S (R < v,

ce qui prouve que C (u) =C (A <c.
aut P 4 Py a Pya =
La sque (Q,p) est un espace mesuré quelconque, on utilise l'argu-
ment que nous avons employé a plusieurs reprises pour se ramener a une pro=-

babilité, et l'on démontre ainsi que b) —> c).

Finalement démontrons que c) => a). Il suffit de démontrer le ré=-
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sultat pour r > O, d'aprés la '"conjecture de Pietsch". Soit (xn) une suite
1
scalairement 4% sur LP (Q,1)e Elle définit un opérateur w de Lp(Q,p) dans

A par :
wig) = (<x,8>), |w| =M ((x)).
D'aprés la proposition 52, on a :

c (wou) <A™t

-1 M (x).
r,q r,q

Ap’q HWH vaq(U) =c Ar’q P,qg r n

L'opérateur w ° u de E' dans 4 est défini par la suite (tu(xn))

d'éléments de E", L'inégalité ci-dessus signifie que 1l'on peut écrire

t s 101 1 o

u(xn) =a vy, avec b3 lanl <1, 7= q * < et Mq((yn)) < Cr,q(w u)
-1

<CA A M ((x )). Finalement, en utilisant 7 (v) = m (v") et 1'iné-
r,qa p;q r n q q

galité de H6lder, nous aurons :

(2 v ° Ful )Hr>1/r < (3 v )\\")1/q <m (v) M ((y)), dlou:
u xn < yn B TTq a yn ’ u 2

-1 n (v),

m (v ° tu) < CA A
r r,.a p,a q

ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 55 : Soient K un espace compact, (Q,p) un espace mesuré quelcon-
que, E un espace de Banach, p et g deux réels tels que 1 <p < q < 2 et
u un opérateur linéaire g-cylindriquement de type p de E'!' dans Lp(Q,p).
Pour tout opérateur linéaire continu v € L (C(K), Lp'(Q,u)), tu ° v est

-1 (W) vl

t
q'-sommant, et m u°v) <A A C
’ q =~ 71,9 "pya pyq

Démonstration : D'apreés [25] proposition 3, il suffit de montrer que pour

tout opérateur w € N(E,Eq), on a ¢

-1

t
m(we° u°v)< (A A c
1 = 71,4 "psa Pya

(u) nv”) . nq(w).
Or, d'aprés la proposition 54 :
Mo fu e vy <] mv o Fw) < vl ATt A e () m (),

»d pPsya Pya

d'ol le résultat.
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Contre~exemple 56 : Nous allons montrer que dans le cas p > 1, la restrice

tion q € 2 est nécessaire dans la proposition 54. Soient en effet p et q
deux réels tels que 1 <p < g < + =, et q » 2. Soit LZKJ une suite de va=
riables aléatoires gaussiennes indépendantes sur un espace de probabilité

. . P . 2 s pd
(Q, 1)« Considérons 1l'opérateur linéaire j de 4 dans LP(Q,u) défini par :
(c) »%c Z
n n n

On sait que j opére en fait de 2 dans LY(Q,p), donc j est q-cy~
lindriquement de type p. D'autre part, en identifiant 12 et son dual, l'opé-

rateur tj est donné par :
g € P(a p) o> ([ g&  dp
2 n n .

. t. . . sz 2 . s
On voit alors que j ° j est 1'identité de 4 ., Si la proposition

54 était vraie dans ce cas, nous devrions avoir :
2 2
VF, 1 (£°,F) = 1 (4°,F),
q o

P . 2
ce qui est faux pour q > 2 (par exemple, un opérateur diagonal o de 4~ dans
. 2 . .
4”7 est 2-sommant si et seulement si o € £ ([27], exposé 26), alors qu'il

est g-sommant dés que o € 23, Voir aussi la remarque 89).

Nous avons montré que w ° u est g-cylindriquement de type p, lors-
que u est un opérateur g-cylindriquement de type p de E dans Lp(X,v) et w
un opérateur linéaire continu de Lp(x,v) dans Lp(Q,u), sous l'hypothése
0<p<gq<c<2, Nous allons maintenant examiner le cas O < p < 1. Dans le
cas p = 1, la solution est immédiate en utilisant la norme tensorielle pro=-
jective de Grothendieck, et 1'égalité L1(Q,u,G) = Ll(Q,u) a G, lorsque G
est un espace de Banach. Pour traiter également le cas O < p < 1, nous intro-

duirons la définition suivante :

Définition 57 : Soient E et F deux espaces quasi-normés, et p € ]0,1[. Nous

désignerons par E é% F 1'espace E ® F muni de la quasi-semi-norme :

/
Hznp = inf (Z Hxin HYin)1 ’ )
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1'inf étant pris sur l'ensemble des représentations de z de la forme

z=2xie yi.

Remarque 58 : Lorsque E ou F est séparé par son dual, ”z“p est une quasi-
norme (c'est-a-dire que Hz”p =0 => z = 0). Lorsque E et F sont p=-normés,
Hznp est une p-semi-norme. Lorsque E et F sont normés, et p = 1, ”z”1 est
la norme projective de Grothendieck. Enfin, E et F étant fixés, p = Hsz

est décroissante.

Proposition 59 : Soient (Q, ) un espace mesuré, p € ]0,1] et G un espace

p-normé complet. On a un isomorphisme isométrique :
LP(q,u,6) = LP(q,n) e .

Démonstration : Soit £ le sous-espace des fonctions étagées sur (Q,p), a
valeurs dans G. Il suffit de montrer que les quasi-normes induites sur §
par Lp(Q,u,G) et Lp(Q,p)n&p G coincident, puisque E est dense dans chacun de

ces espaces. Soit ¢p=2 fi 24 xi. Nous aurons, puisque G est p=-normé :

lel|® =/ zf(w x; II? ape) <z Hfiup Hxiup, donc :
P, p,6)

[l !} < lell,-
LP(qQ, u,G)

Inversement, considérons une représentation de ¢ de la forme

¢ =2z Xa & x; ou les (Ai) sont des parties deux a deux disjointes de
(Q,p) ¢ *
P p P p p
lell <= llxy [l ll = = wla)) flx il = floll ,
P ' L’ (q,p,6)

d'ou le résultat.,
On en tire immédiatement :

Corollaire 60 : Soient (X,V) et (Q,p) deux espaces mesurés, p € ]0,1], F et

G deux espaces p-normés complets. Si u est un opérateur linéaire continu de
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Lp(X,V) dans Lp(Q,p), et v un opérateur linéaire continu de F dans G, l'opé-

rateur u @ v de Lp(X,V) & F dans Lp(Q,p.,G) se prolonge en un opérateur conti-
o)

nu u® v de LP(X,V,F) dans tP(qQ,u,G) et :

e ® vl < ful| v

|

p
Remarque 61 : Le corollaire 60 subsiste si u est continu de L 1(X,\)) dans

P
2
L “(q,p), avec 0 <p, <1, p, <P, <=

1
Théoréme 62 : Soient p et g deux nombres réels tels que 0 < p < 1,

p<aq<+ o (X,v) et (Q,u) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p =0
nous supposerons alors que ce sont des espaces de probabilité), E un espace
quasi-normé et u un opérateur g=-cylindriquement de type p de E dans Lp(X,V).
Si w est un opérateur linéaire continu de Lp(X,V) dans Lp(Q,u), l'opérateur

w ° u est g-cylindriquement de type p, et l'on a pour p >0

c (w°u) < “wH c (u).
P,q psq

Démonstration : Supposons d'abord p > O. Comme nous 1l'avons signalé a la

remarque 4, dire qu'un opérateur linéaire v de F dans Lp(Y,)\) est g-cylindri-

quement de type p équivaut i dire que l'opérateur v adéfini par

(xn) - (V(xn)) est continu de £3(F) dans LP(Y,),4%), et :

¢y ¥ = IR

e
Considérons la situation de 1'énoncé, L'opérateur w ° u de 29(E)
~ -~
dans Lp(ﬂ, u,»@q) s'obtient en composant u avec l'opérateur w ® Id, qui est
continu et de norme < HW” de LP(x,v,4%) dans tP(q,p, 4%) drtaprés le corol-

laire 60, On a donc :

¢y q(v W = W ull < Il 1) = el €,

ce qui régle le cas p > 0.

Supposons maintenant p = O. Dans le cas q < 2, le résultat est
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donné par la proposition 52. Supposons maintenant qQ >2, et soit u g-cylin=-

driquement de type zéro de E dans LO(X,v). On peut écrire u =T ©° u ol

1,
uy est un opérateur linéaire continu de E dans Lq(X,v). Ecrivons g = 9,9,

de fagon que T opére de Lq(X,V) dans L1(X,v). Soit w un opérateur linéaire

continu de LO(X}V) dans LO(Q,p). Considérons T comme opérateur de
2
1 . : . .
L7(X,v) dans L°(X,V) ; c'est un opérateur 1-cylindriquement de type zéro,

donc w ° Tg est 1-cylindriquement de type zéro de L1(X,v) dans LO(Q,p)

d'aprés le %as q < 2. On peut donc écrire w ° Tg = Th ° Vo ou v, est
2 2
linéaire continu de Ll(x,v) dans Ll(Q,u). Alors :
w°u=w©oeT © u, = (weoeT ) o (T ° u) = Th ° (w1 °T ° u).
9 92 91 2 9

Maintenant T ©° u est g-cylindriquement de type 1, donc

¢}
1

v, ° Tg ° u est g-cylindriquement de type 1 d'aprés la premiére partie,

1
donc on peut écrire v, ° Tg ° u = Th ° u,, ou u, est un opérateur lineaire
1 1
continu de E dans Lq(Q,u). Finalement w © u = T ° (T ° u) =T ° u_,
h2 h1 2 h2h1 2

donc w ° u est g-cylindriquement de type zéro, ce qui achéve la démonstra-

tion,.

Remarque 63 : Dans la proposition 52, on considérait un opérateur u q=cylin-

p
driquement de type p, de E dans L 1(X,\)) et w un opérateur linéaire de
1 1

p P
L 1(X,\J) dans L 2(Q,u), avec éventuellement 1 < Py Cela n'est pas possible

ici si p, = 1, et q = + ©, Soit en effet ¢ un opérateur diagonal de X
dans ﬁ1 qui ne soit pas O-sommant ([27] exposé 26), Dire que paur tout opé-
rateur linéaire w de 11 dans LO(Q,u) w ° ta est wo-cylindriquement de type
zéro signifierait exactement que & serait O-~sommant, ce qui n'est donc pas

le cas.

Cependant, en employant exactement la mé&me technique que paur le

cas p = O dans le théoréme 62, on obtient le résultat suivant : soient )

P,y 4 trois nombres réels tels que O < p P, <1, p, <q <+ o, E un espace

1’ 1
P13
quasi=normé, u un opérateur g-cylindriquement de type P, de E dans L “(X,v).

p
;s . 2 ,
Si w est un opérateur linéaire continu de L l(X,\)) dans L “(Q,p), l'opéra-

teur w ° u est g-cylindriquement de type Py
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Remarque 64 : Le théoréme 62 est une sorte de théoréme 'd'extrapolation",
Soient (X,v) et (Q,p) deux espaces de probabilité et w un opérateur linéaire
continu de Lp(X,v) dans Lp(Q,u), 0 <p <1. Alors la restriction de w a
Lq(X,V), p < q <+ o est "presque" continue de Lq(X,V) dans Lq(ﬂ,p), en ce
sens qu'elle se factorise par Lq(Q,p) et la multiplication par une fonction.
En utilisant la proposition 12, on peut dire également pour tout ¢ >0, il
existe une partie mesurable Qe de Q, avec p(Q - Qe) < e, telle que la res=-

triction de w a Lq(X,v) soit continue de Lq(X,v) dans Lq(ne,u).

Remarque 65 : Nous aurions pu démontrer la proposition 52 par la méme tech-
nique de normes tensorielles. En effet, d'aprés Saphar, on a lorsque G est

un sous-espace d'un Lp, 1<p< o:
tP(a,u,6) = LP(q,w) 8d G ([18], exposé XIV),
p
est une norme tensorielle (au sens de Grothendieck). Or, dans le cas

ou

d
q <2, 24 s'identifie a un sous=-espace d'un Lp, lorsque O < p < q.

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous allons appliquer
(d'aprés une suggestion de S. Kwapien) les théorémes généraux de factorisa-
tion 4 la situation suivante : soient K un groupe compact, x la probabilité
de Haar surK, et A un opérateur linéaire continu de Lr(K,X) dans Lp(K,x),
invariant par translation & droite. Nous allons voir que si A peut s'écrire
A = Tg ° B, avec B linéaire continu de Lr(K,X) dans Lq(K,X), on peut en fait
choisir g constante, c'est-a-dire que A lui-méme opére de Lr(K,X) dans

Lq(K,X).

Proposition 66 : Soient K un groupe compact, x la probabilité de Haar sur
K, et A un opérateur linéaire continu invariant par translation & droite de
Lr(K,x) dans Lp(K,X), 0LKp<+ o 0<r<+ o Si A est g-cylindriquement
de type p, p < q <+ o, il est continu de Lr(K,X) dans Lq(K,X), avec plus

précisément pour p >0 :

Al <y Al

(ou HAH désigne la norme de A comme opérateur de L® dans Lt).
s

9
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Démonstration : Soit A un opérateur g-cylindriquement de type p de Lr(K,X)
dans Lp(K,x), invariant par translation a droite. Si j désigne l'injection
de Lp(K,X) dans LO(K,X), l'opérateur j ° A est g=cylindriquement de type
zéro, Il suffit donc de démontrer le résultat lorsque p = O. (Cependant,
nous ne prouverohs pas de cette fagon le résultat précis
HAH < Cp,q(A) HAH , que nous laissons au lecteur).
r,q rp

Considérons A comme un opérateur g-cylindriquement de type zéro

de Lr(K,X) dans LO(K,X). D'aprés le corollaire 14 et la proposition 12, il

existe une partie mesurable H C K, et une constante M telles que :
q q
1 i r
x(H) >3 Vxer™ [ lax] ax<M x|
H
soit encore en désignant par h la fonction caractéristique de H :
q q

(1) Jh A ] ay <M x| .

Si g est une fonction sur K, et a € K, nous définirons une fonction

-1
b) = g(b .
g9, par ga( ) g(ba )

L'invariance de A par translation se traduit par A(xa) = (A(x))a,

et on obtient puisque y est invariante par translation :

q q q
1 ag < llx gl = ]

a
(1) [ b |ax)| ax=[n lA(xa_1

Autrement dit, la relation (1) reste vraie lorsqu'on remplace h

par ha, pour tout a € K. On obtient donc, en intégrant les relations (1a) H
q q
[ ax(a) [ n, [A(x)| ay <M ||x]| .
a q -1
or : [ay(a) [h_[a(x)] dx = [ ax(®) [A(x) ()| [ h(ba™") dy(a).

Mais fh(ba-i) dx(a) = fh dx = X(H) ?% ) d'ot

a a
Vxetrh [ A | ax <z m ||«
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ce qui achéve la démonstration,

Remarque 67 : La démonstration précédente reste valable si on remplace l'es-
pace de départ Lr(K,x) par un espace E de fonctions réelles ou vectorielles
sur K, tel que : Va € K, £ € E, => fa € E et Hfa” = an. (c'est par exem-
ple le cas pour un espace d'Orlicz L (K,y,G)). De méme on peut remplacer
l'espace d'arrivée par un espace Lp(K,X,G). Notons pour finir que l'on uti=-
lise un peu moins que 1l'invariance par translation, a savoir :

,A(xa)l = ]A(x)la, pour tout a € K.

Nous allons maintenant appliquer les théorémes généraux du chapi-

tre VI au cas des opérateurs invariants par translation.

Théoréme 68 : Soient K un groupe compact, x la probabilité de Haar de K, et
r un nombre réel tel que : O < r < 2. Supposons que A soit un opérateur li=-

néaire continu de Lr(K,x) dans Lv(K,x), invariant par translation. On a alors
1) L'opérateur A est continu de L' dans Lr-e, pour tout e¢ > O,

2) L'opérateur A est continu de Lq dans Lq pour tout réel q tel que

r <gqc«x<2.

Démonstration : Soit € > O. D'aprés le théoréme 50, l'opérateur A est
(r-¢)=-cylindriquement de type zéro, d'ou 1) en appliquant la proposition 66,
Soit maintenant q un nombre réel tel que r < q < 2, Soit j 1l'injection de
Lq(K,x) dans Lr(K,x). L'opérateur j est g-cylindriquement de type r, donc

A ° j est gq-cylindriquement de type zéro d'aprés la proposition 52, d'ou

1'on déduit 2) par une nouvelle application de la proposition 66,

Lorsque K est abélien, on voit par transposition que A est encore
continu de Lq dans Lq, lorsque 2 € q < r'., Nous ignorons si cela subsiste

lorsque K n'est plus abélien.
Remarque 69 : Une des méthodes habituelles pour démontrer des résultats du

type du théoréme 68 est de prouver que l'opérateur A est de type faible

(1, 1), puis, par exemple, de type faible (2, 2). On applique ensuite le
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théoréme d'interpolation de Marcinkiewicz. On voit ainsi que dans une cer=
taine mesure, le théoréme 68 remplace dans le cas des opérateurs de convolu-
tion sur un groupe compact ce théoréme d'interpolation. En effet, dés que

A est de type faible (1, 1), il définit un opérateur continu de Ll(K,x)

dans LO(K,X) ( et méme dans Lp(K,X) pour tout p < 1.)

D'autre part, avec des hypothéses convenables de type et de co-

type sur G, on peut généraliser en partie le théoréme 68 pour des opérateurs

de L(K,%,G6) dans L°(K,x,G).
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VII. Espaces de cotype 2 et théoremes de prolongement.

Nous avons signalé dans le chapitre précédent que tout espace
quasi-normé est de cotype q pour q < 2. Par contre, nous verrons dans ce cha-
pitre que les espaces de cotype 2 ont des propriétés trés spéciales, et en
particulier la propriété suivante : si (Q,p) est un espace mesuré quelconque,
E un espace de cotype 2, Sq un sous-espace fermé de Lq(Q,p), 2 <q< + % et
u un opérateur linéaire continu de Sq dans E, 1l'opérateur u admet la factori-

sation (cf. chapitre I) :

ou jg est 1l'opérateur induit par la multiplication Tg de Lq(Q,p) dans L2(Q,p),

avec g ¢ L'(q,p) ,

-
=~

1
= = +
q

En particulier, l'opérateur u admettra un prolongement linéai-
re et continu v a LY(Q,p) tout entier : il suffira de prendre v=u. n . Tg y

ou n désignera la projection orthogonale de L2(Q,p) sur S,.
Par transposition, nous obtiendrons que tout opérateur linéaire continu de
E' dans un quotient d'un espace LP(Q,p), 1 < p < 2, admet un relévement liné-
aire et continu (E étant de cotype 2). C'est ce résultat que nous avons donné

dans [167] par une méthode différente.

Nous commencerons par établir quelques propriétés générales des espaces

de cotype 2, et nous donnerons quelques exemples.
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Proposition 70 : Soient E et F deux espaces de Banach. Si u est un opéra-
teur linéaire de type 2 de E dans F, l'opérateur transposé tu est de cotype
2, avec plus précisément

2

% t
hp,z( u) < 1/(A2,2) Kp,’z(u) .

En particulier, si E est un espace de Banach de type 2, son dual

est de cotype 2, avec

* , 2
KP’Z(E) < 1/(A2’2) K ] (E) .

Démonstration : Soient (§1,...,§n) une suite d'éléments de F', (fl,...,fn)
une suite stable d'ordre 2 sur (Q,p), et € > 0. On peut trouver une suite

(xl,...,xn) d'éléments de E telle que

(z |tu(eg )112)1/2 e < Yu(e) > = £ < ulx,)
! i - T < x;, ulg) > = ulx, ,§i >

et »x %<t

On a alors, en utilisant 1l'orthogonalité des (fi), et en posant

2
C:dflf1 dp = (A )

t 2 1/2 1
(z | u(§i)U ) - €& <% < u(xi),gi >=% f <z “(xj) fj’ ; gi £, > dp

J 1
v /P! 1/p 1/p
< % q ,HZu(xj) fij a) ([ g fi]!p ap) < % Kyi o (s Eifil'pdp )y o,

d'ou le résultat puisque € est arbitraire.
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Exemple 71 : Soient E et F deux espaces de Banach. Si u est un opérateur
q-sommant de E dans F, q < + «, 1'opérateur transposé tu est de cotype 2.
En effet, posons r = sup(q,2). L'opérateur u est a fortiori r-sommant, donc
se factorise par un sous-espace S d'un espace Lr(Q,p), qui est de type 2
d'apres la proposition 45, donc u est de type 2, d'ou le résultat par la

proposition 70.

Proposition 72 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque, et r un réel

tel que O<r <2, L'espace Lr(X,v) est de cotype 2, avec plus précisément

* r -1
Kr,2 (L' (X,v)) < Ar,2 .

Plus généralement, si G est un espace quasi-normé de cotype 2,

LT(X,v,G) est de cotype 2, avec % r %
Kr’z(L X,»,@)) < Kr,z(G) .

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer la deuxiéme assertion.
Soient donc (x,,...,Xx ) une suite d'éléments de Lr(X,v,G) et (f,,...,f ) une
1 n 1 n

suite stable d'ordre 2 sur (Q,p).

On aura, puisque r < 2

2 1/2 ‘ 2 r/2 1/r
% r 1/r
s K, 2(G) (f Uin(t) fi(w)PG av(t) dp(e))
3* r 1/r
= Kr’z(G) (vr !‘in fi((l))HLr dp(m)) s

d'ou le résultat.

Nous récapitulerons les conséquences des résultats précédents dans une

proposition.

89



THEOREMES DE FACTORISATION

Proposition 73 : Les espaces suivants sont de cotype 2 :
a) Tout espace quasi-normé plongeable dans un espace LO(Q,p).
b) Tout sous-espace d'un quotient d'un espace Lp(X,v), 1 <p <2,

c) Tout sous-espace de Lr(X,v,G), 0O <r <2, Gde cotype 2.

Démonstration : Démontrons a). Soient E un espace quasi-normé, et u un
plongement de E dans un espace LO(Q,p). Il existe un r € J0,17 tel que E
soit r-normable. Soit p un réel tel que O < p < r. D'aprés le théoreme 50 c),
l'opérateur u peut se factoriser sous la forme u = Tgo v, ou v est un opéra-
teur linéaire continu de E dans Lp(Q,p). Mais nécessairement v est un plon-

gement de E dans Lp(Q,p), c'est-a-dire que E est isomorphe a un sous-espace

de Lp(Q,p), donc E est de cotype 2 d'aprés la proposition 72.

Démontrons b). Si E est un sous-espace d'un quotient de
P(x,v), 1 < P < 2, il est réflexif, et son dual E' est un quotient d'un

'
sous-espace de P (X,v), 2 < p' < », donc est de type 2 d'aprés la proposi-

tion 45. Alors E = (E')' est de cotype 2 d'aprés la proposition 70.

Enfin c) est contenu dans la proposition 72.

Proposition 74 : Soient E,F deux espaces quasi-normés, G elcs a dual quasi-
normé, u et v deux opérateurs linéaires continus respectivement de E dans F
et de G dans E. Si v est gq-sommant, q < + «», et u de cotype 2, l'opérateur
uo Vv est 2-sommant de G dans F, et

(Wev) < A K (W) = (v)
n,(uev u n (v .
2t "¢ 9,2 q,2 q
En particulier si E est de cotype 2, tout opérateur g-sommant v de

G dans E (q < + =) est 2-sommant, et :
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nz(v) < Aq 5 q 2(E) n (v) .
Démonstration : Il suffit évidemment de montrer le premier résultat.
* *
Soient B 1'adhérence dans o(G ,G) de la quasi-boule unité de G', et v un
opérateur gq-sommant de G dans E. On sait ([21]) qu'il existe une probabili-
*
té v sur B telle que :

1/q
¥x €aG v || < nq(v)(f l<x,g5|% av () .

Soit alors u de cotype 2 de E dans F, et soient (x,,...,x ) une suite
1 n
d'éléments de G, et (fl""’fn) une suite stable d'ordre 2 sur un espace de

probabilité (Q,p). On aura

’ o 1/2 M 1/
(2 [uvx) % s Ky o) ([ e v £()] dulo))

Va & Vq
= Ky @ (F v(Ex; £ ()| duo) < K H(wx (0 (flex g, 8] Tav (D aw))

| q/2 1/q
= A0 K ) 7 (D ([ (2lex, LBl ave)
2 1/2
< Aq,a 4,2 (u) Ty (v) Sfp (2|<xi,§>| )
gl <1
Corollaire 75 : Soit E un espace de Banach de cotype 2. Pour tout espace

de Banach F et tout p tel que 1 < p <2, on a j-rz(E,F) = ‘Ip(E,F). Plus

précisément, on a pour tout opérateur 2-sommant v de E dans F :

(E) m,(v) ,

LA
Q=

. \v <
p( ) q 2 q 2
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(Ce résultat sera amélioré par la suite : nous verrons qu'en fait

TT,(E,F) = TT (E,F)  (théoréme 93) ).

Démonstration : D'aprés le corollaire 26 il suffit de démontrer le résul-
tat pour tout sous-espace de dimension finie G de E. D'aprés Pietsch et
Persson [20],1le résultat demandé équivaut au fait que tout opérateur g-in-
tégral d'un espace de Banach F dans G est 2-intégral, avec

*

iz(v) < Aq,2 Kq,2(E) iq(v) .

Or, d'apres [20] et la proposition 74

¥* ¥*
A K E (v) <A K _(E) i (v)
0,2 Kq,2® 7y 1,2 q,2 Y

ce qui démontre le corollaire.
Nous allons maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre

Théoréme 76 : Soient E un espace quasi-normé de cotype 2, (Q,p) un espace

mesuré quelconque, Sq un sous-espace fermeé de Lq(Q,p), 2<q< + » etr

1
r

1 1
telque—2-:-a-+

Tout opérateur linéaire continu u de Sq dans E admet la factorisation

Uy

J
sq———g——>s2 -~ SE,

ou 82 est un sous-espace fermé de LZ(Q,p), jg 1'opérateur induit par une

multiplication Tg’ rlglr dp < 1, et ou uy est linéaire continu de 82 dans
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E lu,l <4 , K (B |lul
< .
» avee lu i < A, 4,2 lull
En particulier, tout opérateur linéaire continu u de S dans E admet un
‘ 3
prolongement linéaire continu v de L(Q,p) dans E, avec liv]] sAq 2Kq 2(E)Puﬁ.
’ ’
Démonstration : Le premier résultat découle immédiatement du théoréme 28
et de la proposition 74. Soit alors u = u; e jg la factorisation de u donnée
par le premier résultat, et soit n la projection orthogonale de L2(Q,p) sur

S Considérons l'opérateur v de Lq(Q,p) dans E défini par v = L «T

o
| \ * 1
I1 est clair que v prolonge u, et |v| < hu1H < A K _(E) [u

'
4,2 q,2 e

Remarque 77 : Pour démontrer le théoréme 76 il n'est pas nécessaire que E
soit de cotype 2 : il suffit de savoir que tout opérateur g-sommant d'un es-
pace de Banach F dans E est 2-sommant. Mais pratiquement, les exemples de

cette situation sont donnés par des espaces de cotype 2.

Corollaire 78 : Soient p et q deux réels tels que O < p <2 <q < + @,
(X,v) et (Q,p) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p= 0, auquel cas on
supposera que p est une probabilité), Sq un sous-espace fermé de Lq(X,v) et

n la projection canonique de

] 1
L? (X,v) sur Sy = Ll (X,v)/S;

a) Tout opérateur linéaire u de Sq dans LP(Q,u) admet un prolongement

linéaire continu v de L(X,v) dans Lp(Q,u).

b) Pour toute probabilité cylindrique A de type p sur Sé, il existe une

~

~ '
probabilité cylindrique A de type p sur L% (X,v) telle que n(A) =A.

c¢) Pour toute suite (xn) scalairement 1P sur S& (p>0) il existe une
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'
suite (yn) scalairement 1P sur L (Q,u) telle que n(yn) =X .

d) Pour qu'un opérateur linéaire v de S& dans un espace quasi-normé F
soit p-sommant, il faut et il suffit que vo n soit p-sommant de
q'
L* (X,v) dans F.

'
e) Pour toute probabilité cylindrique A de type p sur LY (x,v), il

existe g ¢ Lr(X,v), % = % + % , et une probabilité cylindrique A sur

L2(X,v) telles que A = Tg(l).
1)
f) Pour qu'un opérateur linéaire v de L% (Xx,v) dans un espace quasi-
normé F soit p-sommant, il faut et il suffit que VaTg soit p-sommant

de Lz(X,v) dans F pour toute fonction g € L¥(X,v).

Démonstration : Démontrons a). Dans le cas p > 0, cela résulte immédiate-
ment du théoréme 76, puisque Lp(Q,p) est de cotype 2 lorsque O < p < 2.
(Proposition 72). Lorsque p= 0, tout opérateur linéaire continu u de Sq dans
L°(Q,p) est 2-cylindriquement de type zéro d'aprés le théoréme 50, donc u
admet la factorisation u = Tgo ug, ou uy est un opérateur linéaire continu
de Sq dans L2(Q,u). D'aprés ce qui précede, u, admet un prolongement v,
donc u admet un prolongement v = Tg° Ve

Le b) résulte immédiatement du a) : si A est une probabi-
lité cylindrique de type p sur Sé, on peut la représenter par un opérateur
linéaire continu u de Sq dans un espace Lp(Q,p). Soit v un prolongement de
u : il représente une probabilité cylindrique ; sur Lq'(X,v), de type p et

telle que n(A) = A.

Le point c) se démontre comme b) a partir de a), en pro-

longeant les opérateurs de Sq dans 1P, I1 est alors clair que c¢) = d) : soit
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v un opérateur linéaire de S& dans un espace quasi-normé F, tel que voerx
soit p-sommant. Soit (xn) une suite scalairement 1P sur Sé, et (yn) un rele-

'
vement scalairement 1P sur L (X,v). Puisque von est p-sommant,
svenly NP = Zvx [P < + =,

ce qui prouve que v est p-sommant.

Soient maintenant A une probabilité cylindrique de type p sur Lq'(X,v),
et u un opérateur linéaire continu de L2(X,v) dans un espace LP(Q,p) qui
représente A. D'aprés le théoréme 76 (pour p>0. Si p= 0, on procede comme
au début de cette démonstration), l'opérateur u admet la factorisation

us=u,c Tg , ou g € Lr(X,v), et ou u, est un opérateur linéaire continu de

1 1
LZ(X,V) dans LP(Q,p). L'opérateur uy représente une probabilité cylindrique

A sur L2(X,v), de type p et Tg(l) = A, ce qui démontre e).
Pour finir, on démontre e) = f) comme on a montré c) = d).

Remarque 79 : On pourrait aussi traduire a) et b) en disant que toute
fonction continue et de type positif sur Sq admet un prolongement continu

et de type positif sur L3(X,v).

D'autre part, on obtient de fagon évidente de nouveaux énoncés en grou-

pant b) et e), ou d) et f).
Nous trouvons comme corollaire un théoreme de Kadec et Pelczynski : si
un sous-espace E de Lq(X,v), 2 < q < » est hilbertisable, il est complémen-

té dans LU(X,v) [7].

Corollaire 80 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque, q un réel tel
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que 2 < q < », et E un sous-espace fermé de Lq(X,v). Si E est de cotype 2,

il est hilbertisable et il est complémenté dans Lq(Q,p).

Démonstration : Appliquons le théoreme 76 a S = E, et u = Id

L'identité de E admet la factorisation :

Nécessairement jg est un plongement, donc E est hilbertisable. D'autre
part, u = IdE admet un prolongement v de Lq(X,v) dans E : l'opérateur v est

une projection de Lq(X,v) sur E, donc E est complémenté dans Lq(X,V).

Remarque 81 : Désignons par QSLp la classe des espaces qui sont isomor-
phes a un quotient d'un sous-espace d'un espace Lp(X,v). Si un espace appar-
tient a la fois a QSLP, avec 1 < p <2, et 4 QSLY, 2 < q < + », il est
hilbertisable : en effet, il est alors de type 2 et de cotype 2, et on ap-

plique [10].

Corollaire 82 : Soient (X,v) et (Q,p) deux espaces mesurés quelconques, p
et q deux réels tels que 2 < p,q < + ©, E et F respectivement des sous-espa-
ces fermés de LP(X,v) et LY(Q,p). Toute forme bilinéaire continue sur E x F

admet up prolongement bilinéaire et continu sur LP(X,v) x L(q,p).

Démonstration : Soit f une forme bilinéaire continue sur E X F ; elle dé-
finit un opérateur linéaire et continu u de E dans F'. L'espace F' est de
cotype 2 comme quotient de Lq'(Q,p), 1 < q' < 2. (Proposition 73). D'aprés
le théoréme 76, u admet un prolongement v de Lp(X,v) dans F'. Considérons

! \ ~ P \
1'opérateur transposé ty de F dans LP (X,v). D'apres le méme théoreme 76,
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t 1
v admet un prolongement w de Lq(Q,p) dans LP (X,v). Finalement f admet le

prolongement :

fix,y) = < x,w(y) >

Remarque 83 : On pourrait donner un énoncé plus précis faisant intervenir

la factorisation par un S, : il existe g € LY(X,v), h ¢ LS(qQ,n),
1 1 1

1 _1 1_1
27 p r gq

+ é , et une forme bilinéaire k sur L2(X,v) X L2(Q,p), telles

que f soit prolongé par
f(x,y) = k(gx,hy) .

D'autre part, l'énoncé s'étend aux formes multilinéaires sur E, X.. XEn,

p.
i
Ei sous-espace de L (Qi,pi), 2 < p; <+

97



réme
tres
nous

sont

THEOREMES DE FACTORISATION

VIII. Conséquences d'un lemme de H.P. Rosenthal.

Les résultats de ce chapitre sont des conséquences du théo-
84 qui suit. Ce théoréme est une généralisation immédiate d'un lemme
puissant de H.P. Rosenthal, [25], lemme 6. A partir de ce résultat,
déduirons un certain nombre de conséquences, dont les plus marquantes

les suivantes

a) Soient E et G deux espaces de Banach, et q < 2. Si tout opérateur
q-sommant de E dans un espace quasi-normé F est O-sommant, tout opé-
rateur (q,G)-sommant de E @ G dans F est (0,G)-sommant (Corollaire

86).

b) Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes

1) I1 existe un espace quasi-normé F tel que
T, (B,F) # TT(E,F) .

2) Pour tout € > 0 et tout entier n, il existe un sous-espace

G de E qui est (1+e).isomorphe a 1: . (Théoreme 92).

c) Si E est un espace de Banach de cotype 2, tout opérateur 2-sommant

de E dans un espace quasi-normé F est O-sommant. (Théoreme 93).

Ce dernier résultat permet de donner une nouvelle démonstration du

théoréme de Grothendieck

sh,i® = Thah,t? (cf. [57 ou [12]).
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En fait, on trouve une amélioration de ce théoreme, puisque 1'on dé-
montre

£(L1,L2) = 'TFO(Ll,Lz) ,  (Théoréme 94).

ce qui répond a une question de S. Kwapien (problémes posés dans Studia

Math. 38 (1970) ).

A partir de ce résultat, on améliore un résultat de Kwapien et Pelc-
zynski [11]. Le résultat peut se traduire ainsi : soit (Q,p) un espace de
probabilité. Si (Xn) est une suite de variables aléatoires réelles telle

©
que ¥ ¢ X ~converge en probabilité pour toute suite (cn) €1, la série

b Xn/(l-rLogxﬂ converge p.s (Corollaire 96).

Soit E un elcs a dual quasi-normé. Nous désignerons par I, l'en-

semble des réels p > O tels que 1'on ait pour tout espace quasi-normé F
Hp(E,F) =TT (B,

Par exemple, si E est un espace de Banach, la '"conjecture de Pietsch"

se traduit par J0,1[ < I Par conséquent si E est un espace de Banach et

.
p € 10,1[, dire que q € I, équivaut a : ¥ F, T lq(E,F) =7 lp(E,F).

Cette remarque sera utilisée a plusieurs reprises dans la suite.

Si maintenant G est un espace quasi-normé, nous désignerons par IE G
’

l'ensemble des réels p > O tels que l'on ait pour tout espace quasi-normé F

TTP’G(E@)G,F) =TTy, g(BEG,F) .
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D'aprés le théoreme 50 c) et la remarque 51, on a encore, lorsque E
est un espace de Banach, J0,1[ c IE,G pour tout espace quasi-normé G. On
peut donc faire la méme remarque que ci-dessus : IE,G est l'ensemble des
réels q > O tels que l'on ait pour un p ¢ ]0,1[ :

¥ F, TT,,cEe6m = TTP,G(E®G,F) .
Par un raisonnement identique a celui de la remarque 33, 1'égalité :

¥ F, | lq’G(E®G,F) = IP,G(E®G,F)
implique l'existence d'une constante C, indépendante de F, telle que 1l'on

ait pour tout opérateur v ¢ ]|q G(E ® G,F)
’

x (v) < Cn_ _(v).
p,G q,G
Par conséquent, pour récapituler, si E est un espace de Banach et p un

nombre réel tel que O < p < 1, dire que q ¢ I signifie qu'il existe pour

E,G
toute constante C un espace quasi-normé F et un opérateur linéaire v de EQG

dans F tel que

n(v) <1 ; = (v) =C.
q P

Théoréme 84 : Soient E et G deux espaces de Banach, et q un nombre réel
tel que 1 < q < + =,
Supposons que q ¢ IE,G' Pour tout € > O et tout entier n il existe un opéra-
teur linéaire w de E' dans lg, continu pour o(E',E), et une suite de vec-
teurs (yl,...,yn) de norme 1 dans E', tels que 1l'on ait en désignant par

: q
(el,...,en) la base canonique de 1
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lwl < 1+e w(yi)zei i=1,...,n
Démonstration : Soient € > O et n entier donnés. Puisque 1'espace lg est

de dimension finie, il est clair qu'il existe a > O tel que :

(1) si (ei) désigne la base canonique de lg et si (xi) est un systéme
de vecteurs de lg tel que Uxi— ei” < a pour chaque i, l'opérateur ¢ de lg

dans lui-méme défini par o(e;) = x, est inversible, et o™ <1+e.

Soit p un nombre réel tel que O < p < 1. Posons = % + %, et soient

L=

e, & € 10,1 tels que

1/q
(2) [(n-1)(1-6% + (1-87]

A
R

_1/r
(3) 6 < (1-¢)

D'aprés (3), on peut trpuver K et N = K tels que l'on ait pour

tout réel N = N :

(4)

ExgP >
n
_q/r q/r pq/r
(5) (1-"¢) 1 —({—) G) ] NT - g47P 5 69 N
€

D'aprés les remarques que nous avons faites, puisque q ¢ IE o’ il
H
existe un espace quasi-normé F et un opérateur v ¢ [']';1 G[(E@G,F) tel que
’
r:q’G(v) <1, et o G(V) > N. Il existe alors une suite (zi,...,zm) d'éléments

’

de E ® G telle que :
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1/p
(T 1}v(zjn;")

\%

N Mp,G((Zj)) .

On peut trouver un sous-espace de dimension finie X de E tel que
(zl,...,zmj appartiennent au sous-espace X ® G de E ® G. En désignant par vy

la restriction de v a X ® G, on aura donc

nq,G(vl) <1 et np,G(vl) > N

En appliquant le théoréme 39 a X, on voit qu'il existe un espace mesuré

(Q,p) et un opérateur linéaire u du dual Y de X dans Lp(Q,p,G), tel que
'n <1, et C (u) > N. Nous poserons C (u) = N. Désignons par =n la pro-
p>q P,q

jection de E' sur Y, et notons que

(7) = est continue pour o(E',E), et I'n/ < 1.

D'apres le corollaire 5, il existe une fonction mesurable réelle g

telle que

8 rlglfap=1 ; ¥yey [

J

q
P—(gL)“ au <N |yl

(et en particulier Myl > 0} © {lgl > 031

Définissons une probabilité v par v |girp, et soit v 1'opérateur de

1P(Q,p,6) dans LP(Q,p,G) défini par

-r/p

wo(f) = Xy Ig‘ f, ou A {lgl >0} .

HWOL <1, et en posant u; = W o u € L(Y,LP(Q,H,G))
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9 C (u,) = C (u) = N u,!! <1 et d'apres (8)
(9 p,q 1 p,q ’ 1 p

¥y ey f “ul(y)nq av < N4 Vywq .
On a d'autre part, puisque C (u,) = N
p,q 1

(10) Pour toute fonction mesurable réelle h telle que I |h|r av = 1,

il existe y € Y, tel que !yl = 1 et

1 (y) !Iq
‘Jﬂllulhy li dv = w4

Comme dans Rosenthal [25], nous utiliserons un lemme intermédiaire,

dont les données sont celles que nous venons d'introduire.

Lemme : Il existe n sous-ensembles (Ai) de ( deux a deux disjoints et n

vecteurs (yi) dans Y tels que Vyiﬁ = 1 pour chaque i, et en posant fi: ulw?

rofe T ay = 8% N
<.A 1

Démontrons le lemme. D'aprés (10), appliqué a h = 1, il existe vy €Y

tel que rylh = 1, et en posant f, = u, (y,) : f Hfluq av = N4, d'ou a'aprés
(@ : [ g,/ av = N4,
Posons A, = { Mfiﬁ > K}. On a d'aprés (9) : v(A,) <L , et en dési-
kP

gnant par AS le complémentaire d'une partie A dans () :

Pl %ay < k3P e P av < k9P

C
Ay

’
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donc :

r ; - N
L, Hflhq dv > N1 - k%P > sINY araprés (5).

Supposons yl,...,yj, Ai""’Aj déterminés, f, = ul(yk), avec

1

V(Ak) < E; , kaH > K sur A k=1,...,5 . (j < n).

k’

Posons B = U A . On a v(B) « 2 <1 d'apres (4).
kP

Posons : 1/r

< —_ p/r
1
h:(%) /—~”fk“ xAk+ c/rxc,

B

avec _E_ p
1-= j\k £, [P av

v(B®)

ona [ |n|fav =1, et

(11) c > (1-%¢).

' & (1
D'apres (10), on peut trouver Vet €Y, tel que Hyj+1” =1, et
It 1
_J+_1 q M _
(12) I l T dv = N?', ou fj+1 = u1(yj+1).

On a sur B :

d'ou d'apres (9) :
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te, |14 q/r pa/r a/r , pa/r
'Ea “—Jhﬂ- | @ < (=) % ) J I +111%1»» < (=) (%) Nd
€ €

On en déduit d'aprés (12)

(£, 1 a/r , pa/r
(13) Jl;cl —J—i” av = VT Lo e, ey 2o ()
h ‘B j+1 . K
soit d'apres (11)
_a/r q/r . pa/r
(14) f ||f.+111°1 av > (1-%¢) [1-(—=) (%) 7N
BC J €
Posons A, = (£, >k}n B®. on aura v(A, ) < —l-, et
j+1 S B j+1 Kp
I e, % av < kP g, |Pav <k97P
c c j+1 ¢ j+1
A  NB
j+1
D'ou f inalement, d'aprés (14) et (5)
_q/r q/r pqa/r _
v[; e, 41T av = (1-8) [1-(=) (%) 7 NT-k9TP 5 9 N9,
j+1 €

et le lemme est démontré par récurrence.

Achevons maintenant la démonstration du théoreme, (yl,...,yn),

(f ,...,fn) étant comme dans le lemme.

1

'
On peut trouver pour chaque i une fonction hi € L4 (Q,v,G'), nulle hors
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de Ai’ et telle que

Soit v l'opérateur de Lq(Q,v,G) dans lg défini par :

v(£) = (%< h,f>) .
1 <i<n
1/q
On a <h.,f ] < g]|? av) )
i .
A,
1
— q q
donc Z~|< hi’f >| < J “f“ dv ,
soit
(16) lv]| < %

D'autre part, en désignant par (ei) la base canonique de lg, on a :

1/4q
[ ;; I < hj’fi >|q + |< hi’fi > - qu] B
J i

Z|=

“V(f.)—e.}: =
! 1 1

On a d'aprés le lemme [ ‘fin dv <« (1-8% N, donc :
v.c
A
i

q
j A i |< LI s| < (1-8% N9,

et d'apres (15) :

| < hy,f,> - N < (1-8) N .
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Finalement, en utilisant (2) :

‘ ‘ 1/q
(17 vy -e < [(-1)(1-8H « 1-8%) = a.

Reprenons 1l'opérateur n de (7) et les vecteurs (yi) du lemme.
D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, il existe des éléments (yi) de E' tels
que inV = 1 pour chaque i, et n(yi) =¥ Considérons l'opérateur

W, = VelUu,on. On a HWIH < 1 d'aprés (7) , (9) et (16) (en considérant u

1 1 1

comme opérateur de Y dans Lq(Q,v,G).) De plus
wl(yi) = v(fi)’

soit par (17)

~

Soit o l'opérateur de lg dans lui-méme défini par o(ei) = wl(yi).

On a “0—1k < 1+¢ d'aprés (1), d'ou finalement en posant w = 6—10W1

~

lwll < 1+¢ , w(yi) = e, ,

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Nous allons démontrer la réciproque du théoréme 84 lorsque g < 2
Proposition 85 : Soient E un espace de Banach et g un nombre réel tel que

1 < q < 2. On suppose qu'il existe pour tout entier n un opérateur linéaire

v de E' dans 1:, continu pour 6(E',E), et une suite (y?,...,yz) de vecteurs
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de norme 1 dans E' tels que l'on ait

‘ n _
i<z 5wy =e; i=1,...,n.

Dans ce cas, q ¢ IE'

Démonstration : Soit v le transposé de W Puisque v est continu pour
1
6(E',E), vy opere de lg dans E. Définissons d'autre part un opérateur u de
@
E dans ln par

un(x) = (< x,y? >).

1
L'opérateur U o v, est alors l'injection de lg dans 1:.

En effet

u e v, (ej) = (< vn(ej), Yy, >) = (ej, wn(y?) >) = (< ej, ey >)

Soit (ai) une suite de réels tels que

Zalai|q< L @ ; Zlailq (1 + Log Ti_iT) = +®,

Soit 6n l'opérateur diagonal de 1 dans lg défini par les n premiers
termes de la suite (ai). On sait d'aprés L. Schwartz [27] exposé 26 que 1'o-
1
pérateur diagonal défini par la suite (ai) n'est pas p-sommant de 19 dans 19

pour O < p < 1. On aura donc nécessairement

lim 7 (6 e U eV ) = + ® ,
n n® n® 'n

d'ou a fortiori

1lim n (8 ou ) = + = .
n n° n
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'1/q
Mais par ailleurs, ﬂq(énc u) < (Zﬁlailq) .
Si l'on avait TT;(E,lq) = TT;(E,lq), il existerait une constante C

telle que 1'on ait pour tout n
7 (6 ou) < Cn(d cu),
p n n g n n
ce qui est impossible ici, donc q ¢'IE.

Corollaire 86 : Soient E et G deux espaces de Banach, dim G > 1, et q un

nombre réel tel que 1 < q < 2. Les conditions suivantes sont équivalentes
a) q & IE
b) q ¢ IE,G .

c¢) Pour tout entier n, et tout £ > 0, il existe un opérateur linéaire
w de E' dans lg, continu pour o(E',E), et une suite (yi,...,yn) de vecteurs

de norme 1 dans E', tels que 1l'on ait
w, < 1l+e , et w(yi):e. i=1,...,n
((eQ désignant la base canonique de lg).
Démonstration : Nous avons déja b) = c) d'apres le théoréme 84 et c) = a)

d'aprés la proposition 85. Il reste a prouver que a) = b), ou de fagon équi-

valente

q € IE,G = q € IE

Pour montrer que q € IE’ il suffit de prouver d'apres le théoreéme 23

que 1'on a pour tout opérateur v € N(E,19)
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Démonstration : Nous démontrerons d'abord un lemme.
Lemme 88 : Soit E un espace de 3anach tel que q ¢ IE’ 1 < q £ ». Pour
tout € > 0 et tout entier n il exste une suite (xl,...,xn) de vecteurs de

norme 1 dans E telle que 1l'on ait pour toute suite (cl,...,cn) de réels :

, 1/q"
T ey, < (1+¢) (T lcilq )

soit M ((x.)) <1+e.
q i

Démontrons le lemme. Soient ¢ > O et n entier donnés. D'apres le théo-
réme 84, il existe un opérateur w de E' dans lg et une suite (yl,...,yn) de

vecteurs de norme 1 dans E' tels que

W, < l+e w(yi) = e, , w continu pour o(E',E).

N '
Soit v le transpos¢é de w, qui opere de lg dans E.

Posons x, = v(e.,). On a
i i
< X.,y. > =< v(ei),yi > = < ei,w(yi) > = 1, donc ixi‘ > 1.
D'autre part

o y 1/q!
s e.x. | = vi(e)) = (1+e) (v lci|q ) .

N

X,

. . C e . i .

Le résultat sera vrai a fortiori si on remplace xi par , ce qui
Ix. |
i

démontre le lemme.

Montrons maintenant le corollaire 87. Soit (ai) une suite de réels > O telle
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)
que Z|ai|q< ® . On peut wrouver une suite croissante d'entiers (Nk) tendant
vers 1'infini telle que

]
Neat 1/q

> ]a‘lq' < o7k

i = Nk+1

Pour chaque k soit (z ey 2 ) une suite de vecteurs de norme 1

y e
Nk+1 Nk+1

dans E vérifiant la propriété du lemme 88. Posons X;=a.2z,, et montrons que
la série f;xi est inconditionnellement convergente. Pour cela, il suffit de
montrer qu'il existe une constante M telle que l'on ait pour toute suite
(ci), dont un nombre fini de termes seulement sont non nuls, et |ci| <1
pour chaque i

Zex, =M.
1

k+1
z " “ 5"
cixi < % ) 24 cixi

k i =N +1

k
Vi1 Mot /g
. | Sl 1
= | c;@z. < (1+e) T ( 2. lciai]q )
. 4 .-
k i = \L k i = Nk+1
Nk+1

, 1/q"
<(1+e) Z( 2. lai|q> < 2(1+¢),

k i= Nk+1

ce qui démontre la premiére assertion du corollaire. La deuxieéme est alors
immédiate : si g = 1, cela résulte de la '"conjecture de Pietsch". Sinon
soit p < q. On peut supposer 1 < p < q. Soit (ai) une suite de réels = 0

telle que
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HaglP <=5 Haglt e

Si p ¢ IE , on peut trouver une suite (xi) dans E inconditionnellement

. !
convergente, telle que X, = %, donc T xi_q = + ® , ce qui contredit

1'hypothese.

Remarque 89 : Inversement si p € IE’ 1 <p < o, toute série T X, incondi-

. n!
tionnellement convergente dans E vérifie I 'x.,'P" < =. En effet, (x,) est en
g R 1

particulier une suite scalairement 11, donc d'apres le corollaire 25 on a
- '
& xi‘p < o, Cela prouve, compte tenu du théoreme de Dvoretzky-Rogers, que

1'on a toujours pour un espace de Banach E de dimension infinie

I, < [o,217.

En effet si p > 2, on peut trouver une suite (ai) de réels = 0 telle

que
2 |
by |ai| < ® > |ailp = + © .
Si p € IE’ toute suite (xi) inconditionnellement convergente doit vé-
" ' ' .
rifier % hxitp < » , ce qui contredit le théoreme de Dvoretzky-Rogers,

puisqu'il existe une série (xi) inconditionnellement convergente telle que

Corollaire 90 : Soit E un espace de Banach de dimension infinie. L'ensem-~

ble I, est un segment ouvert ]0,q[, g < 2, ou le segment [0,27.

Démonstration : Il est clair que IE est un segment de la forme J0,q[ ou
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J0,q]), et avec q < 2 d'aprés la remarque 89. Supposons q < 2, et IE = JOo,q7.

Soient € > O et n entier donné¢s. Choisissons €y > 0 tel que (1 + 51)2 <1l+e¢,

et a > O tel que l'injection i de lg+a dans 12 ait une norme < 1 +¢ Par

T
hypothése q + a ¢ I -

. , , c s +a
I1 existe par conscquent un opc¢rateur lincaire w de E' dans lg , con-

tinu pour o(L',E), et une suite (yl,...,yn) de vecteurs de norme 1 dans E'
tels que
w1 £ , w(yi) = e
Mais alors Wy o= i ow est un opérateur de E' dans lg vérifiant wl(%%ei

pour chaque i, et W, < 1+€, et on peut trouver un tel w, pour tout entier
n. D'apres la proposition 85, q ¢ I d'ou une contradiction qui acheve la

démonstration.

\ous avons d¢fini l'ensemble I, comme 1'ensemble des ré¢els q > 0O tels

I
que ¥ I°, TT;(E,F) :‘TE(E,F). A priori, nous pourrions définir pour tout p >0
1'ensemble Ip CLE réels q > p tels que T7;(E,F) = TT;(E,F) pour tout es-

pace quasi-norm¢ I'. In fait cela est inutile car nous allons montrer que
c

Ip,E IE

Corollaire 91 : Soient K un espace de Banach, q et a4 deux nombres réels

tels que 1 < q < q- Si on a pour tout espace de Banach F

TT (E,F) = TT (E,F) ,

on a en fait :

Ti, (&5 = Tl (E,F), i.e. q €1

q; E
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Démonstration : Si l'on a TT; (E,F) = TTA(E,F) pour tout espace de Banach

1
F, il existe une constante C telle que l'on ait pour tout F et tout opéra-

teur v € T (E,F)
a4

n (v) < Can (v)
q a4,
Soit n un entier. Si q gt IF’ on peut trouver d'apres le lemme 88 une

suite (xl,...,xn) de vecteurs de norme 1 dans E telle que Mq ((xi)) < 2.

Mais d'autre part, d'apres le théoreme 23, on peut écrire x; = a.y,

ivi’?

oufla | c1, 2oLl et ((y)) cCM ((x)), dod sup y.ll < 2c,
i q q; T qy 1 q i i i
et

Or ‘xi' = 1, denc n1/r < 2C, d'ou une contradiction puisque n est

arbitraire et r < + « . Donc q * Iz et aussi 9, € IE'

Nous allons maintenant voir que les espaces tels que 1 ¢ IE admett.nt
une caractérisation assez simple. Rappelons deux points de terminologie : on
dit que deux espaces de Banach E et F sont A-isomorphes si d(E,F) < A (cf.
chapitre 0) ; on dit qu'un sous-espace G de L est A-complémenté dans E s'il

existe une projection n de E sur G, de norme ‘o< AL

Théoréme 92 : Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont
équivalentes
a) 1 ¢ I

b) Pour tout £ > O et tout entier n, E contient un sous-espace

(1 + €)-isomorphe a 1: (donc (1 + €)-complémenté dans E).
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Démonstration : L'implication b) = a) résulte immédiatement de la propo-
sition 85. Inversement, si 1 ¢ IE’ on peut trouver d'apres le théoreme 84
pour tout entier n et tout € > O un opérateur w de E' dans li et une suite

de vecteurs de norme 1 dans E' (yl,...,yn) tels que

=
A

1+e¢ ; w(yi) = e, , w est continu pour o(E',E).

Considérons l'opérateur ¢ de li dans E' défini par

0((ci)) =z ey

1

Ona 6 <1, et woo = Id. Par conséquent, le sous-espace F de E' en-
gendré par (yl,...,yn) est (1 + e)-isomorphe a li, et 0 vw est une projection
de norme < (1 +¢) de E' sur F, continue pour o¢(E',E). On en déduit le ré-

sultat par transposition.
Théoreme 93 : Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Si E est de
cotype 2, on a

I, = 10,27 .

Démonstration : D'apreés le corollaire 91, il suffit de montrer qu'il exis-

te un réel q < 2 tel que 1l'on ait pour tout espace de Banach F
Ti,(E,F) = ’TTq(E,F) .
Or, c'est précisément ce que nous avons démontré dans le corollaire 75.

Nous allons maintenant retrouver le théoreme de Grothendieck ¢

ft? - TTI(Li,Lz) .
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En fait, nous trouverons une amé¢lioration puisque nous allons démontrer
2 — 1 2
£(L1,L ) =TI (L7,L7)

Théoreme 94 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque et H un espace de

Hilbert. Tout opc¢rateur linc¢aire continu de Ll(X,v) dans H est O-sommant.

Démonstration : On sait que tout espacé de Hilbert. H peut se plonger iso-
métriquement daﬁs un espace Ll(ﬁ,p), donc par dualité H s'identifie a un
quotient de L?(Q,p) par un sous-espace \ ferm¢ pour G(Lm,Ll). D'autre part,
tout opcérateur lincaire continu u d'un espace Ll(X,v) dans un quotient
G = I'/N d'un dual E' par un sous-espace \ ferm¢ pour 6(E',E) admet un rele-
vement linéaire et continu, c'est-a-dire un opérateur v de Ll(X,v) dans E'
tel que u = m eV, en désignant par = la projection de E' sur G. Par con-
séquent, si u est un oplratcur lincaire continu de LI(X,V) dans H, il admet-
tra la factorisation

v
X, v) —— L) — s

Or, tout opé¢rateur d'un espace L” dans un espace de Hilbert est 2-som-

mant d'aprés 277 exposé¢ X, théoreme 1, donc u est 2-sommant. D'autre part,
1, \ A

L (X,v) est de cotype 2 d'aprés la proposition 72, donc u est O-sommant par

le théoreme 953.

Nous allons voir comment le résultat précédent permet d'améliorer un
un théoreéme de Kwapien et Pelczynski [117: A partir de ce résultat, on a
caractérisé complétement dans [17] les opérateurs diagonaux p-radonifiants

de 1% dans s définis par une suite décroissante,0 < p < ®, 1 <q < ®», S dé-
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signant l'espace des séries convergentes. Rappelons le résultat de 117 : si
a est un opérateur diagonal de l1 dans S tel que la suite |an| (Log n)1+ 6

soit bornée pour un & > 0, l'opérateur a est l-sommant.

Théoreme 95 : Soit a un opérateur diagonal de l1 dans 1l'espace S des sé-
ries convergentes. Si la suite Ianl Log n est bornce, l'opc¢rateur a est O-

sommant de l1 dans S, et plus précisément O-radonifiant de 11 dans S.

Démonstration : Montrons tout d'abord que a est O-sommant. L'espace l1 est
de cotype 2, donc 2 € I 1 d'apres le théoreme 93. Il suffit donc de montrer

1
que a est 2-sommant.

Soit (xn) une suite d'c¢léments de 11, dont un nombre fini seulement

‘)
est non nul. Considérons 1l'opérateur w de 1° dans 1! défini par

D'apres le théoreme 50, il existe une constante universelle X telle

que w admette la factorisation

w

—
[
-
™
4
—

ou B est un opérateur diagonal, P < 1, et w, < Kw =X MZ((xn))'

0 .
Autrement dit, il existe une suite (yn) d'éléments de 1° (ou ynzwl(en),

(en) désignant la base canonique) telle que

"

Bly ) = x  ; M, ((y D) = .‘"’1 < KM ((x ).
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D'aprés la forme du théoréme de Menchov donnée par L. Schwartz dans

[287, il existe une constante universelle M telle que

© 5 1/2
nz(ae By < M ( 5 (e B Log (n+1))° ) .

n"n

n=1

Or :
, 1/2 p 172
(x (anﬁn Log (n+1))%) < sEp Ian Log (n L0 (2 |ﬁn| )
< sup Ian Log (n+1) |
n
On a par conséquent
1/2 , 1/2

1

(s flatx )% (v aobly) B = mylaep) My (y )

i\

K M szp lan Log-(n4-1)|. M2 ((xn)),

ce qui prouve que a est O-sommant. Il reste a voir que a est O-radonifiant
de l1 dans S : le probléeme est la suppression du bidual o(S",S') [on suppri-

me '"approximativement'" car 1% vérifie 1'hypothése d'approximation].

Soit A une probabilité cylindrique de type zéro sur 11. D'apres le thé-
oreme 93 et le corollaire 34, A est 2-cylindriquement de type zéro, donc

a()\) est de Radon sur S d'aprés la proposition 22.

On voit que le raisonnement ci-dessus prouve le résultat suivant, ana-
logue au corollaire 78 f) : pour qu'un opérateur linéaire continu v de 11
dans un espace quasi-normé F soit p-sommant, O < p < 2, il faut et il suffit

que pour tout opérateur diagonal B de 12 dans 11 1l'opérateur vo B soit p-
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23
sommant de 1~ dans F.

Corollaire 96 : Soient (Q,p) un espace de probabilité et (Xn) une suite
de variables alcatoires rcéelles telle que pour toute suite de réels (cn)c lf
la série T chn converge en probabilitéf La série y Xn/Log(n+1) converge

presque slrement.

Démonstration : L'opérateur (cn) - ¥ chn de 17 dans L°(Q,p) est continu
d'aprés le théoreme de Banach-Steinhaus, et définit donc une probabilité
cylindrique A de type zéro sur 1t D'apres le théoreme 95, 1l'opérateur dia-
gonal a défini par la suite (1/Log(n+ 1)) est O-radonifiant, donc a(\) est

de Radon sur S. Mais a()) est ¢videmment décomposée par
u«——4>(Xn(g)/Log (n+1)).

Par consc¢quent, la suite ci-dessus est presque strementdans S, ce qui

est le résultat demanddé.

I1 suffit pour cela que la série I Xn soit inconditionnellement conver-

gente en probabilité, cf. probléme 128 et addendum.
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IX. Application aux plongements dans les espaces P,

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats des sections
précédentes a certaines questions concernant les plongements d'un espace de
Banach, ou plus généralement d'un espace quasi-normé, dans un espace Lp(Q,pL

0 <p < 2.

Nous' distinguerons une classe spéciale de plongements, que nous appel-
lerons plongements forts : si E est un espace quasi-normé, (Q,p) un espace
de probabilité, et u un plongement de E dans Lp(Q,u). 0O < p < 2, nous dirons
que u est plongement fort si les topologies de LP(Q,p) et de LO(Q,p) co¥n-
cident sur 1'image u(E). Plus généralement, soit (Q,u) un espace mesuré
quelconque, et h une fonction = O telle que fh dp = 1. Posons A = { h > 0 },

et définissons un opérateur w, de LP(q,p) dans P (Q,hp) par

-1/p

wh(f) =, h f .

Nous dirons alors qu'un plongement u d'un espace quasi-normé E dans
LP(Q,p) est un plongement fort s'il existe une fonction h comme d-dessus

telle que w_o u soit un plongement fort de E dans Lp(Q,hp).

h

Nous désignerons par J, l'ensemble des p > O tels que E admette un

E
plongement fort dans un espace LP(Q,p). (Naturellement, une condition néces-
saire pour que JE soit non vide est que E soit plongeable dans un espace

L°(q,p.).

Nous désignerons par Ky 1'ensemble des réels p € ]0,2] tels que E soit
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de type p.

Proposition 97 : Soient I! un espace quasi-normé, (,u) un espace mesurc,
p un réel > O et u un plongement de I dans Lp(:,p). S'il existe un nombre

réel q > p tel que Cp q(u) soit fini, u est un plongement fort.
’

Démonstration : Posons 111 . Si 1l'on a C (u) < =, il existe une
p q r p,q
fonction mesurable g telle que lglrdp = 1, et une constante M telle que
l'on ait pour tout x € I
q 1/q
( u(x) dp) < M oX
<l 8
N r -r/p
Posons A = Igl > 03, v o |g| p, w(f) = X\‘gl f, u; = wou

L'opérateur uy est lindaire continu de I' dans Lp(j,v), et 1'inégalit¢ ci-

dessus devient

(. |u1()&)l(l dv)l/(l < M oX

D'autre part ’]ul(x)lp dv = "Iu(x)|p du, donc uy est encore un plon-
gement de Ii dans LP(,v). Soit ¢ » 0, et posons ap = sup 1’:1/p—1 1. On a
si x € B

('lul(x)lpdv - a ((lul(x)lpdv)l/p+ ({1u1(x)‘pdv)l/€
v|u1(x)| <c /lul(x)l > ¢

- a [c c Clu, 0% a0 o Ju o] > c1>1/"]
p P § 1 :

< ap [c =M ox (v |u1(x)| > c})l/;].

Puisque u, est un plongement, il existe m > O tel que l'on ait pour

1
tout x ¢ B
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1/p
m ox;, < (° |u1(x)|P dv)

On en déduit

1/r
x < ¢ ap m - M(v ! lul(x)| >c ] ]

-1
Par conséquent si (ul(xn)) tend vers zdéro dans LO(Q,V), on obtient pour
tout ¢ > 0O

lim sup X, < ca_m ,
donc : lim x = 0,

ce qui prouvc que u donc aussi u, est un plongement fort.

17
Théoreme 98 :  Soit ((,p) un espace de probabilité. Si L est un espace de
Banach de dimension infinie plongeable dans LO(Q,p), on a

J. 7 70,27 = K

I 0N

De plus, si I vérifie 1'hypothese d'approximation métrique, ou si E

est plongeable dans LI(Q,M)

Démonstration : Soit p € Ig N J0,2]. Par hypothese, il existe un espace
de probabilité (X,v) et un plongement u de E dans LP(x,v), tel que les topo-
L]
logies de LP(x,v) et LYX,v), 0 < q < p cofncident sur u(E). L'espace E est

alors de type p d'apres la remarque 47.
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Supposons maintenant p € KF’ c'est-a-dire [ de type p.

Soit r € 10,1[. D'apres la proposition 43, tout opérateur linéaire con-

tinu de I dans 17 est p-cylindriquement de type r, donc
¥ I, f[p(E',F) = ]IF(E',F)

d'apres le théoreme 23 et le deuxieme point de la remarque 24. On a donc

bien p € 1

VAN
\ous avons montr¢ dans le cas gdéncéral
J, 70,27 c K, < I

I1 nous reste a montrer que K, ~ J, dans le cas général, et que

I

I, & J, sous les conditions de 1'¢noncé.
Supposons donc maintenant que p € KF’ ou bien que p € IF' et que I
vérifie 1'approximation métrique. Soit u un plongement de-I) dans un espace

Lo(ﬁ,p). Dans chacun des deux cas, u est p-cylindriquement de type zéro

dans le premier cas d'aprés la proposition 13, et dans le second cas d'apres

le corollaire 31. On peut donc ¢crire u = Tg° uy, ou uy est un opérateur li-

néaire continu de I dans LP(D,p). \écessairement u, est un plongement de E

1

dans LP(Q,pu). Montrons que c'est un plongement fort : soit (xn) une suite
d'éléments de E, telle que ul(xn) tende vers zcéro dans LO(Q,p). L'opcérateur

T est continu de L°(Q,p) dans lui-méme, donc Tg(ul(xn)) = u(xn) tend vers

.

26%o dans L°(Q,pu). Mais puisque u était un plongement de E dans L°(o,n), la

suite (xn) tend vers zéro dans E, ce qui prouve que u, est un plongement

1
fort, et donc p € JE.
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Supposons pour finir que p € I et soit u un plongement de E dans un

E'’
espace Ll(Q,p). Dans le cas p < 1, on a p € J,, car l'espace LI(Q,p) lui-
méme se plonge fortement dans un espace L. Dans le cas p > 1, 1'opérateur
u est p-cylindriquement de type 1 d'aprés le théoreme 23, et on raisonne
comme précédemment. Enfin si p = 1, il existe un € > O tel que 1+¢ € IE’

d'apres le corollaire 90, donc (1+¢e) € Ig d'aprés ce qui précede, donc a

fortiori 1 € Iy ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Corollaire 99 : Soient E un espace 7~ Banach, et p un réel tel que O<p< 2,

a) Sipe€d tout plongement u de E dans un espace Lp(Q,u) est

EY
un plongement fort.
b) Si u est un plongement fort de E dans un espace LP(Q,p), il

existe un réel q > p tel que u soit g-cylindriquement de type

p.

Démonstration : Pour prouver a la fois a) et b), il suffit, compte tenu
de la proposition 97, de d¢émontrer 1l'énoncé suivant : si p € JE’ et si u est
un plongement de E dans un espace Lp(C,p), il existe un rcel q > p tel que
u soit q-cylindriquement de type p. Dans le cas p < 1, cela résulte simple-

ment du théoréme 50 c).

On peut supposer alors p > 1, donc E est plongeable dans un espace

Ll(ﬂ,p), donc d'apres le théoréme 98

I = K = Jl

. n 10,27 .

Y

D'apres le corollaire 90, il existe un réel q > p tel que q € I donc

E'"’
q € KE. L'opérateur u est donc g-cylindriquement de type p d'aprés la propo-

sition 43.

125



THEOREMES DE FACTORISATION
Remarque 100 : Le corollaire 99 a) est évidemment faux lorsque p = 2.
Supposons que I' soit un espace Lz(ﬂ,p). On a alors 2 € JE’ maisble plonge-
ment de Ii dans Lz(j,p) fourni par 1'identité n'est pas un plongement fort.
Par contre, 99 a) reste vrai pour p > 2 : si p € JE avec p >~ 2, E est iso-
morphe a un espace de Hilbert, et tout plongement d'un espace de Hilbert

dan:' un espace LP(Q,p), p > 2, est un plongement fort, d'apres Kadec et Pel-

c: yaski 77,

r—
[
a

4
~

Le corollaire 99 b) est faux pour tout p > 2. (cf. H. P. Rosenthal

Si E et I sont deux espaces de Banach, posons
(5,1 = inf C d(E,0) | 6 1}
Corollaire 101 : Soit I' un espace dc Banach plongeable dans un espace

Lo(f,p), tel que 1lim f(l:,ﬁ') = + v, et vérifiant 1'hypothese d'approxima-
tion métrique.
a) Tout plongement de I' dans un espace Lp(X,v), 0O<p 1, est un

plongement fort.
b) Il existe a > O tel que I soit plongeable dans L1+a(Q,u).

Démonstration : Il suffit de prouver b), qui implique aussitdt a). D'aprés le

o«
theoreme 92, 1'hypothese lim j(lp,ﬂ') = - = implique que 1 = I_,, donc d'a-

prés le corollaire 90 il existe a > O tel que 1 -a ¢ IE"

On en déduit 1+a € J, par le théoreme 98, c'est-a-dire qu'il existe un

plongement fort de E dans un espace L1+a(c,p), ce qui acheve la démonstration.

Proposition 102 : Soient r un nombre rc¢el tel que O < r <1, et E un espa-

ce r-normé plongeable dans un espace LO(Q,p).
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a) Tout plongement de E dans un espace Lp(X,v), 0 <p<r, est un

plongement fort.

b) Pour tout nombre réel q tel que O < q < r, il existe un plongement

de E dans un espace LI(X,v).

Démonstration : D'aprés le théoreme 50, un espace r-normé est de type q
pour tout q € 70,r[. Par conséquent tout opérateur de E dans un espace
Lp(X,v), 0<p<gq<r, est q-cylindriquement de type p, d'ou 1'on déduit

immédiatement a) et b).
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X. Ixtension aux espaces d'Orlicz.

Dans ce chapitre, nous tenterons de géndéraliser certains

des résultats des chapitres précédents dans le cas des espaces d'Orlicz.

Nous allons reposer le prohléme de la factorisation dans le cas ‘des
espace: d'Urlicz : soient E un espace de Banach, u un opérateur lindaire

. - 2P . s -
continu de I dans un espace L ({i,u). Nous allons chercher a quelle condition

1'opérateur u admet la factorisation :

.
' =~ Q ~
F el (2,0) —E 517 (2,u) .

Pour résoudre ce probléme. il faut commencer par déterminer les opé-

T L - .
rateurs de multiplication T de L™ dans L . Nous nous limiterons pour 1'ins-
o
&

tant au cas de fonctions de Young ¢ convexes et telles que lim ¢(t)/ t =42,
t o ee

Nous utiliserons les notions suivantes : si ¢ et ¢ sont deux fonctions de
|
Young. nous dirons que % et @l sont d¢quivalentes, ce que nous noterons

¢ ~ 9 «'il existe des constantes K , K . ¢

[0 i 5 RIS telles que :

¥ x 20 K2 ey x) = 8(x) =K, ¢ (e, x)

(avec K, et c > 0).

Si & el : sont deux fonctions de Young, nous dirons que . domine %,

ce que nous noterons ¢ <, sioe

¥ x>0 lim  8(xy)/¢(y) = 0 .

v o %
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Rappellons la notion de fonction conjuguée de Young : soit ¢ une
fonction de Young convexe, et telle que lim 8(x)/x = + *, c'est-a-dire
x = =

x < $(x). Définissons une nouvelle fonction ¢* par :

s,.(y) = sup Txy-8(x)] .
x = 0

Nous rappellerons les propriétés classiques des fonctions conjugudes

de Young dans une proposition :

Proposition 103 : Soit 3 une fonction de Young convexe telle que x < ¢ (x).

a) ¢* est une fonction de Young convexe, partout finie et telle que

x 4 3 (x).
b) (ﬁ*)* =% .

¢) Pour que ¥ soit partout dérivable, il faut et il suffit que ¢,

soit strictement convexe,

d) <i x est un point de dérivabilité de ¢, on a

x ' (x) = 3 (x) + ¢*(¢'(x)) .

e) Si ® et ¥, sont partout dérivables, leurs dérivées sont des

fonctions réciproques :

B(x) =y = x=L(y) .

Soient maintenant ¢ et | deux fonctions de Young convexes.

Posons :

6(z) = sup lxyz-9(x) - ¢(y)! .
x,y=0
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On peut encore écrire :

8(z) = sup [ sup [xyz-¢(y)] -2¢(x)]=
v 20 y =0

x

sup [0y (xz) -8 (x)],
x=0

ou de fagon symétrique

8(z) = sup [®,.(yz) - ¢(y)] .
y=0

Nous poserons 9 = [¢,¢J, et nous regrouperons les propriétés princi-
pales de cette transformation dans une nouvelle proposition :

Proposition 104 : Soient ¢ et ¢ deux fonctions de Young convexes, telles

que x4 9% (x), x<4¢(x).

a) Si 45*{ ¢, ou §,2 %, la fonetion & = [8,6] est convexe, partout

finie, et @*{9 [donc aussi x{e(x)].
b) (e,[2,¢1] =4 .

¢) Si @1 et <b1 sont deux fonctions de Young convexes telles que

[ N¢,¢1"‘¢, on a
le,¢] ~ [o,,4,].

d) Supposons ‘15_)(_4 ¢. Pour tout z = 0, il existe x et y tels que l'on

ait, en posant © = [Q,ab] :

xyz = 8(x) + ¢(y) + 9(=2).

Démonstration : Il est évident dans tous les cas que 6 = [@,d:] est une
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fonction convexe, puisque c'est un sup de fonctions affines.
Supposons 8,4, et prouvons que 9*4 8, Soit x > 0 donné, et soit y = x.

On aura :

“a) = s [,(512) - b(r)]

y
donc : »
[ [
. 0 z . . *(YZ) Kb(Y) ~ . ,x_(yz) y
lim 3 = lim 5, ( Y "5, ( y| = lim E_(——j
gz > ® »(xz g > e | % \XZ *\XZ z > oo w\XZ x

puisque %, est convexe.

Puisque y est arbitraire

lim 9(z)/§*(xz) =+

g = ®©
soit ¢*_<9.

Montrons maintenant que Y est partout finie. On a

0(z) = sup [®4(yz) - ¢(y)) .
y =10

Puisque ¢*7<¢, la quantité [é*(yz) - ¢(y)1 devient négative pour

y = Yo+ Par conséquent

8(z) = sup_ [t(y2) - o] .
0SS y= Yo

On voit que ©(z) est le sup d'une fonction continue sur un interval-

le fermé et borné : le sup est donc fini, et il est atteint en un certain
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point y_  :
1
®(z) = t4(y,2) - o(y)) -
Maintenant :

= _ 1
e (y,2) Xs;pofxylz #(x)) .

En appliquant le méme raigonnement, on voit que ce nouveau sup est

atteint en un point x . Finalement :

1
x, vz =8(x)) + 4(y)) + o(2) .
ce qui démontre a) et d).

Démontrons maintenant b). Posons ® = [8,4], et ¢, = [%,8]. Nous de-

1

vons montrer que ¢ = ¢1. En effet, est par définition la plus petite

i
Y1
fonction telle que 1l'on ait tout triplet (x,y,z) :

xyz = #(x) + L(y) + 0(z) .
Or, par définitionde®, on a

xyz = 8(x) + - (y) + 0(z) , donc vy =¥

Montrons que ¢1 Z ¢. On a

¢1(Y) = sup [xyz - 8(x) - 8(z)]
x,z = 0
= sup inf (xyz,— x'y'z' - ¢(x) + qs(X') + ¢(Y')]

x,220 x',y' =0

\Y

sup sup inf [(x-x')yz - 8(x) + 8(x') + ¢(y)] .
x20 z=0 x'20
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Considérons la quantité :

A(x) = sup inf [(x-x")yz - 8(x) + 8(x') + o(y)] .
2=0 x'Z0

Cette quantité est inférieure ou égale a ¢(y). (Prendre x' = x).

Qé(x). Puisque ¢ est convexe, la fonction affine

< =

Inversement prenons z, =
x!' > [(x'—x) Qé(x) + qi(x)]
est inférieure a %(x'), soit

¥ x', (x-x')yz0 - 8(x) +%(x') =0

donc
A(x) Z inf [(x-x")yz, - 8(x) + 2(x') + ¢(»)] 2 ¢(y) ,
x'=Z 0 0
ce qui prouve que A(x) = ¢(y). Finalement :

$,(y) = sup A(x) = ¢(y) ,
x =0

ce qui démontre b).

Pour finir, montrons c¢). Si & et ¢1 sont deux fonctions de Young

1
convexes telles que @1 ~ &, ¢1 ~ ¢, on peut trouver deux constantes K et ¢

telles que :

¥ x20 8(x) =K Ql(cx) i o(x) =K ¢1(cx) .
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On a alors en posant © = [8,4], 61 = [¢1,¢1} :
el(z) =  sup [xyz - ﬁl(x) - ¢1(y)]
x,y =0
= % sup [x'y'(Kczz) - K Ql(cx') - K ¢1 (cy')]

x',y'= 0

2
<1 sup Mx'y'(Ke“z) - 8(x') - ¢(y")]
K x',y'20
1 2
=1
% (Ke“z) .

On démontre de la méme fagon une inégalité en sens inverse, ce qui

prouve que 6 “‘91 et achéve la démonstration de la proposition.

Grace a la proposition 103 b), nous pourrons parler de triplet de
fonctions conjuguées [ 8,4,9 ], un tel triplet ayant la propriété que 1'une
quelconque des fonctions se déduit des deux autres par 1'opération f.,.].
D'autre part, si on ne s'intéresse qu'aux classes d'équivalence de fonctions
de Young, on pourra d'aprés c) remplacer deux des fonctions d'un triplet par
des fonctions équivalentes plus agréables, par exemple par des fonctions

dérivables et strictement convexes.
Lemme 105 : Soit (2,¢,9) un triplet de fonctions conjuguées tel que ® soit
dérivable et strictement convexe. Il existe deux fonctions croissantes o et

B définies sur [0,+ w[ telles que :

¥ u € [0,+ [, u = a(u).p(u) et 8u) =3(x(u)) + &(B(n)) .
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Démonstration : Puisque ® est supposée dérivable et strictement convexe,

il en est de méme pour 8, d'aprés la proposition 102 ¢). Soit u € [o,+ o[,

et posons 7, = e_)'(_(uo). D'aprés la proposition 104 d), il existe X, et Yo

tels que l'on ait :
= 3 ]
XYz, = P(x) + 4(y ) + 0(z ) .

Le couple (x ,y ) n'est pas a priori unique. Nous choisissons un tel couple
p PRR AN P p q P

de fagon quelconque.)

La fonction z 2 x vy z - ¢(x0) - ¢(yo) - 6(z) est négative ou nulle.

Elle atteint donc un maximum au point Z ., donc sa dérivée s'annule, soit :
= 81 (g
XY, (Zo)'
D'aprés la proposition 103 e), cela se traduit par
0! =
*(xoyo) zZ,.

Puisque 9* est gstrictement convexe, 9* est strictement croissante,

donec :

D'autre part, d'aprés la proposition 103 d), on a
w8 (u) = O (u) + 8(94(u_)),

soit aussi : X Yo%, = 9*(u0) + 9(zo) ,
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donc :

e*(uo) = §(X-O) + 4)(}’0) .

Posons a(uo) =X B(uo) =Y, Pour achever la démonstration, il suf-
. . s . : > =0 =0 =
fit de vo®r que a et B sont croissantes. Soit u, u, oz *(up *(q) Zy»

et (xl,yl) choisis comme ci-dessus. On aura :

donc :

<
*Y0%0 X1Y1%1-

La fonction x Xy 2, - ®(x) - ¢(y0) - e(zo) atteint un maximum au

point X0 et elle admet des dérivées a droite et a gauche. On aura donc :

IA
<
N

iA

81 (x,) 81(x,)

De méme :

(] < < 1
2 (x) =yz s g(x)
Par conséquent :

§! < < < $!
*o g(xo) *0¥0%0 *1Y1%1 *1 (xl)’

ce qui implique X = - X et achéve la démonstration.
Corollaire 106 : Soient (Q,p) un espace mesuré et €4,%) un triplet de fonc-

tions conjuguées tel que Y soit strictement convexe et dérivable. Toute

fonction f mesurable = 0 sur (Q,p), telle que fe*(f) dp = 1, peut se décom-
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poser sous la forme f = gh, avec :

Je(e) ap + Jom) aps1 .

Démonstration : Si o et P sont les fonctions données par le lemme 105, il

suffit de poser :

g(@) = a(£(v)) ; h(w) = B(£(w)) .

Proposition 107 : Soient (Q,u) un espace mesuré et (%,¢,8) un triplet de

fonctions conjuguées. Les opérateurs de multiplication continus de L¢(Q,u)
dans L %(Q,p) sont exactement ceux qui sont définis par les fonctions de
Le(Q,p)-

Démonstration : Toute fonction de Young convexe est équivalente & une
fonction de Young strictement convexe et dérivable., On peut donc supposer

6 strictement convexe et dérivable, quitte a remplacer ¢ par une fonction
équivalente, ce qui ne modifie pas 1'espace L¢(Q,u). (On applique la propo-

sition 104 b) et ¢).)

Soit alors f une fonction mesurable = 0 sur (Q,u), telle que Tf dé-
3 1 2 . d} Q*
finigse un opérateur continu de LY (Q,p) dans L (Q,p). Pour montrer que
[¢]
f € L (Q,u), il suffit de montrer qu'il existe une constante C telle que

1'on ait pour toute fonction mesurable = 0 f, sur (Q,p) :
Jo () dans1 = [Jrr oaus<c
(cf. par exemple [301).

Or, d'aprés le corollaire 106, on peut décomposer une telle fonc-

tion f* sous la forme :
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fy = gh et Jo(e) aw + [ 4(m) au =1,

donc en particulier :

I r
J(g) dp =13 J¢(h) dp = 1.

Par hypothése, fh = Tf(h) appartient a la boule de rayon HTfH dans
$
*

L (Q)u)v donc

nﬁjlff* du = f(ﬁnfh)g du
= Joy( ﬂi—:n ) du + [o(g) du < 2,

[¢]
ce qui prouve que f € L (Q,u). Inversement, il est évident qu'une fonction
) A &, R
f € L (Q,n) définit un opérateur continu de L¥(Q,u) dans L (Q,p), d'apreés
la relation

@*(x}’) = w"(x) + e(y).

Nous aurons besoin du lemme suivant : (Rappelons qu'une fonction & est
dite sous-multiplicative si 1l'on a pour tous x,y = 0 : 3(xy) < 3(x) &(y),

et surmultiplicative si &(xy) = 3(x) &(y) pour tous x.v = 0.)

Lemme 108 : Soient ¢ et © deux fonctions de Young convexes, telles que
x4{%(x), x46(x). On pose ¢ = r¢*,9], et on suppose ¥ sous-multiplicative,

® surmultiplicative. On a alors, pour tout couple (x,y) :

(72— ) =8 o

) .
o718 (v))

P-4
y
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Démonstration : Posons z = 9_1(¢(y)), soit “(z) = 3 (y).

On aura

-

)= s EGE e(u>] ,

¢ (

<M

donc :

sup lj?(y) Q(% - S(Z) e(u):lj

u=0

B(y) 4(2)

= sup [@(ux) - e(zuiJ

u=0

[l

ce qui démontre le lemme.

Nous allons maintenant donner la définition des opérateurs ¢-cylin-
driquement de type ¢, & et { étant deux fonctions de Young. Cette définition
sera bien moins agréable que dans le cas des gq-cylindriquement de-type p

Soient (Q,u) un espace mesuré. E un espace quasi-normé, ¢ et | deux
fonctions de Young telles que ® 4§, et u un opérateur linéaire continu de E
dans Lé(ﬂ,u3. Nous dirons que u est {-cylindriquement de type ¢ s'il existe
une constante C telle que pour toute suite (xl,...,xn) de vecteurs de norme

= 1 dans E, pour toute suite («a .,an) de réels = 0 telle que Zai= 1, on

e
ait
De(a(w)) du@) = ¢,

ol a(w) est la fonction définie par

1u(xi) (W)l
BT Bt ) Bl
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[ avec la convention

olo

Le théoréme suivant est 1'analogue du théoréme 8. Il est cependant

incomplet, car nous ignorons si la réciproque est vraie :
Théoréme 109 : Soient 3 et ¢ deux fonctions de Young convexes telles que

84 ¢, et O = [5*,¢]. On suppose % sous-multiplicative, 9 surmultiplicative,

et on suppose que © et 9, vérifient la condition A2.
Soient alors (Q,p) un espace mesuré, E un espace quasi-normé et u un

- . % . . .
opérateur linéaire continu de E dans L (Q,p). Si u est ¢-cylindriquement de

A
type &, il se factorise par L¥(Q,u) et 7a multiplication par une fonction de

[S]
L (Q,u).

Démonstration : Si (o,x) = (al,...,an,xl,...,xn) est le couple d'un syste-
me de réels ay = 0 tel que Z a; =1 et d'un systeme (xl,...,xn) de vecteurs
de norme =< 1 dans E, on notera a(w) la fonction définie par

(a.x)
lu(xi)(m)’

:Z:G- ¢ ———gzgj——— =1 .

' (2, x)

Par hypothése, il existe une constante C telle que 1l'on ait pour tout

systeéeme (a,x) comme ci-dessus :

Jt(a(@) ) du(w) Sc
a,x

Désignons par K 1'ensemble des fonctions g mesurables = 0 sur (Q,p)

telles que :

J 8(g) au=c.
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)
Sl *
L'ensemble K est convexe, et compact pour la topologie o(L ,L ) (Car

8 -
sous 1'hypothése faite sur ©, l'espace L (Q,1) est réflexif [8}).

Pour chaque systéme (o,x), définissons une fonction F(a x) SuT K
b

par :
I lu(xi)'
F =C - . — ) dp.
(@)@ = ¢ -y o(—F—) a
1 [ 1
L'ensemble des F(a,x) est convexe, et chaque fonction F(a,x) est
concave.

De plus, posons :

g(@) = o7l (s(a(e) ).

(o, x) (o, x

On aura :

n

8 =T <
J Oy o) du = (s, ) du c

donc g € K. D'autre part, d'aprés le lemme 108 :
o, x p P

’U(Xi)l 'u(xi)l
— < q,(a —_—
ga,x %, x aa,x

¢

d'ou , |
u(x,)
..____1__ < <
Zoog b\ |5 Xy tag ) S ey,
d'ou 1'on déduit :
<
Fa,x(ga,x) 0.

D'aprées le lemme 3, il existe une fonection g, € K, telle que l'on ait

pour tout systéme (o,x) :
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et en particulier

¥ x € E,

i = ’

xll <1 = (v ( lEile ) dp < C
y g,
ce qui achéve la démonstration.

Comme dans le cas des fonctions tp, nous ferons maintenant le
lien avec la théorie des applications sommantes et radonifiantes. Nous avons
défini les applications (3,0)-sommantes au chapitre IV. Nous rappellerons

maintenant la définition des opérateurs (3, 3)-sommants. (cf.[1]) .

Soient $ une fonction de Young convexe, E et F deux espaces de Banach
et v un opérateur linéaire continu de E dans F. Nous dirons que u est (%,3)-
sommant s'il existe une constante C telle que 1l'on ait pour toute probabili-
té A a support fini sur E

*
g, (v(M)) = ¢ 5, (M) .

*
(Pour les notations @a(p), @a(p), voir le chapitre IV)

On désignera par s l§(v) la plus petite constante C telle que la pro-
s

priété ci-dessus soit réalisée.

Proposition 110 : Soient E un espace de Banach, § et y deux fonctions de

Young convexes telles que § {V¥. On suppose qu'il existe une constante C

telle que l'on ait pour tout espace de Banach F et tout opérateur linéaire
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v (¥,0)-sommant de E dans F :

Pour tout espace de probabilité (Q,p), tout opérateur linéaire continu

de E' dans LQ(Q,p) est alors Y-cylindriquement de type & .

Démonstration : Soient (Q,p) un espace de probabilité et u un opérateur

lu!' < 1/C pour simplifier.

linéaire continu de E' dans L@(Q,p) tel que
Soient, d'autre part, (§1,...,§n) un systeéeme de vecteurs de norme 1 dans E'

et (a .,an) un systeme de nombres réels = O tel que ¥ a; = 1.

170"
Considérons 1l'espace X = {1,2,...,n} et la probabilité v = T ay éi sur X.

Considérons d'autre part, 1l'opérateur v de E dans LW(X,V) défini par

|

vix) (i) = ( < X, 8 > ).

D'aprés le lemme 30, on a =, (v) < 1, donc d'aprés notre hypothése

v
n@,é(V) < C.

L'opérateur u définit une probabilité cylindrique A de type 3§ sur E.
D'autre part, d'aprés [1] v est (3%,3)-radonifiant de E dans LW(X,V) (on
supprime le bidual car Lw(X,v) est de dimension finie l), et

3, (v(d)) = ¢ @f(x) =C u/ < ..

D'autre part, v(A) est décomposéepar la fonction ¢ de () dans Lw(x,v)

définie par

w _—_.e(u(gi) (w) .
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On a donc

él(V(X)) < 1,

soit

J‘Q ( H‘p((n)” ) dpl(w) < 1 .

Or U¢(m)ﬁ est précisément la fonction a(p) telle que

Iu(xi) (o]

z ai v ( a(m)

On a donc prouvé que u est Y-cylindriquement de type 3.

Proposition 111 : Soit & une fonction de Young convexe telle que x4 3(x).

Si E et F sont deux espaces de Banach et v un opérateur linéaire l-sommant

de E dans F, on a :

”@,@(V) é nl(v) .

Démonstration : Soit A une probabilité a support fini sur E, telle que
*
él(X) <-1. Réalisons A par un opérateur linéaire u de E' dans un espace

L2 (Q,pn). Soit f une fonction de LQ*(Q,p). Considérons 1l'opérateur T_o u

f
de E' dans Ll(Q,p). Il définit une nouvelle probabilité xf sur E, telle
que

* |
Foe el s Il o<zl
L'image v(A) de A sur F est décomposée par une application ¢ de ( dans

F. Evidemment pour chaque f 1'image de lf est décomposée par fy. Puisque v

est l-sommante, on aura :
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' ' 3 .
v lly = [l ol an < = 0 A < (el = ()

Il est clair que la norme de T_ comme opérateur linéaire de LQ(Q,p)

f

dans Ll(Q,p) est égale a la norme de f comme forme linéaire sur

LQ(Q,p). L'inégalité ci-dessus s'écrit encore

fi;

¥£, i<t o= <, el > <,
ce qui prouve que la norme de Hy” dans LQ(Q,M), c'est-a-dire aussi la norme
de ¢ dans LQ(Q,p,F), est majorée par nl(v). Cette norme de ¢ est encore

égale a @1(V(K)), et finalement
(v(2)) COENC
o, (v s n (v) 9, ),
ce qui achéve la démonstration.

Remarque 112 : On pourrait, en utilisant la proposition 107, généraliser
la proposition 111 de la fagon suivante : si ¢ et ¥ sont deux fonctions de
Young convexes, telles que @-{W, tout opérateur linéaire (3,%)-sommant est

aussi (y,y)-sommant.

Théoréme 113 : Soient § et Y deux fonctions de Young convexes telles que
84V, et soit o = [Q%,W]. On suppose $ sous-multiplicative, 6 surmultipli-

cative, et on suppose que 6 et 6, vérifient la condition A2.

Soit d'autre part E un espace de Banach tel que tout opérateur linéaire

(V,0)-sommant de E dans un espace F quelconque soit l-sommant. Tout opérateur
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linéaire continu de E' dans un espace L§(Q,u), ou p est une probabilité, se

factorise alors par LW(Q,p) et la multiplication par une fonction de Le(Q,p).

Démonstration : On se raméne a un énoncé avec constantes par une technique
standard. Alors, d'aprés la proposition 111, il existe une constante C telle
que pour tout espace de Banach F et tout opérateur linéaire v (¥,0)-sommant
de E dans F, on ait

n§’§(v) < C nw(v)

D'aprés la proposition 110, tout opérateur linéaire continu de E' dans
un espace L@(Q,p), ou p est une probabilité, est Y-cylindriquement de type

% . On achéve en appliquant le théoréme 109.

Indiquons une méthode possible pour sortir du cadre des fonctions
convexes. Tout d'abord il est a peu prés évident que 1'on peut formuler le

théoréme 109 pour une famille de fonctions (fi). de L@(Q,u), au lieu de

iel
considérer un opérateur linéaire a valeurs dans LQ(Q,p). Si & et ¥ sont deux

fonctions de Young comme dans le théoreme 109, et si (fi)i ¢ 1 est une fa-

mille d'éléments de LQ(Q,p) telle que :

(D

¥ (ai) € R , T |ai| =1, I 3(a(w)) dp(w) s C ,

(ou a(w) estla fonction définie par :

il existe une fonction g € Le(Q,p) telle que 1l'on ait pour tout i € I :

I, 1
j\u(—g—) dp < C .
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Soient maintenant ¢ et ¥ deux fonctions de Young, telles que &<V, non
nécessairement convexes. Supposons qu'il exise p € ]0,1] tel que les fonc-
tions :

3, (6) = 3(£1/P)

RO w(£1/P)

soient convexes, et vérifient lés hypothéses du théoréme 109. Soit alors

(fi)i ¢ 1 une famille de fonctions de LQ(Q,u), telle que

(D

¥ (a) € R, 5 Iail =1, [3&(alw) ap(w) <c,

ou a(w) est la fonction définie nar :

lfi(‘”)l
Zlai] vo( (o) )y =1 .

Posons pour chaque i € I g = Ifilp. On vérifie immédiatement que

(D

¥@)eR ",z ll=1, [ e, aulw) <c,

ou b(p) est la fonction définie par :

s | | Ei(w)
o4 ~’Ip ( TR?S— )=t
Par conséquent, en posant ep = [@p*,wp], il existe une fonction

6
h el p(Q,p) telle que 1l'on ait pour chaque i € I
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Soit encore, en posant 8(t) = Gp(tp) , g(t) = (h(t))l/p
g €% , ¥ie1 [w( —75— ) du < C

ce qui constitue le théoréme de factorisation voulu pour & et V. On voit

que 6 se calcule directement a partir de § et ¥ par la formule

6(z) = sup ( 3(yz) - w(y)) .
y 20

En utilisant la transformation § - Qp, on voit encore que les opéra-
teurs de multiplication de LW(Q,p) dans L@(Q,p) sont donnés par les

fonctions de LO(q,p).

L'hypothése que @(tl/p) est convexe pour un p € J]0,1] est assez natu-
relle : en effet, si B@(Oa& = 0, l'espace LQ(Q,p) est quasi-normable, donc
p-normable pour un p € ]0,1] . On sait alors [13] qu'il existe une fonction

8, ~ 8 telle que él(tl/p) soit convexe.
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XI. Questions et problemes.

Dans ce chapitre, nous indiquerons quelques questions et pro-
blémes relatifs a notre travail, mais nous rappellerons aussi des problémes
posés par différents auteurs, et qui sont plus ou moins en rapport avec no-

tre travail.

114 Dans tout ce qui précéde, nous avons travaillé avec des opérateurs
linéaires u g~-cylindriquement de type p d'un espace quasi-normé E dans un
espace LP(Q,p). Il est cependant frappant de constater que seule l'applica-
tion x - |u(x)| intervient dans la définition des g-cylindriquement de type
p, et cette application n'est pas linéaire l Quelle est donc la bonne géné-
ralisation non linéaire de notre travail ? (Cela est peut-&tre en rapport a-
vec une généralisation non linéaire de la théorie des applications radoni-
fiantes).

A ce sujet, on pourrait s'intéresser a la notion d'opérateur superlinéaire

introduite par Nikishin dans [19].

115 Peut-on supprimer 1'hypothése d'approximation dans tous les énon-

cés ou elle est apparue ?

116 Désignons par Lq(E,Lp(Q,p)) 1'espace des opérateurs gq-cylindrique-
ment de type p d'un espace quasi-normé E dans un espace Lp(Q,u).
Si Lq(E,Lp(Q,p)) est un sous-espace fermé de L(E,Lp(Q,p)), a-t-on nécessai-

rement
Lq(E,LP(Q,u)) = L(E,LP(q,p)) 2
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(La réponse est positive si 1'un des deux espaces vérifie 1'hypothése d'ap-

proximation, en particulier si p > 1 ou si p est purement atomique.)

Une réponse positive a cette question donne une réponse partielle au
probléme 115. En effet, Lq(E,Lp(Q,p)) # L(E,LP(Q,p)) implique que pour tout

N, on peut trouver un opérateur u ¢ Lq(E,Lp(Q,P)) tel que Cp q(u) =N,

’

T

hu“ <1 : or c'est exactement ce dont on a besoin pour faire la démonstra-

tion du théoréme 84.

117 Soient E un espace de Banach et G un espace quasi-normé.

Supposons que

¥F, T (E,F) = T1{ (E,F) .
q o
Peut-on en déduire

TT (E®G,F) = Ti_ (E®G,F) 2
q,G G

o,

(C'est ce que nous avons prouvé au corollaire 86 lorsque g < 2, et lorsque
G est un espace de Banach. Cependant notre méthode semble peu directe et peu

naturelle.)

118 L'espace LI(X,v) est-il de type p lorsque 1 < p < 2 < q < @ ?
119 Si u est un opérateur nucléaire a valeurs dans LY(X,v), 2 < q < =,

u est-il O-sommant ? (Une réponse positive a cette question implique que

® 118). Plus généralement peut-on caractériser

LY(X,v) est de type 1, cf. n
les espaces F tels que tout opérateur nucléaire a valeurs dans F soit O-som-

mant ? Est-ce la classe des espaces de type 1 ?
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120 Si u est un opérateur p-sommant, et v un opérateur g-sommant,
, 1'opérateur vo u est-il O-sommant lorsque % + % > 17

(Question posée dans Studia Math. 38 (1970).)

Par exemple soit v un opérateur g-sommant (q < =) de l1 dans un espace
de Banach F, et soit a un opérateur diagonal de 1¥ dans 11. L'opérateur vo a
est-il O-sommant ? En termes d'opérateurs g-cylindriquement de type p, cela
pose le probléme suivant : soit u un opérateur continu de 11 dans un espace
Lp(Q,p), 0 <p<1l, et a un opérateur diagonal de 1¥ dans 11. L'opérateur

uo a est-il g-cylindriquement de type p pour tout q < « ?

(Une réponse positive a cette question implique une réponse a la pre-
miére question du n°119, car tout opérateur de 11 dans LY(X,v) est p-sommant

pour tout p > q.)

121 Peut-on caractériser les espaces de Banach de type p ? (Pour que
E soit de type p, une condition nécessaire est que l'on ait pour tout quo-
tient G de E'

¥F, TTP(G,F) = T, .
Est-ce suffisant ? )

122 Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont-elles
équivalentes

a) E possede la propriété d'Orlicz (c'est-a-dire que pour toute série
(xn) inconditionnellement convergente dans E, ¥ Hxnﬂz < 4+ @),

b) 2 ¢ IE .

c) E est de cotype 2.
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[ On ac) =b) d'aprés le théoréme 93, b) = a) d'aprés le corollaire 25.

Nous pouvons démontrer que b) = c) lorsque E posséde une base incondition-

nelle].

Le probléme de 1'équivalence b) <» ¢) est identique au probléme suivant:

si 2 €I, , a-t-on 2 €1 2
E 12(m)
En effet, on vérifiera facilement qu'un espace E est de cotype 2 si et

seulement si 2 € I 2 .
1°(E)

123 Soit E un espace de Banach. Considérons les propriétés suivantes
a) E et E' vérifient la propriété d'Orlicz (cf. n®122),
b) 2 € I, et 2 € Iy, .

c) E et E' sont de cotype 2.

Chacune de ces propriétés implique-t-elle que E soit hilbertisable,

c'est-a-dire isomorphe a un espace de Hilbert ?

124 Si un espace de Banach E est plongeable dans un espace LO(Q,p),
est-il également plongeable dans un espace Ll(X,v) ? (Question posée par

S. Kwapien dans Studia Math 38)
125 L'espace 12(11) est-il plongeable dans un espace LO(Q,p) ? (Si

oui, cela fournit un contre-exemple a la question 124 car on peut montrer

que 12(11) n'est pas plongeable dans un espace Ll(X,v).)
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126 A-t-on
¥ E TTP(E,Lr) = TTA(E,Lr) lorsque 2 < r < p < q < ® ?
(Probléme posé par A. Pietsch dans [227).
D'aprés le théoréme 28, ce probléme est équivalent au suivant : si u

est un opérateur linéaire d'un sous-espace S d'un espace LY dans un espace

Lr, u admet-il la factorisation

127 Soient E et F deux espaces de Banach, et u un opérateur linéaire

continu de E dans F. Désignons par Iu l'ensemble des réels q > O tels que
¥G, ¥v € Tl’q(F,G), veu € TI (E,G) .

Y a-t'il une bonne généralisation de 1'étude du chapitre VIII ? (notam-

ment pour le théoréme 84.)

128 Si (Xn) est une série inconditionnellement convergente dans un es-
pace LO(Q,u), la série T L Xn est-elle convergente lorsque les coefficients

(cn) sont bornés °?
Dans 1l'index terminologique, les termes commengant par un symbole

sont classés d'aprés l'orthographe de ce symbole. Par exemple : O comme

zéro, y comme psi,...Le méme principe est adopté pour 1l'index des notations.
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Un certain nombre de résultats de cet article concernant les
opérateurs linéaires a valeurs dans un espace LO(Q,p) (chapitres II,IV et
VI) sont plus faibles que ceux d'un article de E.M. Nikishin [34], anté-
rieur a notre article. Par exemple, dans le théoréme 68 de notre article,
on peut préciser d'aprés [34] que tout opérateur linéaire continu de LY (K, x)
dans L°(K,X), invariant par translation, est de type faible (r,r) lorsque
0 < r = 2, Plus généralement, Nikishin prouve dans [34] que tout opérateur
linéaire continu d'un espace L'(X,v) dans un espace L°(Q,u) (p étant une
probabilité) se factorise par l'espace Ar(Q,p) des fonctions mesurables f

telles que sup e’ p{lfl >c} <, lorsque 0 < r < 2,
0<c <™

Par ailleurs les résultats de [34] permettent de donner une nou-

velle interprétation des propriétés des opérateurs (p,q)-sommants, cf. [33].

Plusieurs questions du chapitre XI ont été résolues. Dans le proble-

me 117, il est faux que 2 € IE implique 2 € I en général., Une démonstra-

E,G
tion plus simple qu'au corollaire 86 du fait que q € IE =>q € IE g pour
s

q < 2 résulte de [33].
La réponse au probléme 118 est oui. Plus généralement, G. Pisier

a montré dans [35] que si un espace de Banach est de type g, il est aussi

de type p pour 0 < p=gq = 2,
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Une réponse au probléme 121 dans le cas p=1 a été donnée par
G. Pisier dans [36] : un espace de Banach E est de type 1 si et seulement
si il ne contient pas de 1; uniformément, ce qui veut dire d'apreés le
théoréme 92 que'TTl(G,F) = 11;(G,F) uniformément pout tout F et tout quo-

tient G de E'.

Par ailleurs le théoréme 92 ed précisé par les résultats de [32] et

de 1'annexe de [18].

La réponse a la question 125 est négative (communication de
H. Rosenthal). Enfin, la réponse au probléme 128 est affirmative, et est
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de cet article.
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SUMMARY

This paper studies some properties of factorization for bounded
linear operators from a Banach space E into a space Lp(n,p), 0<p< 1w,
A characterization is given for operators which admit a factorization in the
following manner :

u T
E_! ,19q,w_8 ,1P@,w |,

where u, is a bounded linear operator, and where Tg is the multiplication
operator defined by a function g € Lr(n,p), 1/p = 1/q+ 1/r . We treat the
connection of these results with the theory of absolutely summing and
radonifying operators. We introduce a class of spaces, namely spaces of
type q, 0 < q < 2, for which every bounded linear operator with range in

a space Lp(n,p), O0< p<q, is factoring through Lq(Q,p) in the sense
defined above. It is also shown that every bounded linear operator from

a space L” into a space Lp(Q,p), 0 <pc< 2, is factoring through L2(Q,p)
(though L” is not a space of type 2). We give an application of this

result : if (Xn) is a sequence of random variables such that ¢ chi
converges in probability for every bounded scalar sequence (cn), the series

by Xn/Logn is almost surely convergent.
n=2
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