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W*. SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

Chapitre I | GÉNÉRALITÉS 

§ 1.1. Définitions et notations. 

(Voir aussi Appendice A, § A .7) 

Etant donnée une V - algèbre A , on appellera automorphismes de A les 

- automorphismes de A et on notera Aut A le groupe qu'ils forment ; un 

tel automorphisme est automatiquement isométrique et bicontinu pour la topolo

gie ultra-faible. On note Int A le sous-groupe distingué de Aut A forme 

des automorphismes intérieurs, c'est-à-dire de la forme 

a »—» = U a U~ 1 

ou. u appartient à U(A), l'ensemble des éléments unitaires de A . On munit 

toujours, sauf mention expresse du contraire, Aut A de la topologie de la 

convergence simple ultra-faible. On dit qu'un groupe G opère dans A par auto

morphismes si l'on s'est donné un morphisme de G dans Aut A . 

Lemme 1.1. L'application canonique p de U(A) sur Int A est continue si 

l'on munit U(A) de la topologie ultra-faible ; si A peut être réalisée dans 

un espace hilbertien séparable (ce qui équivaut a dire que son prédual est 

séparable pour la topologie de la norme), U(A) et Int A sont des espaces 

polonais et p admet une section borélienne. 

La première assertion est facile ; la seconde résulte de Dixmier [3], lemmes 

3 et 4. 
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GÉNÉRALITÉS 

Notations diverses. 

Etant donnée une ¥ - algèbre A on notera son centre, E ou JE (A) 

l'ensemble des états normaux sur A, P ou P(A) celui des poids normaux semi-

finis (poids n.s.f.), Ĵ> celui des poids normaux semi-finis fidèles (poids 

n.s.f.f.). 

Un système dynamique (ou W - système dynamique, ou SD) est un couple F = 

(A , G) où G est un groupe opérant dans A par automorphismes ; on notera 

g.a ou g a l'action de g f G sur a€ A ; alors G opère aussi dans 

E et P par (g. if) (a) = cf (g~1a) ; môme chose pour A ^ , . On notera 
G G I ou 1 l'ensemble des éléments G-invariants de A , A^. l'ensemble ana-

G G G 

logue pour A ^ ; même chose pour £ , E , P . 

Pour tout a f A on note G.a l'orbite de a sous l'action de G , co G.a 

son enveloppe convexe, co G.a son enveloppe convexe ultra-faiblement fermée. 

On dit que G opère ergodiquement ou que le système F est ergodique si I. est 

réduit aux scalaires ; on dit que P est centralement ergodique si G opère 

ergodiquement dans £. 

Pour tout projecteur ef I f G opère naturellement dans la sous-algèbre 

e A e ; on obtient ainsi un système dynamiquenoté (e A e , G) ou F e et 

appelé induit. 

Remarque 1.1. Il serait intéressant de définir un système induit même 

lorsque e n'est pas invariant, comme cela se fait lorsque A est commutative 

(cf. § B.7) ou que G = Int A . 

On vérifie aisément les propriétés suivantes : 

si est un poids n.s.f. invariant, son support appartient à _I ; si <f est 

fidèle, les automorphismes & 7 permutent à G et l'algèbre Affl des élé-
z — Y 

(A 
ments invariants est G-invariante ; 
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W * - SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

- si <p ̂  , sa valeur absolue \cf | et l1 élément partiellement isométrique 

u tel que y = \cf | .u sont G-invariants ; la partie réelle et la partie 

imaginaire de ip sont G-invariantes ; 

- si if est hermitienne, <̂ >+ et <f~ sont G-invariants. 

On dit que G opère presque librement dans £ si pour tout élément g de G distinct 

de l'élément neutre e, et pour tout projecteur non nul p de £, il existe un pro

jecteur non nul p1 de £, majoré par p et vérifiant g p'.p' = 0 . 
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GÉNÉRALITÉS 

§ 1.2. Systèmes dynamiques concrets, représentations, morphismes, produits  

croisés. 

Définitions « Un système dynamique F = (A , G) est dit concret si A opère 

dans un espace hilbertien H et si on a une représentation unitaire U de G dans 

H telle que g.a » U^ a U~1 pour tout a( A et tout g £ G ; un tel sys 

tème sera souvent noté (A, G, H, ïï) ; alors U g A 1 U~1 = A» У g6 G. Un 
vecteur de H sera dit totalisateur et invariant s1il est totalisateur pour A 

et invariant par les U . 
On appelle représentation d'un système dynamique (A , G) dans une V - algè

bre J* tout couple ( 1Г , U) où T est un morphisme normal de A dans Ъ et U un 
morphisme de G dans U(B) vérifiant 

ТГ (g.a) = U r(a) U""1 V a б A , g é G . 
g о 

On appelle représentation de (A , G) dans un espace hilbertien H toute repré 

sentation de (A , G) dans IJ(H) ; on obtient ainsi un système dynamique con

cret. Tout poids n.s.f• G-invariant sur A définit canoniquement, via la cons

truction de Gelfand-Segal, une représentation de (A , G) ; si le poids est 

fini, le système dynamique concret associé admet un vecteur totalisateur et 

invariant. 

Soient F « (A , G) et ?' » (A 1, G) deux systèmes dynamiques avec même 

groupe G ; on appelle morphisme de F dans F1 tout morphisme normal de A dans 

A' tel que 7Г (g a) = g (yr (a)) ; on obtient alors un SD ( 7Г (A) , G) 

appelé image de К ; un tel SD est aussi appelé quotient de F. Le support e 
de 7Г appartient a cf" ; le morphisme (A , G) — > ( îf (A) , G) est équi

valent au morphisme a » ^ a e de (A , G) sur (A e , G) ; pour que le 

SD (A e , G) soit centralement ergodique il faut et il suffit que e soit 

un projecteur minimal de £ ; on en déduit la 
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SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

Proposition 1.1. Soient 7T ̂  et Tf̂  des morphismes de F dont les images sont 

des systèmes dynamiques centralement ergodiques ; alors les supports de 7T ̂  

et TT ̂  sont ou égaux, ou orthogonaux. 

Corollaire 1.1. Soient (TT 1 , Û ) et ( V 2 , Û ) des représentations de 

F dans des espaces hilbertiens ; si les systèmes dynamiques concrets associés 

sont centralement ergodiques, TT ̂  et TT ̂  sont ou quasi-équivalentes, ou dis

jointes. 

On appellera isomorphisme entre systèmes dynamiques tout morphisme bijectif. 

Produits croisés. 

Soit encore F = (A,G) un système dynamique ; soit p une représenta

tion normale fidèle de A dans un espace hilbertien K ; posons 

H = 12(G ; K) ~ 12(G) ® K ; 

définissons des operateurs TT (a) et U dans H par 

(K (« ) . i ) h - f f » - 1 » ) . * , , 0) 

< v > „ • v » ( 2 ) 

2 

pour tout x = (x̂ ) é 1 (G ; K) ; on a donc U g = I où V est la 

représentation régulière gauche de G. Le couple ( TT , U) est une représen

tation de F dans H ; notons JB l'algèbre de von Neumann engendrée par les 

71 (a) et les Û . 

Considérons maintenant une autre représentation normale fidèle p 1 de A dans 

un autre espace K1 et construisons de même ir ', U1 , Bl ; il existe un isomor

phisme et un seul de B sur B' transformant 7f(a) en TT '(a) et U en U1 

[l'unicité est évidente ; pour l'existence, d'après le théorème sur la struc-
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GÉNÉRALITÉS 

ture des isomorphismes d'algèbres de von Neumann (cf. Dixmier [ 1 ] , ch.I, § 4 ) 

on peut supposer que ç>* est soit un multiple de f> , soit une sous-représen

tation de f quasi-équivalente a f> , et dans les deux cas la vérification est 

facile]. 

Nous avons donc associé canoniquement au système dynamique F une W - algèbre B et 

une représentation ( ff f u) de F dans B tels que les îf (a) et engendrent 

jB 5 on dit que JB est le produit croisé de A par G et on le note V*(A,G) ; 

( 'jT , U) est appelée représentation canonique de F dans W*(A,G) ; t est in-

jective. On voit ainsi que tout système dynamique est isomorphe à un système 

dynamique concret. 

Si on part d'un système dynamique concret (A, G, K, u) on peut encore réali

ser le produit croisé de la façon suivante : c'est l'algèbre de von Neumann 

dans 1 (G;K) engendrée par les opérateurs 7T '(a) et définis par 

( TT '(a)^)^ s a.x̂  

(V>h = V % - i h

 ; 

en effet l'opérateur T dans 1 (G;K) défini par ( T- X) h = transforme 

( , U) en ( K ', U' ). De ce point de vue le morphisme canonique de A dans 

W*(A,G) n'est autre que l'ampliation a 1 >- I g) a . 

Remarque 1.2. Il serait intéressant de définir un "produit croisé catégoriel" 

comme solution d'un problème universel naturel, et de déterminer dans quels 

cas il coïncide avec le "produit croisé concret" défini ei-dessus ; une théorie 

de ce type a été faite pour les produits tensoriels dans Guichardet [6]. 
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W ; < • SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

Proposition 1.2. Soient F = (A,G) un système dynamique, B = W*(A,G) le 

produit croisé, ( 7f , ïï) la représentation canonique de F_ dans JB ; on identi

fie A à une sous-algèbre de B au moyen de 7f , On peut identifier Baun ensem

ble d'applications de G dans A de façon que si on note b(.) l'application 

associée à un élément b de JB on ait les propriétés suivantes : 

(i) (k1bl + k2b2)(g) = k7 b^g) + k2 b2(g) Y k rk 2 <C , b l fb 2 £ B . 

(ii) (b b')(g) = y b(gh"1), gh~1(b'(h)) avec convergence ultra-
né G 

faible. 

(iii) b*(g) = g.b(g-Y . 

(iv) ( F (a))(g) = a si g = e et 0 sinon, pour tout a 6 A . 

(v) = 1 s i S - h et 0 sinon, pour tout h è G . 

(vi) Pour tout g l'application b t—> b(g) de B dans A est u.f .continue. 

(vii) Si l'on pose E(b) = b(e) pour tout b <• B , E est une espérance 

conditionnelle fidèle de B sur A qui vérifie les relations suivantes ; 

E(U bU"1) = g.E(b) 
o o 

E(b b) = S g"~ (b(g) b(g)) (convergence ultra-faible) 
g^G 

E(b b * ) = y b(g) b(g)* (convergence ultra-faible), 
gé G 

Démonstration. D'après ce qui a été dit avant la remarque 1.2 on peut supposer 

que F est de la forme (A, G, K, u) et écrire ( 7F (a).x)̂  = a»3^ t 

(U .x), = u .x 1 ; d'autre part on peut écrire 12(G;K) = ® K avec 
g n g g il géG g 

des isomorphismes J de K sur K : x » ^ x €> ô . Tout opérateur T dans 
& g g 

12(G;K) est représenté par la matrice ( ĝfh) °
u T g h = J G T L(K) ; 

on a 
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GÉNÉRALITÉS

( îr (a)) , = a si g = h  etO sinon
&9&

(ïï ), , = u si h = gk et 0 sinon, 
g h,k g

Pour tout b 4 B il existe une famille (a ) d'éléments de A telle que l'on ait
S

b , = a - u . T ceci est vrai si b est de la forme ÏÏ' (a) U et se
S’h gh- 1 gh- 1 *

conserve par combinaison linéaire et passage à la limite ; voir aussi Dixmier

[l], ch.I, § 9 ] ? on obtient l'application b(,) de l'énoncé en posant

b(g) = a et on vérifie facilement les propriétés (i) à (vii). 
é>

Proposition 1.3- (Zeller-Meier [l]) On reprend les notations de la prop.1.2 et 

on suppose que G opère presque librement dans C.. Alors

(i) Le commutant de £  dans J3 est égal à A ;

(ii) le centre de B est égal à _Ç (noter qu'il le contient toujours) ;

(iii) B est un facteur si et seulement si G opère ergodiquement dans C_ ;

(iv) si A est commutative, elle est commutative maximale dans B .

Démonstration.

(i) Soit b un élément de B commutant à Ç_ ; la relation bc = cb V c e £ 

entraîne gc.b(g) = c.b(g) V g 6 G ; il suffit de montrer que b(g) est 

nul pour tout g ̂  e . Supposons le contraire ; soit p le support de b(g)

(̂ans £. * P* 1111 projecteur non nul de Ç_ majoré par p et tel que gp' .)'=(); 

comme p'.b(g) est non nul on a

0 ^ p'.b(g) = p' p' b(g) = p'.gp'.b(g)

ce qui est contradictoire.

(ii) Soit b un élément du centre de B ; permutant à _C , b appartient à A ; 

permutant a A , il appartient à C ; enfin comme b permute aux U on a pb =
g

U b If*1 = b , c'est-à-dire b 6 CG. 
g g -  

Les autres assertions sont maintenant immédiates.
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W * - SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

§ 1.3. Systèmes dynamiques avec groupes topologiques. 

On suppose ici que G est un groupe topologique et opère continûment dans 

A , i.e. que le morphisme considéré de G dans Aut A est continu ; quand on 

parlera d!une représentation ( , ïï) de F , on supposera toujours que U est 

continue. On peut encore définir un produit croisé ¥*(A,G) en supposant G 

localement compact : on choisit une représentation normale fidèle f> de A dans 

un espace hilbertien K, on pose 

H = L2(G, dg ; K) ~ L2(G, dg) 0 K 

où dg est une mesure de Haar à gauche sur G, et on définit K (a) et U 

par les formules ( 1 ) et ( 2 ) ; le seul point délicat est le fait que if soit 

normale ; pour le montrer il suffit de vérifier que pour toute famille (ai) 

dans A , filtrante décroissante et tendant u.f. vers 0, if (â ) tend u.f. 

vers 0, cf est-a-dire que ( Tf (â ) 1 I x) tend vers 0 pour tout x € H ; 

grâce à l'équicontinuité des TT(â ) , on peut supposer que x est une applica

tion continue a support compact de G dans K ; alors pour tout g , le nombre 

( P *g I xg) tend vers 0 , et comme il s'agit de fonctions continues 

a supports compacts, le théorème de Dini montre que la convergence est uniforme 

par rapport à g ; on a donc 

(If (a.) xjx) = / (/>(éf1a.) i g | i g ) dg — 0 . 

On construit de cette façon canoniquement une ¥ - algèbre ¥ (A; G) et une 

représentation ( Tf , U) de F dans ¥ (A,G) telteque les Tt(a) et U en-

gendrent ¥ (A,G). Ceci montre en particulier que tout système dynamique avec 

groupe localement compact est isomorphe à un système dynamique concret de la 

forme (A, G, H , U) avec représentation U continue, 

| Proposition 1.4 (Guichardet - Kastler [ 1 ] ) Considérons un système dynamique 

14 



GÉNÉRALITÉS 

(A,G) où A opère dans un espace hilbertien séparable K et où G est localement 

compact séparable et opère continûment dans A ; considérons une désintégration 

K = / K,.d/*(t) ouT est un espace bore lien standard et /* une mesure bo-
T X 

rélienne positive bornée sur T ; on suppose que A est décomposable, avec des 

composantes A. , et que l'algèbre des opérateurs diagonalisables est contenue 
N 

dans C . Alors pour tout t 6 T on peut faire opérer continûment G dans , 

d'une façon unique aux ensembles négligeables près, de telle sorte que l'on 

ait 

g.a m J g(at).d/*(t) 1 a = J at.d/*(t) € A. 
De plus on a £ B J (C^) ,d/*(t) où désigne le centre de A^ • 

Principe de la démonstration (pour plus de détails on renvoie à l'article cité) : 

d'après ce qui précède on peut supposer F concret et implémenté par une repré

sentation continue U ; comme les U permutent aux opérateurs diagonalisables, 
S 

on peut désintégrer U en des représentations U. ; les opérateurs (U. ) con-
x t g 

servent A. et définissent l'action cherchée de G dans A, . —t —t 
Corollaire 1.2. Sous les hypothèses de la proposition ci-dessus il existe 

une désintégration A = J A^ d/* (t) , avec un espace mesuré convenable 

(T, r ), et pour tout t une action continue de G dans A^ de façon que l'on ait 

g a AS j g(â ).d̂ (t) pour tout a € A , et que le système (A^G) soit 

centralement ergodique pour presque tout t. 

Il suffit de choisir une désintégration telle que l'algèbre des opérateurs 

diagonalisables soit égale a £ 9 

Remarque 1.3. Ce corollaire montre que, grosso modo, tout système dynamique 

peut être désintégré en des systèmes centralement ergodiques ; il semble mal

heureusement impossible de désintégrer un SD en SD ergodiques. 
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W*- SYSTÈMES DYNAMIQUES 

§ 1.4. Systèmes dynamiques finis, semi-finis, etc. 

Définitions. Un système dynamique F = (A,G) est dit fini s'il existe suffi

samment d'états normaux invariants sur A, c'est-à-dire si pour tout élément a 

positif non nul il existe un état normal invariant non nul en a . Lorsque A 

est de genre dénombrable, cela revient à dire qu'il existe un état normal fi

dèle invariant ; la démonstration est analogue à celle du résultat parallèle 

concernant les W algèbres finies (Pixnrier [ 1 ] , ch. I, § 6 , prop. 9). 

Un système dynamique est dit semi-fini s'il existe suffisamment de poids n.s.f. 

invariants, ou encore s'il existe un poids n.s.f. fidèle invariant ; l'équiva

lence des deux conditions se démontre en faisant la somme des éléments d'une 

famille maximale de poids n.s.f. invariants à supports deux à deux orthogo

naux. 

Un système dynamique est dit infini s'il n'est pas fini ; proprement infini 

s'il n'existe aucun état normal invariant ; purement infini s'il n'existe aucun 

poids n.s.f. invariant non nul. 

On retrouve des notions connues lorsque G = Int A (voir § A .3) ou lorsque 

A est commutative (§ B .4). Si A est un facteur fini, le 

système (A,G) est fini pour tout G car la trace canonique est invariante par 

tout automorphisme ; par contre cela n'est plus vrai si A est une W - algèbre 

finie, puisque toute algèbre commutative est finie. 

Un projecteur e de I = A est dit fini (resp. semi-fini, etc.) si le 

système induit est fini (resp....). 

Théorème 1.1 (Dang Ngoc [6]). Notons e (resp. f) la borne supérieure des sup

ports des états normaux (resp. poids n.s.f.) invariants. Alors e et f appar-

G G tiennent au centre de A ; e (resp. f) est le plus grand projecteur de A 

fini (resp, semi-fini) ; I - f est purement infini et f - e est proprement 

infini. 
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Démonstration. Les projecteurs e et f appartiennent à JE puisque le support de 

tout poids n.s.f. invariant lui appartient ; pour tout élément unitaire u de 

I, et tout poids n.s.f. invariant <p , le poids n.s.f, a >—> <f (u a u""1) 

est invariant, de support u~*1.supp cf . u ; donc f appartient au centre de I ; 

même chose pour e. Montrons que f est semi-fini ; il suffit de voir que pour 

tout projecteur g non nul de f A f , il existe un poids n.s.f. invariant non 

nul en g ; or si on avait (f (g) « 0 pour tout poids n.s.f. invariant <f , on 

aurait g ^ inf ( I - supp cf ) = I - f , ce qui contredit le fait que 

g <: f . On voit de même que e est fini. 

Montrons que I - f est purement infini ; soit y/ un poids n.s.f. invariant 

sur (l-f)A(l-f) ; l'application a » — Y ((i-f )a(l-f )) est un poids n.s.f. 

invariant, de support ^ I-f , donc nul ; par suite 4/ est nul. On montre de 

même que f-e est proprement infini. Montrons que f est le plus grand projec

teur semi-fini appartenant à JE ; soit g un tel projecteur ; pour tout poids 

n.s»f. invariant on a I-f ^ I-supp cp 9 et comme f et g commutent, g(l-f ) ^ 

I-supp if , d'où <f (g(l-f)) = 0 ; comme g est semi-fini cela implique 

g(l-f) = 0 , d'où g ^ f . O n voit de même que e est le plus grand projecteur 

fini de I . 

Corollaire 1.3. Un système ergodique est soit fini, soit infini semi-fini, soit 

purement infini. 

Remarque 1.4. Il est facile de voir que I-e est le plus grand projecteur 

proprement infini de JE ; par contre on ignore si I-f est le plue grand pro

jecteur purement infini de JE . 

Exemple. Prenons G = Int A ; alors le système (A, G) est fini (resp...) 

si et seulement si l'algèbre A est finie (resp...) au sens habituel ;de même 

un projecteur du centre de A est fini (resp...) si et seulement si il est fini 
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(resp...) au sens habituel. En réalité dans ce cas on peut définir les propri

étés de finitude (resp...) pour des projecteurs non nécessairement (̂ -invariants ; 

il serait intéressant de le faire dans le cas général. Noter que dans le cas 

général, e et f n'appartiennent pas nécessairement au centre de À ; il ne sem

ble donc pas possible de décomposer le système en un produit de systèmes fini, 

semi-fini proprement infini, et purement infini. 
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§ 1 . 5 . Systèmes dynamiques discrets ou continus. 

Soit F « (A,G) un système dynamique ; on dit qu'un projecteur e de 
Q 

À est un G-atome si l'on a e A e = e A e ; on dit que F est discret si 

tout projecteur non nul de A majore un projecteur non nul qui est un G-atome ; 

continu si A ne contient aucun G-atome non nul. On retrouve des notions connues 

lorsque G = Int A (voir § A.3) ou que A est commutative (§ B.5). 
On démontre facilement que F est discret si et seulement s'il existe un G-atome 

G 

ayant pour support I dans C ; on montre aussi qu'il existe un unique projecteur 

P ̂  £ G que le système induit dans Ap (resp. A (i-p) ) soit discret (resp. 

continu) (Sur tout ceci voir Dang Ngoc [£]) 

Remarque 1 . 5 . Il serait intéressant de développer une théorie de la structure 

des SD discrets analogue à celles qui existent lorsque G = Int A (voir 

§ A.3) ou lorsque A est commutative (§ B.8) ; on ignore si tout SD discret 

est semi-fini ; cela est vrai dans les deux cas particuliers en question, et 

même, plus généralement, lorsque A C £ (cf St̂ rmer [8]). 
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p
Chapitre II L'ESPÉRANCE CONDITIONNELLE E

§ II.1. Théorème dfexistence.

On considère ici un système dynamique F = (A,(?) ; on pose I  = A** et 

on note e le plus grand projecteur fini de JE (cf. théorème 1.1).

q
j Lemme II. 1. Pour tout ^  f A ̂  on a lq> f( = /I p / JE H •

Soit (f = I . u la décomposition polaire de ; on a aussi /yi = 9  .u 

(Dixmier [2], § 12.2) ; on a vu au § 1.1 que u et |<f| sont G-invariants ; on a 

donc

u Y u = il W u = j y i ( i )  = y (u^) ^ «ri l u  *  n<eii •

Théorème II.1.(Kovacs - Szucs [l], Dang Ngoc [5])

(i) Il existe une unique espérance conditionnelle E de A dans I  possédant 

les propriétés suivantes :

a) E est G-invariante, i.e. E a g = E pour tout 5
n

b) <f o E = pour tout y  £ A ̂  .

(ii) On a E(l) = E(e) = e , E(A) = l e .

(iii) Les espérances conditionnelles G-invariantes de A dans JE sont exactement 

les applications a ► ->  e'.E(a) où e* est un projecteur du centre de I  majoré 

par e .

Démonstration.

a) Notons X 1*ensemble des formes l I  où cf parcourt ; d'après le lemme

<f i---» (f | JE est une isométrie de A # sur X, qui est donc un sous-espace

vectoriel normiquement fermé de I  ^ ; de plus X est invariant a gauche car si
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ié I et if € X , soit ip = y II , on a y (i .) = f(i n . 

Soit X - 1 l'ensemble des i e JE tels que f(i) = 0 ; X^est un idéal 

à gauche u.f. fermé qui contient évidemment I-e. Soit i un élément de X ; pour 

tout (f £ l(A)S on a <f(i* i) « 0 donc 

<f (i* i e) « Y (i* e i) = 0; 

comme i i e € e A e et que e est fini, cela entraîne i i e = 0 , dfou 

i e = 0 , i =s i(l-e). On voit ainsi que X = JE (i-e). 

b) D'après Effros [i], théorème 4.6, tout sous-espace vectoriel de I , normi-

quement fermé et invariant à gauche, est son propre biorthogonal ; donc X est 

l'ensemble des éléments de JE * nuls sur _I (i-e). Soit if un élément de I ^ ; 

la forme if ' : i i—> if (i e) appartient à X, donc est la restriction à JE 
Gr A d'un unique élément de A^ , que nous noterons A f ; on a 

II ^U ll = ll U' N << ll Y ll ; 

G? 

A est donc une application linéaire continue de I^dans A c A ̂ , caracté

risée par 
(A^)(±) = ^(i e) V l ^ i é l . 

Comme les espaces de Banach I. et A sont les duaux de J[ ̂ et Â ., on peut consi

dérer la transposée E de A , application linéaire u.f. continue de A dans I. 

caractérisée par 

f(B(a)) » (Ar)M y a U , ^ I ^ ; (l) 

on a en particulier 

f(E(i)) = {Af )(i) = ^(ie) V i « 1 , ^ * 1 * 

ce qui montre que E(i) = i e ; en particulier E(l) = E(e) = e . 

Pour tous G et a É A on a 
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y(E(ga)) = (ArKg*) = My ) ( a ) = rWa)) V f * L * 

ce qui prouve que E est G-invariante. On montre que E vérifie la condition 

b) de (i) en vérifiant que (y c E) I i = L » c e qui e s^ immédiat. 

Soit af A , f £ I n ; posons f = y (. (i-e)) ; on a /1 y-* = 0 , donc 

0 = 4 ^ (E(a)) = ^ (E(a).(l-e)) ; ceci étant vrai pour tout y entraîne 

E(a),(l-e) = 0 , E(A) e le . On a en fait l'égalité car si i e I e , 

on a E(i) = i e = i . Nous avons ainsi prouvé (ii). 

c) Montrons que E est une espérance conditionnelle. Elle est idempotente puis

que E(E(a)) = E(a).e = E(a) ; pour montrer que E est positive, il suffit 

d'après (i) de vérifier que A est positive, ou encore que si un élément <p de 

A^* a une restriction à JE positive, il est lui-môme positif ; or cela résulte 

de ce que 

\\<e u = //v U u = W\ = <pd) • 

Montrons enfin que E(a i) = E(a).i pour tous a £ A et i e 2 ; il suffit 

de vérifier que ^(E(a i)) = *f (E(a).i) V y é 1 . * , ou encore, en posant 

*Y = ^ ( • i) t que ( A V )(a i) » (A <r )(a) ; comme ( A y )(. i) appar

tient à A G , il suffit de voir que (A y )(. i) et A<+ ont môme restric

tion à _I ; or pour tout j él on a 

(A ̂  )(j i) = <̂ (j i e) » f(j ei) = f (j e) = (/If )(j) . 

d) Démontrons (iii). On voit immédiatement que si e' est un projecteur du 

centre de _I majoré par e, a t—> e'.E(a) est une espérance conditionnelle 

G-invariante de A dans _I . Réciproquement soit E' une EC G-invariante de A 

dans I ; posons e' = E'(l) £ JC+ ; pour tout i É I on a 

i e' = E»(i I) = E'(i) » E'(l i) = e' i (2) 

donc e1appartient au centre de I ; e' est un projecteur car 
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e» e1 a E'(e') = Ef(E'(l)) = E'(l) = e» . 

Soit A 1 1 ! application de I ̂  dans A^ transposée de E1 : pour tout f * I # 

A»(f ) =* Y* E» é A^ . (3 ) 

Pour i é I on a d'après ( 2 ) 

(A'(t ))(0 = V (e1 i) • (4) 

On voit facilement que Im A1 est invariant à gauche par les éléments de JE . 

Soit X' l'ensemble des restrictions à I des éléments de Im A9 ; X' est un 

sous-espace vectoriel de JE , invariant à gauche ; on voit facilement que 

X' X m JE (l-ef) ; la relation Im A' c A ̂  entraîne X'C X , X' X;> X^, 

JE (l-e!) ;> I (i-e) , e' ̂  e . Enfin on montre que E'(a) = e'.E(a) en véri

fiant que y (E'(a)) m y (e'.E(a)) V y e I ^ . 

e) Il reste à démontrer l'unicité dans l'assertion (i) ; soit donc E' une EC 

de A dans I, vérifiant les conditions a) et b) ; d'après (iii) on peut écrire 

E'(a) s e».E(a) ; la propriété b) entraîne Im/\» = A £ , X* = X , 

X'X « X"1, e1 = e , E' = E . 

Définition. L'espérance conditionnelle E du théorème II.1 sera appelée espérance 
G G 

conditionnelle canonique de A dans A et notée E . 

Exemple. Si A est finie et si G = Int A , E n'est autre que l'application 

de A sur son centre (cf. Dixmier [ 1 ] , ch.III, § 4 ) . 
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§ II.2. Cas des systèmes dynamiques finis. 

i Théorème II.2. En reprenant les notations du théorème II. 1 , les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(i) F est fini ; 

(ii) e = I ; 

(iii) EG(A) « A G ; 

(iv) E G est fidèle ; 

(v) il existe une espérance conditionnelle G-invariante de A sur AG. 

De plus il existe au plus une espérance conditionnelle G-invariante de A sur 

G x G A ; si elle existe, elle est égale à fi . 

Cela résulte immédiatement du théorème II. 1 ; lféquivalence de (i) et (v) est 

due à Kovacs et Sztîcs. 

Théorème II.3 (St̂ rmer [7 ] ) Pour que F soit fini, il faut et il suffit que 

les orbites de G dans A *.(ou, ce qui est équivalent, dans EIA) ) soient fai
ri 

blement relativement compactes. Dans ces conditions E n'est autre que la tranS-
ÇI 

posée de l'application A^ * v A ̂  donnée par le théorème de Ryll-Nardzewski 
(voir Appendice C). 

(Noter qu'on peut appliquer le théorème de Ryll-Nardzewski a A parce que sa 

topologie faible est aussi sa topologie affaiblie ; mais pas à A parce que sa 

topologie ultra-faible n'est pas sa topologie affaiblie.) 

Démonstration. 

a) Supposons les orbites de G dans E(A) relativement compactes ; les orbites 

de G dans A^, le sont aussi puisque tout élément de A^. est combinaison liné

aire d'éléments de E(A) ; notons P la projection de A ̂  sur A G donnée par 

le théorème de Ryll-Nardzewski ; on voit de suite que sa transposée E est une 
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application linéaire, positive, normale, idempotente, G-invariante dont l'image 

est incluse dans I. ; pour que E soit une EC il reste à vérifier que E(b a) = 

b.E(a) pour tous t e l , a £ A . Soit Cf <5 A^ ; V(<f) est limite faible 

de combinaisons linéaires convexes ^ k̂ .ĝ tf; définissons \><p par (b^)(a) = 

|)(b a) ; on a 

2 k±. g±(h(f) = £ k r *(g±f) = b. î k r g±y 

> b. Pty ) é A G ; 

comme P(b(̂ p) est l'unique élément de co S (b(̂ )n A G , cela entraîne 

b. P(y ) » P (by) ; 

d'où enfin 

fWba)) « (P(<f))(ba) = (b. P(^))(a) 

- P(bf)(a) « (b<f)(B(a)) = y(b.E(a)) 

ce qui établit notre assertion. 

On a o E = <p pour toute (f € A ̂  puisque ?(<f ) = y ; le théorème 

II.1 montre que E = E . Pour montrer que le système est fini, il suffit de 

vérifier que E(l) » I ; prenons f A # ; P(<y>) est limite de combinai-

sons linéaires convexes S^Cf * on a 

</>(E(l)) = ]ia?kit(f(l) = f(l) 

d'où E(l) s I . 

b) Supposons maintenant le système fini et montrons que l'orbite Gp d'un 

état normal <j> est relativement compacte. D'après Akemann [l] il suffit de 

montrer que pour toute suite (en) de projecteurs deux à deux orthogonaux de 

A , cp(g.en) tend vers 0 uniformément par rapport à g. Supposons le contraire ; 

il existe un nombre £ > 0 , une suite gffi f G et une sous-suite e. de la 

/ \ C m 

suite e n tels que fv^»^ ) ^ € V m. Posons ^ = <fo E ; comme 
m 
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e. tend u.f. vers 0, on a i m 

lim rtgjn- e i ) = lim t(ei ) = 0 • (5 ) 
m m 

D'autre part on a supp ye A , y (i - supp ̂ ) = y (l - supp y ) = 0 , 

supp <̂  > supp ; cette dernière relation, jointe à ( 5 ) , entraîne (voir 

Dixmier [ 1 ] , ch. I, § 4 , prop. 5) lim ̂ (ê^* e^ ) = 0 f ce qui est con-
m 

tradictoire. 

Corollaire II.1. Si G est compact et opère continûment dans A , le système est 

fini. 

Remarque II. 1 . Ce corollaire ne subsiste pas si l'on suppose seulement G moyen-

nable : prendre par exemple A = L*^ (/ft ) et G » f{ opérant par transla

tions ; le système est ergodique, semi-fini puisque la mesure de Lebesgue est 

un poids n.s.f. invariant, mais non fini. 

Définition. Soit (A,G) un système dynamique où G est localement compact et 

opère continûment dans A ; soit a un élément de A tel que pour tout £ k^ 

la fonction g \ cf> (g a) soit faiblement presque périodique ; il existe 

un unique élément de A , noté m^ g.a , tel que 

y>( m g g.a ) = m g <p(g.a) V if £ k * '* 

cet élément est la moyenne des transformés de a ; il appartient à co G a car 

toute £ A ̂  nulle sur co G a est évidemment nulle sur m^ g.a. De la même 

façon on peut définir m f(g) g.a pour toute te FPP(G). 
S 

Remarque II.2. En général la fonction <p (g a) n'est pas FPP pour tout a f A 

et tout y 6 A ̂  : prendre par exemple G discret, H = 1 2 (G) , A = 1°° (G) , 

G opérant par translations a gauche dans A ; soit l'état défini par le vec

teur ôe £ H ; alors <p (g a) = a (g""
1) , fonction qui n'est pas nécessaire-
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ment FPP. Le théorème II .4 montre que si le système dynamique est fini, <f> (g a) 

est FPP pour tout a 6 A et tout ^6 A ̂  ; on ignore si la réciproque est 

vraie ; par contre la condition " cf> (g a) est FPP pour tout <f e A^ et 

tout a appartenant à une sous-C* - algèbre A u.f. dense dans A " n'entraîne 

pas que le système soit fini : prenons un groupe G localement compact non com-

pact, posons A = FPP(G) , A = ¥ - algèbre enveloppante de A ; G opère 

dans A par translations à gauche et dans A par bitransposition ; G? (g a) est 

FPP pour tout if 6 -A* et tout a £ A par définition même des fonc

tions FPP (voir § C.3) ; il est facile de voir que la moyenne est le seul état 

invariant de A ; par suite F = (A,G) admet un seul état normal invariant, 

qui n'est pas fidèle puisque sa restriction à A ne l'est pas ; donc F n'est pas 

fini, 

Théorème II.4. (Kovacs - Sziîcs [i]) Soit (A,G) un système fini. 

(i) Pour tout a i A , E (a) est l'unique élément de co G a A A ; 

(ii) on suppose que G est localement compact et opère continûment dans A ; 

alors la fonction g i > (f (g a) est faiblement presque périodique pour 

tout a 6 A et tout a? £ A ; de plus E (a) = m g.a ; 
' K g 

(iii) on suppose en outre que G admet une famille moyennant e (f̂ ) (voir défi-

nition au § C.4) ; alors pour tout a £ A , E (a) est limite ultra-faible 

de JV(g). g a. dg. 

Démonstration. 

G 

(i) Soit b un élément de co G a n A ; b est limite de combinaisons linéaires 

convexes 2f k̂ . ĝ a ; on a 
b = EG(b) = lim Z ki. E

a(g± a) = E
G(a) . 

Reste à voir que EG(a) appartient effectivement à co G a . Supposons le 

contraire ; le théorème de Hahn - Banach sous sa forme géométrique montre qu'il 
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existe <pf A ̂  et k € 'R tels que 

Re (E(a)) < k 

Re f (c) ^ k V c é~ co G a ; 

d'autre part d'après le théorème 11.3, P(̂> ) est limite de combinaisons liné

aires convexes k̂ . g^<*p ; on a donc 

Re P(c/>)(a) = lim Re t k . g± (a) 

= lim Z kj_. Re <f (g*
1 a) ^ k ; 

d'autre part 

Re P(f )(a) = Re P ((f )(E a) = lim Re 2T k±. g±cf (E a) 

= Re f (E a) < k 

d'où contradiction. 

(ii) résulte du théorème II.3 et du théorème C.2 (Appendice C). 

(iii) résulte du § C4. 

Remarque II.3. Il serait intéressant de construire, pour un système (JL,G) semi-

fini, des " espérances conditionnelles semi-finies de Â  dans A " analogues 

aux traces opérât orie lie s des ¥ - algèbres semi-finies (voir Dixmier [l], ch. 

III, § 4 ) . 
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§ II-3. Poids G - invariants.

La structure de l’ensemble des formes linéaires u.f. continues G-invarian- 

tes est donnée par le résultat suivant, qui découle immédiatement du th.II.1 :

£
Théorème II.5. Lfapplication cÿ j---> cp | A e est une bijection isométrique

de ÀjP sur (A^ e) ; la bijection réciproque est y  i---->  E^ .a- # 1

En ce qui concerne les poids n.s.f. invariants nous allons obtenir des 

renseignements moins précis.

Théorème II.6 (Guichardet [5]) Si le système (A,G) est ergodique, les poids 

n.s.f. invariants non nuls, s'il en existe, sont fidèles et deux à deux propor

tionnels.

La première assertion résulte du fait que le support d'un tel poids appar

tient à A^ . Deuxième assertion : soient e t y  deux tels poids ; notons 

(û ) = ( i f  : (f ) leur densité (cf. § A.5) ; u^ appartient à AG donc est 

scalaire ; l'application t 1-- > u^ est un morphisme continu de iR dans le

groupe des complexes de module 1, donc de la forme u = k ^  où k est réel
t

> 0 ; alors = k Cf .

Théorème II.7. Pour que le système (A,G) soit fini, il faut et il suffit qu'il

£P ' G
existe un poids n.s.f. fidèle G - invariant dont la restriction a A soit

Q
semi-finie ; s'il en est ainsi, E est l'unique espérance conditionnelle de 

A sur A^ vérifiant y « EG = .

Condition suffisante : on sait (§ A.4 ) que les automor-

<p % G
phismes 6 permutent a G , par suite A est invariante par les G , ;

t x
d'après le § A.6 il existe une unique espérance conditionnelle fidèle E de

G
A sur A vérifiant cp 0 E = cp ; on voit immédiatement que pour g 6 G ,
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E c g a les mêmes propriétés, donc est égale à E ; autrement dit E est G-inva

riante et notre assertion résulte du théorème II.2. 

Condition nécessaire : il suffit de poser cj> = ^ o E ou <p est un poids n.s.f. 
Q. 

fidèle quelconque sur A . 

Théorème II.8 (Dang Ngoc [6]) 

(i) Etant donné un poids n.s.f. invariant (f , les conditions suivantes sont 

équivalentes : 
* G 

a) la restriction de (f à A est semi-finie 
b) </o E G = ^ 

x G 

c) supp ^ e ou e est le plus grand projecteur fini de A . 

(ii) L'application v if>\ A est une bisection de l'ensemble des poids 

n.s.f. invariants sur A de support ^. e , sur l'ensemble des poids n.s.f. sur 
G G A de support ^ e ; l'application réciproque est f ^ E 
Démonstration. 

G G \ 

a) v b). Posons I = A , E = E ; le support p de cf appartient à _I et 
cft = (f |pAp est un poids n.s.f. fidèle invariant, dont la restriction à 

p I p est semi-finie (voir § A.2) ; d'après le théorème II.7, le système dyna

mique (p A p , G) est fini et si on note F l'espérance conditionnelle canoni

que de p A p sur p I p , on a ^'oF = p»' ; de plus, à cause de l'unicité, 

F est la restriction de E à p A p . Soit a un élément de A + ; on a 

f(a) = <p(pap) = 7>'(pap) = ^(p(pap)) 

= (p'(E(pap)) = y'(p Ea p) (puisque p U e) 

= ^(pEa p) = f (Ea) 
ce qui prouve b). 

b) > c). On a cp(l-e) = Cf (E(l-e)) = 0 donc supp <f^ e . 
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c) > a). En se restreignant à e A a , on peut supposer le système fini ; 

comme (p est semi-fini, il existe des éléments â . é A + , convergeant u.f. vers 

I et vérifiant <f (â ) < + cO ; alors E(ak) tend u.f. vers I et il suffit 

de montrer que <f> (E(â )) est fini. On va en fait montrer que 

a e A + , Y (a) < + oo > y(E(a)) ̂  +00 

D'après le théorème II.4, E(a) est limite de combinaisons linéaires convexes 

21 k̂ . ĝ  a ; comme <p est invariant on a 

<f ( Z 1L±. g± &) = 2" kj..^(gi a) = f(a) 

et comme est semi-continu inférieurement pour la topologie u.f., 

^(B(a)) + + 

La démonstration de (ii) est immédiate. 

Corollaire II.2. Si le système est fini, l'application <f 1 ><j>) À es't 

une bijection de l'ensemble des poids n.s.f. invariants sur A , sur l'ensemble 
Q 

des poids n.s.f. sur I ; l'application réciproque est y 1 E . 

Remarque II.4 (description de l'ensemble des poids n.s.f. invariants). Dans le 

cas où G = Int A , on a une description assez précise : si l'on choisit une 

trace n.s.f. fidèle <f , les traces n.s.f. sont exactement les fonctions 

a 1 > <f (h a) où h est un élément positif, borné ou non, affilié au centre 

de A . Dans le cas général on peut dire ceci : choisissons un poids n.s.f. fidèle 

invariant cf> ; pour qu'un poids n.s.f. fidèle y soit invariant, il faut et il 

suffit que le cocycle ( ̂  : cp ) prenne ses valeurs dans A G ; autrement dit 

il y a correspondance bijective entre les poids n.s.f. fidèles invariants et 

les applications t 1—> u^ de H dans les éléments unitaires de A , u.f. 

continues et vérifiant u , = u . <f (u,). 
S4*"C S S "C 
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§ II.4. Application aux espérances conditionnelles sur certaines sous-W -algèbres. 

On considère ici une W - algèbre A et une sous- W - algèbre commutative 

B ; on note B1 le commutant de B dans A ; on fait opérer le groupe G = U(_B) 

dans A par automorphismes intérieurs ; on a donc A = B' 3 B . 

Théorème II.9. 

(i) Toute espérance conditionnelle de A dans Bx est G - invariante. 

(ii) Il existe au plus une espérance conditionnelle de A sur JB' ; il en existe 

une si et seulement si le système (A,G) est fini, et elle est alors égale 

a E . 

(iii) S'il existe une espérance conditionnelle de A sur B', la restriction a 

J3' de toute trace n.s.f. sur A est encore semi-finie. 

Démonstration. 

(i) Soit E une EC de A dans j*' ; pour tout u £ U(g) et tout a £ A 

on a, puisque u £ B' : 

E(uau"1) = u.E(a).u"1 = E(a) . 

(ii) résulte du théorème II.2. 

(iii) S'il existe une EC de A sur J3', le système (A,G) est fini, et il suffit 

d'appliquer le théorème II.8. 

Remarque II.5. On démontre (cf. Cormes [l]) que si D est une sous - ¥ - algèbre 

de A contenant son commutant dans A , il existe au plus une EC de A sur JD . 

Lemme II.2 (Dang Ngoc [6]) Soit A une W* - algèbre. 

(i) A est finie si et seulement si le système (A , | gnj ̂  ̂ ^) est fini 

pour tout élément g de Int A ; 

(ii) A est proprement infinie si et seulement si le système en question est 

proprement infini pour au moins un élément g de Int A . 

32 



ESPÉRANCE CONDITIONNELLE EG 

Démonstration. Dire que A est finie (resp. proprement infinie) équivaut à dire 

que le système (A , Int A) est fini (resp. proprement infini) ; il est donc 

évident que les conditions énoncées dans (i) et (ii) sont respectivement néces

saire et suffisante. 

Supposons A non finie ; dfaprès Dixmier [i], ch. III, § 8, cor.2, il existe 

une suite de projecteurs eQ, ê ,... deux à deux orthogonaux et deux à deux 

équivalents, non nuls ; soit u^ une isométrie partielle vérifiant 

u u = e , u u = e y n 2 1 ; n n o ' n n n ' 

posons u = e , f = I - >̂ e et 
n=o 

u - f + u, + II u 2 k_ 2 u 2 k + JZ » 2 k + 1 u^., ; 

on voit facilement que u est un opérateur unitaire et que u11 e Q u~
n est égal 

a e^n .j
 o u e 2n s u^ v a n^ °^ue n Q o u n ^ 0 . Il en résulte que le sys

tème dynamique (A , f gn } ) , où g est l'automorphisme intérieur défini par u , 

nfest pas fini. 

Supposons enfin A proprement infinie ; on peut alors supposer 
n=o 

et toute forme linéaire positive normale invariante est nulle sur e Q , donc 

nulle ; autrement dit le système (A , {gn}) est proprement infini. 

Théorème 11.10 (Takesaki [3], Tomiyama [2], Dang Ngoc [<>]) Soit A une ¥ -algèbre, 

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) A est finie 

b; pour toute sous-¥ -algèbre commutative B , le système dynamique 

(A , U(B)) est fini, i.e. il existe une espérance conditionnelle 

fidèle de A sur _B' 

c) pour toute sous-W* -algèbre commutative maximale J3 , le système dynamique 

(A , U(g)) est fini. 
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(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) A est proprement infinie 

b) il existe une sous-Ŵ -algèbre commutative maximale B telle que le sys

tème (A , U(j3)) soit proprement infini (dans la terminologie de Tomiyama 

[2] f B. est " completely non smooth " ) . 

Démonstration. 

(i) a) > b) puisque U(B) C Int A 

b) > c) : évident. 

c) > a) : supposons A infinie ; d'après le lemme II.2 il existe un unitaire 

u £ A tel que le système (A , { i^ j ) soit infini ; u appartient à une sous-

If*- algèbre commutative maximale B , et (A , U(j3)) est infini. 

La démonstration de (ii) est analogue. 
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§ II.5. Type des produits croisés. 

On considère un système dynamique (A,G) , on pose В = ¥ (A,G) , on 

identifie A à une sous-algèbre de J3 , et on note E l1 espérance conditionnelle 

de В sur A construite à la proposition 1.2. 

Lemme II.3. 
(i) Si est un poids n.s.f. invariant sur A , <f о E est un poids n.s.f. 

sur В dont la restriction à A est égale à cf ; cfo E est fidèle (resp. 

fini, resp. une trace) si et seulement si <p a la même propriété. 

(ii) Si Ц/ est une trace normale finie sur В , y | A est une trace normale 
finie invariante sur A . 

(iii) On suppose que G opère presque librement sur le centre C. de A ; alors si 
est une trace n.s.f. sur В , ̂ | A est une trace n.s.f, invariante sur A. 

Démonstration. Pour (i) et (ii), vérification facile ; pour (iii) : d'après la 

proposition 1.39 A est le commutant de £ dans В et il suffit d'appliquer le th. 
II.9. 

On en déduit le 
Théorème 11.11 (Zeller-Meier [i]) Notons G' le sous-groupe de Aut A engendré 

par G et Int A . 

(i) W (A,G) est finie si et seulement si le système (A ,G') est fini ; 

(ii) si le système (A , G') est semi-fini, W (A,G) est semi-finie ; la 

réciproque est vraie si G opère presque librement dans £ . 

(L'hypothèse que G opère presque librement dans C_ est en réalité inutile (commu

nication orale de A.Connes) ) 

Corollaire II.3. Supposons que G opère presque librement et ergodiquement dans 

C_ ; si le système (A,G') n'est pas semi-fini, W*(A,G) est un facteur de 

type III. 
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§ II.6. Extensions des systèmes dynamiques. 

Soient (A,G) un système dynamique et H un sous-groupe distingué de G ; 
H 

il est facile de voir que la sous-algèbre A est G - invariante et que pour 

tout g £ G on a go on vérifie que g D ET o g est en

core une EC H - invariante et telle que cp o g o E** o g~1 = (f )/cp { A , 

puis on applique l'unicité du théorème II.1 (i) ]. On peut donc faire opérer 
B G/H H 

G/ÏÏ de façon naturelle dans A ; on notera E ' l'EC canonique de A 
H G/H G 

dans (A ) ' = A ; on a alors facilement 

E G = E G / H0 E 3 . (1) 

Théorème II.12.(Dang Ngoc [6]) On suppose le système (A,H) fini. 

(i) Le système (A, G) est fini (resp. semi-fini) si et seulement si le système 

(AH f es"t fixa- (resp. semi-fini). 

(ii) L'application <p i—^ (f\k est une bijection de l'ensemble des poids 

n.s.f. G - invariants sur A, sur l1 ensemble des poids n.s.f. G/H - inva

riants sur A 3 ; l'application réciproque est y \ > y o E F . 
Démonstration, (i) se déduit immédiatement de (ii). Démontrons (ii) : d'après 

H 

le corollaire II.2, l'application tç> ) > cf?\ A est une bijection de l'ensem

ble des poids n.s.f. H - invariants sur A. sur l'ensemble des poids n.s.f. sur 

A H , et la réciproque est y i ^ <po ; si <p est G - invariant, il est clair 

que y> ) A 3 est G/H - invariant ; si y est G/H - invariant, o E? est 

G - invariant puisque E 3 permute à G . 

Corollaire II.4. Soit (A,G) un système dynamique ; on suppose que A est finie 

et qu'il existe un poids normal fidèle fini (resp. semi-fini) G - invariant 

sur £ ; alors il existe une trace normale fidèle finie (resp. semi-finie) 

G - invariante sur A . 
Résulte du fait que Int A est distingué dans le sous-groupe engendré par lui et G. 
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§ II.7. Systèmes dynamiques quotients. 

On considère un système dynamique (A,G) et un système dynamique quotient 

(A1,G) au sens du § 1.11, c'est-à-dire qu'on a un morphisme normal r de A sur 

A' compatible avec l'action de G ; on note e et e' les plus grands projec

teurs G - invariants finis de A et A' (cf. théorème 1.1), E et E1 les espéran-

G G 
ces conditionnelles canoniques de A sur A et A1 sur A' . 

| Proposition II. 1. On a A'G = Tî (AG) , e' = (e) , E'oTT = 7T o E . 

Le support p de est un élément G-invariant du centre de ; on peut su

pposer que A ' » A p et 7T (a) = a p |/ af A; l'égalité A'G = 7r(AG) 

est alors évidente. Démontrons e1 « TT (e) ; comme le système induit dans 

e A e est fini, il en est de même de e A e p = e p.A p.e p , donc on a 

e p ̂  ef ; soit maintenant <f un état invariant sur A p ; définissons un état 

invariant if sur A par if'(a) = <p (a p) ; on a facilement 

supp y = supp y> < p 

supp ^ e 

donc 
supp <p < e p ; 

«afin 

e* « sup supp cf ^ e p . 

Démontrons enfin la dernière assertion, a savoir 7C (E(a)) = E'(îr(a)) pour 

tout a E A ; comme nous svons déjà que 7C(E(a)) £ A'G e1 et que les éléments 

D E ( A 1 ^ ) G séparent ceux de A'G e' , il suffit de vérifier que 

r(r(E(a))) = r(Ef(^(a))) V r é (A' A f ; 

. G 
or y o T é A ̂  , donc 

r (*7T (B(a))) » r (a)) = r (B ' (T (a))) . 
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ÉTUDE DES SYSTÈMES DYNAMIQUES 
Chapitre III ^ Q ) Q U ^ E S J S E M , _ R N | E 

§ 111,1 • Le théorème fondamental. 

Théorème III. 1 (Guichardet [?]) Soient A une W*- algèbre, GQ un sous-groupe 

de Aut A contenant Int A , G un autre sous-groupe de Aut A tel que 1' on 

ait g QQ g""
1 =a GrQ pour tout g ( G ; on suppose que les systèmes dynami

ques (A,Go) et (A,G) sont semi-finis. 

(i) On suppose en outre que les deux hypothèses suivantes sont vérifiées : 

(IL ) A ̂  est separable pour la topologie de la norme 

(Hg) il existe une espérance conditionnelle fidèle de A sur A permu

table à G ; 

alors il existe un poids n.s.f. fidèle sur A invariant par G et G . 
°G 

(ii) L'hypothèse (E^) est inutile si G opère ergodiquement dans A 
(iii) L'hypothèse (l̂ ) est vérifiée si le système (A,GQ) est fini ou s'il 

existe un poids n.s.f. fidèle CJ sur A , G - invariant et tel que sa 
G 

restriction à A 0 soit semi-finie. 

Kbus utiliserons deux lemmes. 

LemmeIII.1. Soient une W* - algèbre commutative à prédual separable, U le 

groupe des éléments unitaires de JC muni de la topologie ultra-faible ; faisons 

opérer le groupe ¡R trivialement dans U. Tout 2 - cocycle borélien Y 6 ẐOR ,U) 

est le cobord d'une application borélienne ô de R dans U . 

(On notera que ce résultat et sa démonstration restent valables si l'on remplace 

par un groupe de Lie semi-simple simplement connexe ou par le groupe de 

Poincaré ; on trouvera à l'Appendice D les notions nécessaires sur la cohomolo-

gie des groupes.) 
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Démonstration. Rappelons d'abord qu'une ¥ - algèbre est a prédual separable 

si et seulement si elle peut être réalisée dans un espace hilbertien separable. 

On peut écrire £ = (Z,/* ) où Z est un espace borélien standard et /* 

une mesure positive bornée sur Z ; pour tout espace topologique T on notera 

M (Z* / * >T) l'ensemble des applications p - mesurables de Z . dans T. On sait 

(Appendice D) que tout 2 - cocycle borélien £ Z2(R , (U) , où CU est le 

groupe des complexes de module 1 , est le cobord d'une application borélienne 

de H dans ÍU , ce que nous écrirons Ĥ (lR , QJ) = 0 ; le théorème 1 3 de 

Moore [ 1 ] affirme que iR , M (Z,/* , TU )) est isomorphe à M(Z,/A ,H2(/R , HJ)), 

donc nul ; cela signifie, en clair, que tout 2 - cocycle borélien, élément de 

Ẑ (lR , M (Z,/* , TO)) est le cobord d'une application borélienne ; mais ici on 

net sur M (Z,^, flj) la topologie de la convergence en moyenne, qui est plus 

fine que la topologie ultra-faible, ou topologie induite par la topologie de 

dual faible de L ( Z , ) ; il reste donc a voir que ces deux topologies dé

finissent la même structure borélienne, et cela résulte de ce que ces deux 

topologies sont polonaises : pour la première c'est évident, et pour la se

conde cela résulte du lemme 1 . 1 . 

LemmeIII.2. Définissons £ et U comme au lemme précédent ; notons P le groupe 

multiplicatif des éléments positifs inversibles affiliés à £ ; soit G un 

groupe opérant dans £ par automorphismes ; alors G opère aussi dans T . Soit 

o( un élément de Z1(G,F) ; supposons qu'il existe une application borélienne 

^ de R dans U telle que pour tout réel t , o/** soit le cobord de f> (t). 

Alors d lui-même est un cobord. 

Posons # (s,t) « f>(s+t). j*(s)~1. ̂ (t)""1 ; y est un élément borélien 

de Z2()R , U) ; la relation d (g)1* = g(0> (t)). ̂ (t)"1 entraîne que 

y(s,t) £ ü G , donc f Ç Z2(|R, U G). Comme U G est le groupe des éléments 
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unitaires de la W - algèbre commutative £ , le lemme III. 1 montre qu'il 

existe une application borélienne ô de dans l/* de cobord g . Alors l'ap

plication t i > £>(t).ô(t)~1 est un morphisme bore lien de R dans U , 

donc de la forme h"*** où h e T ; on a donc 

£>(t) = ô(t).h u 

^(g) 1 * = «(h 1 *) , h" 1* Parce que ô(t) é ÏÏG 

= (gh . h ) 

d'où o((g) = gh.h"1. 

Démonstration du théorème III.1. 
Go 

a) Remarquons d'abord que À est contenue dans le centre £ de A ; nous po-

G 
serons A = C° . Notons X l'ensemble des poids n.s.f. fidèles G - invariants — — o 
sur A , T le groupe des éléments positifs inversibles affiliés à C0 , <f> un 

(P 

élément de X ; comme les automorphismes ë opèrent trivialement sur J20 , on 

peut définir pour tout h é T un poids n.s.f .f. h » <p(h .), évidemment 

GQ - invariant. Réciproquement soit un élément de X ; posons (û .) = {yt<f) 

(voir Appendice A.5) ; alors û . 6 0° et de plus 
U , = U . 6^ (u, ) ss u u. 

s+t s s v V s t 

donc u^ est de la forme h*"* avec ht F , et /̂=s h y .On voit ainsi 

que le groupe T opère simplement transitivement dans X. 

D'autre part G opère dans X par g <f = (fo g""1 et dans F de façon naturelle ; 

on a 

g (h<p) = (g h) (gcf ) Y g e G , h £ T , y> e X . 

Choisissons un élément <p de X, et, pour tout g é G , notons «̂ (g) l'élément 

de r vérifiant gcp = o((g)(f> ; d'après l'appendice D, appartient a 
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Z^(G,r )> ©t il suffit, pour démontrer l'assertion (i) du théorème, de montrer 

que est un cobord ; d'après le lemme II.2 il suffit de construire une appli

cation borélienne de iR dans U (groupe des éléments unitaires de C° ) telle 

que pour tout réel t , soit le cobord de ^ (t). 

b) Choisissons un poids n.s.f .f. Q - invariant et notons h sa densité par rap

port à cf (qui existe puisque (f est une trace) ; pour tout g £ G , g6j admet 

pour densité g h par rapport a g (f = oi {g)<f , donc g h. dt (g) par rap

port à (̂  ; comme g CJ = u> on obtient h = d (g), g h ; c'est-à-dire 

g h m ^(g)"1. h V g a . ( 1 ) 

On en déduit 

g.hU « olfe)"". h1* ¥ g<FG,t«/ft. (2) 

Notons B l'espérance conditionnelle de l'hypothèse (Ĥ ) ; on a 

« ( E C h 1 * ) ) - d (g)"". E (h") (3) 

d'où résulte que 

| E (h") | ( (C»)8 . (4) 

[ Supposons un instant que h appartienne à A et que E(h) soit inversible ; 

alors (i) entraîne g (E(h)) = ©((g)""1. E(h) , U est un cobord et l'asser

tion (i) du théorème est démontrée ; plus généralement si E(hii:) est inver

sible pour tout t , les f> (t) cherchés peuvent être pris égaux aux éléments 

I B ( H " ) ! . ( E (h" ) ) - 1 ] 

c) Notons B la sous*- ¥*- algèbre (commutative) de A engendrée par C,0 et les 

éléments h^* ; comme A est à prédual séparable on peut écrire £° = L°° (Z,/< ) 

où Z est un espace borélien standard et ̂  une mesure de masse 1 ; o E f B 

est un état normal fidèle sur B ; on peut donc écrire B = (Y,v ) où Y 

41 



W* • SYSTÈMES DYNAMIQUES 

est un espace borélien standard et v = ¡a o E | JB ; il existe une application 

mesurable p de Y sur Z telle que p = p(v ) et que l'image canonique dans 

B d'une fonction quelconque f £ £° soit égale à f Û p ; enfin il existe 

une désintégration V = J V . d/* (z) où chaque v est une mesure de 
Z Z Z 

masse 1 portée par p""̂ (̂ zj) (voir par exemple Guichardet [i]). 

Pour toute fonction if € B f E<f est la fonction définie 7*- presque partout 

z 1 > Vz(cf ) ; en effet pour toute f £ C° on a 

/f(z).(E<¡p)(z).d/*(z) = r(f.E f ) « /*(B(f0p.f )) 

= v (f, p.<f ) = ff(p(y)).y(y).d|^(y).d^ (z) 

= Jf(z). V z (y ). d/*(z) . 

d) Considérons h comme une fonction v- mesurable strictement positive sur Y ; 

lorsque t tend vers 0, h*"* tend simplement vers 1 ; d'après le théorème de Le-

besgue, (EÍh^Hz) = V J^Y^) tend vers 1 p - presque partout j pour -

presque tout z il existe £(z) > 0 tel que 

| T L ¿ £ ( « ) |E(hi1:)(z)j ^ I . 

pour tout entier n positif posons 

Z n = ^ z | |B(h")(i)| > ± V t C [-1/n , 1/n] j; (5) 

les Z sont M - mesurables, G - invariants d'après ( 4 ) , et forment une suite 
n # 

croissante dont la réunion est de complémentaire - négligeable. Notons P̂  

le projecteur de associé à Ẑ  et posons = P n - P ^ ; les 

sont deux à deux orthogonaux de somme I. (5) montre que pour |t| ¿ l/n , 

ECh1^).^ est inversible dans » notons An(t) son inverse et posons 

f»n(t) = |E (h") I . An(t) ; 

p est une application borélierme de [-l/n , 1/n] dans £.Qn vérifiant 
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«<(«)". % = s (f n(t)). ^ n(t)-
1 (6) 

en vertu de (3 ) et (4). On prolonge ensuite J5 à |̂  en posant 

pa(t) = J Y T A ) K 

lorsque t £ ](k-l)/n , k/n] ou [-k/n , -(k-l)/n[ et on a encore ( 6 ) . 

Pour définir ft (t) il suffit maintenant de poser fi (t) = © 6 (t). 
•n n 

e) Démontrons l'assertion (ii) du théorème. La relation (4) montre que 

| E (hi*)| est un scalaire, soit k^.I ; lorsque t tend vers 0, h^ et E(hi*) 

tendent u.f. vers I , donc k̂  tend vers 1 ; il existe n> 0 tel que E(h"̂ ) 

soit inversible pour )t| ̂  l/n ; on pose alors (t) = k^.ECh**)"1 ; on 

prolonge j?> en une application de )R dans U comme ci-dessus. Le lemme 111.4 

s'applique sans hypothèse de séparabilité car ici U G = tU . Le fait que 

l'application t 1 (f!>(t) .Ô(t)""1 soit borélienne ne suffit plus pour 

affirmer qu'elle est de la forme h*** ; mais il est facile de voir que Ç> est 

continue en 0 et on sait (voir Appendice D) qu'alors Ô l'est aussi ; notre 

morphisme est donc continu, et par suite de la forme h^. 

f) Démontrons l'assertion (iii). Si le système dynamique (A,G ) est fini, 
G Q G Q

 0 

l'espérance conditionnelle canonique E de A sur A 0 permute à G (voir 

§ I I . 6 ) ; s'il existe un poids n.s.f.f. U G - invariant et tel que sa res-
G Q 

triction à A soit semi-finie, l'existence de l'EC résulte de l'Appendice 

A. 6 . 

Remarque I I I .0. En modifiant très légèrement la démonstration du théorème 

I I I . 1 on peut démontrer le résultat suivant : 

(i) Soit (A,G) un système dynamique ; on suppose qu'il existe un poids 

n.s.f.f. y> tel que les automorphismss 6 ^ permutent à G, et un poids 
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n.s.f.f. ij invariant par les 6 ̂  et par G ; on suppose en outre que les 

deux hypothèses suivantes sont réalisées : 

A ̂  e s _ b séparable 

(Hp il existe une espérance conditionnelle fidèle de A sur £ permutable 

à G ; 

alors il existe un poids n.s.f,f. G - invariant, admettant par rapport a tf> 

une densité affiliée à C • 

(ii) L'hypothèse (Hp est inutile si G opère ergodiquement dans £ . 

(iii) L'hypothèse (Hp est vérifiée si A est finie, ou s'il existe un poids 

n.s.f .f. G - invariant et tel que iy | £ soit semi-finie. 

Pour démontrer cela on notera T le groupe des éléments positifs inversibles 

affiliés à £ , X l'ensemble des poids n.s.f .f. de la forme avec k é T ; 

G opère naturellement dans P ; pour tout g € G on a 

6fr = g . 6 t . g « 6 t 

donc ĝ ? est de la forme o( (g) <p avec 0/ (g) f T ; G opère dans X car 

pour tout élément k <f de X on a 

g ( k y ) • ( g k ) ( g ^ ) = (gk) (./(g)) (̂ ) £ X. 

Il suffit, pour démontrer (i), de construire une application borélienne p de 

|ft dans U(£) telle que ^ ̂  soit le cobord de p> (t) pour tout t. Comme 

Cj est invariant par les , il peut s'écrire Lu = h<f où h est un élé-

ment positif inversible affilié a l'algèbre des éléments 6 ' - invariants ; la 

suite de la démonstration s'applique intégralement en remplaçant partout A 

par £ . 

R.Nest [l] a démontré indépendamment le résultat ci-dessus en supposant le sys

tème (A, G) fini. 
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Corollaire III.1. Soient (X,C) un espace quasi-mesuré (voir § B , 1 ) où X est 

standard, G et G des sous-groupes de Aut (X,c) tels que g G g"1 = G 
O 0 0 

pour tout g é G ; on suppose que C contient une mesure 6 - finie G Q - invari

ante et une mesure € - finie G - invariante ; 

(i) On suppose en outre que l1 hypothèse suivante est vérifiée : 
(l) il existe une espérance conditionnelle fidèle de L°° (X,C) sur 

Alors C contient une mesure 6 - finie invariante par G et G . 
o 

(ii) L'hypothèse (H) est vérifiée si C contient une mesure finie Go-invariante 

ou une mesure 6* - finie G - invariante dont la restriction à la tribu des 

sous-ensembles G - invariants est 6 - finie, o 

Remarque III.1. Le corollaire III.1 (i) ne subsiste pas si l'on supprime lf 

hypothèse (H) : prendre pour X un groupe localement compact non unimodulaire, 

pour C la classe des mesures de Haar, pour G Q et G le groupe X lui-même opé

rant par translations à gauche et a droite. 

Corollaire III.2, Soient A une ¥ - algèbre semi-finie, G un sous-groupe de 

Aut A tel que le système dynamique (AFG) soit semi-fini, 

(i) On suppose réalisées les deux hypothèses suivantes : 

(B-j ) à. # e s* séparable 

(H£) il existe une espérance conditionnelle fidèle de A sur son centre £ 

permutable à G . 

Alors il existe une trace n.s.f. fidèle G - invariante. 

(ii) L'hypothèse (H^) est inutile si G opère ergodiquement dans C . 

(iii) L'hypothèse (Hp est réalisée si A est finie ou s'il existe un poids 

n.s.f.f. G - invariant et tel que sa restriction àjC soit semi-finie. 

Il suffit d'appliquer le théorème III. 1 en prenant G Q = Int A . 
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Le corollaire III.2 a été démontré par St̂ rmer [5 ] en supposant que le 

poids qui intervient dans (iii) est fini et que G opère ergodiquement dans £ . 

Remarque III.2. Lorsque A est un facteur semi-fini, le corollaire III.2 se ré

duit à l'assertion suivante : s'il existe un état normal fidèle G - invariant 

U> , toute trace n.s.f.f. sur A est G - invariante ; on peut même supprimer 

l'hypothèse suivant laquelle U est fidèle (Pedersen - TakesaM [1]) . Bar contre 

ceci devient faux si l'on remplace " état " par "poids semi-fini " ; plus pré

cisément il existe un facteur de type II^ A dans un espace hilbertien sépa-

rable et un groupe d'automorphismes G de A admettant un poids n.s.f .f. invariant 

mais ne conservant pas les traces n.s.f .f. de A . Pour le voir notons X 

un groupe localement compact non unimodulaire 9 C la classe des mesures de Haar, 

QQ un sous-groupe dénoabrable partout dense dans X, opérant par translations a 

gauche dans X ; prenons pour G le groupe X lui-même opérant par translations à 

droite ; soit B le produit croisé de L°° (X,C) par GQ ; comme GQ opère 

OC? / \ 

presque librement et ergodiquement dans L (X,C), JB est un facteur semi-

fini et L°° (X,C) est commutative maximale dans B (proposition 1 . 3 et théo

rème II .11) ; on peut faire opérer G dans B de la façon suivante (en utilisant 

les notations de la proposition 1 . 2 ) : (g b)(gQ) = g (b(gQ)) V b € B ; 

soit E l'espérance conditionnelle de B sur L (X,C) ; E, étant unique, per-

mute a tout automorphisme de B qui conserve L (X,C; et en particulier a G ; 
notons v et V des mesures de Haar à gauche et à droite sur X ; V o E est o 0 

une traoe n.s.f .f. sur B , V o E est un poids n.s.f. G - invariant sur B , 

mais v o c E n'est pas G - invariante puisque sa restriction a L , égale 

a v*o , ne l'est pas. 

Remarque III.3. On peut aussi déduire du lemme III. 1 le résultat suivant, dé

montré par Kallman [4] lorsque G = P> : soit G un groupe localement compact 
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tel que tout 2 - cocycle borélien 6 Z^(G , Hj) (pour l'action triviale de G 

dans UJ ) soit le cobord d'une application borélienne (ces hypothèses sont vé

rifiées notamment si G est le groupe des réels, ou un groupe de Lie semi-simple 

simplement connexe, ou le groupe de Poincaré) ; soient A une W* - algèbre opé

rant dans un espace hilbertien séparable, r un morphisme continu de G dans 

Int A ; il existe un morphisme continu p de G dans U(A) tel que r(g) = i

p(g) 

V g £ G. En effet choisissons une section borélienne s du morphisme canonique 

U(A) » > Int A (cf. lemme I.l) ; avec les notations de l'Appendice D, le 2 -

cocycle p est borélien ; d'après le lemme III. 1 , on peut supposer o( borélien ; 

alors le morphisme p est borélien, donc continu. 

(Cette remarque est due à CCMoore [i].) 
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§ III.2. Quelques conséquences. 

Corollaire III.5. Soit (A,G) un système dynamique où A est semi-finie et à 

prédual separable ; on suppose qu'il existe un poids n.s.f.f. u) sur A , G -

G G invariant et tel que u> | J3 et IA soient semi-finis. Alors A est 

semi-finie. 

D'après le corollaire III.2 il existe une trace n.s.f.f. G - invariante T ; 

la densité de iV par rapport à T est un élément h affilié à A G ; pour tout 

CP it G réel t , C ̂  est l'automorphisme intérieur défini par h , donc conserve A ; 

d'après le § A.4> en posant Kjjx = °° / A , 6^ est égal a €^ /A , donc 
% G it 1 

a l'automorphisme intérieur de A défini par h ; à'ou l'assertion. 

Corollaire III.4 (St̂ rmer [?]) Soient A une ¥ - algèbre semi-finie, G un groupe 

ergodique d'automorphismes de A ; s'il existe un état normal fidèle G - invariant 

u> f UJ est une trace et A est finie. 

Le corollaire III.2 montre qu'il existe une trace n.s.f.f. invariante, et 

celle-ci est nécessairement proportionnelle a uj d'après le théorème II.6. 

Corollaire III.5 (St̂ rmer [5]) Soient A une algèbre de von Neumann dans un es

pace hilbertien H , G un groupe d'opérateurs unitaires dans H véri

fiant UAlT 1 = A V u é G r j o n suppose qu'il existe un vecteur X sépa

rateur pour A et que T est, a un coefficient près, l'unique vecteur G-invari-

ant. Alors si A n'est pas de type III, elle est finie et ? est élément trace. 

(Ce résultat généralise le théorème 7 de Dixmier [1 ] , ch. I, § 6) 

Remplaçant A par Â , où F est le projecteur sur A ̂  , on peut supposer 

? séparateur et totalisateur pour A ; la proposition V.2 ci-dessous montre 

que G est ergodique dans A (en effet ici dim K = 1 et L = l);le plus 

grand projecteur central semi-fini P de A est invariant par G (et même par 
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tout automorphisme de A), donc égal à 0 ou I ; comme A n'est pas de type III, 

P sa I et A est semi-finie ; il suffit alors d'appliquer le corollaire précé

dent avec CJ » cĴ  . 

Corollaire III.6, Soit (A,G) un système dynamique où A est semi-finie et a 

ptrédual séparable ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) le système (A,G) est fini ; 

(ii) il existe un poids n.s.f.f. G - invariant sur A dont la restriction a 

A est semi-finie ; 

(iii) il existe une trace ayant les mômes propriétés. 

(B.St̂ rmer a démontré dans [8] l'équivalence de (i) et (iii) sans supposer que 

A soit à prédual séparable, mais en supposant que G opère soit trivialement, 

soit ergodiquement sur _C) 

Démonstration, (i) et (ii) sont équivalents d'après le théorème II.7 ; (iii) 

implique trivialement (ii) ; montrons que (ii) implique (iii) : comme A est à 

prédual séparable, il existe un état normal fidèle G - invariant (cf. § 1.4), 

donc une trace n.s.f.f. G - invariante ; le théorème II.8 montre que la res

triction de cette trace à A** est semi-finie. 
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§ III .3 • Cas où G opère trivialement sur £ . 

Théorème III.2 (Hermann - Takesaki [1]) Soient A une W* - algèbre, G un groupe 

d'automorphismes de A opérant trivialement sur £ , <p un état normal fidèle sur 

A tel que les automorphismes 6^ permutent a G ; alors <f> est G - invariant. 

Pour tout g £ G on a, d'après le § A.4, 

6 gC t = g . 6 Ct = 6 Ct , 

donc g <f? admet par rapport a cf> une densité affiliée a £ , soit g<f = U (g) cf ; 

comme G opère trivialement sur £ , <* est un morphisme ; en particulier on a 

o( (g1) = °* (g)n » °n peut écrire £ = 1?*^ (Zff+) où Z est un espace boré-

lien et ̂  la mesure positive de masse 1 correspondant à <f ; on a alors 

Mrf(« ) a ) - ? ( * ( « ) n ) - ? U ( e n ) ) = (g> ) ( i ) = 1 

d'où 

sup ess «(g) = lim ||tf(g)// = 1 ; 
p= OO ^ 

alors ^ (g) = 1 /-< - presque partout, et g <f ~ <f . 

Corollaire III.7. Si G opère trivialement sur £ , toute trace normale finie 

est G - invariante. 

Le support p de la trace ̂  appartient à £ ; remplaçant A par A p , on 

peut supposer cf fidèle, et le théorème III.2 fournit le résultat puisqu» 
<p 

alors = 1 • 

Lemme III.3. On suppose A semi-finie et G trivial sur £ ; soient T une trace 

n.s.f. sur A et e un projecteur de Â , fini relativement à A et vérifiant 

T (e) =s 1 . Alors l'état sur A : a i—> T"(e a e) est G - invariant. 

Remplaçant A par e A e , il suffit de prouver que si A est finie, toute 

trace normale finie sur A est G-invariante - ce que nous savons par le cor.III.7. 
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Théorème III . 3 . (St̂ rmer [ 1 ] ) Soit (A, G) un système dynamique où G est trivial 

sur C, et où A est semi-finie ; ce système est fini si et seulement si tout pro-

G G jecteur non nul de A majore un projecteur non nul de A fini relativement 

à A . 

Nous ferons la démonstration en supposant A ^ séparable, pour pouvoir 

utiliser les résultats précédents. 

Supposons le système fini ; il existe un état normal fidèle invariant ; d1 après 

le corollaire III.2 il existe une trace n.s.f .f. invariante T . Soit e un pro-

jecteur non nul de A ; remplaçant A par e A e , on peut supposer e = I et 
\ G v 

on a simplement a construire un projecteur non nul de A fini relativement a 

A . Soit a un élément positif non nul de A vérifiant T (a) < +o£> ;en 

G 

vertu du théorème II.4» E a est limite u.f. de combinaisons linéaires convexes 

2 k̂ . ĝ a et est positif et non nul ; on a t (Ê a) ̂  T(a) < + oo 

puisque T ( X k̂ . ĝ a) « t (a) et que T est semi-continue inférieure-
G G ment. Soit f un projecteur spectral de B a vérifiant f ̂  k.E a ou k est 

réel > 0 ; alors f £ A G , T(f) -< + oo , donc f est fini relativement a* A . 

Réciproquement montrons que la condition énoncée est suffisante. Soit a un élé-

G 
ment positif non nul de A , f un projecteur spectral de a Q vérifiant la rela-

n 

tion f k a Q avec k > 0 ; il existe unprojecteur non nul e de A f 

majoré par f et fini relativement à A ; soit T une trace n.s.f. sur A telle 

que T (e) « 1 . D'après le lemme III.3> l'état p sur A défini par p (a) = 

T (e a e) est G - invariant ; de plus on a 
f (a0) £ k"1 f(t) > k"1 p(e) > 0 ; 

ceci prouve que pour tout élément a Q positif non nul de A il existe un état 

normal G - invariant sur A non nul en a Q ; cela prouve que le projecteur e 

du théorème 1.1 est égal à I, i.e. que le système est fini. 
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Corollaire III.8. On reprend les hypothèses du théorème III.3 et on suppose 

le système fini ; si H est un autre groupe d'automorphismes vérifiant A = A , 

le système (A,H) est fini. 

Autrement dit la finitude du système (A,G) est une propriété de A** , pourvu 

que celle-ci contienne £ ; cette dernière hypothèse est essentielle comme le 

montre l'exemple suivant : prenons A = L ^ C G ) où G est un groupe compact, 

et faisons opérer G dans A par translations ; le système (A,G) est fini puis-
N G 

que la mesure de Haar est un état normal fidèle invariant ; A est réduite aux 
H G 

scalaires ; prenons H = Aut A ; on a A = A , mais le système (A,H) 
G-

n'est pas fini, car le seul état normal invariant est la mesure de Haar, et il 

n'est pas H - invariant. 

Corollaire III.9- Sous les hypothèses du corollaire III.8 , on a E**© o( = E G 

Çt 
pour tout automorphisms o( de A induisant l'identité sur A . 

Il suffit d'appliquer le corollaire III.8 au groupe K des automorphismes 
Q 

induisant l'identité sur A . 

Corollaire III. 10. On suppose (A,G) fini et A G = £ ; on note G' le sous-

groupe de Aut A engendré par G et Int A . Alors le système (A,G') est 

fini, et en particulier A est finie. 

En effet AG' = A G = C . 

Remarque III.4. On peut déduire du théorème III.3 et du § II.4 le résultat 

suivant (Tomiyama [2]) : soit B une sous-algèbre commutative maximale de A ; 

pour qu'il existe une EC de A sur B il faut et il suffit que B soit engendrée 

par des projecteurs finis relativement à A . Voici d'autre part un résultat dû 

à Pedersen-Takesaki [l] : G est trivial sur £ ; soit <p une trace n.s.f.f,, y 

un poids n.s.f. invariant ; on suppose qu'il existe des projecteurs p^ £ £ de 

somme I tels que a £ A + , (P^a) < 0 0 > ̂  (p̂ a) < oo . Alors si 

q est le support central de , la trace y(q .) est G - invariante. 
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SELON E. ST0RMER 

§ IV. 1 . Le théorème fondamental. 

Définition. Etant données une ¥ - algèbre A et une relation reflexive et symé

trique, notée , sur l'ensemble A^ des projecteurs de A , on dira qu'un pro

jecteur e est fini si les relations fé A^ , f e , f A/ e impliquent 

f ss e ; e est dit /v semi-fini si tout projecteur non nul majoré par e majore 

un projecteur non nul ^ fini. 

Dans la suite on notera ̂  la relation d'équivalence usuelle sur A : e f 

signifie qu'il existe un élément a de A tel que e = a a ,f = a a. 

Soit (A,G) un système dynamique ; on définit sur A une relation symétrique 

et reflexive, notée ^ , de la façon suivante : e >~ f s'il existe une 

famille (ag)g£(j d'éléments de A telle que l'on ait 

e « Z. &g a* , f = Z g (a* ag) 

ou les familles sont supposées sommables pour la topologie ultra-faible. 

Il est clair que e ^ f implique T (e) » T (f ) pour toute trace nor

male G - invariante T . La relation ^ implique ; si G est trivial, 

ces relations sont identiques ; on montre en effet (cf. Kadison - Pedersen [ 1 ] ) 

que e f si et seulement s'il existe une famille a i é A vérifiant 

e = 1 a i & ± , f s Z a± . 

Théorème IV. 1 (Stürmer [8 ] ) Notons G1 le groupe d'automorphismes engendré par G 

et Int A ; alors le système (A,G') est fini (resp. semi-fini) si et seulement 

si le projecteur I est ^ fini (resp. semi-fini). 
VJT 

Nous indiquerons plus loin le principe de la démonstration. 
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Remarque IV. 1 . Il serait intéressant de trouver une relation symétrique et 

reflexive sur A^ , soit ~ , possédant les propriétés suivantes : 

(i) si G est trivial, ^ est l'identité ; 

(ii) si G = Int A , est identique à ^ ; 

(iii) si A est commutative, ^ est la relation d'équivalence de Hopf (cf. 

§ B.7) ; 

(iv) ~ = ; 

(v) le système (A,G) est fini (resp. semi-fini) si et seulement si le 

projecteur I est ^ fini (resp. semi-fini) ; 

(vi) si e est un projecteur de A , le système induit dans e A e (à supposer 

qu'on l'ait défini, voir remarque I.l) est fini (resp. semi-fini) si et 

seulement si e est ^ fini (resp. semi-fini). 

Le théorème IV.1 serait alors une conséquence de (iv) et (v) ; (iii) et (v) 

donneraient une nouvelle démonstration des théorèmes de Hopf et de Halmos et 

Kawada. Il ne semble pas exclu qu'on puisse prendre la relation suivante : 

e 'V f s'il existe une famille (e ) . n de projecteurs deux à deux or-

thogonaux telle que les £-eg soient aussi deux à deux orthogonaux et que 

l'on ait e = H e , f = 27 g.e . 
S S 

Proposition IV.1 (Pedersen - St̂ rmer [i]) Notons B le produit croisé de A par 

G 9 <p le morphisme canonique de A dans B ; alors un projecteur e de A est 

~ fini si et seulement si p (e) est fini relativement k B . 

Principe de la démonstration. 

A + 

On commence par définir une relation sur A de la façon suivante : 

+ A 

pour a. et a 0 6 A , a. ̂  su signifie qu'il existe un ensemble I et des 

éléments a. d e A , i £ I , g 6 G , vérifiant 

54 



ÉQUIVALENCE DES PROJECTEURS 

a1 = ZI a* g a i j g , a2 = I I g (a.fg a£ g) . 

De même pour une ¥ - algèbre quelconque D on définit une relation sur D : 

d̂  dg s'il existe un ensemble I et des éléments d̂  de J) vérifiant : 

d1 = I dj* d i , d2 a Z d i d̂ * ; 

on démontre que ~ est une relation d'équivalence qui induit la relation habi

tuelle sur A . 

On démontre alors ce qui suit : pour â  et a 2 £ A
4" on a a1 a 2 si 

et seulement si (p (a^ ^ 4> (â ) , d'où résulte que ^j- est une relation 

d'équivalence qui induit sur l'ensemble des projecteurs la relation définie au 

début du paragraphe. Notons £ l'espérance conditionnelle de JB sur A construite 

à la proposition 1.2 ; alors pour b1 et b^ £ J[
+ , b1 ̂ - b^ implique B(b1) 

B(b2) . Enfin un projecteur e de A est fini si et seulement si les 

relations a £ A + , a 4 e » a ^j- e entraînent a = e . Ceci fait 

la proposition est facile à démontrer. 

Démonstration du théorème IV. 1. 

Cas fini : le système (A,G') est fini si et seulement si B est finie (théorème 

II.11), donc si et seulement si 1^ « <p (î ) est fini relativement à B , donc 

si et seulement si 1^ est ^ fini (proposition IV.l). 

Cas semi-fini. Si le système (A,G') est semi-fini, il existe une trace n.s.f.f. 

invariante T ; soit e un projecteur non nul ; il majore un projecteur non nul 

f vérifiant x(f) ̂  + DO ; il est clair que f est fini, donc I est 

/gr semi-f îm. 

Réciproquement supposons I /g- semi-fini ; on construit, à l'aide du théorème 
A P 

de Zorn, un projecteur e de A , /£* fini ayant I pour support dans C. ; alors 

<p(e) est fini dans J3 et de support central I, car 
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q £ centre B et q.<p(e) » 0 > E(q) é £ et E(q).e=0 

> E(q) = 0 q = 0 . 

Il en résulte que B est semi-finie et qu'il existe une famille fidèle 

de traces n.s.f. sur jB , finies sur (p (e) ; les fonctions co ̂  = G^ c (p 

sont des traces normales G - invariantes, formant une famille fidèle) ; enfin 

elles sont semi-finies car dans le cas contraire l'ensemble AM * des a f A + 

vérifiant uĵ (a) < + serait annulé par un projecteur non nul de £^ , 

G x 

ce qui contredit le fait que le support de e dans £ est égal a I . 

§ IV.2. Autres résultats. 

a) Un projecteur e de A de genre dénombrable est sy? fini si et seulement si 

pour un (ou pour tout) état normal <f de support ®, et pour tout £ > 0 il 

existe ô > 0 tel que 

a , b 6 A + , a , b <ç e , (f>(a) <c 6 , a ~ b *v <p(b) < t 
(cf. Pedersen - St̂ rmer [l]). 

x A 

b) Supposons A commutative de genre dénombrable ; alors la relation est 

identique à la relation de Hopf introduite au § B.7 (St̂ rmer [ 8 ] ) ; de plus 

le résultat a) reste vrai si l'on remplace " a , b é A + " par * a , b£ ". 

(cf. Bedersen - St̂ rmer [l]) 
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Chapitre V M 0 |NS FORTES QUE LA COMMUTATIVITÉ DE A 

§ V . 1 . Quelques propriétés des systèmes dynamiques concrets. 

On considère ici un système dynamique concret (A,G,H,U) (voir § 1.2) ; 

on pose £ = centre A, U = { w > R = (Ai/ U)11 , K = projecteur 

sur l'ensemble des vecteurs de H invariants par les ; d'après le théorème 

de Alaoglu - ELrkhoff (§ Cl) on a K é U C R . On a d'autre part 

CG m C n U' c R n R' C R' 

I 85 À G « A n U' 

donc 
K * U C I ' ; 

notons L le support de K dans Ir\V , projecteur sur _I'(K(h)) = A'(K(H)) ; 

e le plus grand projecteur fini G - invariant de A (cf. Théorème 1.1) ; on a 

9*1*1' • Enfin pour x , Z1 £ H on note cj et UJ . les fonctions 
x x.x 

sur A définies par 
CJ (a) « (axlx) et uj (a) = (a x | x') ; x x,x 

si x et x' £ K(H) F 6J t est G - invariante. 
X9 X 

I Proposition V. 1 . On a L 4 e , inégalité qui devient égalité si tout état 

I normal invariant sur A est de la forme o ̂  avec x 6 K(H) . 

Première assertion : on a pour tout x é K(H) : ^^(i-e) = 0 , (i-e)x = 0 , 

(1-e) a' x » a' (i-e) x » 0 V a' é A' , d'où I-e ̂  I-L . 

Deuxième assertion : le support de u> est le projecteur P sur A'x car pour 

tout projecteur q de A on a 

Cux(q) = 0 4 = = > q x = 0 <—> q a' x = 0 V a» é A' 

q ^ I - P ; 
x 
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il en résulte que 

e = sup supp CJ = sup P = L . 
x¿ K(H) X xe K(H) X 

Proposition V.2. L'ensemble A^ des opérateurs dans K(H) de la forme 

K a I K(H) où a é A , est une algèbre de von Neumann égale à ^ et iso

morphe à IL , En particulier si I, e est commutative, A^ l'est aussi. 

On a A^ = puisque II est engendrée par A et les U qui opèrent tri

vialement sur K(H) ; notons T l'application canonique de A sur ; on a 

T(l) = car si a é A , x, x» £ K(H) 

(T(EGa) x I x' ) = (EGa.x | x' ) — . (EGa) 

bJ , (a) (théorème II.l) x,x 

= (T(a) xj x') . 

Comme Ker (T | J[) = JE (i-L) , T induit un isomorphisme de IL sur Â . • 
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§ V .2 . Disperses propriétés moins fortes que la commutativité de À . 

Nous considérons ici un SD abstrait F = (A,G) ; nous notons £ le centre 

de A , e le plus grand projecteur fini G - invariant de A (cf.th. 1 . 1 ) , E G l'es-

pérance conditionnelle canonique de A dans A . 

Définitions. Nous dirons que ̂  vérifie la condition 

(C l) si l'algèbre le est commutative ; 

* G (C 2 ) si on a I e ( C e , c'est-a-dire I e = £ e ; 

(C 3) si on a I_ e C C e et e é C , ou encore si le ( C j 

(C 4) si on a I C C , i.e. I = C G . 

Pour introduire les conditions suivantes nous nous donnons en outre une sous -

C - algèbre A de A , ultrafaiblement dense et invariante par G ; nous consi

dérons donc un système F 1 = (A , G, A) au lieu dp- système (A , G). Nous 

supposons que G est localement compact et opère continûment dans A en ce sens 

que pour tout A et toute (f f A ̂ , la fonction g 1—> Cf (g a) est 

continue. Enfin nous utilisons les notations introduites au bas de la page 63. 

Nous dirons que F* vérifie la condition 

(C 5) si pour tout s € S , tout eu € (A ) ̂  et tous a,b f A , la fonction 

g 1 ^ u^(?r (ga)) est faiblement presque périodique et 
s 

ni co (T (ga.b - b.ga)) = 0 ; ( 1 ) s s 
la deuxième condition est équivalente à m 77 (ga) € C (voir défini-

g s s 

tion de m g ^(ga) au § II.2) ; 

(C 6) : condition analogue a la précédente en remplaçant ( 1 ) par 

nig (̂ s(ga.b - b.ga)) f = 0 
qui revient à dire que m f(g). ÎC (ga.) € C V f £ FPP(G) ; 

g s s 
(C 7) si G est non compact et si lim <̂ (ga.b - b.ga) = 0 V a,b f A, y?f A ; 
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(C 8) si G est non compact et si lim )| ga.b - b.ga | = 0 \) a,b A . 
g=oo 

Il est clair que (C 8) implique (C 7) , (C 6) implique (C 5), (C 4) implique 

(C 3) implique (C 2) implique (C 1 ) ; nous verrons plus loin (cor.¥.l) que 

(C 7) implique (C 6) et (C 5) implique (C 3) . 

Si F est un système dynamique concret avec vecteur totalisateur et invariant Y . 

la condition (C 5) (resp. (C 6)) équivaut a la suivante : pour tout ^ G A ̂  

et tous a,b <6 A , la fonction g 1—^ (g a) est FPP et on a 

m LP (ga.b - b.ga) = 0 (resp. m / ̂  (ga.b - b.ga) I = 0 ) . 
g S 

Théorème V . 1 . 

(i) On suppose que P est fini ; alors (C 4) < > (C 3) < > (C 2 ) . 

(ii) On suppose que P est fini, que G est localement compact et opère continû

ment dans A ; alors Cf> (g a) est PPP pour tous a £ A , cf f A ̂  ; (C 4) 

est vérifiée si et seulement si (C 5) l'est pour une sous-algèbre A , ou 

encore pour toute. 

(iii) On suppose, en plus des hypothèses de (ii), que G est non compact ; alors 

(C 7) (C 6) . 

Comme P est fini, on a e = I , cp (g a) est PPP pour tous a f A , cpé" A ̂  

et E a = ntg g.a (théorème II.4) ; (i) et (ii) sont alors immédiats ; (iii) 

résulte du fait que toute fonction continue nulle à l'infini a une moyenne nulle. 

Lemme V . 1 . Le système P vérifie (C 1 ) si et seulement si JS(a) G est un simp-

> G lexe, c'est-a-dire encore si A ^ est réticulé. 

D'après le théorème II.5, les ensembles ordonnés A ^ et (l e)^ sont 

isomorphes ; si I e est commutative il est clair que (i e)̂ _ est réticulé. 

Réciproquement supposons (i e)^ réticulé ; sa partie hermitienne l'est aussi ; 
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la partie hermitienne de I e l'est aussi comme dual du précédent, et cela 

entraîne que I e est commutative d'après Sherman [1 ] . 

Proposition V .3 . On considère un système dynamique concret F = (A,G,H,U) 

avec vecteur totalisateur et invariant f . Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) F vérifie (C 3 ) ; 

(ii) F vérifie (C 4) î 

(iii) il existe une sous- C* - algèbre A de A , u.f. dense dans A , G-invari-

ante et telle que co G a rencontre £ pour tout a £ A ; 

(iv) co G a rencontre £ pour tout a € A . 

De plus ces conditions impliquent F fini et sont impliquées par (C 7) et par 

(C 5). 

Démonstration. On utilise les notations du § V.1. 

a) Nous savons déjà que (ii) impique (i) et (iv) implique (iii). 

b) Montrons que (iii) implique (ii) et F fini. Comme ? est séparateur pour £ , 

le système (C,G) est fini ; notons F l'EC canonique de £ sur £ G. Soit a un 

élément de A ; d'après (iii) il existe a' 6 co G a a £ ; d'après le théorème 
— ç* ________ 

II.4, F(a') é co G a'a £ ; comme co G a' c co G a , on voit que co G a 
G n 

rencontre £ ; soit a" un élément de co G a n£ ; pour tous x9ye K(H) on a 

(b x | y) m (a x f y) Y 13 f co G a , donc K b | K(H) = K a | K(H) ; en parti

culier, comme K É (£G)» , on peut écrire a" ) K(H) = K a |K(H) ; comme K 

est séparateur pour £ , ceci montre que a" est unique ; si on le note E(a) 

on a donc E(a) é £ G et E(a) I K(H) - K a |K(ïï). Cette relation montre 
G 

que E est une application u.f. continue de A dans £ ; elle se prolonge par 
n 

continuité en une application u.f. continue, encore notée E , de A dans £ , 

qui vérifie encore E(a) ) K(H) = K a I K(H) V a é A ; il est clair que E 
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est positive, idempotente et G - invariante ; cfest une EC car pour a£ A , 

b £ £ on a 

E(ab) | K(H) = K a b ) K(H) = (K a I K(H) ). b | K(H) 

= (E(a) ! K(H) ). b | K(H) = (E(a) .b) J K(H) 

rt 

i.e. E(a b) = E(a).b ; enfin pour tout <p é A ̂  on a <p(E(a)) = f?(a) 

pour tout a i A (puisque E(a) 6 co G a ) , donc pour tout a € A par con

tinuité. Le théorème II ,1 montre alors que E = E G ; comme E(l) = I , le 

système (A,G) est fini, A G = E(A) = £ G . 

c) Montrons que (i) implique (iv). D*après la proposition V.1 on a e ^ L » 

projecteur sur A» (K(H)) ; comme e appartient à £ , il permute à A , donc majore 

le projecteur sur A(A ' (K(H) ) ) = A1 (A(K(H) ) ) , et ce sous-espace est égal à 

H puisque K est totalisateur pour A ; par suite e = I , le système F est fini. 

D'après le théorème II.4 on a E (a) £ co G a pour tout a € A ; comme E (a) 

é C , on a montré (iv). 

d) Montrons que (C 7) implique (iii). Notons F le filtre des complémentaires 

des parties compactes de G et T l'application g § — g a où a est fixé dans 

A ; le filtre T(F) admet un point ultra-faiblement adhérent a' , qui appar

tient évidemment a co G a ; enfin il est facile de voir que a' € £ . 

e) (C 5) implique (iii) car m^ g.a £ co G a (voir § II.2). 

Proposition V.4. On reprend les hypothèses de la proposition V.3 et les notations 

du § V.1 ; 

(i) si Ag est commutative, R1 l'est aussi, i.e. R1 = R n R' ; 

G 

(ii) la condition (C 2) implique A^ commutative et R» » £ • 

Démonstration, (i) Si Â . = R̂. est commutative, comme elle admet le vecteur 
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totalisateur £ , elle est commutative maximale, donc R̂ . = R£ et R£ est 

commutative ; mais comme K est séparateur pour R', R' est isomorphe à R£ , 

donc commutative, 

(ii) Supposons (C 2) vérifiée ; alors JI e est commutative et la proposition 

V.2 montre que Ag l'est aussi ; elle est donc commutative maximale et on a 

^ « = (I L) R (prop. V.2) 

C (I e) K (prop. V.1) 

» (CG e) K « (C G) K puisque e ̂  K ; 

comme Cp c fi1 > c e^ a entraîne ^ » (SP)g > et comme K est séparateur pour 
G 

R', on voit que R' » £ . 

Proposition V.5. On reprend les hypothèses de la proposition V.3 et on suppose 

que G est localement compact et opère continûment dans A . Alors 

(C 8)=» (C 7 )=>(C 6) =>(C 5)4=*(C 4)<=»(C 3) (C 2) (c 1) 

^ F fini 

D'après la prop. V.3, (C 4) (C 3) ==» F fini ; d'après le th.V.1, 

(C 4) implique (C 5) pour toute sous-algèbre A ; d'après la prop. V.3, (C 5) 

==*> (C 4) , (C 7) = ^ (C 4) = > F fini, donc (th. V.1) (C 7) =*(C 6). 

Notations. Considérons un système dynamique abstrait F = (A,C) ; notons S 

l'ensemble des états normaux invariants de A ; pour tout s< S on peut cons

truire par la méthode de Gelfand - Segal un espace hilbertien H , une repré-
s 

sentation normale 7r de A dans H , une représentation unitaire U de G dans S s s 

H et un vecteur totalisateur et invariant } ; on pose A = ir (A) . C « s s ^ —s s —' —s 

centre A , F = système dynamique concret (A , G, H , U ) .On posera aussi —•s s s s s 

HS 33 ® Hs 9 ~ ® ^s * US s ® Us ' ̂ 5 s ^ S ^ 5 e n f i n 0 n n 0 t e 

S£ S 
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R , K ,1 , L , e , R« , KQ F IQ , , e 0 les objets analogues à ceux —s s —s S S O O b O O 

définis au § V,1 ; on a L = $ K ; le support de 7f « est égal au support 
o S ù 

de e dans 0 . On voit facilement, comme dans Dixmier [2], § 2.5.1, que les for

mes positives normales invariantes dominées par un élément s de S correspondent 

bijectivement aux éléments positifs de R1 , k tout T £ R1"*" correspondant la 
s s 

forme a t—( T K (&) f a I "f ) ; il en résulte que s est extremal si et  

seulement ̂ R1 est réduite aux scalaires ; mais il n'existe pas nécessairement 

d'éléments extrémaux dans S : prendre par exemple A. commutative et G trivial 

(voir aussi remarque V.2). 

Théorème V.2 (Dang Ngoc - Ledrappier [i]) Soit F = (A,G) un système dynami

que ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) F vérifie (C 1) ; 

(ii) S est un simplexe ; 

(iii) Fg vérifie (C 1) pour tout s 6 S ; 
(iv) es"t commutative pour tout s £ S ; 

s 
(v) R̂  est commutative pour tout s é S . 

Démonstration. 

(i) < > (ii) : lemme V.1. 

(ii) implique (iii) : résulte de l e = 7T (le) (cf. prop. II.1). 
S S S """" 

(iii) implique (iv) : résulte de la prop. V.2. 

(iv) implique (v) : prop. V.4. 

(v) implique (ii) : il suffit de montrer que deux éléments quelconques s' et 

s" de (A ) ont une borne inférieure, ou encore une borne inférieure dans 

l'ensemble des éléments majorés par s = s' + s" ; et cela résulte de la cor

respondance bijective entre ces éléments et ceux de R^+ . 
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Théorème V.3 (Dang Ngoc - Ledrappier [i]) Soit F = (A,G) un système dynami

que ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) F vérifie (C 2) ; 

(ii) F vérifie (C 2) pour tout s é S ; 

(iii) Rf £ C (ou encore R' = C? ) pour tout s £ S ; 
s s s s 

(iv) (A )_ est commutative et R n Rf £ C (ou encore R ^ R» = C G ) v ' v—s K —s M —s —s —s —s —s s 

pour tout s £ S • 

Démonstration » 
(i) implique (ii) : résulte de l e = 7T0(l.e) (prop. I I . 1). 

s s s 
(ii) implique (iii) : prop. V.4. 
(iii) implique (iv) : si (iii) est vérifiée, R1 est commutative pour tout s , 

s 
donc (A )«. est commutative (th. V.2) ; de plus on a évidemment R n R* c C . S XL """"S """S S s 
(iv) implique (i) : d'après la prop. V.2, on a 

^ \ - ( ± A S - < V K S » 

par suite (2g)]£ 552 CBg ^ ^S^K * ^ m o n ^ r e r < ï u e P o u r t o u " t * ^ I i l 
N S S 

existe cë C vérifiant i e « c e ; d'après ce qui précède, (/T (i)) 
S KG 

appartient a (Rg A f donc i l existe c'4 Rg A 1g tel que ('""g )̂)̂  
S S 

= (c')K . L'hypothèse faite entraîne Rg A JU, = Cg , donc c'é Cg ; soit 

c é C tel que 7Tg(c) = c'. Pour montrer que i e = c e i l suffit, 

puisque e ^ supp TTg , de montrer que 7Cg(i e ) = ^g( c e ) t i*e- encore 

If s ( i ) e g = C e s ; d'après la prop. V.1 on a L g = e g ; on est donc ramené 

a vérifier que K Q(±) L g = c' L g , ou encore (prop. V.2) que 

(ira(i) L s ) K s =* (C L s ) K s ; 

ou enfin, puisque L g > K G , que ( r r g(i)) K = ( C ') K - ce que nous savons 
S S 

déjà. 
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Théorème V.4 (Dang Ngoc - Ledrappier [1]) Soit F = (A,G) un système dynami

que ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) F vérifie (C 3) ; 

(ii) F vérifie (C 3) pour tout sé S ; 
s 

(iii) co G a rencontre C pour tout a e TT (A) et tout s f S ; 
s s 

(iv) il existe une sous - C - algèbre A de A , ultra-faiblement dense et G -
invariante, telle que co G a rencontre C pour tout a éJT (à) et tout 

s s I s é S . 

En outre les conditions ci-dessus sont impliquées par (C 5) et par (c 7). 
Démons trati on. 
(i) implique (ii) : résulte de I e » (£ e) et e = IT (e) (prop.II. 1 ] 

0 S S """" s s 
(ii)< > (iii) < p (iv) : prop. V.3. 
(ii) implique (i) : pour tout s * S on a e = 1 dfaprès la prop. V.3 ; 

s 
par suite e g = I , TT g(l-e) « 0 , supp î r g £ e ; comme supp 7^g est le 

support de e dans £ , on voit que e « supp 7Tg 6 C . Reste à voir que I e 
est inclus dans £ ; on peut identifier Ag à A e , et TT g(a) à a e pour tout a é A ; soit i é I ; comme m(l) € C pour tout s , on a ~* s s 

irs(i a) = 7Ts(a i) , Tg(i a) « TTg(a i) , 

iae = aie ,iea = aie , i C . 

Dernière assertion : si F vérifie (C 5) ou (C 7) » P la vérifie aussi 

— 3 
pour tout s , donc aussi (C 3) d'après la prop. V.5. 

Remarque V. 1 . Considérons une C - algèbre A et un groupe G opérant par auto-

morphismes dans A ; G opère naturellement dans la W - algèbre enveloppante A 

de A ; on obtient ainsi des systèmes dynamiques particuliers . Pour les systè

mes de ce type : 
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- les systèmes vérifiant (C 1 ) ont été introduits par Lanford et Ruelle [ 1 ] 

sous le nom de M G» abelian " ; en fait ces auteurs supposaient réalisée la 

condition (iv) du théorème V.2 et démontraient la condition (ii) du même 

théorème ; 

- les systèmes vérifiant (C 2 ) ont été introduits dans Doplicher - KastLer -

St̂ rmer [ 1 ] , page 430 ; 

- les systèmes vérifiant (C 3) ont été introduits par St̂ rmer [2 ] sous le 

nom de w large groups of automorphisms M ; 

- la condition (C 6) est voisine de la condition "M - abelian " introduite 

dans Doplicher - Kastler [l] ; 

- les systèmes vérifiant (C 7 ) ont été introduits dans Doplicher - Kadison -

Kastler - Robinson [l] sous le nom de " weakly asymptotically abelian 11 ; 

- les systèmes vérifiant (C 8) ont été introduits ftans Doplicher - Kastler -

Robinson [l] sous le nom de " asymptotically abelian 11. 

Toutes ces notions ont été exposées systématiquement dans Doplicher - Kastler -

St/̂ rmer [ 1 ] . 

Remarque V .2 . Les systèmes vérifiant (c 1 ) auront évidemment un intérêt en 

relation avec la théorie des représentations intégrales de Choquet ; en fait 

on ne pourra en général pasîappliquer directement à S, car la boule unité de 

A ̂  n'est pas faiblement compacte, puisqu'elle est faiblement dense dans celle 

de A ; on pourra l'appliquer lorsque A sera la ¥ - algèbre enveloppante d' 

une C - algèbre A , car alors A ̂  s'identifiera au dual de A , et on pourra 

mettre sur A ̂  la topologie faible de dual de A, pour laquelle la boule unité 

sera compacte. 

Corollaire V . 1 . On a les implications 

(C 8) = ^ ( C 7 ) = > ( C 6 ) = * ( C 5) = > (C 3) = > ( C 2 ) (C 1 ) 

(C 4) ^ 
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§ V.3. Exemples. 

Exemple 1 . Tout système dynamique proprement infini vérifie (C 3) puisqu'alors 

e est nul. 

Exemple 2 . Exemple de système dynamique vérifiant (C 1) mais non (C 2) : A est 

un facteur fini, G = U(j3) où _B est une sous - algèbre commutative maximale 

(cf. § II.4) ; alors e = I , le = i = B ^ C = C G e . 

Exemple 3 . Exemple de système dynamique vérifiant (C 2) mais non (C 3) : A = 

L(H) , G est un groupe localement compact opérant dans A par l'intermédiaire 

d'une représentation admettant un unique (à un coefficient près) vecteur inva

riant ? et un spectre purement continu dans le sous-espace orthogonal à T ; 

alors e est le projecteur sur ï , I e = £ e , mais e 4 £ . 

Exemple 4. Soi A une ¥ algèbre quelconque ; le système (A , U(A) ) vérifie 

(C 4), mais pas nécessairement (C 6) : prenons A = M(n , <T ) et notons s la 

trace canonique sur A ; comme s est fidèle, on peut remplacer par A dans l'é

noncé de la condition (C 6) ; si a et b sont deux éléments non permutables de A , 

il existe <f £ A K tel que (ab - ba) ^ 0 ; la fonction continue g » > 

|<f (ga.b - b.ga)| est strictement positive en l'élément neutre, donc 

m | (f (ga.b - b.ga) ) = / ) cf (ga.b - b.ga) J dg > 0 . 

Exemple 5. Soit H q un espace hilbertien, ̂ Q un vecteur unitaire de H Q ; posons 

H = g > H n avec H n = H o , r n = fQ 

n=o 
U = O E n 

(pour la définition des produits tensoriels infinis, voir § A .8) 

Soit G le groupe des permutations de ne déplaçant qu'un nombre fini de points 

(groupe symétrique dénombrable) ; on définit une représentation U de G dans H 

en faisant opérer G par permutation des indices : si 6 ' Xn = ^n P'P*' 
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et g * G , on a U ( ® xn) = ® y n ou v

n = x _1 

g"" (n) 

Soit A une algèbre de von Neumann dans H admettant ? pour vecteur totali-—o o o 

sateur et séparateur ; posons A = ®A^ ou A^ = A^ ; A est engendrée par 

les opérateurs de la forme ® a avec a é A et a = I p.p. ; on a 
n n •—n n 

U . g) a . U""1 = <g> b où b = a 1 g n g n n g - 1 ( n ) 

donc A U"1 s A ; on a donc ainsi défini un système dynamique concret 

F s= ( A , G , H , U ) avec vecteur totalisateur et invariant F . Comme 

A' = & A^ , ̂  est totalisateur pour A1 , donc séparateur pour A , et F est 

fini. 

Montrons que F vérifie la condition (C 6) en prenant pour Ala C - algèbre en

gendrée par les opérateurs ® a n . Comme F est fini, les fonctions <p (g a) 

sont FPP ; on doit montrer que 

m g| c/>(ga.b - b.ga)) = 0 , a,b é A ; 

par continuité on peut supposer que a et b appartiennent à un même produit 
m 

tensoriel fini ® A . D'après le § C.2 il suffit de montrer que pour 
n=o ~~n 

tout t > G il existe un sous-ensemble fini X de G tel que 

(card X)~1 X I |<F (hga.b - b.hga) / & l V h 6 G ; 
g^X 

pour tout entier N on peut trouver des éléments &.»••• de G transformant 

l'ensemble f 1,... m }• en des sous-ensembles deux à deux disjoints ; posons 

X « £ g^f... ĝ  } ; hg^.b - b.hg^ ne peut être différent de 0 que si 

hĝ  \ 1,... m J rencontre { 1,... m ̂  , i.e. si ĝ  {1 »... m } rencontre 

h""1 \ 1,... m } , et cela se produit au plus pour m indices i ; on a donc 

V " N 

(card X)""1 Z_ |cf(nga.b - b.hga) / = N~"1 XT If (hg.a.b - b.hg.a) / 

géX i=1 1 1 

4 2 m N"1 ï<fi (lall f|b)| 
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ce qui établit notre assertion. 

Montrons maintenant que F ne vérifie pas (C 7) si n'est pas commutative. 

Prenons deux éléments a et b de la forme a = <gi I ® I ... , b = 

b̂  <8> I ® I <8> ... avec â b̂  - b^a^ ̂  0 ; il existe un état normal (p sur 

A tel que <̂ (ab - ba) ^ 0 . Pour tout entier k ̂  2 notons ĝ  la permu

tation qui échange k et k+1 et laisse les autres indices inchangés ; on a 

gk a = a , f (gk a.b - b. gfc a) = cf(ab - ba) ^ 0 , donc y(ga.b - b.ga) 

ne tend pas vers 0 lorsque g tend vers l'infini. 

Exemple 6 (Généralisation des systèmes dynamiques de Bernoulli). Soit G un 

groupe dénombrable que nous supposons pour simplifier sans sous-groupes finis. 

A tout espace hilbertien K de dimension finie ou dénombrable > 2 on peut as

socier canoniquement une représentation unitaire U de G : on choisit un vecteur 

unitaire t] de K , on pose 

H = ® e ou H = K , t = h] , 

et on fait opérer G dans H par translation des indices, i.e. pour toute famille 

(x ) avec x = r\ p.p. on a 
g g 

U, ( ® x ) = ® y ou y = x 

Le vecteur ? = $ ? ̂  est invariant par U. 

On va voir que U se décompose en une fois la représentation triviale plus une  

infinité de fois la représentation régulière gauche de G. Soit (̂  ) , n=0,1,... 

une base orthonormale de K telle que f| Q = ; on obtient une base orthonor

male de H en posant ^ = ® ^ <̂  (g) o u °* P82*00^^ l'ensemble A des applica

tions de G dans ÎH telles que oi(g) = 0 p.p. ; posons Q(g) = 0 Y g ; 

on a = ^ ; faisons opérer G à gauche dans A : (h* )(g) = o( (h~1g) ; 
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il est facile de voir que le stabilisateur dans G d'un élément distinct de t/Q 

est réduit à l'élément neutre, et qu'il y a une infinité dénombrable d'orbites. 

D'autre part on a ) = , donc H se décompose en autant de sous-

espaces invariants qu'il y a d'orbites de G dans A ; d'où notre assertion. 

Ceci montre en particulier que la classe d'équivalence de U est indépendante 

du choix de K. 

Soit maintenant B une algèbre de von Neumann dans K admettant H comme vecteur 

totalisateur ; posons A = ® A où A = B ; A est engendrée par les 
~""g g 

opérateurs de la forme ®a où a é A et a = 1 p.p.; on a 
g S "~g g 

IL . ® a . TT1 = <g>b où b = a , h g h g g H - 1 G 

donc A U~1 = A ; nous avons donc défini un système dynamique concret 

F = (A, G, H, U) avec vecteur totalisateur et invariant ? . 

Montrons que F vérifie la condition (C 8) en prenant pour A la C*- algèbre 

engendrée par les opérateurs ® a^ . Il suffit de voir que 

lim II ha.b - b.ha / 1 = 0 
h= oo 

lorsque a et b sont de cette forme, soit a = # a ,b = ® b , avec 
g * g 

a = b = I en dehors d'un sous-ensemble fini F de G : or l'ensemble 
g g 
F' = { h | hFn P ^ fi j est fini, et si h ( F1, on a ha.b - b.ha = 0. 

On obtient en particulier les systèmes de Bernoulli classiques en prenant 

G = IL , K de dimension finie, B commutative. Considérons deux systèmes de 

Bernoulli classiques (A,G) et (A',G) avec vecteurs T et ?' , provenant 

d'objets K, , B et K1, r\ 1, B' ; on démontre qu'il existe un isomorphisme 

de A sur A' compatible avec l'action de G et transformant ̂  | A en ou^J A' 

si et seulement si les deux systèmes ont même entropie, ce qui équivaut à dire 

que 
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dim K 9 dim K1 

n=1 n=1 

ou H-] » • • • H k (resP* H î > • • • 1 dim K' ̂  S O ï r t l e s c o o r c i o n n ^ e s d e >7 (resp. 

q ' ) sur une base orthonormale de K (resp. K1) diagonalisant J3 (resp B1) [voir 

par exemple Arnold - Avez [1] ] 

Il serait évidemment du plus haut intérêt de généraliser la notion d'entropie 

au cas des systèmes dynamiques non commutatifs. 

Exemple 7 (Algèbre des relations de commutation) 

a) Faisons d'abord quelques rappels sur la W - algèbre des relations de com

mutation (voir par exemple Guichardet [ 7 ] ) . On se donne un espace préhilbertien 

complexe séparé E et on construit une W - algèbre A et une application W de E 

dans 0(A) (groupe unitaire de A) possédant les propriétés suivantes : 

(i) W est u.f. continue sur chaque sous-espace de dimension finie DE E ; 

(ii) W (x + y) = exp (i Im (x | y)). V(x) . W(y) V i j f E 

(iii) pour toute V - algèbre B et toute application V de E dans U(B) possé

dant les propriétés analogues à (i) et (ii), il existe un morphisme nor

mal unique T de A dans J3 tel que V = 7T o W ; 

(iv) si a tout état normal <f sur A on associe la fonction ^ = <po W sur 

E , on obtient une correspondance DIRECTIVE entre E(A) et l'ensemble V 

des fonctions complexes sur E vérifiant les conditions suivantes : 

- vp(0) = 1 

- y est continue sour tout sous-espace de dimension finie 

0^ ĉ  exp (i Im (xj ) x̂ .)). *f(xj " \} ̂  0 P0111* t o u^ entier 

n, tous complexes ĉ ,... C q et tous éléments x^... x^ de E ; 

(v) les éléments W(x) engendrent A ; 
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(vi) pour tout operateur unitaire u dans E il existe un unique automorphisme 

<&<u de A tel que 0 W = W a u . 

b) Prenons E = C . On peut réaliser A et ¥ de la façon suivante (représen

tation de Fock - Schrb'dinger) ; on prend un espace hilbertien H ayant une base 

orthonormale infinie £ Q , ̂  ,... ; les vecteurs de la forme 

EXPa = Z I (n ! ) 4 a n i où a 6 € 
n=o 

sont totaux dans H ; alors A = L(H) et les W(x) sont caractérisés par 

W(x).EXP a = exp (-Jxf2/2 - a x ). EXP (x + a) . 

Un opérateur unitaire dans E s'identifie à un nombre complexe de module 1 ; 

notons G l'ensemble de ces nombres ; pour tout g € G , <Vg est 1 1 automorphi

sme intérieur défini par l'opérateur unitaire qui transforme chaque £^ 

n G ». en g £ ; I. = A est le commutant de la représentation U, c'est-à-dire 

l'ensemble de tous les opérateurs diagonaux, que nous identifions a 1 ; 

il est facile de voir que le système dynamique (A,G) est fini ; il vérifie 

donc (C 1) , mais pas (C 2). L*espérance conditionnelle E G associe à toute 
G 1 

matrice sa diagonale ; l'isomorphisme u> > > UJ o E de JL ̂  = 1 sur 
Q 1 

A fait correspondre à tout élément oJ = (LJ ) de 1 la forme qui ~n n 
associe à toute matrice (a ) le nombre Z a; a : on en déduit par un 

mn n nn 
calcul facile que 

(^oEGcW)(x) = exp(-.x2|/2). J r U X n!(p!)-2((n-p)!)-1(-/xl2)P . 
n=o p=o 

En particulier pour Cu = cn(l-c) avec 0 £ c <: 1 , LJ appartient à E(l) 
G \ 1 et cJ«E o W = vpk où on a posé k = (l+c)(2-2c)~ et Y\SX) = 

exp ( - k Ixl ). Si maintenant est une mesure positive de masse 1 sur 
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/*(k) est un élément de P ; l'application qui à /* asso

cie Jy^.àp(k) est injective, mais pas surjective, car 13(1) n'est visible

ment pas isomorphe à l'ensemble des mesures positives de masse 1 sur [4">+°o [. 

c) Supposons maintenant E quelconque et notons G le groupe des opérateurs uni-
G 

taires dans E ; on peut encore définir des éléments \y^ de JP par la formule 

+/

k(x) = exp (-kj!x/|
2) pour k é ["£"•+°o [ , puis des éléments J»^kd/^(k) 

pour toute mesure ̂  positive de masse 1 sur , + 00 [ . mais ici la situa

tion est très différente de celle du cas E = £ : I.Segal [1] a en effet démon

tré que si E est de dimension infinie, l'application p 1 ^ J y ^ d/*(k) 

est une bijection de l'ensemble des mesures positives de masse 1 sur [1,+ c*? [ 

sur _PG . Il en résulte que le système (A,G) vérifie encore (C 1 ) . 

2 % 

d) Prenons maintenant E = L (G) où G est un groupe localement compact non 

compact, et faisons opérer G dans E par translations à gauche ; on note g.x 

l'action de g 6 G sur x é E , et o( l'automorphisme de A correspondant. 

Montrons que le système (A,G) vérifie (C 8) en prenant pour A la C - algèbre 

engendrée par les W(x) ; pour cela il suffit de voir que pour x et y £ E on a 
Um I U (W(x)) ¥(y) - W(y) oi(W(z)) || = 0 ; 
g= oo 

or l'expression considérée est égale k 

) exp (i Im (g.xl y)) - exp (- i Im (g.x / y)) / 

qui tend vers 0 puisque 

(g.x» y) = j x(g"1h) y(h) dh = ( y * x )(g) 

fonction qui est nulle a l'infini. 

Remarque V.3. L'algèbre des relations d1anticommutation fournit un exemple de 
système dynamique vérifiant (C 7) mais non (C 8) (cf. § XI.3). 
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Chapitre VI ERGODICITÉ, SPECTRE DE U 

§ VI.1. Diverses propriétés analogues à l'ergodicité. 

Nous considérons ici un système dynamique concret F = (A, G, H, U) 

admettant un vecteur totalisateur et invariant } ; on pose CJ - UJ / A 

et on reprend les notations £, U, R, K du § V . 1 . 

Définitions. Nous dirons que F vérifie la condition : 

(E 1 ) s'il est centralement ergodique, i.e. si Ç_ est réduit aux scalaires ; 

(E 2) si R A R1 est réduit aux scalaires ; 

(E 3) si R1 est réduit aux scalaires ; 

(E 4 ) si dim K = 1 , i.e. si K = € ï ; 

(E 5 ) s'il est ergodique, i.e. si A est réduit aux scalaires ; 

(E 6) si G est localement compact, U continue et si on a 

m G J tj(ga.b) - UJ (a).cJ (b) J = 0 )/ a,b é A 

(la condition ci-dessus a bien un sens car la fonction 

g ( _ ^ W ( g a . b ) = (U g aTJ- 1 b? | ? ) = (u"1 b}} a * } ) 

est faiblement presque périodique). On dira aussi que F est faiblement  

mélangeant. 

(E 7 ) si G est localement compact non compact, U continue et si on a 

lim (j(ga.b) = CJ (a). (J (b) V a , b e A ; 
g= c*? 

on dira aussi que F est mélangeant. 
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Théorème VI. 1. On suppose Gr localement compact et U continue ; soit A une sous -

C - algèbre ultra-f aiblement dense dans A . 

(i) (E 4) équivaut à m (U x l y) = (x I F ) (y | F ) V x,y 6 H , et 
g & 

aussi à m^ (o (ga.b) = CJ>(a.).0J (b) i a,bé A ou A . 

(ii) (E 6) équivaut a m I (U x | y) - (x |£ ) (y |F ) ) = 0 V x,y f H et 
g & 

aussi à m | CJ (ga.b) - ̂  (a). *̂  (b) I = 0 V a,b é- A . 

(iii) (E 7) équivaut à lim (U x I y) = (x ) F ) (y I F ) V x,y é H et 

aussi à lim lx) (ga.b) = (a).6j(b) V a,b é A . 
g=oo 

Démonstration. 

(i) résulte de ce que les conditions suivantes sont équivalentes : 

- dim K = 1 

- Kx = ( x | ^ ) V V x é H ou encore K a ̂  = (a^/f) V a é A ou A 

- (K x | y) = (x I"? ) (y |5 ) V x,y 6 H ou encore (KaT| bT) = 

(aTl T ) (b ̂  jÇ ) V a,b 6 A ou A 

- (puisque K = m U , voir Appendice C.3) m (U x | y) = (x / $ ) (y /F ) 
g g S S 

V x,y € H ou encore 
mg (U a ̂  | b ?) = (a F J F ) (b F / F ) V a,b * A ou A 

ou 
m g (b U g a ? / J ) = (a ? I T ) (b f I f ) V a,b é A ou A 

ou 
mgCu>(ga.b) = to(a). cj(b) V a,b é A ou A . 

(ii) Soient x,y£ H ; ils sont limites d'éléments a F , bF , donc la fonc

tion g i—^ (U x | y) - (x | ^ ) (y I £ ) est limite uniforme des fonctions 
S 

g j ^ (U a F | b F) - ( a V I ^ ) (b F I F ̂  ' comme la moyenne est continue 
pour la convergence uniforme, la démonstration est analogue a celle de (i). 

(iii) Démonstration analogue. 
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Théorème VI.2. 

(i) On a 

(E 7) (E 6) (E 4) (E 3) (E 2) (E 1) 

^ > 

(E 5) >j séparateur pour A . 

(ii) Si F vérifie (C 1) on a (E 4) 4=> (E 3) . 

(iii) Si F vérifie (C 2) on a (E 4) 4==> (E 1) . 

(iv) Si F vérifie (C 3) on a 

(E 7) =? (E 6) = > (E 5 ) « = > (E 4) (E 3) <£=> (E 2) (E 1 ) . 

Démonstration. 

(i) (E 7) implique (E 6) : évident. 

(E 6) implique (E 4) i résulte du th. VI. 1 . 

(E 5) implique (E 4) : la prop. V.2 montre que A^ est réduite aux scalaires ; 

donc pour tout a £ A , K a ̂  est proportionnel a T ; comme les éléments 

K a } sont denses dans K(H), cela entraîne K(H) = C t . 

(E 4) implique (E 3) : comme K est séparateur pour R', l'application canoni

que de R' sur R!g est un isomorphisme, donc R' est réduite aux scalaires. 

(E 3) =5 (E 2) . > (E 1) : résulte de ce que C G c R r\ R1 C R1 . 

(E 5) > ^ séparateur pour A : car le projecteur sur A1 £ appartient à A G 

donc est égal à I . 

(ii) Supposons que F vérifie (C 1 ) , i.e. que I e est commutative ; alors 

Ag as Rg l'est aussi (prop. V.2) ; si R' est réduite aux scalaires, on a 

R = L(H) , Rĵ  = L(K(H)), donc dim K = 1 . 

(iii) Comme R' = C G (prop. V.4), on a (E 3) 4=$> (E 1 ) . 
(iv) D'après la prop. V.3 on a A = C , donc (E 5) 4=^ (E 1 ) . 
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Théorème VI.3 (Doplicher - Kastler [ 1 ] ) On suppose G localement compact, U 

continue et f séparateur pour À (condition certainement vérifiée si F est 

ergodique). Alors U est équivalente à sa contragrédiente (voir définition à 

l'Appendice C.3) ; de plus les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) _F est faiblement mélangeant ; 

(ii) <LT est le seul sous-espace invariant de dimension finie non nul de H ; 

(iii) ̂  ® F est, à un coefficient près, le seul vecteur U 0 U - invariant 

de H (g) H . 

Comme ^ est totalisateur et séparateur pour A et de plus U - invariant, 

l'opérateur antiunitaire J que lui associe la théorie de Tomita - Takesaki 

permute aux , donc réalise une équivalence entre U et sa contragrédiente. 

L'équivalence de (i), (ii), (iii) résulte alors de la prop. C.2. 

Théorème VI.4 (Kastler - Robinson [i]) On suppose que G est localement compact, 

que U est continue, et en outre que A est un facteur. Alors si !F vérifie (C 5) 

(resp. (C 6) , resp. (C 7 ) ) , il vérifie (E 4)(resp. (E 6 ) , resp. (E 7 ) ) . 

Démonstration. On doit montrer que pour a, bé A , la fonction 

g ) > to (ga.b) - UJ (a). 6J (b) 

a une moyenne nulle (resp. que sa valeur absolue a une moyenne nulle, resp. est 

nulle à l'infini). Notons D la C - algèbre engendrée par A et A' ; il existe 

des éléments d1 et de D vérifiant 

b = (bV I? ).I + ̂  + d2 , d*^ » d 2Y « 0 

[en effet, d'après Dixmier [2], § 2.9.1, comme l'état CJ ) D est pur et 

comme <^(b - (b ̂  I | ) .i) = 0, b - (b? I V ).I peut s'écrire sous la forme 

d' + d" avec d» , d" * D , (d1* d') = ^ (d" d"*") = 0 ]. On a alors 

(ga.b) - oj(a).co(b) = cJ (ga.d1 - d^ga) . 
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D'autre part cL est limite normique de combinaisons linéaires de la forme 

b. bî avec b. é A , bï é A1 ; donc CJ (ga.d1 - d1 .ga) est limite 
i=1 1 1 1 1 

uniforme par rapport à g des fonctions 

Z>(ga.brb£ - brb£.ga) = 27 f ̂ ga.K - b±.ga) 
l c 

où est la forme linéaire u.f. continue sur A définie par ̂ (T ) = tj(T.bl). 

Si F vérifie (C 5) on a 

mg ^i^^'^i *" b̂ .ga) = 0 pour tout i 

donc 

m g oj (ga.d1 - d^ga) = 0 . 

Les autres assertions se démontrent de façon analogue. 

Exemples. 

(i) Prenons A = L(H) , G quelconque, U représentation unitaire avec vecteur 

invariant (cf. § V.3, exemple 3) ; F vérifie évidemment (E 3) ; il vérifie (E 4) 

si et seulement si f est le seul vecteur invariant, mais pas (E 5) ; par contre 

il peut fort bien vérifier (E 7). 

(ii) Reprenons l'exemple 5 du § V.3 ; F, vérifie (E 6) mais pas (E 7) : la dé

monstration est analogue à celle du fait que P vérifie (C 6) mais pas (C 7) . 

(iii) Reprenons l'exemple 6 du § V.3 ; on va voir que F vérifie (E 7). Pour 

cela on doit vérifier que 

lim (U x| y) = (x/? ) (y I?) Vx.yéH 

et on peut prendre pour x et y des vecteurs de base, soient x = t , y = £fl ; 

si oi = f> = ^ Q , la vérification est immédiate car 

(U l \l ) = 1 = /T ) (f J*) ; 

sinon on a (U x 1 y) = (x | ? ) (y | f ) = 0 sauf pour au plus une valeur 

de g . 
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Remarque V I . 1. Reprenons les hypothèses du début du paragraphe et supposons en 

outre ? séparateur pour À . Alors K est totalisateur pour A1, donc le projec

teur L sur A* (K(H)) est égal à I ; d'après la proposition V.2, I est isomor

phe à Ag • D1 autre part l'opérateur antiunitaire J associé a ? par la théorie 

de Tomita - Takesaki permute aux U , donc l'isomorphisme antilinéaire a i > 

J a J de A sur A1 transforme I = A = A r\ U' en R' = A' ̂  U' . 

Ceci montre que les conditions (E 3 ) , (E 4), (E 5) sont équivalentes . De plus 

R est engendrée par A et K ; en effet soit a un élément de A permutable a 

K ; notant E l'espérance conditionnelle canonique de A sur Â* on a (prop. 

V . 3 ) E(a)| K(H) = K aj K(H) = a | K(H) ; comme K est séparateur pour A 

cela entraîne a = E(a) , a £ A G ; ceci montre que A n £ K } ' = A n H' ; à 

cause de l'isomorphisme antilinéaire a •—» J CL J on a aussi A» n J K J ' = 

A1 s\ ïï' , ce qui établit notre assertion. Les résultats de cette remarque sont 

dus à Jadczyk [ 1 ] . 
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§ VI.2. Propriétés des états normaux invariants des systèmes dynamiques abstraits. 

On considère un système dynamique F = (A,Gr) et on note S l'ensemble des 

états normaux invariants sur A ; à tout s 6 S on associe des objets H , 7T , 
s s 

£ , ïï , A , C , R , F comme au § V.2. ^ s s ' — s — s — s — s 

Définitions. On dit qu'un état normal invariant s vérifie la condition (E i) , 

i = 1 , . . . 7, si le système vérifie cette condition ; on dit aussi centrale- 

ment ergodique pour (E i), faiblement mélangeant pour (E 6), mélangeant pour 

(E 7) ; rappelons (§ V.2) que (E 3) équivaut au fait que s est un élément extre

mal de S. 

On a donc 

(E 7) ==p (E 6) (E 4) ==P (E 3) (E 2) > (E 1) 

(B 5 ) ^ 

Théorème VI.5. 

(i) Si F vérifie (C 1) ona (E 4) <—> (E 2) ; 

(ii) si F vérifie (C 2) on a (E 4) 4=£> (E 1) ; 

(iii) si F vérifie (C 3) on a 

(E 7) = > (E 6) ==? (E 5) (E 4) <±=> (E 3) <=$> (E 2) (E i). 

Démonstration. 

(i) On a (E 4)> > (E 3) d'après le th. VI.2, et (E 3) < — ^ (E 2) puisque 

R' est commutative, i.e. R r\ R' = R' (th. V.2). — s —s — s — s 

(ii) et (iii) résultent du th. VI.2. 

Théorème VI.6 (Nagel [ 1 ] ) Deux états normaux invariants centralement ergodiques 

sont ou disjoints ou quasi-équivalents. De plus les conditions suivantes sont 

équivalentes : 
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(i) tout état normal invariant centralement ergodique est extremal 

(ii) deux états normaux invariants centralement ergodiques distincts sont dis

joints. 

Démonstration. La première assertion résulte du corollaire 1 . 1 ; démontrons la 

seconde assertion. 

(i) implique (ii) : soient ŝ  et ŝ  deux états normaux invariants centrale

ment ergodiques non disjoints ; ils sont alors quasi-équivalents ; (ŝ  + s^)/2 

est quasi-équivalent à ŝ  et ŝ  > donc centralement ergodique, donc extremal ; 

par suite s.j = ŝ  • 

(ii) implique (i) : soit s un état normal invariant centralement ergodique, 

s a= s1 + s 2 une décomposition de s avec k̂ , kg ̂  0 , ^ + 1 ^ = 1 ; 

îî est quasi-con tenue dans 7F , donc son support est majoré par celui de s. s 

If ; comme ce dernier est un projecteur minimal de C (cf. § 1.2) , on a 
s 

supp 7f = supp îî , s. est quasi-équivalent à s , donc centralement ergo-S. S X 1 

dique ; s1 et s 2 , étant centralement ergodiques et quasi-équivalents, sont 

égaux d'après l'hypothèse (ii) ; cela prouve que s est extremal. 

Corollaire VI.1 (St̂ rmer [2]) Si vérifie (C 2), deux états normaux invariants 

extrémaux distincts sont disjoints. 

Théorème VI.7 (Kastler - Robinson [i]) Si F vérifie (C 2) (resp. (C 6) , 

resp. (C 7) )f tout état normal invariant factoriel vérifie (E 4) (resp. (E 6), 

resp. (E 7) )-

La première assertion résulte du théorème VI.5 , car tout état factoriel 

vérifie évidemment (E 1) ; les deux autres résultent du théorème VI .4. 
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Théorème VI.8. Si un état normal invariant s vérifie (E 4), l'algèbre 7TS(A)' 

est soit de type III, soit finie, auquel cas £ est élément-trace pour elle. 

Ces conclusions sont valables pour tout s extremal si F vérifie (C 1 ) , pour 

tout s centralement ergodique si F vérifie (C 2 ) . 

Résulte du théorème VI.5 et du corollaire III.5. 

Remarque VI.2. Considérons, comme à la remarque V . 1 , une C - algèbre A et un 

groupe C opérant par automorphismes dans A ; soit A la ¥ - algèbre enveloppante 

de A ; les états invariants sur A s'identifient aux états normaux invariants sur 

A ; 

- ceux qui vérifient (E 1 ) ont été appelés w ergodiques " par Cuichardet -

Kastler [ 1 ] ; 

- ceux qui sont extrémaux ont été appelés " ergodiques " par de nombreux auteurs ; 

- ceux qui vérifient (E 4) ont été appelés " weakly clustering " par Doplicher -

Kastler - Robinson [ 1 ] ; 

- ceux qui sont faiblement mélangeants ont été appelés " weakly mixing " par 

Doplicher — Kastler [ 1 ] ; 

- ceux qui sont mélangeants ont été appelés " clustering 11 par Doplicher -

Kastler - Robinson [ 1 ] . 
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§ VI.3. Propriétés du spectre de U . 

On considère ici un système dynamique concret (A, G, H, U) avec vecteur 

totalisateur et invariant f , et on suppose G localement compact et U continue ; 

on peut se poser, au sujet du spectre de U , des questions de trois types : sim

plicité (ou plus généralement multiplicité), stabilité par contragrédientation, 

stabilité par produit tensoriel ; le théorème ¥1 .3 donne une réponse a la deu

xième question : si F est séparateur pour A , U est équivalente à sa eontragré-

diente. Nous donnerons des réponses aux questions 1 et 3 respectivement aux 

théorèmes VI.10 et VI.9-

Nous appellerons spectre ponctuel de U l'ensemble des sous-représentations irré

ductibles de dimension finie de U et nous dirons qu'il est simple si chacune 

d'elles est contenue une seule fois dans U ; nous noterons H' l'adhérence de la 

somme des sous-espaces irréductibles de dimension finie de H ; nous dirons que 

le spectre de U est purement ponctuel si H' = H , c'est-à-dire si U est somme 

de représentations irréductibles de dimension finie. Nous appellerons spectre  

ponctuel unidimensionnel de U l'ensemble des sous-représentations irréductibles 

/V/ 

de dimension 1 de U ; nous noterons G le groupe des morphismes continus de G 

dans le groupe UJ des nombres complexes de module 1 , £ son élément neutre ; 

pour tout X € G nous poserons 

H x = { x6 H | U gx = ̂ (g).x Vgte) 
P = projecteur sur H ; 

le spectre ponctuel unidimensionnel de U est donc l'ensemble des x tels que 

H 4 0 ; il est simple si dim H = 0 ou 1 У# £ G . 
% 
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Théorème VI.9 (Doplicher - Kastler [l]) On suppose que F est ergodique et vérifie 

(C 6). Alors si V.j et Vg sont deux sous-représentations irréductibles de dimen

sion finie de U , ^ V2 n'est pas disjointe de U . 

Démonstration. 

a) Pour x, y £ H , a é A posons 

M = m (x| U y). U a U*"1 é C 
x,y,a g 1 g g g ~ 

N (x) = M (I) = m (x | U y). U a } . y,av x,y,av g 1 g J' g 

On voit facilement que N est un opérateur linéaire continu dans H qui per-

mute aux U . 
g 

Notons I l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles 

de dimension finie de G contenues dans U ; pour tout i f I choisissons un 

représentant Û" qui opère dans un sous-espace H"** de H . 

b) Pour tout y é H et tout a € A , & transforme chaque H 1 en un sous-

espace invariant par U ; comme est irréductible, N ) H* est ou nul, ou 

injectif. Nous allons montrer que pour tout élément y non nul de H 1 il existe 

a S A tel que N^ & | H
1 soit injectif. Comme ^ est totalisateur pour A il 

existe a tel que (a £ I y) 4- 0 ; notant P le projecteur sur H3* on a, pour 

tout x é H 1 : 

(Ny^(x) 1 x) « m g (x J U g y) (U a || x) 

« m (U P a f I x) (U y | x) ; 

comme x, y, P a l appartiennent à H1, on peut écrire 

(Ny>a(x) | x) = » (^Pa?lx) (U* y| x) 
g 

= (dim H 1)" 1 (P a î I y) (x ) x) (voir § C.3) 

= (dim H1)""1 (a ?| y) || x || 2 

ce qui établit notre assertion. 
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c) Si N ! H 1 est injectif, le sous-espace N (H1) est totalisateur 

pour A ; en effet il est non nul, invariant par U, et d'autre part A et les 

U g engendrent L(H) puisque F est ergodique. 

d) Soient i tt i' deux éléments de I ; choisissons trois vecteurs non nuls 

y É , x' , y1 £ ff*" ; d'après b) il existe a et a' € A tels aue N | H"*" 

et N , , | H 1 soient injectif s. Montrons qu'il existe x £ H 1 tel que 
y >a 

M , , , . M . ? ^ 0 ; x',y',a! x,y,a 

supposons le contraire ; on aura pour tout x 6 H X et tout b é A 

M , , . . b. N . x = M , . _ . b. M . I" x'ty'ta' y,a x',y',a' x,y,a 

= b. M , , . . M . ̂  = 0 ; x',y»,a' x,y,a 

d'après c) cela entraîne M , t , = 0 , N , t (x') = 0 - ce qui est 
x ,y ,a y ,a 

absurde. 

Notons P le projecteur dans H <& H 1 sur l'ensemble des vecteurs invariants par 

U ® IT*" , Q le projecteur analogue dans H ® H1 33 H"*" ; il existe f| 6 H tel que 
0 ^ (M . , t . M . ? I»7 ) r x',y',a! x,y,a 1 

= (mgl (x« ! U g l y') U g l a' iT? [ mg (x I U g y) U g a * ] ) *7 ) 

= (mgl (x'I U g l y') U g l a' [ mg (x |U g t g y) U g a ? ] I »7 ) 

= mg l (x' | U g f y') . mg (x |ïïgtg y) . (ïïgl a- U g a t I 7 ) 

= V (Ug' y , l x t ) • ®g ( Ug y '^' ̂ ) . (\ a T I a'X Ug] t, ) 

= mgt (Ugl y ' | i ' ) . « g (Ug a f « D j P | a' * iT? ̂  Ug] x ) ; 

comme y et tp] 2: appartiennent a H' , ceci s'écrit encore 

0 4 mg, (Ugl y' x') . mg (U g® . a } ® y ) a' *"lf ] /? 0 ïï~] i) 

= m (U , y1 I xr) . (P ( a £ ® y) )a' *trî IJ <8 TTJ X ) 
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= m . (U . y'| x') . ( U <8>U , . a' ® I . P . a f <8 y I « x ) 

g g ë ë 
= mgl (Ugl y'1 x') . (Ugl . 0 0 x ) 

avec £ = a' «II . P . a^fiiy f H^H 1 ; d'où 

0 4 m, ( U . ^ U 1 ^ ^ , ^ y ' H ® x<8 x1 ) 
g" gf g g 

= (Q . ̂  ô y I 1 g>x€>x') ; 

par suite Q est non nul, et d'après le corollaire C.2, IT*" <g> n'est pas dis

jointe de U . 

Corollaire VI.2. Sous les hypothèses du théorème VI.9, le spectre ponctuel 

unidimensionnel de U est un sous-groupe de G ; en particulier si G est commu-

tatif, le spectre ponctuel de U est un sous-groupe de G . 

Remarque VI.3. Le dernier résultat du corollaire VI.2 peut être amélioré de la 

façon suivante, suivant une idée due à E.St̂ rmer [10]. Onsuppose F ergodique 

et G commutatif ; alors le support dans G de la mesure spectrale de U est un 

sous-groupe de G L Pour le voir, posons, pour toute f € L (G) 

TT n(f ) = Jf (g) u g dg 

TT, (f). a = /f(g). U a U"1 dg V a é A ; 
*t J g g ~~ 

notons Sp U l'ensemble des %é G tels que f{% ) = 0 pour toute f é-

Ker ICjj ; définition analogue pour Sp cL ; on a Sp U = Sp J. car 

(f ) = 0 < pit (f). a. ̂  = 0 V a é A (puisque ï est 

séparateur pour A ) 

<==*> J f (g) U g a ? d g = 0 V a £ A 

4=P TT^f ) a } = 0 V a ^ A 

«=?>îTu(f) = 0 . 

D'autre part il est classique que Sp U est égal au support de la mesure spec-
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traie de U ; enfin Sp^ est un sous-groupe d'après Connes [ 1 ] ] 

On en déduit que le spectre ponctuel de U est un sous-groupe en passant au 

compactifié de Bohr de G . 

Par contre si l'on suppose G commutatif et P vérifiant (C 1 ) et (E 4), le 

spectre ponctuel de U n'est pas nécessairement un sous-groupe : prendre H as 

TF B C , À = L(H) , U ss le caractère trivial t9 un caractère non trivial . 

Les théorèmes VI .3 et VI .9 généralisent dans une certaine mesure le résultat 

de G.W.Mackey mentionné au § B.3 ; toutefois on n'obtient pas ici de renseigne

ments sur la multiplicité de chaque composante irréductible de dimension finie, 1 

ni de forme simple pour le système dynamique analogue à celle de l'alinéa (v) 

du théorème de Mackey. Par contre on a un renseignement plus précis sur la 

contragrédiente de U • D'autre part le résultat du début de la présente remarque 

(sur le support de la mesure spectrale) ne semble pas avoir été connu en Théorie 

Ergodique classique. 

Remarque VI.4. On ignore si sous les hypothèses du théorème VI.9, V.. ® V^ est 

quasi-contenue dans U ; mais cela est faux si l'on suppose seulement P ergodi

que comme le montre l'exemple suivant : soient G un groupe compact, V une re

présentation irréductible de G dans un espace de dimension finie K , ex,,... e n 

une base orthonormale de K ; posons 

H = K & K , U = vcav , A = L(K) <$ i , 

£ « e.j & e1 + •••• e

n ®
e

n > 

jP est ergodique mais ne vérifie pas (C 6) car si f est voisine de , l1 élément 

& g f(g) g.a = J^f(g). g.a. dg est voisin de a . Prenons par exemple 0 = 

SU(2), dont les représentations irréductibles sont notées D q, D̂ , D.,,... ; on a 

D. s» D. et D.&D. = D©D 16&...<$D p. ;si Va D. , D~. est contenue 

dans U , mais D^ & Dgj n'est pas quasi-contenue dans U . 

1 voir cependant remarque VI.6 
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Théorème VI.10. (Kastler - Robinson [i]) Sous les hypothèses du théorème VI.9» 

le spectre ponctuel unidimensionnel de U est simple. 

Démonstration. Comme A et les U engendrent L(H) , les opérateurs P, a f H , où 

a parcourt A , engendrent Ji(Ĥ  )» et il nous suffit de montrer que ces opéra

teurs sont deux à deux permutables, c'est-à-dire que 

P* a1 P* a 2 P* » \ a 2 \ a1 V V a2 é k ' 0 ) 

On a 

*g U g - ag * ( g ) \ 1 = P* ( 2 ) 

(immédiat en considérant la représentation g *—^ # (g)"1 tfg ) ; comme 

* aq U appartient a £ on a g g g 

m P # U a, U"1 a. P = m P a 0 U a, U~1 P g 2 g 1 g 2 # g * 2 g 1 g * 

B g P * a1 ^ *2 P* " «g P * a 2 ïïg a1 * <«>"1 P * 

P, a i ( . g jr(g) ^ P, - Vx a 2 (mg , (g)"1 U g ) a, P, 

d'où (i) en vertu de (2). 

Corollaire VI.3. Si G est commutatif, sous les hypothèses du théorème VI.9, le 

spectre ponctuel de U est simple. 

Remarque VI.5. Si l'on suppose G commutatif et F vérifiant (E 4), le spectre 

ponctuel de U n'est pas nécessairement simple [prendre H = € $ € , 

A » L(H) , U = représentation triviale © deux fois un caractère non trivial]. 

Si l'on suppose A commutative et F ergodique, le spectre ponctue • de U n'est pas 

nécessairement simple [prendre G compact, H = L 2 (G) , A = (G) , U = 

représentation régulière ]. Si l'on suppose A et G commutatif s et F ergodique , 

le spectre de U n'est pas nécessairement simple, i.e. U' n'est pas nécessaire

ment commutatif [ prendre un système de Bernoulli, § V.3, exemple 6 ]. 
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Proposition VI. 1 . On reprend les hypothèses et les notations du théorème VI.9, 

on note A l'opérateur associé à ? par la théorie de Tomita - Takesaki et H" 

l'ensemble des x é H tels due A^ (x ) = x V t . Si le spectre ponctuel 

de U est simple, on a H' C H" . 

Démonstration. On sait que A*^ permute à £ ; donc 

Ait (Ny,a (x)) = Ait (Mx,y,a (E)) = Mx,y,a(Ait(E)) 

=s M (?) = N (x) 

c'est-à-dire N (z) ̂  H". On a vu au cours de la démonstration du th. VI.9 y,a 

que pour tout i é I il existe un opérateur N y & tel que N y & IH1 4 0 ; 

comme le spectre ponctuel de U est simple, on a N (Ĥ ") = H* et par suite 
y, a 

Î C H" , H'C H" . 

Corollaire VI .4 (Guichardet [5]) Si le spectre de U est purement ponctuel et 

simple (en particulier si G est commutatif et le spectre de U purement ponctuel) 

^ est élément-trace pour À , qui est donc finie. 

En effet H' = H , donc H" = H , 4 = I , ce qui entraîne que ï est 

élément-trace (cf. § A.2). 

Remarque VT.6. On démontre (Doplicher - Kastler [1]) le résultat suivant : 

supposons que P vérifie (C 7) et que G est connexe ; notons P' le projecteur 

sur H' ; alors l'ensemble d'opérateurs P' A | H' est commutatif. On en déduit 

que si P est ergodique, la multiplicité dans U de chaque composante irréductible 

de dimension finie est inférieure ou égale a sa dimension : il suffit d'appli

quer l'alinéa (ii) du théorème de Mackey (§ B.3) au système induit dans H1. 
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§ VII.1. Généralités. 

Nous exposons dans ce chapitre une construction due à W.Krieger [i], qui 

permet d'associer à tout système dynamique commutatif separable F (voir § B.l) 

une W - algèbre A , de façon que l'application F t—> A fasse correspondre 

aux propriétés de F des propriétés analogues de A (finitude ou semi-finitude, 

discrétude ou continuité, comparaison des projecteurs, etc.) ; le produit croisé 

fournit une correspondance analogue, mais moins bonne. 

Nous considérons un système dynamique commutatif separable (X,C,G) où G 

est un sous-groupe dénombrable de Aut (X,C) ; nous choisissons une mesure finie 

é C et nous posons 

o( (g,x) = (d>*(g-1x)/d/*(*))* et ¿(g) = o( (g, .) . 

§ VII.2. Rappels sur le produit croisé. 

Nous rappelons brièvement la construction du produit croisé, en adaptant 

l'étude du § 1 .2 au cas qui nous intéresse et en remplaçant la représentation 

régulière gauche de G par la droite (qui lui est équivalente) pour mieux mont

rer la ressemblance avec la construction de Krieger. 

On se donne pour tout x é X un espace hilbertien H_ admettant une base 

orthonormale indexée par G, soit (£ , ) ; pour tout g é G notons ? ^ 
X' ñ hf G 

le champ de vecteurs ayant pour composantes ^ = € é H • on définit 

x x,g x 

sur le champ x • > H_ une structure de champ mesurable d'espaces hilber-

tiens en prenant pour famille fondamentale l'ensemble des ; autrement dit 

91 



W SYSTÈMES DYNAMIQUES 

un champ de vecteurs ? = ( Ç ) est mesurable si et seulement si pour tout 

g la, fonction x i—̂  ( £ x | ) est mesurable. Posons H = J d/<(x). 

Pour tout g é G on a un isomorphisme 

TJ/ : H > H 

' g,x x gx 

*x,h 1 > £gx,hg-" ; 

le champ d'isomorphismes ( T̂ / ^) est mesurable car on a 

y ( ? ( h ) ) = f i * " 1 ) , 
g,g X g X X 

Pour tout f é L°° notons l'opérateur de multiplication par f dans H ; 

pour tout g é G on définit un opérateur U dans H par 

(n_* ) x - * ( * * ) • V 7 - 1 ( ^ - 1 > > ( l } 

s gfg X g X 

U est une représentation unitaire de G dans H et on a 

TJ T« U"1 = T . (2) 
g f g gf 

où l'on a posé (g f)(x) « f(g~*1x) , et aussi 

= w ( g ) . ? . (3) 

Le produit croisé est lfalgèbre de von Neumann A engendrée par les opérateurs 

T, et Ü ; notons A l'algèbre formée par les T« . Pour ayoir de bonnes r g —o f 

propriétés de A , et en particulier pour que soit commutative maximale dans 

A , on doit supposer que G opere presque librement dans L ; sur tout ceci 

voir aussi Dixmier [i] ch. I, §. 9. 
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§ VII.3. Construction de Krieger ; définition du couple (A , A^) . 

r (g) 

Nous allons définir des objets, que nous noterons encore H , H , £ ° , 

T|7̂  ̂  , T̂. , , et qui nous serviront dans toute la suite de ce chapitre. 
On prend ici pour l'espace hilbertien l2(Gx) , où Gx est lforbite de x, 

de base orthonormale canonique notée £ , M £ Gx ; on pose = £ ; 
xfy i» x x,gx 

pour g, g1 6 G la fonction x 4 > / T x

g )̂ est mesurable car 

égale à 1 si g"1gfx « x , et à 0 sinon ; on peut donc prendre les 

comme famille fondamentale de champs de vecteurs mesurables ; on pose encore 

H =s J H d^(x) . On définit des isomorphismes 

Tg, x x gx 

f i ^£ : 
x,y gx,y 

(U/ n'est autre que l'identité si l'on écrit H = H = 1 (Gx) ). • g»x x gx 

On définit les opérateurs T f et comme ci-dessus et on a encore les formules 

(2) et (3). On remarquera que les vecteurs de la forme A . ^ ^ , où A par

court L°° et g parcourt G , sont totaux dans H . On note l'ensemble des 

, A lfalgèbre engendrée par A^ et les , £ son centre. 

Nous allons aussi définir des opérateurs et qui seront décompo-

sables ; est défini par ses composantes : 

g'x x,yy x,gy 

autrement dit, pour tout x , l'application g , — ( V ) x est la représenta

tion quasi-régulière de G dans l'espace homogène Gx ; le champ d'opérateurs 

(V ) est bien mesurable car on a v g x 

( v ) < * < « • > ) = . 
v g'x V 7 X ' X 

93 



W*- SYSTÈMES DYNAMIQUES 

Définissons maintenant les Ŝ  ; pour cela munissons X d'une topologie compacte 

a base dénombrable compatible avec sa structure borélienne, et notons C.(x) 

l'ensemble des fonctions complexes continues sur X. Pour toute f £ C.(x) , 

est l'opérateur decomposable de composantes 

(Sf)x (E x,y ) = f(y) . E x,y ; 

autrement dit l'application f i—^ (Sf ) est la représentation naturelle de 

£(x) dans l'espace L2(X , V ) ou Vx est la mesure borélienne sur X définie 

par la masse 1 en chaque point de Gx. Le champ d'opérateurs ( S p x ®st bien 

mesurable car on a 

( S f ) x ( ï {

x

8 ) ) = f(gr). . 

On vérifie facilement que les et V g permutent a A . Les algèbres et 

A sont indépendantes du choix de p dans la classe C j en effet soit ^' é C , 

posons 

|4(x) = d/*"(x)/dr(x) , H' « ̂  Hx,dy-»(x) ; 

l'isomorphisme f i > £ F de H sur tt' transforme les opérateurs 

et U g en les opérateurs analogues dans H', donc et A en les algèbres ana

logues . 

Lemme VII.1. Soit (f̂ ) une suite partout dense dans £(x) ; pour tout x les 

opérateurs (Ŝ  ) et (Y ) forment un ensemble irréductible dans L(H ) . 
n x g x x 

Démonstration. Montrons d'abord que les fonctions f f Gx sont faiblenent _ _ _ _ _ x n « 

denses dans 1 (Gx) ; il suffit de 1 montrer pour les f | Gx ou f f C(x) ; 

on doit montrer que pour tout élément non nul <f de l1(Gx) il existe f telle 

que < if , f > = >̂ if(y) f (y) soit non nul, et cela résulte du 
yéGx 

fait que l'application f j > ^> <f(y) f(y) est une mesure de Radon 
y* Gx 

sur X. 
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Si alors un opérateur T dans H permute aux (S« ) et (V ) , permutant 
x i nx gx 

aux (Sf ) , il est égal à l
!opérate ur de multiplication par une fonction, 

n 
et comme T permute aux (^g)x * oette fonction est constante, 

Lemme VII.2. Soient x1 et x̂  deux points de X ; pour qu'il existe un isomorphi-

sme de H sur H transformant ( s J en ( s J et (V ) en (V ) 
x̂  Xg 1 tt 1 

pour tout f é £(X) et tout g 6 G , il faut et il suffit que x1 et x 2 appar

tiennent à une môme orbite. 

Condition suffisante : si Xg = h x1 où h 6 G , l'isomorphisme x de 

H sur H répond à la question. 
X1 *2 

Condition nécessaire : les représentations f i—^ (S>) et f i > ( s J 
i x1 i x 2 

2 2 
de C.(x) dans L (X , V ) et L (X , V ) sont équivalentes, donc V et 

X1 X 2 X1 
sont équivalentes, d'où G x1 » G x̂  . 

Proposition VII. 1. A^ est une sous-algèbre commutative maximale de A . 

Soit T un élément de A A A ^ ; T est décomposable, soit T r J Tx , d/ 4 W ; 

comme T permute aux Ŝ  (voir lemme VII.1) et aux V , pour presque tout x , 
n 8 

T permute aux (S» ) et (V ) , donc est scalaire, et T € A . x i n x g x -t> 

Définition. Le couple (A , A^) sera appelé couple associé au système dynamique 

(X,C,G) . 

Proposition VII.2. Le centre C de A est l'ensemble A G formé des T- où f 
—o i 

appartient a L°° et est G - invariante. 

Résulte de la proposition VII.1 et de la formule (2) . 

Corollaire VII. 1. A est un facteur si et seulement si le système (X,C,G) est 

ergodique. 
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§ VII .4. Propriétés du couple (A , Â ) . 

i >(e) Proposition VII .3. Le vecteur f est totalisateur et séparateur pour A . 

Totalisateur : on a dfaprès (3) U g - ^ (g). F ' ; les vecteurs 

de la forme f.ol(g). ? sont totaux dans H (vérification facile), d!où 

notre assertion. 

Séparateur : il suffit de vérifier qu'il est totalisateur pour les opérateurs 

S f et Y , qui appartiennent à A' , et la démonstration est analogue. 

Proposition VII.4. Notons u; l'état normal fidèle ^^(e) f à. » * e s opérateurs 

A** et J associés à uJ par la théorie de Tomita - Takesaki sont les suivants i 

A^* est l'opérateur décomposable défini par ses composantes : 

A it x (E x,gx) = S (g-1,x)-2it. E x,gx ; 

J est caractérisé par 

j ( A . ? < * > ) = *( g ) . g A . r ( g _ 1 ) V A 6 L ° ° , g f G . 

Démonstration. Notons A et J1 les opérateurs définis dans l'énoncé ; 

prenons deux éléments a et a1 de A de la forme a = T « U , a1 = U , ; 
~" r g f g 

on vérifie que 

w ( A a A ' " " a') = f f(x).f (g-1x).a4(g,x)-2it.d/.(x) 
gg'x=x 

"(a- A ' " a A' _ i t) = / f(x).f («•1x).rf(gfx)
a-at.d^(x) ; 

gg'x=x 

la fonction analytique 

P(t) = / f(x).f'(g"1x). ^(g^ r^.d^x) 
gg'X=X 

(t complexe) 
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vérifie les conditions K.M.S 

F(t) « <o( A'1* a A'"" a') 

F(t+i) « u; (a' A '^ a A 1" 1*) pour t réel ; 

cela entraîne 

A,it c A,-it m Ait c A-it V7 c É A 

it —it 
donc A' A est un élément d̂. de C ; de plus on a 

A f i t « (vérification facile) 

A 1* « (dfaprès Tornita -Takesaki) ; 

donc A f i t - A 1* . 

Ensuite on -vérifie facilement que pour tout a = T f U on a 

a * . E (e) = J' . A 1/2 . a . I (e) = J. A 1/2 . a . I (e) ; 

comme les vecteurs A^. a . ̂  ̂  sont totaux dans H et comme J est continu, 

on voit que J1 » J . 

J Corollaire VII.2. A1 est l'algèbre de von Neumann engendrée par les et V g . 

En effet on vérifie facilement que J I f J = et J U g J = V g ; 

donc J A J est engendrée par les S f et V g ; mais J A J = A' d'après Tomita-

Takesaki. 

Corollaire VII.3. Il existe une espérance conditionnelle de À sur ; si on la 

note E,ona UJ O E = A-> 

A it v 

Comme A est decomposable, iâ permute a A^ ; donc les automorphismes 

modulaires 6^ induisent l'identité sur ^ , et le corollaire résulte de 

l'Appendice A.6. En fait il résulte aussi de ce que le système (A , £(Â ) ) 

est fini (voir § II.4) ; en effet »-o est invariant par 2,(Â ) comme on le voit 

sans peine. 
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Remarque VII.1. On peut décrire B comme suit : notons P le projecteur de H sur 
> (e) 

le sous-espace H1 engendré par les T^,. f ' ; on a aussi 

H- - f \ . d/.(x) ou H ; = <T.éx>x ; 

alors pour tout a é A , E(a) est l'opérateur T F tel que P(a .F^) = 
T̂ . "jf^ , i.e. f(x) est la composante de (a. ¥ ^ ) x sur le vecteur £^ x . 

Théorème VII.1. L'algèbre A est finie (resp. semi-finie) si et seulement si le 

système (X,C,Gr) est fini (resp. semi-fini). 

Démonstration. 

a) D'après la théorie de Tomita - Takesaki, A est semi-finie si et seulement 

s'il existe un élément autoadjoint positif inversible h affilié à Â  vérifiant 

A " a A ' 1 * . h" ah"" V a a . t i R , (4) 

comme 4 ̂  a A = a pour tout a £ A^ , un tel h est nécessairement 

affilié à Ag , donc est de la forme T^ où f est une fonction mesurable stric

tement positive. Donc A est semi-finie si et seulement s'il existe f mesurable 

> 0 vérifiant 

A « u A"1* = T u T V 
g s f-** 

ou encore 

a " * , ^ . u w . v * u « V * x * h ) 

V A é L0*7 , h é G ; ceci s'écrit encore 

d (g h- 1)- 2. « u a r 1 ) 2 ) - f . g ( f 1 ) 

ou 

dr(gx)/àMx) - f(«0/f(x) • (5) 

Finalement on voit que A est semi-finie si et seulement s'il existe f mesurable 
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> 0 vérifiant (5) ; mais (5) est aussi une condition nécessaire et suffisante 

pour qu'il existe une mesure G - invariante équivalente a , qui ne sera autre 

que f""1 f* . 

b) Supposons Â  semi-finie ; on a alors une trace n.s.f.f. (h"1 . ) ou 

a été défini à la prop. VII.4 ; A est finie si et seulement si on peut choisir 

h vérifiant (4) et aussi (J (h""1 . ) finie, i.e. (h"1 } ^ I î ^ ) < + ; 

or on a, avec les notations de a) : 

u - 1 T ( e ) i r ^ ) - / f w V w 

donc A est finie si et seulement si on peut choisir h de façon que f~"1 soit 

/* -integrable ; mais ceci est aussi une condition nécessaire et suffisante pour 

qu'il existe une mesure finie invariante équivalente a /* . 

Corollaire VII.4. L'algèbre A est proprement ou purement infinie si et seulement 

si le système (XfC,G) a la môme propriété. 

Résulte de la prop. VII.2 et du th. VII.1. 

Remarque VII.2. Le théorème VII. 1 peut aussi se démontrer par une méthode analo

gue à celle employée pour le théorème 11.11, à l'aide d'un lemme tout à fait 

analogue au lemme II.3 ; le seul point non trivial dans l'adaptation de ce lemme 

est le fait que si <p est un poids n.s«f .f. G - invariant sur A^ , cf o E est 

une trace sur A ; cela peut se démontrer de la façon suivante : notons ï~ le 

sous-groupe de U(A) engendré par les U G et par les unitaires de A^ ; E , étant 

l'unique espérance conditionnelle de A sur A^ , est invariante par V , donc 

(f o E l'est aussi ; d'autre part on démontre facilement qu'un poids n.s.f .f. 

sur une algèbre J3 est invariant par un unitaire u si et seulement si u est 

invariant par les C ̂  ; comme V engendre A , cela montre que <f o E est inva

riant par tous les unitaires de A , donc est une trace. 
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Remarque VII .3. On pourrait tenter de généraliser la construction de Krieger 

au cas d'un groupe G localement compact séparable non discret de la façon sui

vante. On choisit une fonction continue strictement positive a sur G vérifiant 

j a(g) dg = 1 où dg est une mesure de Haar à gauche ; pour tout point x 

de X on note fl x l'application de G sur l'orbite Gx de x définie par 

fi x(g) - g x ; 

la mesure image de a(g) dg par f l ^ ; on pose = L2(Gx >A x) • 

Pour tout h £ G , X ̂  est équivalente a ̂  [en effet A ̂  est aussi 

l'image de la mesure Aç(h)""1. a(gh~1).dg par D , et cette dernière mesure 

est équivalente a a (g) dg ] ; on définit un isomorphisme Ĵ̂ , de H sur 
' X X 

í ^ m x f ) ( y ) - ( 4 x

x ( y ) A A

t a ( y ) ) + . <{b) Vf * H

x> 

les opérateurs et T f sont définis comme ci-dessus et vérifient (2). On défi

nit les opérateurs et V par 

( ( S f ) x .if)(y) = f(y) (f(y) 

((Tg)x .(f)(y) = ( a A x ( ¿ - 1 y ) / 4 A x ( y ) ) * f ( g " 1 y ) ; 

les S f et V^ permutent à A ; on a encore les prop. VII.1, VII.2 et le cor.VII.1. 

En réalité nous n'avons pas défini la structure de champ mesurable sur le champ 

(H^) ; pour cela on pourrait remplacer les vecteurs l *^ ' utilisés ci-dessus 

par des vecteurs T ^ ^ ou <f 6 K(G) , définis comme suit : on se donne un 

voisinage compact V de e dans G ; pour tout x on note V la mesure de Haar a 

gauche sur 1» stabilisateur Ĝ  de x dans G , vérifiant V (v) = 1 ; ^ 

aurait pour composante d'indice x la fonction sur Gx : 

gx . >Jcf(gy)-*vx(r) • 

Il ne semble pas évident qu'on puisse trouver un vecteur totalisateur et sépara

teur, ni qu'il existe une espérance conditionnelle de A sur Â  . 
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§ "VII,5. Isomorphisme des couples associés k deux systèmes dynamiques. 

Montrons d'abord comment on peut prolonger la représentation U au groupe 

plein [G] de façon que la relation (2) soit encore vérifiée et que U appar-

tienne à A pour tout g f [G]. Soit g un élément de [G] , (X^ une partition de 

X et gn des éléments de G tels que g | X n = ĝ  J X^ ; comme est quasi-in-

mriante par g on peut encore considérer d (g,x) = (d/̂ (g~1x)/d/*(x))̂  ; 

on peut encore définir des isomorphismes 

lis : H . —> H 
T g,x x gx 

€ i — a 

puisque gx é Gx ; on voit facilement que le champ d'isomorphismes (U/ ) 

est mesurable ; on peut donc définir par la formule ( 1 ) et on a encore tri

vialement ( 2 ) ; enfin appartient a A car, comme on le vérifie aisément, on 

U P ou P est le projecteur diagonalisable associé a X . 
« n «n n n n 

I Lemme VII.3. Tout élément unitaire U de A vérifiant U A U"1 = A peut 
— —-o —x> 

s'écrire sous la forme U = U U' où g é [G] et U' é A . 

g -o 

Démonstration. On sait (voir par exemple Guichardet [1]) qu'il existe un auto-

morphisme g de (X,C) et des isomorphismes (£>̂  ̂  : » > tels que 
(ïï T ) x = (d^(g~1x)/dA(x))^. (p ^ ( } ) V F É H ; 

g»g x g x 

utilisant le fait que U permute aux Ŝ  et , on vérifie que (p^ ^ transforme, 

pour presque tout x, (S„ ) en (S« ) (voir lemme VII. 1) et (V ) en _ x x gx n X n n 

(V.) V h é G ; d'après le lemme VII.2, gx é Gx pour presque tout x ; et n gx 

cela implique g é [G] (voir § B.5). D'autre part Vp" transforme aussi 
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(S„ ) en (S„ ) et (V, ) en (V, ) ; à cause de l'irréductibilité des v f^'x v f n gx h'x N h'gx 

(Sf ) et (vj1)x (voir lemme VII. 1) , il existe un scalaire de module 1 , soit 
n 

A , tel que d> ^ = A . _ ;il suffit alors de poser U' = T. 
X 1 g,X X g,X 

Théorème VII.2. Soient (X,C,G) et (X',C',G') deux systèmes dynamiques sepa

rables, (A , Â ) et (A», A^) les couples associés ; il existe un isomorphisme 

de A sur A' transformant Â  en A¿ si et seulement si les deux systèmes dynami

ques sont faiblement isomorphes. 

a) Condition suffisante. Supposons qu'il existe un isomorphisme f\ de (X,C) 

sur (X',Cf) transformant [G] en [G' ] ; le couple associé a (X,C,G) est 

isomorphe au couple associé à (X',ï"1(c), G') par simple transport de struc

ture, et comme f\ (c) = C, l'assertion est démontrée. 

b) Condition nécessaire. Soit Q un isomorphisme de A sur A' transformant A^ 

en A7 ; comme A et A' admettent des vecteurs totalisateurs et séparateurs, /1 

provient d'un isomorphisme A de H sur H' ; ensuite il existe un isomorphisme 

P de (X,C) sur (X',C) et pour tout x é X un isomorphisme de 

sur H' de façon que 
H(x) 

(A ?) } = ((d(n^)))(n(x))/dr-(n(x)))* A x £ x 

(voir par exemple Dixmier [i], ch.II, § 6, th.3). Identifions (X',C') a 

(X,C) ; notons T£ et Û , les opérateurs analogues aux et , avec 

f 6 L W et g é [G' ] ; on a alors A T f A"
1 = T¿ V f € L°* ; pour 

tout g £ [ G ] , AU A""1 conserve A' , donc s'écrit U', U" avec g' e [ G 1 ] S o g 

et U" e A1 ; puis on vérifie que T' = T' V f 6- L , donc g = g' , o gx g i 

ce qui montre que [G] C [G'] ; par symétrie on voit que [G] = [ G 1 ] . 
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§ VII.6. Couple associé à un système dynamique induit. 

Soit E un sous-ensemble mesurable non négligeable de X ; posons G' = Gg ; 

rappelons (voir § B.6) que [G1] est l'ensemble des restrictions à E des élé

ments de [G] qui conservent E . Notons P le projecteur S^ où X g est 
E 

la fonction caractéristique de E ; au système induit (E , C I E , qJ) on associe 

des objets H1 pour x é E ; H1 « / H' .d/*(x) ; il/ , isomorphisme de 
X J g X g X 

H x sur r, x pour x¿ E et g» ¿ [G1] ; T¿ pour f ̂  L °* (E , C f E) ; 

Û , pour g* £ [G1] ; A¿ et A1 . P appartient au commutant de A , et est de

composable de composantes P̂  définies par 
( £ w si y € E A Gx 

P ( £ ) = / x' y  

x x , y ¿ 0 sinon . 

Pour tout x £ X notons le sous-espace de engendré par les £ ̂  

ou y é E Gx ; si x é E , IT est le sous-espace considéré plus haut ; on a 

/
& 
H; . d/* (x) 

X * 

H» . d^(x) . 
E x 

Posons Q as T-, é A 5 le projecteur sur H1 est égal à PQ . 
E 

Proposition VII.5 (Dang Ngoc [4]) Le couple (A1 , A¿) est isomorphe au couple 

(Q A Q , Q Aç Q) par l'application Q A Q ? a •—» a|Hf . 

Démonstration. 

a) Montrons que l'application ci-dessus est injective, i.e. que H1 est totali

sateur pour l'algèbre Q A'Q dans Q(H) (ici A1 est le commutant de A !) ; on 

le voit facilement en appliquant un opérateur Q V à un élément de H ' . 
g 

b) Montrons que a ) H 1 appartient a A^ si a ( Q Q et à A1 si a € Q A Q. 
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Première assertion : a s'écrit Q T f Q ou encore T « et sa restriction à 

H1 n'est autre que T' « £ A! ; on voit même que Q A Q | H' = A' Ag«l o o o 

Deuxième assertion : il suffit de voir que Q U Q | H1 £ A' pour tout g £ G ; 
S 

comme le commutant de A' est engendré par les opérateurs Ŝ. et V f̂ , il suffit 
de vérifier que Q Ü Q | H' permute à ces opérateurs, ce qui est facile. 

S 

c) Reste a voir que chaque opérateur U f̂ appartient a Q A Q I H' ; cela ré

sulte du fait que g' est la restriction à E d'un élément de [g] conservant E . 

Corollaire VII.5. un sous-ensemble E est G - fini (resp. G - semi-fini) si et 

seulement si le projecteur diagonalisable correspondant est fini (resp. semi-

fini) relativement à A . 

Autres résultats (voir Dang Ngoc [ 4 ] ) . 

On démontre que deux sous-ensembles de X sont S - équivalents si et seule

ment si les projecteurs diagonalisables correspondants sont équivalents relati

vement à A ; que le système (X,C,G) est discret ou continu si et seulement si 

A a la même propriété. D'autre part on peut faire de l'application (X,C,G) i—> 

(à. > Aq) v*1 Joncteur qui transforme les sommes en produits et les produits en 

produits tensoriels. On déduit de là et des résultats connus sur les produits 

tensoriels de ¥ - algebres (cf. Sakaï [ 1 ] ) que le produit de deux systèmes 

dynamiques commutatifs separables est fini (resp. semi-fini, resp. discret) 

si et seulement si les deux systèmes sont finis (resp....) ; qu'il est purement 

infini si et seulement si l'un au moins des deux est purement infini. 

Enfin on montre que le système (X,C,G) est discret si et seulement si tout auto-

morphisme de (X,C) conservant chaque sous-ensemble mesurable G-invariant appar

tient à [g] ; pour cela on utilise le fait, démontré dans Guichardet qu'une 
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W *- algèbre A est discrète si et seulement si pour une (ou pour toute) sous -

W - algèbre commutative maximale B de 1 , tout automorphisme de J3 induisant 

l'identité sur le centre de A provient d'un unitaire de A conservant B . 

On peut aussi démontrer que le foncteur (X,C,G)« » (A . A^) transforme 

les produits infinis en produits tensoriels infinis ; on déduit alors de St̂ rmer 

[11] le résultat suivant : soit, pour n= 1 ,2, . . . , = (x&, fG^} un 

système dynamique ergodique où X N est standard, /A^ de masse totale 1, G N dé-

nombrable 5 posons X = D , ̂  = ^ et faisons opérer G, produit res

treint des Gq, dans X composante par composante ; pour que le système (X,M,G) 

soit semi-fini, il faut et il suffit que chaque P^ le soit et que, en notant 

h n la densité par rapport à yû  d'une mesure S - finie invariante équivalente 

à f*^ f on ait 

Z ( 1 - f / n j * d« | ) < + 0 0 Y w . 
«*\ y 

Notons aussi le résultat suivant, qui est une conséquence facile du théorème de 

Kakutani sur l'équivalence des produits infinis de mesures : pour que le sys

tème (X,f* .G) soit fini il faut et il suffit que chaque le soit et que, 

en notant h^ la densité par rapport a ^ de la mesure de masse 1 invariante 

équivalente à /* , on ait 

En ( 1 - S hn1/2 d µn ) < + oo . 

Enfin, sans supposer les F. ergodiques, on peut déduire de Elliott \\\ le cri-

tère sui-want : pour que (X,^i,G) soit semi-fini il faut et il suffit que chaque 

le soit et que, en notant h Q la densité par rapport à y* d'rne mesure 
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6- finie invariante équivalente a Mn » e _ t E

n l'espérance conditionnelle 

de L 0 0 sur (L°° ) G conservant p (cf. § A.6) , on ait 

7"! (1 - /"iF (hxt)l ,d|i ) < +a)Vt£R . / n n n 
n 
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*m. w... GÉNÉRALITÉS, REPRÉSENTATIONS, Chapitre Vili ^ 
PRODUITS CROISÉS 

§ VIII.1. Généralités. 

Nous utiliserons systématiquement les notations suivantes : A désignera 

une C - algèbre ; 1 l'élément unité de A s'il existe ; A le dual topo logique 

de A ; A** le bidual ou W - algèbre enveloppante de A ; Z le centre de A * ; 

E ou E(A) l'ensemble des états sur A, muni de la topologie faible qui est 

compacte si A a une unité ; F = P(A) l'ensemble des états factoriels ; P = 

P(A) l'ensemble des états purs ; , . }y les objets associés à un état 

cf par la construction de Gelfand - Segal ; l'espace d'une représentation 

. Pour tout a £ A nous noterons a la fonction continue sur E définie par 

'a (y ) = if (a). Le prolongement canonique à A** d'un état <f ou d'une repré

sentation 7T sera encore noté y ou 7ï . 

Définition. Nous appellerons C - système dynamique , ou plus simplement sys 

tème dynamique (en abrégé S D) tout couple (A,G) où A est une - algèbre 

et G un groupe opérant dans A par *• - automorphismes (nous dirons simplement 

automorphismes) ; nous noterons g.a ou g a l'action de g € G sur a € A . 

A un tel système dynamique nous associerons le ¥ - système dynamiqjte 

(A**, G) où G opère dans A* par bitransposition ; G opère aussi dans E, par 

transposition : (g <f )(a) = cf (g-1 a). Nous noterons A** l'ensemble des 
¥> # (i Q. Q. 

éléments invariants de A ; définitions analogues pour A , Z ; 13 sera 

aussi noté S et s'identifie à l'ensemble des états normaux invariants sur A . 

Lorsque G est localement compact, on dit qu'il opère continûment dans A si 

pour tout a £ A l'application g i > g.a est continue pour la topologie 

de la norme de A, ou encore (§ A.7) pour la topologie affaiblie. 
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Définition. On suppose G localement compact ; on appelle représentation du sys 

tème dynamique (A,G) dans un espace hilbertien H tout couple ( 7T > ü) où TT 

est une représentation de A dans H, et Ü une représentation unitaire continue 

de G dans H vérifiant 

1C (g.a) = U Tt (a) TT1 V a f A , g f G . 

Une telle représentation se prolonge en une représentation du W - SD (A , G; 

et définit un SD concret (1T(A)", G , H , U). 

§ VIII.2. Représentations induites. 

Considérons un SD (A,G) où G est localement compact et opère continûment, 

un sous-groupe fermé T de G , une représentation {p , V) du SD (A , r ) dans 

un espace K 5 on va construire canoniquement une représentation (iT , U) du 

SD (A,G) dite induite par ( p , V) , où U sera la représentation induite par 

V au sens ordinaire. 

Notons X = r \G l'ensemble des classes g = T g , g 6 G ; G opère à droite 

dans X par g.g' = gg' ; d'après Bourbaki [1], ch.VII, § 2 , th.2, il existe 

sur X une mesure y , positive, non nulle, quasi-invariante par G et telle que 

la fonction (g,x) 1 > r(g,x) = df-(x g)/d/*(x) soit continue. Notons H 

l'espace hilbertien formé des applications mesurables f : G > K vérifiant 

f(x g) = Vx . f(g) V g e G , V e T 

et 
J\\î{g)l\2 dp (g) < + oa 

(le second membre a un sens parce que l|f(g)// 2 ne dépend que de g ) ; T et 

U opèrent dans H et sont définies par 

(<ir (a).f)(g) = (g.a).f(g) 

(U . f)(g) = r(g0,g)* f(g go) . 
o 
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Il est facile de voir que ( TT , U) ne dépend pas du choix de la mesure f* . 

Cas particuliers. 

a) Supposons T réduit à l'élément neutre e ; alors U est la représentation 

régulière droite de G et TT est l'intégrale directe des transformées de f> par 

les éléments de G . 

b) Supposons G et H séparables ; il existe une section borélienne s pour l'ap

plication canonique de G sur X vérifiant s(e) = e ; on définit un isomorphi-

sme (p de H sur L 2 ( X , ; K) par ( (p f)(x) = f(s(x)) V f £ H ; les re

présentations T et U, transportées dans L2(x ; K) par <p , deviennent 

respectivement 

(1T (a).P)(x) = f (s(x).a). F(x) 

(U . P)(x) = r(g,x)*. V . P(xg) ; 
« sCxJ.g.sCxg)' 1 

on voit en particulier que K est l'intégrale directe des représentations TT x 

de A dans K définies par ^ x(
a) = f (s(x).a) . 

§ VIII.3. Systèmes d'imprimitivité. 

Définition. Soient ( ̂  , U) une représentation d'un SD (A,G) dans un espace 

H , et (X 9h ) un espace mesuré dans lequel G opère à droite en laissant /* 

quasi-invariante ; on appelle système d'imprimitivité pour ( TT 9 U) basé sur 

(X tout morphisme normal T de L ° ° (X 9f* ) dans IJ(H) vérifiant 

T f T (A)' icf 6 L ° ° ( X ,/<) 

Tg.E = Ug TE U-1g V g E G , S E Loo (X , µ) 

ou l'on a posé (g.ĉ >)(x) = <f(xg). 

Exemple. Prenons pour ( T , U) la représentation induite par une représenta

tion ( p , V) d'un SD (A, T ) et reprenons les notations du § 2 ; on obtient 
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un système d'imprimitivité en définissant T^ par 

(T^ f)(g) » <fCg). f(g) y f ̂  H ; 

on remarquera qu'ici G opère transitivement dans X . Réciproquement on a le 

résultat suivant : 

Théorème VIII.1 (Takesaki [1]) On suppose A séparable, G localement compact 

séparable et opérant continûment ; soient (?T , U) une représentation de 

(A, G) dans un espace séparable H , T un sous-groupe fermé de G , /* une me

sure quasi-invariante sur X = T \ G , T un système d'imprimitivité pour 

( f u) basé sur (X , / * ) • Alors le triplet (7T , U, T) est équivalent à 

un triplet obtenu comme indiqué a l'exemple ci-dessus. 

Démonstration (nous indiquons seulement son principe, sans tenir compte des 

difficultés dues au presque partout). D'après le théorème d'imprimitivité de 

Mackey (voir par exemple Varadarajan [2]), U est induite par une représenta

tion V de T dans un espace K ; choisissant une section borélienne s on peut 

donc écrire 

H = L2(X ,/4 ; K) 

(U .F)(X) = r(g,xft. V . F(xg) \/ gé G, Fé H 
ë s(x).g.s(xg) 

T^ = opérateur de multiplication par Cf , V y € L°° (X , / * ) . 

Comme T 6 T (A) * pour toute y , on peut désintégrer fT en des représen

tations ïïx , i.e. écrire (TT (a).F)(x) = /?T_(a).F(x) ; la relation 

U IT (a) U"1 = IT (g a) s'écrit alors 
g g 

s(x).g.s(xg) s(x).g.s(xg) 1 x 
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prenons g de la forme s(x)""1 .s(xf ) avec xf £ X ; on a alors xg = x' , 

s(x).g.s(xg)"1 = e , et (1) devient 

fî"XT(a) = 1Tx(s(x) s(xf). a) 

ce qui montre que TT (sCx)""1. a) est indépendant de x ; il suffit alors, pour 

définir p , de poser f (a) = 7Tx(s(x)~1. a) . 

§ VIII.4. Produits croisés. 

Soit (A,G) un système dynamique ; on munit l'espace L 1 ( G ; A ) , construit 

avec une mesure de Haar à gauche dg sur G, d'une structure d'algèbre de Banach 

involutive en définissant le produit par 

(F1 F2)(g) = f F^h) x (h.F2(h~
1g)).dh V F l fP 2 f L 1 (G;A) 

et l'involution par 

F "(g) = à (g)"1. g.FGf1)* V Ff L1(G5A) 

où é est la fonction modulaire de G. 

Définition. On appelle produit croisé de A par G et on note C * (A,G) la C * " -

algèbre enveloppante de L 1 ( G ; A ) . 

A toute représentation ( 7T , U) de (A,G) dans un espace H on associe 

une représentation f de L 1 (G;A) définie par 

^(F) = f (F(g)). Ug. dg ; 

on montre, en utilisant des unités approchées de L*(G) et de A , qu'on ob

tient ainsi une correspondance bijective entre les représentations (T , U) 

de (A,G) OU T est non dégénérée, et les représentations non dégénérées de 

1? (G;A) ; et par suite aussi les représentations non dégénérées de C * ( A , G ) . 

Prenons en particulier pour ( T , ïï) la représentation induite par la repré-
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sentation (/7TQ , i) du SD (A ,{e}) où T Q est la représentation universelle 

de A ; il est facile de voir que p est fidèle, ce qui entraîne que le morphisme 
1 4( 

canonique L (G;A) C (A,G) est injectif. 

Notons enfin que si o est la représentation de C (A,G) associée a une re

présentation (/»R , U) de (A, G) , on a 
<T ( C * (À,G))" = ( T (A) u U(G))» . 

113 



Cfr - SYSTÈMES DYNAMIQUES 

Chapitre IX ] ÉTATS INVARIANTS 

§ IX.1. Généralités. 

On considère ici un système dynamique (A,G) où G est localement compact 

et opère continûment ; on note S 1'ensemble des états invariants. A tout élé

ment (p de S la construction de Gelfand - Segal associe des objets , 'ïï̂  , 

et aussi une représentation unitaire continue de G dans telle 

que (îT , ) soit une représentation de (A,G) et que soit invariant 

par . Nous noterons A ̂  l'algèbre de von Neumann 77̂  (A)" ; l'algèbre 

de von Neumann engendrée par U ; R , l'algèbre de von Neumann engendrée par 
Y ~~ G <* A et U ̂  ; C ̂  le centre de A ̂  ; C ̂  = n U'̂  = 71̂  (Z ) l'ensemble 

des éléments G-invariants de £ ̂  ; le projecteur orthogonal sur l'ensemble 

des vecteurs invariants par ; F ̂  le SD concret (A ̂ , G, H ,̂ , ) avec 

vecteur totalisateur et invariant ^ . 

L'algèbre R ̂  est aussi engendrée par la représentation f de C^ (A ,G) asso

ciée à (ïï̂  , ) ; pour toute P e L 1 (G;A) on a 

(f(F).?r /ty = /(^(Ptg)).^.^ ) dg 

= / ) d s ; 

par suite la fonction sur L 1 (G;A) : P • > (P(g)) dg est la restriction 

d'un état de C* (A,G) que nous noterons <j , et f> est la représentation dé

finie par (f • Il est facile de voir que l'application y i > <f de S 

dans E(C* (A,G)) est injective, affine et continue. 
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§ IX.2. Propriétés moins fortes que la commutativité de A . 

On considère un SD (A,G), et on va introduire des propriétés analogues à 

certaines des propriétés étudiées au § V.2 dans le cas des W - SD. On dira 

que le SD (AfG) est 

- simplicial si le W - SD (A ,G) vérifie la condition (Cl) du § V.2 ; ou 

encore si S est un simplexe ; ou encore si l'algèbre es"fc commuta

tive pour tout y f S ; ou enfin si R'<̂  est commutative pour tout y € S . 

" semi-vaste si (A**,G) vérifie (C2) ; ou encore si on a R1^ c C ^ b/pe S. 

- vaste si (il**,G) vérifie (C3) ; ou encore si pour tout ^ 6 S et tout a e A, 

l'enveloppe convexe ultra-faiblement fermée de l'ensemble des (g.a) ren

contre £ Y • 

- M-abélien si pour tout (f € S , tout OJ (A)^ et tous a,b e A , la fonc

tion g i > O'H'cf (g«a)) est faiblement presque périodique et 

m g I UJ (Hy (ga.b - b.ga)) 1 = 0 . 

- faiblement asymptotiquement abélien si G est non compact et si on a 

lim (f (ga.b - b.ga) = 0 V a,b é A . <f f A **. 
g=OO 

- asymptotiquement abélien si G est non compact et si on a 

lim D ga.b - b.ga / 1 = 0 ]/ a,b 6 A . 
g= ^ 

D'après ce qui a été dit au § V.2 on a les implications suivantes : asymptoti

quement abélien >. faiblement asymptotiquement abélien ?. > M - abélien 

> vaste > semi-vaste > simplicial. L'intérêt des SD simpliciaux 

est évidemment lié a la théorie de Choquet, sur laquelle on peut trouver des 

renseignements par exemple dans Phelps [i] : pour un SD quelconque, tout état 

invariant est barycentre d'au moins une mesure positive normée sur S, maximale 

pour l'ordre introduit au § E.2 ; le SD est simplicial si et seulement si cette 

115 



C* - SYSTÈMES DYNAMIQUES 

mesure est unique ; si l'ensemble S des éléments extrémaux de S est fermé, ou 
e 

si A est separable, les mesures maximales sont exactement les mesures portées 

par Se. 

§ IX.3. Etats invariants extrémaux, mélangeants,etc. 

On dira qu'un état invariant (p est 

- centralement ergodique si le SD concret F^ vérifie la condition (El) du 

§VT.l , i.e. si Cy est réduit aux scalaires ; ou encore si cf est Z -

pur (voir définition au § E.4). 

- sous-extrémal si F^ vérifie (E2), i.e. si R ^ Ry est réduit aux sca

laires ; ou encore si p est factoriel (cf. § IX.1). 

" extremal si <f est un élément extremal du convexe S ; ou encore si F ̂  véri

fie (E3), i.e. si R'y es-t réduit aux scalaires ; ou enfin si <f est pur. 

On remarquera qu'il existe toujours de tels états si S est non vide. 

" à vide unique si F y vérifie (E4), i.e. = C ¥^ ; ou encore si on a 

m </(ga.b) = y(a).<p(b) V a,b € A . 

- faiblement mélangeant si F ̂  vérifie (E6), i.e. si on a 

m g | y (ga.b) - (f (a).y (b) J = 0 V a,b € A . 

- mélangeant si F ̂  vérifie (E7), i.e. si on a 

lim <f(ga.b) = (f (a). (f (b) V a,b e A . 

g= oo 

Les conditions ci-dessus sont de force croissante ; de plus le théorème VI.5 

montre que 

- si le SD est simplicial on a les équivalences : à vide unique ̂  > extremal 

< > sous-extrémal 
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- si le SD est semi-vaste on a les équivalences : à vide unique <f > extrémal 

^ sous-extrémal > centralement ergodique. 

Nous établirons plus loin (corollaire IX. 1) des réciproques de certaines de 

ces propriétés. 

En "vertu du théorème VI.6, deux états invariants centralement ergodiques sont 

disjoints ou quasi-équivalents ; de plus les conditions suivantes sont équiva

lentes : 

(i) tout état invariant centralement ergodique est extrémal 

(ii) deux états invariants centralement ergodiques distincts sont disjoints. 

Enfin, d'après le théorème VI.8, si cf est un état invariant a vide unique, 

l'algèbre iT<p(A)' est soit de type III, soit finie, auquel cas ^ est élé

ment trace pour elle. 

§ IX.4. Désintégrations des états invariants. 

On suppose ici A séparable et unifère. Nous avons dit au § IX.2 que tout 

état invariant est barycentre d'au moins une mesure positive normée portée par 

S g ; nous nous proposons ici d'étudier ces désintégrations en états extrémaux 

(ainsi que d'autres désintégrations) en utilisant la théorie exposée à l'appen

dice E. 

Soient donc y un état invariant, Ĥ , , It^ , f , » C^, R y les objets 

associés (cf. § IX.1). D'après l'appendice E on sait associer à toute sous-

algèbre de von Neumann commutative B de A y une mesure ^ sur E ; d'après 

la propriété (vi) du § E.2, ̂ B est G - invariante si et seulement si B est 

globalement invariante par lesU ;et/A est portée par S si et seulement 

si B est invariante point par point, i.e. si B ç Ry , On a donc une appli

cation B ; >A*B ^ e l f e n s e m D^ e d e s sous-algèbres de von Neumann commuta-

tives de R'̂  dans l'ensemble des mesures positives normées sur S. 
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Théorème I X . 1. 

(i) Si J3 est une sous-algèbre commutative maximale de R'̂  , f*^ est portée 

par l'ensemble des états invariants extrémaux. 

(ii) Si B = R ^ AI 1^ • /*-g est portée par l'ensemble des états invariants 

sous-extrémaux. 

Démonstration. Notons p l'application u> i > de S dans E ( C * ( A , G ) ) 

(cf. § IX.1) ; puisque est extrémal (resp. sous-extrémal) si et seulement 

si p( ̂  ) est pur (resp. factoriel), une mesure ̂  sur S est portée par l'en

semble des états extrémaux (resp. sous-extrémaux) si et seulement si son image 

p(^ ) est portée par l'ensemble des états purs (resp. factoriels) ; nous sa

vons (§ E.2) que la mesure )* ̂  sur E(C* (A,G)), associée à B au moyen de 

l'état $(f ), est portée par l'ensemble des états purs (resp. factoriels) si 

B est commutative maximale dans R'<p (resp. égale à Ry^ R'̂> ) ; il suffit 

donc de vérifier que = p(^ B )• Ceci équivaut à vérifier que l'on a 

(f) = /* B (fop) pour toute fonction continue f sur E(C*(A,G)) ; par 

continuité on peut supposer que f est de la forme P̂  ••• p

n

 a v e c Fi» # , ,»^ n ̂  

L^ G ^ ) ; notons f la représentation de C * (A,G) associée à p(y> ) ; on a 

alors, en notant P le projecteur sur B et en remarquant que P s P U g 

= P V g t G : 

^(f) = ( , ( P 1 ) . P . . . . P . p ( F n ) . y f \ \ ) 

= f---f ( T C (F1(g1)) .Ug1 .P... P. IIC (Fn(gn)).Ugn .P. EC )dg1... dgn 

= / - - / ( ^ (F/g^ .P . . . . P.T^ ( F ^ n ^ ' ^ * d g r " ^n 

= / - / r B (%)) . . . . dgr.. dgn 

= hÂ (f*,(8,) dg, ..../Pn(gn) dg n) - ^ ( f o p ) . 

CQFD 
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On obtient donc une désintégration canonique de Cf en états invariants 

sous-extrémaux, et des désintégrations en états invariants extrémaux, dont au

cune n'est canonique si R1 y n'est pas commutative. Le théorème suivant montre 

qu'il existe aussi une désintégration canonique de (f en états invariants cen-

tralement ergodiques. 

Théorème IX.2. Si B = Ĉ ,, la mesure g (qui n'est autre que la mesure ZG-

centrale de (f au sens du § E.4) est portée par l'ensemble des états invariants 

centralement ergodiques. 

Cela sera démontré plus loin (théorème X.l) dans le cadre des états quasi-

invariants . 

Corollaire IX. 1 (Dang Ngoc [5] ). (i) Le SD (A,G) est simplicial si et seule

ment si tout état invariant sous-extrémal est extrémal. 

(ii) Le SD est semi-vaste si et seulement si tout état invariant centralement 

ergodique est extrémal. 

Nous savons déjà que les conditions énoncées sont nécessaires. Supposons 

que tout état invariant sous-extrémal soit extrémal ; soit cf un état invariant ; 

prenons B = Ry A R'y ; est portée par les états sous-extrémaux, donc 

par les états extrémaux ; d'après la démonstration du théorème, son image par p 

est portée par les états purs de C* (A,G) , et cela entraîne (cf. § E.2) que B 

est commutative maximale dans R'̂  , i.e. que R'̂  est commutative ; comme ceci 

est valable pour tout (f 6 S , le SD est simplicial. Supposons enfin que tout 

état invariant centralement ergodique soit extrémal ; prenons (p € S et B = 

JC' ; le même raisonnement montre que B est commutative maximale dans R'̂> , et 

cela implique B = R'̂ , puisque JB est contenue dans le centre de R'^ . 
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§ IX.5. Mesures centrales des états invariants. 

On suppose encore A séparable et unifère. Soit cf un état invariant ; sa 

mesure centrale y est la mesure associée à la sous-algèbre de von Neumann 

commutative C ̂  ; comme celle-ci est globalement invariante, /* est invariante 

(cf. début du § IX.4) ; de plus si on note /V risomorphisme T 1—=> A (Tg) 

de £^ sur L°° (13 ,^) , on a 

A'(U TU"1) = g.A'M ; (1) 
s e 

on voit donc que h est ergodique si et seulement si Cf est centralement ergo

dique. D'autre part (1) montre que si l'on pose T f = A'""1(f) pour toute 

f £ (JB ,/u.) , T est un système d'imprimitivité pour (Tï̂  , ) ; si on 

suppose p transitive, le théorème V I I 1 . 1 montre que (TT^ , Uy ) est induite 

par une représentation de (A ,f" ) ou f est le stabilisateur d'un point de 

l'orbite portant ; on trouvera des applications de tout ceci dans Kastler -

Mebkhout - Loupias - Michel [1] ou, en prenant G = IR^ , les auteurs " expli

quent " pourquoi les états invariants extrémaux rencontrés en Physique sont 

factoriels. 

Notons maintenant yy la mesure centrale d'un état quelconque 4/ , Cf un état 
G * invariant, sa mesure Z - centrale ; on sait déjà que pour yu - presque tout 

y , <f est invariant et centralement ergodique, donc Vy, est invariante et er

godique ; on montre en outre (cf. Guichardet - Kastler [ 1 ] , th.9) que l'on a 

s fVKf •àf*(ir) f c'est-à-dire que les réalisent la désintégration 

de en mesures invariantes ergodiques, ce qui n'était pas évident a priori, 

puisque l'application y * > Vy n*e8t pas affine. 
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Chapitre E J Q U A S , . , N V A R | A N T S 

On considère ici un système dynamique (A,G) où G est localement compact 

mais n'opère pas nécessairement continûment dans A . 

§ X.1. Généralités. 

Pour toute représentation T de A on notera g.Tr la représentation a i > 

*K a) dans le même espace que 7f . 

Définitions. On dit que If est covariante s'il existe une représentation uni

taire continue U de G dans telle que le couple (/îr , U) soit une repré

sentation du SD (A,G) ; alors TT et g.TT sont équivalentes pour tout g. 

On dit que 7» est quasi-invariante si 'ïr et g.Tï sont quasi-équivalentes 

pour tout g ; ou encore s'il existe un morphisme de G dans Aut ÎT(A)" tel 

que ïr (g.a) » g. if (a) V a e A , g £ G ; cela revient encore a dire que 

le support de T dans Z (centre de A**) est G - invariant, i.e. appartient à 

Ẑ . Dans ces conditions T(Z^) est égal à l'ensemble des éléments G - inva

riants du centre de IT (A)" (cf. prop. II.l). Il est clair que toute représen

tation covariante est quasi-invariante. 

Une représentation quasi-invariante est dite centralement ergodique si le 

W* - système dynamique ( TT (A)" , G) est centralement ergodique, i.e. si 

T (Ẑ ) est réduit aux scalaires ; ou encore si le support de T dans Z est 

un projecteur minimal de Z G (cf. § 1.2) ; deux représentations quâ i-invariantes 

centralement ergodiques sont ou quasi-équivalentes, ou disjointes. 

Un état (f sur A est dit co variant (resp. quasi-invariant ) si fT̂  a la même 

propriété ; il est clair que 

invariant y co variant >> quasi-invariant. 
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Un état quasi-invariant Cf est dit centralement ergodique si l'est ; ce qui 

équivaut à dire que cf est Z G - pur (cf. § E.4-). 

Si A est commutative, les états quasi-invariants correspondent bijectivement 

aux mesures quasi-invariantes sur A , et les états centralement ergodiques -
A 

aux mesures ergodiques ; si de plus A est polonais et si G opère continûment 

dans A, tout état quasi-invariant est covariant (cf. § B.2). 

§ X.2. Etude des représentations et états quasi-invariants. 

On notera E . l'ensemble des états quasi-invariants. 

I Proposition X.1. L'ensemble E^ est convexe. 

En effet si Yi » V 2

 é ^qi e t s i k1 9 k2 S O i r f c d e s n o m t r e s positifs de 

somme 1, TT , , est quasi-équivalente à ir r . (voir § E.3), 
ic1^1+ic2^2 M Y2 

donc quasi-invariante. 

La proposition suivante montre que dans les cas usuels il existe toujours 

suffisamment d'états quasi-invariants, alors qu'il n'existe pas toujours d'états 

invariants. 

Proposition X.2 (Guichardet - Kastler [i]) Si G et A sont separables et si G 

opère continûment dans A, pour tout élément positif non nul a de A il existe 

(f$ E^± tel que cf (a) > 0 . 

Soit v une mesure positive normée sur G équivalente a la mesure de Haar ; 

soit y* E tel que y (a) > 0 ; posons cf (a') = (g~1a).dw (g) pour 

tout a 6 A ; <f est un état et on a <f> (a) > 0 puisque la fonction g i > 

y (g ̂ a) est continue et de plus strictement positive en e. Reste à voir que 

if est quasi-invariant ; comme f g f * àv (g) , TT y, est quasi-équiva

lente à f^^cru/ • d" ( c f * § E «5) , elle-même égale à f g.TT .dv (g), 

122 



ÉTATS COVARIANTS ET QUASI-INVARIANTS 

elle-même équivalente a J g*^ -dg ; celle-ci est covariante puisque c'est 

la représentation de A qui figure dans la représentation de (AfG) induite par 

la représentation ( T ^ , i) du SD (A , {e}) (cf. § VIII.2). 

Proposition X.3. Si G et A sont separables et si G opère continûment dans A, 

toute représentation quasi-invariante est quasi-équivalente à une représenta

tion covariante (on notera que la réciproque est toujours vraie). 

En effet si T est quasi-invariante, elle est quasi-équivalente à g.jf 

pour tout g, donc a J gir .dg , laquelle est covariante d'après la fin de 

la démonstration de la proposition précédente. 
CQFD 

La théorème suivant donne un procédé canonique pour désintégrer un état 

quasi-invariant en états quasi-invariants centralement ergodiques. 

Théorème X.l (Guichardet - Kastler [i]) Si G et A sont separables et si G opère 
G 

continûment dans A , la mesure Z - centrale d'un état quasi-invariant est portée 

par l'ensemble des états quasi-invariants centralement ergodiques. 

Démonstration. Soient <̂  un état quasi-invariant, H, îT , f les objets associés, 

0 le centre de TT (A)", la mesure Z G - centrale de cf 9 c'est-à-dire la me

sure associée à par la construction du § E.1 ; d'après le § E.3 on peut 

écrire ^ 

H - f \ -

IR(A)" = /*Xy(k)".àr(r) 

G 
C sa algèbre des opérateurs diagonalisables ; 

d'après la proposition 1.2 on peut faire opérer G dans chaque tr (A)" de 

façon que g. K (a) = J g/ïT (a). d/*(if ) V a d A ; cela entraîne 

g.T^(a) = TT̂  (g.a) presque partout, donc est quasi-invariante pour 
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presque tout ̂  ; enfin elle est centralement ergodique d'après la prop.1.2. 

Remarque X . 1 . La mesure centrale d'un état quasi-invariant n'est pas nécessai

rement quasi-invariante (cela résulte du fait que les mesures centrales de deux 

états quasi-équivalents ne sont pas nécessairement équivalentes, voir § E.5) ; 

les états dont la mesure centrale est quasi-invariante ont été étudiés dans 

Guicnardet - Kastler [i] sous le nom d'états " Z - invariants " ; il y est dé

montré que les états Z - invariants sont quasi-invariants, et même covariants 

si A et G sont separables et si G opère continûment. 

§ X.3. Etude des représentations et états covariants. 

Rappelons que, étant donnée une représentation 7T de A, on appelle état 

associé a T tout état de la forme a i > ( T (a) ? I 7 ) où f H ; 

et que l'ensemble de ces états est fermé dans A* pour la topologie forte (Kadi-

son [1 ] ) . 

Définition. Un état (f sur A sera dit G - continu si l'application gi ^ g.<p 

est continue pour la topologie forte de A . 

Proposition X.4.(Borchers [2]) 

(i) Pour qu'une représentation donnée 7T soit contenue dans une représenta

tion covariante, il faut et il suffit que tout état associé à 7Ï soit 

G - continu. 

(ii) Si G opère continûment dans A, tout état G - continu est associé a une 

représentation covariante. 

Démonstration. 

a) Tout état <y associé à une représentation covariante TT est G - continu 

puisque, si ĝ  tend vers g, on a 
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|<p(qa) -y(ga)| = I (IT (a) u£ * | T ) - (ir (a) l T 1 ? | U"1 ? ) | 

^ | ^ ( a ) U ^ T l ^ T + | ( l ï ( a ) ( l T ^ - U ; 1 T ) | U ^ ) | 

é 2 Hall II IT 1 T - U"1 T H 

qui tend vers 0 uniformément pour H a II ^ 1 . 

b) On va démontrer en même temps la partie (ii) de l'énoncé et la suffisance 

de la partie (i) ; pour cette dernière on peut supposer que T est cyclique, 

donc de la forme 1*^ ; pour démontrer les deux résultats indiqués, il suffit de 

démontrer ce qui suit : un état (f est associé à une représentation covariante 

si lfune des deux conditions suivantes est remplie : 

(C1) tout état associé à TT̂  est G - continu 

(C) y est G - continu et G opère continûment dans A. 

Pour cela montrons dfabord qu'on peut définir une représentation p de A dans 

L2(G ,Hy ) par la formule 

(/(a)?)(g) = lT ?(ga).?(g) V a 6 A , fé L2(G ,H? ) . 

On doit montrer que l'application g < >Ky (g.a). T(g) est mesurable ; c'est 

clair - et nous le savons déjà d'après le § VIII.2 - si G opère continûment. 

Démontrons-le sous la condition ( c ) ; puisque ̂  est mesurable, on peut suppo

ser T continue et G compact ; puis, en approchant T par des fonctions en es

calier, on peut supposer 7 constante ; on est alors ramené a montrer que, pour 

tous ii 1 et »] 2 6 H , l'application g j ^ ( (g.a) ') 1 | r\ 2) est mesu

rable - et cela résulte de la condition ( c ) . 

c) Ceci étant, f est covariante puisque l'on peut définir une représentation 

unitaire continue U de G dans L2(G ,H ) par (U ^ )(g) = £ (g g ). Reste 
' ëo 0 

a voir que l'état cf est associé a p . Choisissons, pour tout voisinage V de e 
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dans G, une fonction fy sur G, continue, positive, a support inclus dans V 

fy(g) dg = 1 ; notons r\v l'élément de L (G ,H^) défini 

\( g) = fv(g).^, ; on a 

(P(a)>? vl *?v) -<P(a) = /fv(g)
2.(lTf (g.a) IT^.dg- y (a) 

• / fY(g)
2-(<( (g-a) -<?(a)).dg 

et le deuxième membre tend vers 0 lorsque V tend vers e, uniformément pour 

Il a l| 4i 1 > puisque <̂> est G - continu ; donc cf est limite forte d'états asso

ciés à f , donc est lui-même associé à p . 
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§ XI. 1. Automorphismes intérieurs. 

On considère ici une C - algèbre unif hte A et on prend pour G le groupe 

des éléments unitaires de A opérant dans A par automorphismes intérieurs. Les 

états invariants, s'il en existe, sont exactement les états centraux (ou traces 

normées, cf. Dixmier [2], § 6.8). c'est-à-dire vérifiant <f (a b) = ip (b a) 

V a, b é A . Le système dynamique (A,G) est vaste, car on voit immédiatement 

que pour tout état invariant f , le SD concret vérifie la condition (C 4). 

donc aussi (C 3). 

Supposons maintenant A séparable ; comme le SD est simplicial, tout état invari

ant est barycentre d'une unique mesure positive normée portée par l'ensemble des 

états invariants extrémaux (ou caractères normes), ce qui redémontre une partie 

du théorème 8.8.2 de Dixmier [2] • 

§ XI.2. Produits tensoriels infinis et permutations. 

Nous rappelons d'abord quelques définitions, renvoyant pour plus de détails 

à Guichardet [4]. Etant données deux C * - algèbres unif ères k^ et A^ , on définit 

canoniquement deux C - algèbres produits tensoriels k^® et A1 g> k^ de 

la façon suivante : pour la première on réalise Â  et A^ dans des espaces hil-

bertiens Rj et Eg .et A1 0 k^ est la C - algèbre d'opérateurs dans H1 g>H2 

engendrée par les opérateurs â  ® â  avec k^ . Quant à la seconde, elle 

est caractérisée par la propriété universelle suivante : si à toute représenta-
v 

tion *ïT de Â  (8 k^ dans un espace hilbertien H on associe les représentations 

^1 E"T ^ 2 D E A 1 e t A2 d e ^ i n i e s 
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TT^a) = T V ( a ® l ) 

R 2(a) = 1î (1 ®a) 

V 

on obtient une correspondance DIRECTIVE entre représentations de 0 et 

couples de représentations ^ , ̂  ^) de A1 et A^ vérifiant 

ÏÏ^aJ. ^2^2^ = T2^ a2^ # ^Va1^ \/ a i é A ± . 

Dans la suite nous désignerons par ® l'un ou lfautre des produits tensoriels 

® , g* • On peut alors définir le produit tensoriel ® A n d'une suite de C -

algèbres unifères Â , A2,... comme limite inductive des produits tensoriels 

finis ® A ; @ A est engendrée par les éléments de la forme # a oû 
n=1 n n n 

a Q ( A Q et a Q = 1 pour presque tout n, i.e. sauf pour un nombre fini de n. 

Si on a pour tout n un état <J> sur A , on peut former l'état ® <f sur C£ A , 
1 n n * n n 

caractérisé par (#y?n)(®an) = /1 7 n(a n). 

Nous nous donnons maintenant une C - algèbre unif ère A Q et nous posons 

A = ^ A q où A^ =a A Q ; nous notons G le groupe des permutations de l'ensemble 

des entiers > 0 qui ne déplacent qu'un nombre fini d'éléments ; G opère de fa

çon naturelle dans A : g ( # a ) = & b oub = a 
g_1(n) 

Lemme XI. 1. Pour tout entier k > 0 notons ĝ  l'élément de G qui échange 

1 et k+1, 2 et k+2,..., k et 2k, et laisse les autres nombres inchangés. 

(i) On a lim |l ĝ a.b - b.g,a /1 = 0 V a,b £ A . 

(ii) Soit (f un état G - invariant sur A, P<̂ = (Â ,, G, , ) le système 

G G 

dynamique concret associé ; alors P<̂  est fini, A^ = , et si on 

note E l'espérance conditionnelle canonique de A ^ sur A^, on a 

EG(/Ty(a)) = lim.faible T^(gka) V a 6 A . 
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Démonstration. 

(i) On peut supposer, par continuité, que a et b sont de la forme 0 a^ et 

® b avec a « b == 1 pour n > n ; alors pour k > n on a n n n O 0 

g ka m 1 0 . . . ® 1 < & a 1 0 . . . ® a K ® 1 ® . . . . 

't rang k+1 

donc g k a.b - b,gk a = 0 . 

(ii) Soit a £ A ; lf ensemble des (gk a) est borné, donc admet un point 

faiblement adhérent T ; on a T * C ̂  car soit b é A ; il existe une famille 

filtrante (k^)^ ̂  j telle que ^ (gk a) tende faiblement vers T ; on a alors 

T. ff<p(b)- \(b).T = lim irf (g^ a.b - b.g^ a) 

et le deuxième membre est nul d'après la partie (i). 

Ceci montre que co G. (a) rencontre £ ̂  pour tout a £ A ; en vertu de la 

proposition V .3, Z^ e s t f i n i e t vérifie (C 4), i.e. AG^ = C^ . Reste à dé

montrer la dernière assertion ; pour cela on peut supposer a de la forme 

& a n avec a Q = 1 pour n > n Q ; il suffit de montrer que tout élément fai

blement adhérent à l'ensemble des ^Cfis^ a) est égal à EG7T^(a). D'après le 

théorème II.4, E G Tï̂ (a) est l'unique élément de co G. *ny (a) /\ A G ; il nous 

suffit donc de montrer que T est G - invariant. Comme plus haut, T est limite 

faible d'une famille fïy ̂ k.a) > so** 11 ̂  élément de G , n. un entier tel 

que h(n) =11 V n > ; lorsque > max (n̂ n.j) on a h gfc a = gfc a 
i i 

donc 

h T = lim iïj(hgka) « lim (gk a) = T . 

Notation. Pour tout état CfQ sur A Q on notera ® <j4 Q l'état ® ^ n °u <fn 

- <fo • 

Proposition XI.1 (St̂ rmer [ 1 1 ] ) 

(i) Le système dynamique (A,G) est M - abélien. 
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(ii) Les états invariants extrémaux sont exactement les états de la forme 

® (f ou cfo est un état sur A Q ; ils sont faiblement mélangeants. 

(iii) L'application <fQt > ® <fQ est un homeomorphisme de E(A q) sur 

l'ensemble S des états invariants extrémaux. e 

(iv) Tout état invariant est barycentre d'une unique mesure positive normée 

sur S . e 

Démonstration. 

(i) On doit montrer que, pour tout état invariant t( , tout LU e (A ̂ ) ^ _ et 

tous a, b € A , la fonction g x—> (T^ (g a)) est PPP et 

mg ^ g 8 u b " b , g a ^ ) = 0 . 

La première assertion résulte de ce que F^ est fini (lemme XI. 1) ; la démons

tration de la deuxième assertion est identique a. celle du fait que P vérifie 

(C 6) a l'exemple 5 du § V.3. 

(ii) Soit <f un état de la forme ® Cf^ ou (f^ = q ; alors H =® 
* n 

et la représentation U est celle considérée à l'exemple 5 du § V.3 ; nous savons 

(§ VI.1, exemple 2) qu'elle vérifie la condition (E 6) ; par suite q> est fai-

blement mélangeant. Réciproquement soit <̂> un état invariant extrémal ; £ ^ est 

réduit aux scalaires, donc, en vertu du lemme XI. 1 , *ïT<̂  (ĝ  a) tend faiblement 

vers <^(a).1 pour tout a £ A ; il en résulte que 

cf(gka.b) * if(a).cf(b) V a,b * A . (1) 

Notons <J l'état sur A obtenu par restriction de u> au n-ième facteur A ; ^n 0 x t o 

comme if est G - invariant, cf>^ est indépendant de n , soit if = q . On 

doit maintenant démontrer que ^ = ® , c'est-à-dire que <̂ (a) = /1 V 0(
a

n) 

pour tout a = ® a^ avec a^ = 1 pour n > m . On procède par récurrence sur 

m ; supposons l'assertion vraie à l'ordre m-1 et considérons un élément 
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a » a1 (g) .. • • ® affl €> 1 ® • • • • ; 

pour k > m on a, puisque (f est invariant 

(f (a) » 9 (a, Cg> ® a m 1 8 1 g> .... ® 1 9 a ® 1 <S> .... ) 

^ rang k+1 

« <f ((1 ® ... (g> 1 €)amC2> 1 O ...) x (&1 GS> ... <3 aBhBl <g> 1 <8> . . . . ) ) 

t rang k+1 

« <̂  ( grk (affl(g) 1 ® ... ) x ( a1 # ... ® ® 1 ® . . . . ) ) ; 

faisant tendre k vers l'infini et utilisant (l) pn voit que 

V (a) m cf ( & m & 1 & ... ). <J ( a1 <8> a.. <g> a ^ 03 1 ® .... ) 

= M Co(an). 

(iii) L'application en question est trivialement infective et continue, surjec-

tive d'après (ii) ; comme E,(A ) est compact, c'est un homeomorphisme. 

(iv) Résulte de ce que le SD est simplicial et S e fermé (voir § IX.2). 

CQFD 

On peut généraliser ce qui précède de la façon suivante : donnons-nous en 

outre un groupe H Q opérant par automorphisme s dans A Q ; notons H le groupe formé 

des suites (ĥ ) où h^ £ H Q et = e pour presque tout n ; H opère natu

rellement dans A: ha = ® h a si h = (h ) £ H et a = ® a f A ; de 
n n n n 

plus on a gHg" =H V g é G r . Notons H x G le produit semi-direct, ensem

ble des couples (h, g) muni de la loi de composition 
(h,g) (h',g') « (h.gh'g"1 , g g') ; 

il opère dans A par (h,g).a = h g a . 

Proposition XI.2 (Hulanicki - Phelps [i]). Les états H x G - invariants extré

maux sur A sont exactement les états ® CP où œ est un état H - invariant 
i o T o o 

sur A Q . 
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La démonstration utilise deux lemmes. 

Lemme XI.2. Soient G et H deux groupes operant par automorphismes dans une C -

algèbre A de façon que g H g""1 = H V g € G ; il existe une unique manière de 

faire opérer G dans le produit croisé C (A,H) de façon que l'on ait 
(g F) (h) = g. F(g"1hg) V F€L1(H;A) . 

De plus il existe un unique isomorphisme de C* (A , H x G) sur (C* (A,H),G) 

transformant tout F £ L1(H X G , A) en l'application g i * F ou F (h) = 
g g 

F(h,g). 

La démonstration est une simple vérification laissée au lecteur. 

Lemme XI . 3 . Soit (Â ) une suite de C - algèbres unif ères ; pour tout n soit 

GR un groupe opérant dans A^ ; notons G le produit restreint des G n , ensemble 

des suites (gn) où ĝ e Ĝ  et ĝ  = e pour presque toutn. Alors G opère 

naturellement dans A = A n , et il existe un unique isomorphisme de l'algèbre 

& C* (An»C»n) sur C*(A,G) transformant tout élément (g) F^ (où F^ apparti

ent à L1(Gn,An) et F n = 1 pour presque tout n) en l'application g = (gn) 

— * ® p n ( g n ) . 

La démonstration - qui est un argument standard de type catégoriel - est 

exposée dans Guichardet [4]. 

Démonstration de la proposition. 

a) Utilisant le fait que ® A^ est un quotient de ® A q , on voit facilement 

qu'il suffit de traiter le cas de ® A^ , que nous notons toujours ® A^ . 

D'autre part il est clair qu'un état de la forme indiquée est H x G - invari

ant, et il est H x G - extremal puisqu'il est G - extremal (prop, XI.l). 

b) Soit Cf un état H x G - invariant extremal sur A ; notons 
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<p sa restriction à A . état BL - invariant sur A^ ; r O 0 0 o 

- Cf l'état pur sur C*(A, H X G) caractérisé par 

y (F) « 21 9(F(h,g)) Y F€L 1(HXG, A) 
h,g 

(cf. §§ IX. 1 et IX.3) ; 

- f l'état pur sur C * (C* (A,H),G) correspondant a £f par l'isomorphisme 

du lemme XI.2 ; on a donc 

Y/(F) = T y(F(g)(h)) V J€ L1(0,L1(H,A)) ; 
h,g 

- 6 l'état sur C* (A,H) caractérisé par 

0(f) « Z <f(t(h)) V f 6 L 1 (H,A) . (2) 
h 

L̂état & est G - invariant et on a 

(F) = Z 6 (F(g)) V F€ L1(G,L1(H,A)) ; 
g 

comme ^ est pur, S est G - invariant extremal. Grâce au lemme XI.3, on peut 

considérer 6 comme un état sur 03 (An,Hn) G - invariant extremal ; d'après 

la proposition XI. 1 il existe un état sur (A^H^) tel que 

â(*t) « n 0(f) (3) 
n 

pour f Q é C * (A O ,H q) et f n = 1 pour presque tout n. A l'élément ® f de 

<g C* (A ,H ) correspond l'élément f de C* (A,H) défini par n n 

f (h) . ® fQ(hn) V h = (hQ) € H ; 

(2) et (3) entraînent 

n * 0(f n) = I <f(®fn(hn)) . (4) 

Prenons f « 1 pour tout n > 2 ; on obtient 
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0o(f-) = ^ _ <p (tJh) e i ® ... ) 

1 ̂  o 

i o 

pour toute 6 L1(Ho,ÀQ) ; (4) entraîne alors 

n ZI r o (f n( h i i)) = Ç < p ( « f A ) ) . 
n n é n n n o 

Prenons maintenant 

( a si h = e 
f ( h ) = J n 

n n ( 0 sinon 

ou les a Q sont des éléments de A Q égaux à 1 pour presque tout n ; on obtient 

D ^(a n) = Cf(®a n) 
n 

i.e. if = <g> CpQ . 

Corollaire XI. 1. Les états centraux G - invariants de A, extrémaux dans l'en

semble des états centraux G - invariants, sont exactement les états de la forme 

<8 U> où (p est un état central de A . ' o To o 
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§ XI.3. Algèbre des relations d*anticommutation. 

a) Quelques rappels sur la C * - algèbre des relations d1 anticommutation. 

(On pourra consulter par exemple Guichardet [7 ] ) 

On se donne un espace hilbertien complexe séparable E et ôn construit une 

C - algèbre unifère À, appelée algèbre de Clifford de E, et une application 

(R. - linéaire ¥ de B dans l'ensemble A^ des éléments hermitiens de A, possédant 

les propriétés suivantes : 

(i) V(x) W(y) + ¥(y) ¥(x) « 2 Ri (x I y).I V x.y f E 

ce qui entraîne immédiatement ¥(x)2 = | xl^.I et 

|¥(x)¥(y)J « lzll.lt y f . (1) 

(ii) Pour toute C - algèbre unifère B et toute application £ - linéaire V 

de E dans B^ vérifiant la condition analogue à (i), il existe un unique 

morphisme IT de A dans B tel que V = lf o ¥ . 

(iii) Les éléments de la forme ¥{x1).... W(*n) sont totaux dans A . 

(iv) Si on note Ap (resp. A^) le sous-espace vectoriel fermé de A engendré 

par les éléments ¥(x1)... V(X q) avec n pair (resp. impair), on a A = 

A © A. et A est une sous - C - algèbre de A. p x p 

(v) Considérons deux éléments a = ¥(x1)... ¥(Xq) et b = ¥(y1 ).. ,¥(ym) ; 

alors a b - (-i)0111 b a est une somme de termes de la forme 

± 2Re (x±\yô) . Zitj 

ou i s= 1,... n , j =: 1,... m , et ou R̂  ̂  est le produit dans un certain 

ordre des éléments ¥(x1),... ¥(Xr) , ,¥(y1 ),... ViyJ exceptés V(x±) et 

W(ŷ ) ; il en résulte que 
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K a b . ( . 1 ) « ba|l 4r 2 ZI ( (x.lyjl . k.. (2) 

ou k̂ j ne dépend que des normes des x̂  et ŷ  • 

(vi) Pour tout opérateur unitaire u dans E il existe un unique automorphisme 

«l de A tel que d (v(x)) = W(u(x)) V x € E . 

b) Propriétés générales de A . 

Soit ê , ê ,... une base orthonormale de E ; notons J l'opérateur de mul

tiplication par i dans E ; on démontre (voir par exemple Guichardet [7]) qu'il 

existe un isomorphisms de A sur ® A n , ou A n = M(2 , C ) , transformant W(en) 

en 

(' °)®....« r ° ) • 1° 1 ) 0 1 ® . . . . 

* rang n 
et W(J en) en 

| 1 ° ) <2>....<S> / 1 °) ® / ° M ® ! ® . . . . 
\ 0 -1 / v 0 -1 / » -i 0 / 

* rang n 

Dans la suite nous identifierons A à & . A admet un unique état central 

y = ® X n ou X est la trace normalisée sur M(2 , C) ; étant unique, il 

est invariant par tout automorphisme de A ; de plus il est fidèle car A est 

simple. 

Pour tout A C [0,1] on construit un état Cf ̂  de A de la façon suivante : 

notons D l'automorphisme de A associé a l'opérateur unitaire -I dans E ; pour 

tout x é E notons V(x) l'opérateur linéaire dans A défini par 

V(x)(a) = 2"*(>*+ (1-X)*).¥(x).a + i 2f*( /\* - (1-\)*) .Da.W(jx) ; 

on voit facilement que V(x) est hermitien pour le produit scalaire défini par 

X » et que 

V(x) V(y) + V(y) V(x) = 2 Re (xly).I ; (5) 
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par suite V(x) se prolonge en un opérateur hermitien continu dans qui vérifie 

encore (3) ? d'après la propriété (ii) de a), il existe une unique représentation 

<ïf̂  de A dans telle que Tf^(W{x)) = V(x) V x f E ; on définit alors 

par Cp^ (a) = (TT^(a) 1 I 1 ) où 1 est l'élément unité de A . 

D'autre part on vérifie facilement que si u est un opérateur unitaire dans E on 

a V(u(x)) «s ç( ̂ . V(x). al ~ 1 V x ( E ; il en résulte que (f^ est invariant 

par tous les . On démontre d'ailleurs que les états invariants par tous ces 

automorphismes sont exactement les états de la forme J * ffy d/̂  (/\ ) ou /4 est 

une mesure positive normée sur [ 0 , 1 ] (Shale - Stinespring [ 1 ] ) . 

Par ailleurs on peut vérifier que Cf^ , considéré comme un état sur ® A^ , est 

égal à ® Cf^ n ou 

c D - A ° • < ' - A , 1 •• 

ceci montre en particulier que (f ̂  est un état pur ; la représentation associée, 

dite représentation de Fock. est communément réalisée dans l'espace hilbertien 

antisymétrique de E . 

c) Etude d'un cas particulier. 

On prend maintenant E = L (G; ou G est un groupe localement compact 

non compact, et on fait opérer G dans E par translations a gauche ; on note 

g.x l'action de g C G sur x 6 E et g.a l'action de g sur a 6 A ; on a 

donc g(w(x)) s W(g.x) ; on obtient ainsi des systèmes dynamiques (A,G) et 

(Ap,G). 

Proposition XI .3 (Doplicher-Kadison-Kastler-Robinson [ 1 ] ) Le système dynamique 

( A ^ , G ) est asymptotiquement abélien ; le système (A ,G) est faiblement asymp-

totiquement abélien mais non asymptotiquement abélien ; enfin tout état invari

ant sur A est nul sur A . . 
1 
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Démonstration, 

1) Reprenons les éléments a et b de la propriété (v) du § a) ; la formule (2) 

entraîne 

|| ga.b - (-i)*11 b.ga || ̂  2 Z ) (gx. | y.) | . k., 
ij 1 3 1 J 

dfou résulte que 

lim I) ga.b - (-i)1*1 b.ga || = 0 ; 
S= tso 

par continuité on a 

lim H ga.b - b.ga | = 0 V a é A , b é A (4) 

lim || ga.b + b.ga II = 0 V a,b É A ; (5) 

g= 

la première de ces deux relations montre que le SD U-p.G) est asymptotiquement 

abélien. 

2) Montrons maintenant que 

lim CF (g a) = O V^é A # , a f A r (6) 

g= 

On peut supposer a hermitien et <f t E(A) ; il suffit de montrer que toute 

valeur d'adhérence faible des vecteurs (g a). ̂  est nulle ; soit donc r] 

une telle valeur, limite faible d'une famille filtrante (ĝ  a). ; on a 

(rjl/j) = lim (^(g-a).^ I lim a ) . * ) 

= lim lim ( 1Tf {g. &.g± a) ̂  / ̂  ) 

puis, en vertu de (5), 
( 11] ) = - lim lim ( 7T (g, a. g. a). } I L ) 

i j T x T r 

= - lim ( lim ̂ (gj a). ̂  | 7f̂  (g± a). 5 ) 

- - (n i'j ) 

d'où v\ ss 0 . 
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3) La dernière assertion de l'énoncé résulte immédiatement de (6), 

4) Montrons que le SD (A,G) est faiblement asymptotiquement abélien, i.e. 

que 

lim (/ (ga.b - b.ga) » 0 V y t A , a,b € A . 

gfcs 00 

On peut supposer que a appartient à A^ ou A^ ; si a e A^ , l'assertion 

résulte de (4) ; si a £ A^ f elle résulte de (6) puisque les fonctions 

a j—> y (a b) et a 1 > <̂ (b a) sont des éléments de A . 

5) Montrons enfin que le SD (A,G) n'est pas asymptotiquement abélien. Suppo

sons qu'il le soit ; on aura d'après (5)> 
lim H ga.b II » 0 V a.b Ç k± 

g= o© 

et en particulier 

lim II V(g x). W(y) Il « 0 V xty £ E 
g*= 00 

ce qui est incompatible avec (1 ) . 

139 



C * . SYSTÈMES D Y N A M I Q U E S 

§ XI.4. Algèbre d1observables quasi-locales de la Mécanique Statistique. 

Nous ne traitons que le cas des bosons, renvoyant à Ruelle [3], § 7.1.6 

pour le cas des fermions, techniquement beaucoup plus difficile à exposer. 

Posons E = L ( iR ) et définissons A et W comme au début de l'exemple 

7 du § V.3 ; notons <f l'état normal sur A caractérisé par 

y(¥( f ) ) = exp (- llf K2/2) V f<fE; 

on démontre que <f est pur et que H ̂  s'identifie de façon naturelle a l'espace 

hilbertien symétrique de E (voir par exemple Guichardet [7]) ; la représentation 

irréductible Tf<p est appelée représentation de Fock. Faisons opérer jft dans 

v 

E par translations ; il opère aussi dans A par des automorphismes d , x € R ; 

<f est visiblement invariant par ces automorphismes, d'où une représentation U 

de |RV dans H y vérifiant 

^ U x ( a ) ) = Ux. IT (a). TT1 h a , x ^ V . 

Pour tout ouvert borné A de /A* notons A^ l'algèbre de von Neumann (qui est 

en fait un facteur de type i) dans engendrée par les opérateurs (w(f)) 

ou f appartient à E et est nulle en dehors de A ; on appelle algèbre des obser
va-

vables quasi-locales la C - algèbre A engendrée par les A^ ; elle possède les 

propriétés suivantes : 

(i) Chaque opérateur conserve globalement A ; si on note l'automorphi

sme correspondant de A, on a 7~X(A^) = ^ + x V0™? tout A et tout x. 

(ii) Si AA et / sont disjoints, A A et A . commutent ; en effet si f. 

est nulle en dehors de A i , on a (f1| f^) = 0 d'où 

¥(f 1).W(f 2) = ¥ ( f 1 + f 2 ) = ¥(f2).¥(f1) . 

(iii) Le SD (A , )jlV ) est asymptotiquement abélien ; pour le voir on doit mon

trer que lim II T a.b - b. T a /1 = 0 V a,b é A ; on peut supposer que 
x= oo x x 

a et b appartiennent a une même algèbre A^ , et alors l'assertion est triviale. 
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§ 1.1. Généralités. 

Pour plus de détails on renvoie à Dixmier [i] et Sakaï [i]. 

Reppelons qu'on peut donner des ¥ - algèbres la définition abstraite suivante : 

une ¥ - algèbre est une C - algèbre a unité A possédant les deux propriétés 

qui suivent : 

- toute famille filtrante majorée d'éléments positifs de A admet une borne su

périeure 

- pour tout élément positif non nul a de A il existe une forme linéaire positive 

normale (p sur A vérifiant (f (a) > 0 ; l'adjectif normal signifie qu'on a 

(f (sup ai) = sup <p(ai) pour toute famille filtrante majorée d'éléments 

positifs ai« 

On note A + l'ensemble des éléments positifs de A • 

Nous appellerons algèbre de von Neumann toute algèbre d'opérateurs dans un espace 

hilbertien. autoadjointe et égale à son bicomnrutant ; on sait que toute ¥•*"— al

gèbre est isomorphe à une algèbre de von Neumann. 

On appelle topologie ultra-faible (en abrégé u.f.) sur une ¥ - algèbre A la to

pologie définie par les formes linéaires positives normales ; l'ensemble A ^ 

des formes linéaires u.f. continues est un sous-espace de Banach du dual topo-

logique A (dual de A munie de la topologie normique) ; on l'appelle prédual 

de A ; A s'identifie avec sa norme au dual de A ̂  et la topologie u.f. - à la 

topologie faible de dual. L'ensemble des formes linéaires positives normales 

n' est autre que la partie positive de A ̂  , notée A. * ; on notera 13 ou IÇ(A) 

l'ensemble des états normaux sur A . A peut être réalisée dans un espace hilber

tien séparable si et seulement si A ^ est séparable pour la topologie normique. 
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Une W - algèbre est dite de genre dénombrable si toute famille de projecteurs 

deux à deux orthogonaux de A est dénombrable. 

Si e est un projecteur (nous sous-entendons toujours " hermitien ") de A , 
•* 1 

e A e est uns sous - ¥ - algèbre que nous appellerons induite . Un facteur 

est une ¥ - algèbre dont le centre est réduit aux scalaires ; exemple : l'al

gèbre L(H) de tous les opérateurs linéaires continus dans un espace hilbertien 

H . On dit qu'un état (f est dominé par un état if/ s'il existe un réel positif k 

tel que (f £ k <p , i.e. <p(a) £ k <f(a) V a f A + . Un morphisme f d' 

une ¥ - algèbre dans une autre est u.f, continu si et seulement s'il est nor

mal, i.e. si f (sup â ) » sup f(â ) pour toute famille filtrante majorée 

( a i ) ' * 

Les ¥ - algèbre s commutative s sont exactement les algèbres L (X,C) ou 

(X,C) est un espace quasi-mesuré (voir § B.l) ; il est clair que L°^(X,C) 

est de genre dénombrable si et seulement si (X,C) a la môme propriété. Pour 

toute mesure /* 6 C , la dualité naturelle entre L1(X,/^) et LC**?(X,C) 

permet d'identifier L1(X,^ ) au prédual de L°°(X,C) . 

1 et qui est appelée 11 réduite 11 dans Dixmier [ 1 ] . 
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§ A.2. Poids. 

(Pour plus de détails on pourra consulter Combes [1] ou Pedersen - Takesaki [1]) 

M? f + 

On appelle poids sur une V - algèbre A toute application de A dans 

[0, +co ] , additive et vérifiant f(ka) = k <p(a) pour k fcéel > 0. 

A tout poids (p on associe les objets suivants : 

a £ a £ A | f (a^ a) < + oo \ , idéal à gauche de A 

4M* = { aéA + I y (a) < + oo } 9 cône convexe 

/M/̂  s sous-espace vectoriel engendré par AU* , sous-algèbre autoadjointe 

de A 

= l aé A \(f (a*a) = 0 } , idéal à gauche de A . 

On a entre ces objets les relations suivantes : 

µµ C = µC* . Uc 

µµ+ C = µC ^ A+ 

a . c £ /u<̂  , b £ A = ^ a b c e ; 

la restriction de (f à se prolonge en une forme linéaire positive sur 

qu'on désigne par C . 

On dit que est 

- fidèle si a f A + , (f(a) = 0 impliquent a = 0 

- normal s'il existe une famille de formes linéaires positives normales Cf^ 

vérifiant y (a) = sup <ĵ (a) V a € A+ ; (p est alors semi-continu 

inférieurement pour la topologie ultra-faible ; 

- semi-fini si S**^ est u.f, dense dans A ; cela équivaut à dire que l'élé

ment I est limite u.f. d'éléments de A***, ; 

1 ou encore si C(a) (sup a±) = sup (a±) pour toute famille filtrante majorée 

(a^ (cf. Baagerup [2]) 
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- central (on dit aussi que (f est une trace) si c^(a^a) = f (a a* ) 

V a £ A ; alors et AA^ sont des idéaux bilatères et (f est cen

trale, i.e. f ( a b ) • f ( b a ) \f a,b é M 

Les poids normaux finis sont exactement les formes linéaires positives normales. 

Nous considérerons presque uniquement des poids normaux semi-finis (en abrégé 

poids n.s.f.), souvent fidèles (poids n.s.f.f.) ; nous noterons P(A) (resp. 

ïf(à) ) lfensemble des poids n.s.f. (resp. n.s.f.f.). 

Tout poids n.s.f. admet un support, noté supp <p , égal à I-p ou p est le 

plus grand projecteur de A vérifiant if(v>) m 0 ; posant e = supp <f , on 

a (f (e a e) « f (a) pour tout a £ A + , et <f f e A e est un poids 

n.s.f.f. Soit q un projecteur de A et ^ un poids n.s.f. sur q A q ; la fonc

tion sur A*: (f (a) « (q a q) est un poids n.s.f. de même support que y . 

Soit (< 4̂) mie famille de poids n.s.f. de supports e. deux à deux ortho-
1 ié I 1 

gonaux j la fonction X sur A + est un poids n.s.f. de support ZI e^ . 

Si A est commutative, soit A « L (X,C) • les poids n.s.f. sur A correspon

dent bijectivement aux mesures sur X dont la classe est majorée par C ; les 

poids n.s.f.f. - aux mesures de classe C . 
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§ A.3. Classification des ¥ - algèbres. Comparaison des projecteurs. 

(Nous rappelcns ici sous forme condensée des notions et résultats qui se trou

vent dans Dixmier [1] ; leur lecture peut aider le lecteur non spécialiste à 

s'orienter, mais ne prétend pas remplacer celle du livre de Dixmier.) 

On dit qu'une W - algèbre est 

" semi-finie si pour tout élément non nul a de A + il existe une trace n.s.f. <f 

vérifiant if (a) > 0 ; cela équivaut à dire qu'il existe une trace n.s.f.f.; 

- finie si pour tout élément non nul a de A + il existe une trace normale finie (f 

vérifiant (f (a) > 0 ; si A est de genre dénombrable cela équivaut à dire 

qu'il existe une trace normale finie fidèle ; 

- infinie si elle n'est pas finie ; 

- proprement infinie si elle n'admet aucune trace n. f. non nulle ; 

- purement infinie si elle n1 admet aucune trace n.s.f. non nulle. 

Deux projecteurs e et f d'une ¥ - algèbre A sont dits équivalents (e ̂  f ) 

s'il existe un élément u (isométrie partielle) de A vérifiant u*u s e et 

u u* = f . On écrit ê  ê  si ê  est équivalent à un projecteur majoré 

par ê . Un projecteur e est dit fini si les relations e' ~ e , ©' e imp-

liquent e' = e ; cela équivaut a dire que la ¥ - algèbre e A e est finie ; 

en particulier A est finie si et seulement si le projecteur I est fini. Un pro

jecteur e est dit semi-fini si tout projecteur non nul majoré par e majore un 

projecteur fini non nul ; cela équivaut à dire que e A e est semi-finie ; en 

particulier A est semi-finie si et seulement si I est semi-fini. 

Un projecteur e de A est dit abélien si e A e est commutative, ou encore si 
> 

on a e A e = JC e ou JÇ est le centre de A ; A est dite discrète si tout 

projecteur non nul majore un projecteur abélien non nul ; continue si elle n'ad-
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met aucun projecteur abélien non nul. Toute W - algèbre commutative est dis-

crête ; toute ¥ - algèbre discrète est semi-finie ; les facteurs discrets sont 

exactement les facteurs L(H) . Une ¥*- algèbre A est dite homogène si le pro

jecteur I est somme de projecteurs abéliens, deux à deux orthogonaux et deux à 

deux équivalents ; le cardinal n de la famille est alors bien déterminé, et A 

est dite homogène de type I q . Toute ¥ - algèbre discrète est un produit d
! 

algèbres homogènes des divers types ; toute algèbre homogène de type 1 ^ est 

produit tensoriel d'une algèbre commutative par Jk(H

n) ou est l'espace hil-

bertien de dimension n . 
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§ A.4. Automorphismes modulaires associés à un poids. 

(Voir aussi Takesaki [2] ou Pedersen - Takesaki [1]) 

Nous rappelons d'abord la construction de Gelfand - Segal. Soit (p un 

poids n.s.f. sur une W - algèbre A ; on définit un produit scalaire sur 

par (a I b) = (f (b* a) V afb é , ce qui a bien un sens puisque b*"a 

appartient a M^ = AM^ ; soit l'espace hilbertien séparé-complété 

de M y , J \ y l'application canonique de dans Ĥ , . On définit une re

présentation normale de A dans H par 

lT y(a). /lv(b) = /ly(ab) Y a * ± , b * / < y ; 

si (f est fidèle, ̂  l'est aussi. 

On suppose maintenant y fidèle1 ; M y se trouve plongé dans ; l'opérateur 

a i—* a de M /\M^ dans lui-même, considéré comme opérateur non borné 
4 

dans Ĥ , , admet une fermeture S ; soit S = J A la décomposition polaire 

de S , où ù est un opérateur autoadjoint positif inversible ; pour tout réel 

t l'opérateur unitaire laisse A invariante, et \ A est un automor-
phisme qu'on note 6^ ou 6^ ; l'application t » ^ est un groupe 

2 % 

u.f. continu a un paramètre d'automorphismes de A , appelé groupe d'automorphi 

smes modulaires associés à (f . Ces automorphismes conservent <p et induisent 

l'identité sur le centre Ç de i . On note A^ l'ensemble des éléments de A 

invariants par tous les <f ̂ . 

Pour tout a et tout b £ M* il existe une fonction F d'une variable 

complexe, définie, continue et bornée sur la bande 0 Il z ̂  1 , holomorphe 

à l'intérieur, vérifiant pour tout réel t les conditions dites K.M.S. ! 

ï(t) - <p(* t(a). b) 

F(t+i) m f (b .<Tt(a)) ; 

1 et on identifie A à fl (A) 
2 voir § A.7. 147 
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l'existence d'une telle fonction caractérise les 6*̂ _ . Les 6^ sont triviaux 

si et seulement si <jp est central. 

Considérons un automorphisme o{ de A et définissons un poids n.s.f .f. ol <f « 
-1 V -1 <f o o( ; alors o ̂  = *y . 6" ̂  . etf ;en particulier si <V conserve 

y , il permute aux <T̂  , donc conserve globalement A ^ . 

Supposons A semi-finie et considérons une trace n.s.f .f. T sur A ; les poids 

n.s.f • sont exactement les fonctions de la forme <f = T (h . ) ou h est un 

élément autoadjoint positif (non nécessairement borné) affilié à A , appelé 

densité de (f par rapport a T ; T (h • ) est fidèle si et seulement si h est 

inversible ; dans ce cas &^ est l'automorphisme intérieur défini par h**. 

Réciproquement supposons qu'il existe un poids n.s.f.f. <f et un élément posi
ez 

tif inversible h affilié à A tel que 6' soit l'automorphisme intérieur défini 

par h** } alors A est semi-finie et Cf (h~1 • ) est une trace n.s.f .f. 

Soit jB une sous - ¥ - algèbre de A 9 <f un poids n.s.f .f. sur A tel que (f | B» 

soit semi-fini et que les 6^ conservent globalement B, ; alors on a 

6t - 6x J* 

L1 opérateur J de la formule S « J A * a aussi des propriétés intéressantes ; 

d'abord il est antiunitaire, i.e. J ( k x) m k Jx , (Jx ) Jy) = (x )y) ; 

l'application a »—> J a J est un isomorphisme antilinéaire de À sur son 

commutant j s'il existe un vecteur x€ H 9 totalisateur et séparateur pour 

A , tel que if (a) » ( a x / x ) t / a é A , x est invariant par 

A et J . 
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§ A.5. Densités. 

(Voix Connes [1] et Pedersen - Takesaki [i]) 

Soit <p un poids n.s.f .f. sur line V - algèbre A ; a tout autre poids n.s.f .f. 

on peut associer canoniquement une f ami lie (u, ) possédant les propri-
* t f ift 

étés suivantes : 

(i) t t > est une application u.f. continue de /ft dans U(A) (ensemble 
w 

des éléments unitaires de A) vérifiant u ., = u . S1 (u . ) ; autre-
s+x s s t 

ment dit cette application est un 1-cocycle continu pour l'action de 

dans U(A) définie par les (J*| ; 

(ii) 6^ 06^ est l'automorphisme intérieur défini par u^ ; 

(iii) l'application ^ 1 ^ (û .) est une bisection de j^.(A) sur l'ensemble 

des 1-cocycle s continus ; 

(iv) la bisection du (iii) définit par restriction une bisection de l'ensemble 
Cf 

des poids n.s.f .f. é^ - invariants sur l'ensemble des éléments positifs 
inversibles h affiliés à A <p ; on a alors û  » hii; , f = (p (h . ) , 
*f it ^ it 6 ̂ .(a) » h . *>̂ (a). h*" V a é A ; en particulier h appartient au 

il/ Cf 
centre de A si et seulement si <$ £ = 6 ̂  ; 

(v) si Cf est une trace, ce qui précède donne une bisection de J^,(A) sur 

l'ensemble des éléments positifs inversibles affiliés a A ; 

(vi) soit cK un automorphisme de II conservant (f ; alors d conserve ^ si et 

seulement s'il conserve chaque u^ . 

On note aussi ( f : <f ) la famille (u^). 
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§ A.6. Espérances conditionnelles. 

(Voir Takesaki [3]) 

Soient A une W - algèbre et _B une sous - W - algèbre ne contenant pas 

nécessairement l'élément I (unité de A ) . On appelle espérance conditionnelle 

(en abrégé EC) de A dans B toute application E de A dans B , linéaire, positive, 

normale (i.e. u.f. continue), idempotente et vérifiant E(ab) « E(a).b pour 

tout a f A et tout b é JB . 

On a alors E(a ) = (fi(a)) , E(b a) « b.E(a) , E(b a b») « b.E(a).b' 

V a f A , b,bf f B . Si B contient I on a E(A) » B si et seulement si 

B(I) = I . 

Soit Cf un poids n.s.f .f. tel que Cf | JB soit semi-fini ; on dit qu'une EC E 

de A sur B conserve (f si on a cf (E(a)) = <fM V a é A4" ; on a alors 

E (4H^) c AMy , f(E(a)) = <£(a) )/ a e t <f (a.B(b) .c) = f (abc) 

V a,c é ^yfiB , b f A . Une telle espérance conditionnelle, s'il en 

existe, est unique et fidèle ; de plus pour tout a 6 ,E(a) est la pro

jection orthogonale (pour le produit scalaire sur su^ associé à ̂  ) de a sur 

Mqf\ • P o u r qu'il existe une telle EC il faut et il suffit que JB soit inva-
(Û 

riante par les 6 ̂  . En particulier il en existe toujours une si Iî est conte

nue dans le centre de A ; dans ce cas, pour tout a £ A + , E(a) est la densité 

de <p(a . ) / B par rapport à <f l B ; si enfin A est commutative on retrouve 

la notion habituelle d'espérance conditionnelle. 

Reprenons B et (f comme ci-dessus ; soit U un automorphisme de A conservant 

B et Cf ; s'il existe une EC de A sur JB conservant cf , elle permute à a< ; 

en effet o( o E 0 ot ~
1 est encore une EC conservant <f , donc est égale à E . 
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§ A.7. Quelques propriétés des automorphismes des W - algebres. 

Etant donnée une ¥ - algèbre A nous appelons automorphismes de A les 

> - automorphismes de A et nous notons Aut A le groupe qu'ils forment, 

Int A le sous-groupe distingué formé des automorphismes intérieurs, i.e. de 

la forme a t—> *u(
&) 5 8 u a u ~ 1 o u u ^ SÌA) • 

Sur Aut A on peut considérer (au moins) quatre topologies : 

T.. définie par le fait qu'une suite généralisée o( Aut A converge vers 

l'élément neutre e si <f(°t^ a) tend vers cf{a) pour tout y £ A *.et 

tout a £ A ; c'est la topologie de la convergence simple ultra-faible, et 

c'est a peu près la seule que nous utiliserons dans ce séminaire ; 

Tg : U £ converge vers e si Dot^y - <f H tend vers 0 pour tout p f A ^ 

en posant c( y = <p0 •( ~ 1 5 

%2 : *( ̂  converge vers e si fl^^a-a || tend vers 0 pour tout a f À ; 

T. : ̂  . converge vers e si l| JL. - e || « sup /J ̂ . a - a // tend vers 0. 

On a T., ¿ ^ et ^ ^ ^ ^ . 

Les topologies et sont assez voisines puisqu'elles définissent les 

mêmes suites convergentes (cf. Elliott [il]) ; est trop forte pour la plu

part des applications : pour cette topologie la composante connexe de e est 

égale a Int A (cf. Kadison - Ringrose [l]) ; signalons aussi que tout auto

morphisme vérifiant )| c( - e \\ ¿- 2 est intérieur (ibid.). 

Si G est un groupe localement compact, tout morphisme de G dans Aut A , continu 

pour T.J , est aussi continu pour Tg ; ceci est un cas particulier du résultat 

classique suivant : soient E un espace de Banach, U un morphisme de G dans le 

groupe des automorphismes isométriques de E ; on suppose que pour tout x é" E 

l'application g > > U x est continue pour la topologie affaiblie de E ; 

alors elle est continue pour la topologie initiale (voir par exemple Johnson 

[1]. §2). 
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Si A est discrète, tout automorphisme de A induisant lfidentité sur son centre 

est intérieur ; en particulier tout automorphisme d'une algèbre L(H) est in

térieur (cf. Dixmier [i], ch.III, § 3). Si A est le facteur hyperfini de type 

II.j, tout groupe localement compact séparable admet un morphisme fidèle : 

G i * Aut A tel que o((g) soit non intérieur si g ¿ e (cf. Blattner [i]). 

Supposons maintenant que A est réalisée dans un espace hilbertien H , notons T 

le groupe des opérateurs unitaires u dans H qui vérifient u A u~1 s A , 

et p le morphisme naturel de V dans Aut A ; alors p est continu si on munit F 

de la topologie faible et Aut A de la topologie • Supposons en outre que 

A admet un vecteur totalisateur et séparateur ; alors il existe un morphisme 

q : Aut A > V , continu pour les topologies ci-dessus et vérifiant 

p o q = identité (cf. Connes [2]}. Enfin toute W*- algèbre est isomorphe a 

une algèbre dans un espace hilbertien pour laquelle il existe un morphisme q 

ayant les propriétés ci-dessus (Haagerup [i]). 
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§ A.8. Produits tensoriels infinis. 

(Voir Guichardet [4]) 

Soit (H,) une famille quelconque d'espaces hilbertiens et, pour tout 
1 iél 

i , lu un vecteur unitaire de ; si J et K sont deux sous-ensembles finis de 

I vérifiant J C K , on définit une application isométrique de ® H. 
x€ J 

dans ® H, par T w (x) « x® ( ® u.) ; on obtient ainsi un 
i«K 1 i«K-J 1

 ( u j 

système inductif d'espaces hilbertiens ; on note H = Q * H. la limite 

indue tive de ce système inductif. Soit (x̂ ) une famille telle que x^ * 

e* x i « pour presque tout i (i.e. sauf pour un nombre fini d'indices 

i), soit pour i 4 J ; on note ® x. l'image canonique de ® x. dans H ; 
i£ J 1 

les éléments de ce type engendrent H ; leurs produits scalaires sont donnés par 

( 9 X* l ® y ) - H (x | j±) . 

On obtient des bases orthonormales de H de la façon suivante : soit,pour tout 

i, (e^ ) une base orthonormale de où ot parcourt un ensemble contenant 

un élément tel que e* « u. ; soit FI A le sous-ensemble de 
' x Pi 1 iél 1 

f A. formé des familles (f(i)) telles que f(i) = 6 pour presque 
if I 1 ' 1 

tout i ; alors les vecteurs 0 ef (i) f o r m e n"t n̂© base orthonormale de H . 

Soit (T±) une famille telle que T± é liO^) P0"1 i et 1 = I 

pour presque tout i ; il existe un unique opérateur linéaire continu dans H , 

noté ® T± , vérifiant ( Q T±)( ® x ±) = ® T ± x̂ ^ pour toute famille 

xi * **i » xi ~ ui P01*1" P a c e sq u e tout i- Donnons-nous pour tout i une algèbre 

de von Neumann A^ dans R\ ; on note ® A^ l'algèbre de von Neumann dans H 

engendrée par les opérateurs ® où 1 ^ A, et = I pour presque 

tout i. On a (Qâ^)1 =®A i';celaest démontré dans Guichardet [ 4 ] en 
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supposant les semi-finies ; en fait la démonstration est valable sans res

triction puisqu'on sait maintenant que le résultat est vrai pour les produits 

tensoriels finis dfalgèbres de von Neumann non nécessairement semi-finies (cf. 

Takesaki [2]). 
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N eus exposons ici très brièvement quelques idées et résultats de la théo

rie des systèmes dynamiques commutatifs (ou théorie ergodique) ; certaines ont 

déjà été généralisées au cas non commutatif, d'autres pourraient probablement 

l'dtre. 

§ B.1. Généralités. 

Nous appellerons espace mesuré un couple (X , ) où 

- X est un espace borélien, i.e. un ensemble muni d'une tribu T dont les élé

ments sont appelés sous-ensembles boréliens 

- est une mesure positive sur X, i.e. une application de T dans [0 , +00 ] 

vérifiant les conditions suivantes : 

a) /*(ff) » 0 

b) /* ( ̂ A Q) = ¿Tf* (An) si les sont deux à deux disjoints 

c) X est réunion de sous-ensembles de mesure finie. 

Un espace mesuré (X ,^) est dit fini si /^(x) est fini ; <f - fini si X 

est réunion dénombrable de sous-ensembles de mesure finie. 

Un automorphisme d'un espace mesuré (X ,yu ) est une permutation de Xv, bime-

surable et conservant yu . Deux espaces mesurés (X ,/*) et (X',/*') sont 

dits isomorphes s'il existe deux sous-ensembles Y C X , Y' C X1 respective

ment ^ - et f*»x - négligeables, et une bijection bimesurable de X - Y sur 

X' - Y' transformant ^ | X - Y en /̂» / X' - Y' . 

Deux mesures sur X sont dites équivalentes si elles définissent les mêmes sous-

ensembles négligeables ; elles définissent alors les mêmes sous-ensembles mesu

rables, les mêmes fonctions mesurables et les mêmes espaces ; on pourra 
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donc écrire L°^(X,C) au lieu de L°° (X ) , en notant C la classe d'équi

valence de f* . On écrira C < C1 si tout sous-ensemble C1 - négligeable est 

C - négligeable. 

Nous appellerons espace quasi-mesuré un couple (X,C) où X est un espace boré-

lien et C une classe de mesures sur X ; nous parlerons alors de classes de sous-

ensembles mesurables (sous-entendu : modulo les sous-ensembles C - négligeables) ; 

rappelons que toute famille de telles classes admet une borne supérieure et une 

borne inférieure ; deux telles classes sont dites disjointes si leur borne infé

rieure est la classe de l'ensemble vide. Un espace quasi-mesuré est dit de genre  

dénombrable si toute famille de classes de sous-ensembles mesurables non négli

geables deux à deux disjointes est dénombrable ; il revient au même de dire que 

C contient une mesure finie, ou encore une mesure G - finie. La définition des 

espaces quasi-mesurés isomorphes est tout à fait analogue à celle des espaces 

mesurés isomorphes : il suffit de remplacer partout et par C et C. 

Un automornhisme d'un espace quasi-mesuré (X,C) est une permutation de X, 

bimesurable et conservant C ; on dit aussi que la permutation laisfçles éléments 

de C quasi-invariants . Un système dynamique (commutatif), en abrégé SD, est un 

triplet F = (X,C,G) où G est un groupe opérant par automorphismes dans 

(X,C) ; nous supposerons toujours dans la suite que (X,C) est de genre dénom 

brable . F sera dit séparable si X est standard et G dénombrable ; il sera dit 

avec mesure invariante si C contient une mesure G - invariante. Deux systèmes 

dynamiques (X,C,G) et (X',C',G) avec même groupe G sont dits isomorphes s'il 

existe un isomorphisme de (XfC) sur (X',C') compatible avec l'action de G . 
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§ B.2. Représentations associées a un système dynamique. 

Soient (X,C,G) un système dynamique et j* un élément de C ; pour tout 

p 6 ] on peut définir une représentation de G dans I?(X,f* ) 

par des opérateurs isométriques : 

( u ^ f X x ) = ( d H g - 1 * ) / d / < ( x ) ) l / p . ; 

est indépendante du choix de dans C car si yu 1 =5 cf.^ € C , l'iso-

morphisme f 1 <p""1/p f de LP(X sur LP(X ,/*') entrelace les 

deux représentations. 

Supposons maintenant G topologique ; on peut se demander dans quelj cas 

est continue, ce qui signifie que pour toute f .£ J? , l'application g 1 > 

f de G dans L** est continue ; la réponse est donnée par les résultats 

suivants : 

a) Si G est localement compact, X localement compact polonais, si C contient 

une mesure de Radon, et si l'application (g,x) t—> g.x est continue, 

TJ^ est continue pour tout p£ [l,+ oO [ (voir Bourbaki [1 ] , ch.VIII, 

§ 4, exercice 13). 

b) Si G est localement compact separable, X borélien standard, et l'application 
(2) 

(gfx) 1 > g.x borélienne, Ir ' est continue (voir Varadarajan [2]). 

c) On suppose que X est un espace vectoriel réel, et on considère un sous-espace 

vectoriel T du dual de X, et un sous-espace vectoriel Z de Y muni d'une to

pologie d'espace de Préchet plus fine que la topologie faible ; on suppose 

que f* est une mesure positive bornée sur la tribu cylindrique de Y, quasi-

invariante par les translations par des éléments de Z ; alors la représen-

tation unitaire U de Z dans L (Y ) définie par 

(Uzf)(y) = (d/*(y-«)/d/*(y))± . f(y-z) 

est continue (cf. Hegerfeldt [1]) . 
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(2) 
Ayant choisi un élément ̂  de C nous écrirons souvent U aa lieu de U ; pour 

toute f ^ L ^ C x , ^ ) on notera T f l'opérateur de multiplication par f dans 

L2(X ,̂  ) ; on a 

U g T f ïT
1 = T g S où (g.f)(x) - f(g"1x) . 

Remarquons que U est toujours équivalente à sa contragrédiente (voir définition 

au § C.3) puisqu'elle permute a l'opérateur antiunitaire f 1 > f de L 

dans lui-même. Si C contient une mesure invariante finie V , la fonction 1 

est un vecteur de L2(X , y ) invariant par U et totalisateur pour les ; 

réciproquement si L (X contient un tel vecteur, C contient une mesure 

invariante finie. 
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§ B.3. Systèmes ergodiques. 

On peut donner des systèmes ergodiques plusieurs définitions équivalentes : 

(i) la classe C est minimale parmi les classes invariantes ; 

(ii) tout élément invariant de L0* (X,C) est constant ; 

(iii) pour toute mesure * C 1»ensemble des opérateurs U g et est irré-

ductible dans L (X.j*) . 

Propriétés du spectre de U. 

G.W.Mackey a démontré les résultats suivants (voir Mackey [1]). On suppose G 

localement compact séparable. X borélien standard. (g,x) *—> gx borélienne, 

de sorte que U est continue ; on suppose que U est somme (discrète) de repré

sentations irréductibles de dimension finie ; alors 

(i) C contient une mesure invariante finie ; 

(ii) toute composante irréductible de U apparaît avec une multiplicité au 

plus égale à sa dimension ; 

(iii) la contragrédiente de toute composante irréductible de U est aussi une 

composante irréductible de U ; 

(iv) si Vj et V2 sont des composantes irréductibles de U, V1 O n'est pas 

disjointe de U ; 
F» 

(v) F est isomorphe à un système dynamique obtenu de la façon suivante : on 

prend un groupe compact K , un sous-groupe fermé K Q de K , un morphisme 

continu à image dense p de G dans K ; on pose X1 = K/K Q , ^ 1 =5 

mesure sur X1 , K - invariante et de masse totale 1 , enfin on fait opé

rer G dans X1 de façon naturelle via cf> . 

[ Le principe de la démonstration est le suivant. Notons K le compactifié de 

Bohr de G , (f le morphisme canonique de G dans K ; choisissons /a £ C ; il 
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2 existe une unique représentation U1 de K dans L (X ) telle que U'0<p = U ; 

on a 

Uk • h ° * ' Uk~1 = L °° V k é K 

car cela est vrai pour k £ <p(G) et se prolonge par continuité ; on en déduit 

une action de K dans (X,C) qui vérifie 

Uk Tf Uk"1 " Tk.f o ù (k-f)(x) « f(k~1*) V f <f L0*7 

k.X =s g.X Si k a Cf(g) ; 

le système (X,C,K) est évidemment ergodique ; comme K est compact, C est portée 

par une orbite de K dans X ; on peut remplacer X par un espace homogène K /K Q , 

et ceci démontre (v) ; les autres assertions en sont des conséquences classiques ; 

on remarquera que (iii) résulte trivialement du fait que U est équivalente a sa 

contragrédiente (voir § B.2) ] 

Supposons maintenant G commutatif ; alors le spectre de U (ensemble des éléments 

de G contenus dans U; est simple et est un sous-groupe dénombrable F de G ; si 

on définit K et K comme dans la démonstration ci-dessus, on a K « Eer U1 m o o 

F , donc K / K q est le groupe dual du groupe F muni de la topologie dis

crète ; .F est isomorphe au système dynamique construit comme indiqué en (v) en 

prenant K = • , K Q trivial, (f « morphisme dual de l'injection T — » G ; 

on voit que la classe d'équivalence de U détermine F à isomorphisme près (pro

priété qui ne subsiste pas lorsque G n'est pas commutatif), et aussi que tout 

sous-groupe dénombrable de G s'obtient de cette façon. 

Remarque. Le résultat précédent se généralise de la façon suivante (Mackey [1]) : 

considérons un système dynamique concret F = (A, G, H, U) (voir définition 

au § 1.2) avec G localement compact séparable, A commutative, H séparable, ïï 

continue ; on suppose F ergodique et U somme de représentations irréductibles 
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de dimension finie ; alors il existe un groupe compact K, un sous-groupe fermé 

, un morphisme continu à image dense <f de G dans K , une représentation V 

de K Q et un isomorphisme de H sur l'espace de la représentation de K induite 

par V, notée Ind V , transformant A en l'algèbre des opérateurs diagonalisa

ble s et Ü en la représentation Ind V o <f • 

Désintégration des mesures quasi-invariantes en mesures quasi-invariantes ergo 

diques. 

Soit (X,C,G) un système dynamique où G est localement compact separable, 

X standard et l'application (g,x) j — g . x borélienne ; soit ^ € C ; il 

existe 

- un espace mesuré standard (Y , v ) 

- une application mesurable p de X sur Y vérifiant p(/* ) = • et p o g = p 

V g £ G 

- une désintégration » J .dv(y) ou pour tout y f Y , est une 
J y y 

mesure positive de masse 1 portée par p"~1(fy}) , quasi-invariante et ergodi

que pour G . 

[Voir Guichardet [2] ; l'hypothèse " G dénombrable " qui y est faite est en 

réalité inutile car, avec les notations de cet article, on peut supposer 

<f (X ) » i&X) pour tout s et tout X même si G n'est pas dénombrable : 

voir aussi Dang Ngoc [3] ] 
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§ B.4. Classification des systèmes dynamiques. 

(Voir Dang Ngoc [i]) 

Un système dynamique (X,C,G) est dit 

- fini si C contient une mesure invariante finie 

- semi-fini si C contient une mesure invariante 6 - finie 

- infini s'il n'est pas fini 

- proprement infini s'il n'existe aucune mesure invariante finie de base C 

- purement infini s'il n'existe aucune mesure invariante 6 - finie de base C . 

Tout système dynamique se décompose d'une façon unique en somme directe d'un 

système fini, d'un système semi-fini proprement infini et d'un système purement 

infini. 

Soit B un sous-ensemble de X (ici comme souvent dans la suite nous disons " sous-

ensemble " au lieu de " classe de sous-ensembles mesurables ") ; on appelle 

support de B la borne inférieure des sous-ensembles invariants contenant E, qui 

est aussi la borne supérieure des g.B pour g £ 0 ; on dit que E est un G -

atome si pour tout sous-ensemble P de X il existe un sous-ensemble P' invariant 

et vérifiant P A E = P'/̂  E ; cela revient à dire que E est minimal parmi les 

sous-ensembles ayant même G - support que E. Le système (X,C,G) est dit discret 

s'il existe un G - atome ayant pour G - support X , ou encore si tout sous-ensem

ble non négligeable contient un G - atome non négligeable ; il est dit continu 

s'il n'existe aucun G - atome non négligeable. Tout système se décompose d'une 

façon unique en somme directe d'un système discret et d'un système continu ; les 

systèmes ergodiques discrets sont exactement les systèmes transitifs (ce qui si

gnifie que C est portée par une orbite). 

^ separables 
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§ B.5. Groupes pleins d1 autofflorphism.es. 

(Voir Itye [ 1 ] , [2] et Dang Ngoc [1]) 

Un groupe G d'automorphismes dfun espace quasi-mesuré (X,C) est dit plein si 

la condition suivante est réalisée : soit T un automorphisme de (X,C) ; suppo

sons qu'il existe une partition (Xn) n = 1 , 2 , . . . de X et des éléments g^ 

de G vérifiant T I x

n = 8^ I x n P01^ 'tou't n ? alors T( G . Soit mainte

nant G un groupe d'automorphismes quelconque ; l'ensemble des automorphisme s 

vérifiant la condition ci-dessus est un groupe plein, appelé groupe plein en 

gendré par G et noté [G]. Les sous-ensembles invariants par G et [G] sont 

les mêmes ; mais un automorphisme de (X,C) qui laisse invariants tous les 

sous-ensembles G - invariants n'appartient pas nécessairement à [G] (voir § 

VII.6). Il est clair que les orbites de [G] sont les mêmes que celles de 0 ; 

si F est séparable, les éléments de [G] sont exactement les automorphismes T 

tels que T x f G x V x f X . 

Soient (X,C,G) et (X',C*,G') deux systèmes dynamiques $ on dit qu'ils sont 

faiblement isomorphes s'il existe un isomorphisme de (X,c) sur (X',01) 

transformant [G] en [G']. 
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§ B.6. Systèmes dynamiques induits. 

(Voir Dang Ngoc [l]) 

Soient P = (X,C,(x) un système dynamique et E un sous-ensemble mesurable 

non négligeable ; on va définir un système dynamique Fg = (E,C | E,Gg) dit 

induit. Définissons d'abord 1'automorphisme Tg de (E,C | E) induit par un 

automorphisme quelconque T de (X,C) ; il suffit d'indiquer l'action de Tg 

sur l'intersection de E avec une orbite quelconque 0 de T dans X ; pour cela 

nous distinguerons quatre cas : 

a) E A 0 est infini à droite et à gauche (infinie à droite signifie que pour 

tout x ̂  E A 0 on a ftéEnO pour une infinité de n > 0 ) ; dans 

ce cas on pose T g x = T11 x où n est le plus petit entier > 0 tel 

que T11 x é E r\ 0 ; 

b) E A 0 est fini à droite et à gauche ; notons x^, . . . x^ les points de 

E A 0 de façon que pour tout i > 1 , x^ se déduise de x^ 1 par une 

puissance strictement positive de T ; on pose alors 

/ x ± + 1 pour i » 1,... k-1 
Ê "*i 85 i 

( x 1 pour i « k ; 

enfin si k = 1 , Tg x 1 = x 1 ; 

c) E A 0 est fini a gauche et infini a droite ; notons x l f Xg,... ses élé

ments ordonnés comme en b) ; on pose 

/ x 2 si i = 1 

Tg x ± = J x i + 2 si i est pair 

( xi_2 si i est impair ̂  3 ; 

d) E A 0 est fini a droite et infini a gauche : analogue. 
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On vérifie facilement que l1 automorphisme de (X,C) obtenu en prolongeant T g 

par l'identité sur X - B appartient au groupe plein engendré par T . 

On définit alors Gg comme étant le groupe d*automorphismes de (E ,C | E) 

engendré par les gg ou g f G ; [Gg] est l'ensemble des restrictions à E 

des éléments de[G] qui conservent E . 

Soit E le G - support de E ; l'application y i > vj E est une bisection 

de l'ensemble des mesures V de base C , G - invariantes sur E , sur l'ensemble 

des mesures sur E, de base C I E , Gg - invariantes. 
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§ B.7. Comparaison des sous-ensembles. 

(Voir Hopf [1] ou Dang Ngoc [1]) 

Soit F = (X,C,G) un système dynamique ; on dit que deux sous-ensembles E et 

F de X sont G - équivalents, et on écrit E F , s'il existe une partition 

(Ê ) de E et des éléments ĝ  de G tels que les Sn^n constituent une parti

tion de F. Alors les systèmes induits dans E et F sont faiblement isomorphes. 

On écrit E -tf F si E est G - équivalent a un sous-ensemble de F ; on dit 

qu'un sous-ensemble F est G - fini (resp. G - semi - fini) si les relations 

E C F , E ^ F impliquent E = F (resp. si tout ensemble non négligeable 

li

ma joré par F majore un sous-ensemble non négligeable G - fini). 

Si E et F sont deux sous-ensembles il existe un sous-ensemble G - invariant A 

tel que E A A F n A et F r\ (X-A) -g£ E A (X-A) ; en particulier si 

F est ergodique on a toujours E F ou P ^ E . 

Le système F est continu si et seulement si tout sous-ensemble est réunion de 

deux sous-ensembles disjoints équivalents. 

Un sous-ensemble E est G - fini (resp. semi-fini) si et seulement si le système 

F_ est fini (resp. semi-fini) ; lorsque E » X on retrouve un résultat dû à 
—Ej 

Hopf pour le cas fini, et à Halmos et Kawada pour le cas semi-fini. 

Si F est ergodique, deux sous-ensembles donnant des systèmes induits infinis 

sont équivalents. 
Structure des systèmes dynamiques discrets. 

Le système F est dit homogène si X est réunion d'une suite finie ou infinie de 

G - atome deux à deux disjoints et deux à deux équivalents ; le cardinal de la 

suite est alors unique et on dit que F est de type 1 ^ . Tout système discret 

est somme de systèmes homogènes des divers types ; tout système séparable de 

type 1 ^ est faiblement isomorphe à un système F n x F' ou F' est un système 

166 



SYSTÈMES DYNAMIQUES COMMUTATIFS 

avec groupe trivial, et où F = (X ,C ,G ) , X étant un ensemble à n élé-
"~n n n n n 

ments, la classe de la mesure définie par la masse 1 en chaque point, G n 

le groupe des permutations de X n qui ne déplacent qu'un nombre fini de points. 
Ceci montre en particulier que tout système discret est semi-fini. 
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§ B.8. Propriétés particulières aux systèmes dynamiques avec mesures invariantes. 

Nous considérons ici un système dynamique (X,C,G) et nous supposons que C 

contient une mesure invariante finie de masse totale 1, soit p . 

Théorèmes ergodiques moyens et ponctuels. 

2 
D'après le § C.1, pour toute f é L l'enveloppe convexe fermée des U f con-

g 
tient un élément invariant et un seul ; si on le note P(f), P est le projecteur 

2 2 G orthogonal de L sur l'ensemble (L ) des éléments invariants. Si / f/ est 
presque partout inférieure ou égale à 1, il en est de même de I P(f)| ; donc 

2 oo 
pour toute f é L et toute f' £ L vérifiant /f'/ < 1 p.p. on a 

|^(P(f).f) | = | ^(f.P(f'))/ ^ |/ f n 1 

donc II P(f ) Il 1 ^ I f ï .j , et P se prolonge en un opérateur linéaire continu 

de L1 dans lui-même, que nous notons encore P ; il est facile de voir que P nfest 
B v 

autre que l'espérance conditionnelle B ou B est la sous-tribu formée des en

sembles invariants. 

Si G est localement compact et admet une famille moyennante (̂ )̂ (voir § C.4) 
2 

et si U est continue, pour f 4. L , P(f) est la limite en moyenne quadratique 

des fonctions x i > f<f ̂ (g) .f(g~1x) .dg ; par passage a la limite on voit 

que pour f £ L 1 , P(f) est limite en moyenne des mêmes fonctions (théorème 

ergodique moyen). 

Le théorème ergodique ponctuel de Birkhoff est relatif a des familles moyennan

te s particulières : on suppose que G contient une suite croissante (H^) d'ou

verts relativement compacts contenant e et vérifiant les conditions suivantes : 
lim X (g H A H )/À (H ) * 0 i g € G & n n n n=co 

A (H H" 1) ^ K A (H ) 

v n n n 
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où K est une constante positive et A une mesure de Haar à gauche sur G ; on 

suppose en outre X compact métrisable, f* de Radon, et l'application (g,x) i—> 

g.x continue. Alors pour toute f £ L la fonction 

x i — > ( x o g r 1 / f(gx). d>(g) 

Hn 

converge en moyenne et presque partout vers P(f) (voir Chatard [i]). On obtient 

en particulier le théorème ergodique de Rirkhoff sous sa forme primitive en 

prenant G « Z et « £ 0, 1,... n } ; en fait celui-ci est valable dès 

que est S - finie ; d'autre part le théorème général ci-dessus reste proba

blement valable pour des familles moyennantes plus générales que celles considé

rées ci-dessus. 

Systèmes ergodiques. 

Les conditions (i), (ii), (iii) du § B.3 sont encore équivalentes aux suivantes : 

(iv) est extrémale dans l'ensemble des mesures invariantes 

(v) les constantes sont les seuls éléments U - invariants de J? 

(vi) (en supposant G localement compact et U continue) : P(f) = /*(f).1 pour 

toute f £ L 2 , ce qui, d'après le § C.3 f équivaut a 

*g y (Ug ̂  . f 2 ) » (̂ ) . r (f2) V ^ , f 2 6 L 2 . 

On considère aussi deux propriétés plus fortes que l'ergodicité : on dit que J? 

est faiblement mélangeant si les constantes constituent le seul sous-espace 

U - invariant de dimension finie non nul de L ; cela équivaut (prop. C.2) 

à dire que le système (X x X, , G) est ergodique ; ou encore, si G est 

localement compact et U continue, que 

"g ' f* ( ü g f1 • f 2 } " ru,) • M f

2 ) / - 0 V f ^ f 2 é L 2 

(on rappelle que U est équivalente à sa contragrédiente, cf. § B.2) 
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On dit que jP est mélangeant si on a 

lim (Ug f 1 . f2) = r (*-,) • r (*2>
 V f 2 é L

2 

(on suppose ici G localement compact non compact et U continue). 

Classification des mesures invariantes (voir Varadarajan [1 ] ) . 

Les mesures finies invariantes . contrairement aux mesures quasi-invariantes 

(pour lesquelles le problème est entièrement ouvert), admettent une classifi

cation relativement simple. Considérons un espace borélien standard X et un 

groupe localement compact séparable G opérant dans X de façon que l'applica

tion (g,x) »—> g.x soit borélienne ; appelons mesures les mesures positi

ves de masse totale 1 et supposons qu'il existe une mesure invariante. Alors 

il existe un espace borélien standard T et une application borélienne p de X 

dans Y telle que 

p o g = p pour tout g e G 

chaque fibre p~ ({y}) porte une unique mesure invariante V (qui est 

ergodique) 

toute mesure ergodique est de cette forme 

toute mesure invariante p est l'intégrale des mesures par rapport à 

la mesure p( ). 
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ppen ice FONCTIONS FAIBLEMENT PRESQUE PÉRIODIQUES 

§ C.1. Le théorème ergodique de Byll-Nardzewski. 

Théorème C . 1 . Soient X un espace vectoriel topologique localement convexe quasi-

complet, G un groupe, U une représentation de G dans X, c'est-à-dire un morphi-

sme de G dans le groupe des automorphisme s bicontinus de X ; on suppose les TJg 

équicontinus et les orbites de G dans X relativement compactes pour la topolo

gie affaiblie de X ; on note X** l'ensemble des vecteurs invariants par G . 

Alors pour tout x l X l'ensemble co G x (enveloppe convexe fermée pour la 

topologie initiale de l'orbite de x) contient un élément et un seul de X G ; si 

on le note P(x), P est un projecteur continu sur X** , vérifiant P © U g = P 

V g € S ; le noyau de P est le sous-espace vectoriel fermé engendré par les 

vecteurs de la forme U x - x . 
g 

On trouvera dans Aribaud [i] une démonstration basée sur le théorème sui

vant (théorème de point fixe de Byll-Nardzewski) : soient X un BVTLC , G un 

groupe d'opérateurs dans X , équicontinu et tel que ses orbites soient bornées, 

K un sous-ensemble de X, convexe, compact pour la topologie affaiblie de X , et 

invariant par G ; alors K contient au moins un vecteur invariant. 

On notera que le théorème C.1 ne s'applique pas si X est le dual d'un espace de 

Banach Y et si on remplace " topologie affaiblie 11 par " topologie faible de 

dual 11, à moins bien sûr que Y ne soit réflexif (prendre par exemple un groupe 

G discret non moyennable opérant par translations dans l'espace des fonctions 

complexes bornées sur G). Lorsque X est hilbertien et U unitaire on retrouve le 

théorème de Alaoglu - Birkhoff, qui affirme en outre que P appartient a l'enve-
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loppe convexe fermée (pour la topologie simple forte) de l'ensemble des , 

et que P(x) est la projection orthogonale de 0 sur co G x (cf. Riesz - Nagy 

[1], § H6) ; de plus P est le projecteur orthogonal sur X G . 

§ C.2. Fonctions faiblement presque périodiques sur les groupes localement  

compacts. 

(Voir Aribaud [1]) 

Soit G un groupe localement compact, C (G; l'espace des fonctions comp

lexes continues bornées sur G , muni de la topologie de la convergence uniforme. 

On peut faire opérer G par translations a droite dans jC (G; , soit 

(U f)(h) = f(hg) V f é C ° ° ( G ) , g, hé G ; 

on dit que f est faiblement presque périodique (en abrégé FPP) si son orbite 

est relativement compacte pour la topologie affaiblie de C ° ° (G) ; on note 

FPP(G) l'ensemble des fonctions faiblement presque périodiques, et on montre 

que FPP(G) est une sous - - algèbre de J200 (G). Le théorème de Ryll-

Nardzewski montre que pour toute f É FPP(G) l'enveloppe convexe uniformément 

fermée de l'ensemble des translatées à droite de f contient une fonction cons

tante et une seule ; on appelle cette constante moyenne de f et on la note M(f ) 

ou encore m^ f(g). Si on remplace translations à droite par translations à 

gauche on obtient le même ensemble FPP(G) et la même moyenne M. 

Si G est compact, toute fonction continue est FPP et la moyenne n'est autre que 

la mesure de Haar normalisée sur G . Si G est moyennable, toute moyenne inva

riante sur (G) coïncide avec M sur FPP(G) . Si G est non compact, toute 

fonction continue bornée admettant une limite à l'infini est FPP et sa moyenne 

est égale à sa limite a l'infini. 
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La moyenne est un état sur la C * * - algèbre FPP(G), qui est fidèle si et seule

ment si G est compact. Pour f é FPP(G) on a M(|f|) = 0 si et seulement 

si M(lfl ) » 0 , ou encore si et seulement si H(f f) = 0 pour toute 

f» é FPP(û). 

Voici un procédé de calcul pratique de la moyenne d'une FPP f : soit k un nombre 

complexe ; supposons que pour tout i > 0 il existe un sous-ensemble fini A 

de G tel que l'on ait 

| (card A)" 1 f (h g) - k | ̂  t V h f G ; 
g* A 

alors M(f ) « k [Principe de la démonstration : il existe des nombres k̂  

positifs de somme 1 et des éléments de G tels que 

I Z k f (h g) - M(f ) | < £ V g * G ; 
i 1 1 

alors le nombre 

(card A)""1 YL X k, *(K *) = Y- k. (card A)~ 1 Yl f (h. g) 
i 1 1 i 1 g«A 1 

sera voisin a la fois de M(f) et de k ]. 
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§ C.3. Application aux représentations. 

Dans tout ce paragraphe G désigne un groupe localement compact. Considérons 

un EVTLC quasi-complet X et une représentation U de G dans X vérifiant les con

ditions suivantes : 

(i) U est faiblement continue, i.e. la fonction g ,—> < v , U g x > est 

continue pour tout x 6 X et tout v é X1 (dual topo logique de X) 

(ii) les sont équicontinus 

(iii) les orbites de G dans X sont relativement compactes pour la topologie 

affaiblie. 

Soit v une forme linéaire continue sur X ; pour tout x £ X notons A(x) la 

fonction g $ > < v , U g x > (une telle fonction est appelée coefficient 

de U) ; on a A(x) É Ç00 (G) , A est une application linéaire continue de I 

dans (G) , donc aussi continue pour les topologies affaiblies ; de plus 

la relation A(x)(gh) = A(Uh x)(g) montre que A(x) est PPP ; notons P le 

projecteur dont le théorème de Hyll-Nardzewski affirme l'existence ; A(P(x)) 

est une constante qui appartient à l'enveloppe convexe uniformément fermée de 

l'ensemble des translatées à droite de A(x) ; donc A(P(X)) = M(A(X)). En 

résumé : 

Théorème C.2. Sous les hypothèses (i), (ii), (iii) ci-dessus, tout coefficient 

de U est une fonction PPP ; pour tout x f X et tout v É X' on a 

< v , P(x) > s» m < r v , U x > 
S S 

Corollaire C. 1. Toute fonction continue de type positif sur G est PPP ; si U 

est une représentation unitaire continue de G dans un espace hilbertien X , 

pour tout x et tout y C X on a (P(x) I y) = m (ïï x I y) où P est le 
g g 

projecteur orthogonal sur l'ensemble des vecteurs invariants. 

Nous exprimerons cette dernière relation par P = m U . 
S S 
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Pour tout espace hilbertien X nous noterons X l'espace hilbertien conjugué 

et x i—>> x lfisomorphisme antilinéaire canonique de X sur X (on peut prendre 

X « X avec l'opération externe (k,x) i >. k x et le produit scalaire 

(x,y) i > (x I y) » et x sa x ) ; nous noterons U la représentation contra

grédiente d'une représentation unitaire U (si on prend X = X comme ci-dessus 

on a U = U ). 
g g 

Soient U et U1 deux représentations unitaires dans des espaces X et X' ; pour 

x,y6 X , x',y' é X' on a, d'après le corollaire C.1 

** ( U g X ' y ) ( T g X > ' y , ) " mg ( U g ® ^ • **>ï» / y® y' ) 

• ( Q . x®ï' I y $ y' ) ( 1 ) 

où Q est le projecteur orthogonal dans X # X' sur les vecteurs invariants par 

U®!!' . Notons Lgg (X',X) l'ensemble des applications de Hilbert - Schmidt 

de X' dans X ; T l'isomorphisme de X®X' sur L̂ g (X',X) caractérisé par 

T (x® x')(y') « (y' ) x'). x ; 

on voit facilement que 

T ( ^ ® Û ^ .a) » Vg . T(a) . ÏP~1 V a e X® X' ; 

en particulier a est invariant par U ® U» si et seulement si T(a) entre

lace U et U' . Ceci, joint à (1) entraîne le 

Corollaire C.2. Si U et U' ne contiennent pas de sous-représentations de dimen

sion finie équivalentes, on a 

mg ( U g x | y ) ( U ^ X ' I ^ ) 5 8 0 Vx,y 6 X , x',y»é X' . 

Proposition C.1. Si U est une représentation irréductible dans un espace X de 

dimension finie on a 

* g (Uffx|y) (U gx' |y ' ) = (dimX)-1 (x |x') ( y | y ) V x,y,x',y' 6 X. 

175 



APPENDICE С 

Démonstration. U se prolonge au compactifié de Bohr de G et notre assertion ré

sulte des relations d'orthogonalité classiques relatives aux groupes compacts. 

Considérons encore une représentation unitaire continue d'un groupe loca

lement compact G dans un espace X ; supposons qu'il existe un vecteur invariant 

a non nul ; dire que a est le seul (à un coefficient près) vecteur invariant 

équivaut à dire que le projecteur P du corollaire C.1 est égal au projecteur sur 

a , ou encore que l'on a (P(x) I y) = (x I a) (y | a) V x.y É X , ou enfin 

(corollaire C.1) que 

» x I У) = (x I a) (y | a) V x,y e X . 

Proposition C.2. Les conditions suivantes sont équivalentes î 
(i) M gl(U gx|y) - ( x l a)(7û)|= 0 Vx,y(X 

(ii) С a est le seul sous-espace invariant de dimension finie non nul 
(iii) a® a est, à un coefficient près, le seul vecteur de Х Ф Х invariant 

par U ® U . 

Démonstration. 

Notons tout d'abord que (iii) équivaut à 

ni (U xly) (U x'| y») = (x I a) (x'| a) (y | a) (y« | a) V x,y,x' ,y« é X. 
S s s 

(2) 

Montrons que (i) implique (iii). On aura pour toute f € FPP(G) 

mg((U^x|y) - (x|a) (y la)). f(g) = 0 ; 

en particulier pour f(g) = (Ug x'| y') on trouve 

0 = m (U x| y) (U x'/y') - (x la) (y I a) m (ïï x'| y') 
о & о о о 

(x' I а) (у'к) 

c'est-à-dire (2). 
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Montrons que (iii) implique (i). On a 

• |(ïï * | y ) - ( x | a ) ( y j a ) | 2 - «. H(U x | y ) | 2

+ | ( x l a ) | 2 l ( y U ) | 2 

- 2 Re (U x | y) UT*) (y | a) ] 
O 

- » g|(U g x | y ) | 2 + | ( x | a ) / 2 J ( y l a ) | 2 

-2 | ( x | a ) | 2 ) (y la) | 2 

et ceci est nul d'après (2) où l'on a pris x' « x . y' = y ; enfin cette égalité 

entraîne (i) (voir § C.2.). 

Dans ce qui suit on note comme plus naut T l'isomorphisme canonique de X® X 

sur Î g (X,X). 

Montrons que (iii) implique (ii). Soit X' un sous-espace invariant de dimension 

finie non nul de X ; le projecteur P sur X' est un opérateur de Hilbert - Schmidt 

permutable à U 5 T"1(P) est invariant par U ® U . donc proportionnel à a® a , 

d'où P = P . 
a 

Montrons enfin que (ii) implique (iii). Soit b un élément invariant de X#X ; 

T(b) permute à U , donc aussi Re T(b) et Im T(b) ; tout projecteur propre 

de ReT(b) ou ImT(b) correspondant à une valeur propre non nulle est de di

mension finie et permute à U , donc est égal à P & ; par suite T(b) est propor

tionnel à P & 9 et b est proportionnel à a O a . 
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§ C.4- Familles moyennantes sur les groupes localement compacts. 

Définition. Nous appellerons famille moyennante sur un groupe localement compact 

G toute famille ((f .) où I est un ensemble ordonné filtrant, Cp . une 
1 1 i£l 7 1 

fonction sur G , positive, d'intégrale 1 pour une mesure de Haar à droite dg , 

et vérifiant lim f \(f±(g h) - Cf±(g) \ dg = 0 , i.e. lim W(<f ±)h -?± II 1 

= 0 pour tout h € G . 

On peut démontrer (voir Chatard [l]) que si G admet une famille moyennante, il 

est moyennable [on considère les états f > > f(f ^ f dg sur 0^° (G) ; ils 

ont un point d1 adhérence faible dans l'ensemble des états, et un tel point est 

un état invariant à droite], et que réciproquement si G est moyennable et £ -

compact, il admet une famille moyennante ou I =IN et ou est la fonction 

caractéristique d'un ouvert relativement compact u\ , les formant en outre 

une suite croissante. 

Théorème C.3- Soit U une représentation continue et uniformément bornée de G 

dans un espace de Banach X , et telle en outre que les orbites de G dans X 

soient relativement compactes pour la topologie affaiblie de X (cette dernière 

condition est évidemment automatiquement vérifiée si X est réflexif). Alors le 

projecteur P dont le théorème C.1 assure l'existence est limite simple forte 

des opérateurs U((^ S) = J ^\(g)'. Û . dg . 

Démonstration (inspirée de celle de Chatard [l], th. 1). Il existe un nombre C 

tel que j| U g || ^ C V g é G ; soient x ( X et £ > 0 ; il existe des 

nombres c^... ĉ  positifs de somme 1 et des éléments ĝ ,... ĝ  de G véri

fiant 

)) P x - Z c v U x H £ ¿/20; 
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puis il existe i Q £ I tel que i ̂  i Q implique 

Il (<p±) - Y l " 1 ^ € /2 Cl| x II V k . 1f... n . 
gk 

Alors pour i ,̂ i Q on a 

H P x - U ^ ) . x || ^ || P x - Z V !!((</>.) ^ ). x /1 + 
gk 

1 1 ? ^ . *((<(±)_, )• * " Uty^. x H 
gk 

i II V(Cf±) ( P x - Z" v U x ) I + 

Z ^ J| u(( ? i) 1 ) - u( f i)|| .| x V 
gk 

^ C 6/2 C + ( é /2 C« xll ) CfJxJl = € . 

Corollaire C.3. Pour toute fonction faiblement presque périodique f sur G on a 

M(f) « lia /(f.(g).f(g).àg . 
i x 

Exemple. Pour G s Z . on peut prendre I = )N et = produit de 

l/(i+l) par la fonction caractéristique de [0,i] ; on voit que pour tout opé

rateur unitaire U dans un espace hilbertien, (i + U + ... TT*")/(i+l) tend forte

ment vers le projecteur orthogonal sur le noyau de U - I (théorème ergodique 

moyen de von Neumann). 
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Définitions générales (voir Eilenberg - Mac Lane [i]). 

Considérons un groupe G opérant par automorphismes dans un groupe commuta-

tif P et notons g, fi l'action de g £ G sur fi £ T ; pour tout entier n 

positif ou nul on note C n ou Cn(G , T ) le groupe commutatif des applications 

de Gn dans f ; ses éléments sont appelés n - cochaînes ; en particulier 

C° = P .On définit un morphisme ô n : C n > C13*1 - l'application cobord -

par 

(ôn t)(gv... g n + 1) = g r f(g2,... ĝ .,) + X (-o1 f(g1,..,gi_1, 

gigi+i • gi+2 gn+i} + ( _ l ) n + 1 f<«i»---

pour toute f É C n ; on a en particulier 

(ô°y)(«) = ff.y - f V <T e c° 

(s1 f)(g rg 2) = g rf(g 2) - f(g1s2) + f(g,) V fé c1 . 

La propriété fondamentale de 6 n est ô11*^ ô n = 0 . On pose 

= Zn(G , F ) . Ker Ô n 

B 0 = ^(S , T ) = Im ô n _ 1 

H* = Hn(G , T ) = Zn/ B n ; 

les éléments de Z n et B11 sont appelés respectivement n - cocycle s et n -

o G cobords . En particulier Z est l'ensemble f des éléments G - invariants 

de V ; par convention B° = 0 ; Z1 est l'ensemble des applications f de G 

dans P vérifiant f(g1 g^) = f(g^ + g1. f(g2) ; B
1 est l'ensemble de 

celles qui sont de la forme f(g) = ï - if avec iç ê T . H n est 

appelé n - ième groupe de cohomologie ; si G opère trivialement dans r" on a 

H1 = Z1 = Horn (G , T ) . 
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Applications, 

Le premier groupe de cohomologie intervient souvent dans les problèmes de 

points fixes, pour la raison élémentaire suivante : considérons un ensemble E, 

un groupe commutatif F opérant dans E de façon simplement transitive, un groupe 

G opérant à la fois dans T (par automorphismes) et dans E de façon que 

g.(flf • e) = (g.g ).(g. e) ; choisissons un élément eQ de E ; pour tout g il 

existe un unique élément a(g) de T vérifiant g. eQ = a(g). eQ ; alors 

a est un 1 - cocycle et E contient un point G - invariant si et seulement si a 

est un cobord. 

Le deuxième groupe de cohomologie intervient dans les problèmes de relèvement 

de morphismes : considérons deux groupes X et Y , un morphisme surjectif v de 

X sur Y , ayant pour noyau un sous-groupe commutatif T de X , un groupe G et 

un morphisme r de G dans Y ; choisissons une section s : Y ^ X pour v ; 

on peut faire opérer G dans T de la façon suivante : 

g. y = s(r(g)). ft . s(r(g))"1 ; 

l'application p de G x G dans V définie par 

£(g, g») = »(r(gg')). s(r(g'))~1. s(r(g))"1 

est un 2 - cocycle ; enfin il existe un morphisme p de G dans X vérifiant 

v o P = r si et seulement si Ç> est un cobord [si fi est le cobord d'une 

application ù , on peut prendre p(g) = dt (g). s(r(g)) ]. 

On démontre que si G est le groupe des réels, ou un groupe de Lie semi-simple 

simplement connexe, ou le groupe de Poincaré, et si V est le groupe des comp

lexes de module 1 avec action triviale de G dans V , tout 2 - cocycle borelien 

ft est le cobord d'une application borélienne * (Varadarajan [2], th. 10,38) ; 

si de plus P est continu au point (e,e), 4 est continu en e (voir par exemple 

St̂ rmer [5]). 
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§ E.1. Mesure associée à une sous-alffèbre commutative du commutant. 

Considérons une C - algèbre unifère A et un état cf sur A ; notons H, 9 

^ les objets associés à <-f par la construction de Gelfand - Segal, 13 l1 en

semble des états sur A, compact pour la topologie faible, P lfensemble des 

états purs, F celui des états factoriels. 

Soit B une sous-algèbre de von Neumann commutative de /7T (A ) 1 ; posons E = B ? 

et notons P le projecteur orthogonal sur E ; il appartient à B1 ; l'algèbre 

commutative Bg admet le vecteur totalisateur ^ , donc est commutative maxi

male, i.e. Bg = (Bg)1 = B f

E ; l
fensemble TT (A) e des opérateurs lf (a)E 

ou a é A est inclus dans B̂  puisque (A) c B1 ; 1! algèbre de von Neumann 

engendrée par 7f ( A ) E est identique a Bg puisqu'elle admet aussi le vecteur 

totalisateur ^ ; enfin, puisque E est séparateur pour B, l'application canoni

que B , > Bg est un isomorphisme. Ceci étant, on sait (cf. Sakaî [i]) asso

cier a B une mesure positive normée sur 13 possédant les propriétés suivantes : 

(i) ^ a pour barycentre cf , i.e. <̂ (a) = J\y (a) .d/< ( <f ) = /*- ( \ ) 

pour tout a é A , en notant HL la fonction sur E : <f i p̂(a) ; 

(ii) ^(^....a^) = (T(ai).P.7V(a2).P.... P.T(an). T |T) (l) 

pour tous â ,... a^é A ; 

(iii) il existe un isomorphisme A de Bg sur L°°(E ,/*) tel que 

^ ( A (T). a ) = (T.P. TT(a). T IT ) ^ T € \ , a Ç A ; (2) 

(iv) A transforme, pour tout a f A , TT (a)E en l'image canonique de a 

dans L (B ; 
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(v) peut être construite comme suit : notons C la sous - C - algèbre de 
A 

Bg engendrée par 7F (A)^ , C son spectre, et V la mesure positive normée 

sur C correspondant a l'état 1 C par l'isomorphisme de Gelfand ; soit 

V l'application continue de £ dans E définie par l{% )(a) = 0( (v (a)E) 
A 

pour tout X ( C ; alors /< est l'image de v par V ; 

(vi) la propriété (ii) caractérise /* (cela résulte du théorème de Stone -

Weierstrass, d'après lequel les fonctions â  ••• a

n

 s o n^ totales dans 

C(B)h 

(vii) la propriété (iii) caractérise et la relation (2) caractérise A . 

Dans la suite nous noterons et les objets et A définis ci-dessus. 

§ E.2. Propriétés de l'application B 1 ^ / -< B . 

Nous désignerons par il l'ensemble des mesures positives normées sur E de 

barycentre cp , et •< la relation d'ordre de Choquet - Bishop - de Leeuw sur a. 

c1 est-a-dire que l'on a /-» -< v si et seulement si (f) <C V (f) pour 

toute fonction f convexe continue sur E ; B t v /-/̂  est donc une applica

tion de l'ensemble des sous-algèbres de von Neumann commutatives de T (A) • dans 

H • 

Deux états <f ̂  et Cf sont dits disjoints si les représentations associées 

sont disjointes, ce qui revient a dire qu'il existe un projecteur z de Z (centre 

de A**) vérifiant V ^ 2 ) = 1 e ^ = 0 • U n e rassure positive normée 

p sur E. sera dite déliée si, pour tout sous-ensemble /* - mesurable X de E 

tel que X et E - X soient non - négligeables, les états 
f y.a>(r)/rU) et / f .d/<(^)/r (E-X) 

JX E-X 
sont disjoints. 
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Ceci étant, on a les propriétés suivantes : 

(i) ona ^ B -< /*B si et seulement si B1 C B 2 ; en particulier l'ap

plication B t » est infective (cf. Ruelle [i], cor.1.5). 

(ii) Si A est séparable, est portée par P si et seulement si B est une 

sous-algèbre commutative maximale de if (A)' (cf. Sakaï [i] et Dang Ngoc 

W ) . 

(iii) L'application B i > /̂ ^ est surjective si et seulement si t t (A) ' 

est commutative (cf. Dang Ngoc |/|]). 

(iv) Si B = TT (A)' A 7T (A)" et si A est séparable, est portée par P. 

(v) est déliée si et seulement si B C 7f ( A ) ' A (A)" , et toute me

sure déliée de A s'obtient de cette façon (cf. Sakaï, th. 3.5.5). 

(vi) Soit oi un automorphisme de A conservant <p , U l'opérateur unitaire dans 

H caractérisé par IT U (a)) = U.Tf (a).U~1 V aé A et U N ? ; 

alors M est la transformée de par la permutation ^ de E , 
UBU*1 15 

transposée de ̂  (on le voit facilement en utilisant la relation (i)). En 

particulier est invariante par ^ si et seulement si B est globa

lement invariante par U ; si ces conditions sont réalisées, la relation 

(2) montre aisément que A g est covariante en ce sens que pour tout 

T £ Bg , AB((UTU" )E) est transformée de ABM par \ 
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§ E.3. Relations avec la théorie de la réduction. 

On suppose ici A separable. En utilisant une suite partout dense dans A, on 

peut munir le champ d1 espaces hilbertiens E ^ 4/ 1 > d'une structure 

canonique de champ borélien (voir définition dans Dixmier [2], App. A 96 ; pour 

la suite, voir Guichardet- Kastler Soit /A une mesure positive normée sur 

E ; les champs y »—» , 7y , sont mesurables ; posons 

Lf « . d r ( ^ ) , H ss Hy , ir « ÏÏ^ , X = y<f 

H = j .d/.(r) , or = / ^ .d/*(f) T T = / d/.(ir ) 

Z, =a algèbre des opérateurs diagonalisables dans H C Tf (A) 1 . 

Il existe une application linéaire isométrique V de H dans H telle que 

V(ir ( A ) . > ) = ̂  (a).? t/ a é A ; 

V entrelace î et ii 1 son image est le sous-espace K = *tt (a). T ; le support 

de K dans le centre de TT (A)" contient tous les vecteurs de la forme Tjr(a) ? 

ou T 6 Z ; il est donc égal à H , et TT est quasi-équivalente à ; si 

est incluse dans 7f (A)" (ce qui se produit si et seulement si est déliée), 

V est surjective, et JC est équivalente a TT . 

Revenons maintenant a la situation décrite au § 1 , ou l'on a des objets 

A, c ^ , H , ̂  , TT , B C TT (A) ', p g , y\ B noté /1 ; ce qui précède montre que 

*ÍT est quasi-équivalente a la représentation y TT .d/^^) ; si B est 

commutative maximale dans y (A) ', /* est portée par £ , et on a obtenu une 

désintégration d'une représentation quasi-équivalente à TT en repxésentations 

irréductibles. Supposons B C 1f(A)' A T (A)" ; d'après la propriété (v) du 

§ 2, est déliée, donc V est surjective ; de plus V transforme tout élément 

b de B en l'opérateur T^(]^) d e multiplication par la fonction /l(bg) [on 

le voit en vérifiant que 
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(VbTT(a') T R (a)t ) = ( T ̂  ^ V K (a' ) ï I TT (a) ? ) \ / a , a ' * A ] ; 

on a donc ici une désintégration de Tf qui diagonalise B ; si en particulier on 

prend B = T (A) 1 n K (A) " , cette désintégration est la désintégration cen

trale de TT . 

§ E«4. Mesures Y - centrales. 

Nous reprenons ici une C - algèbre unifère séparable A et nous nous don-

nons une sous - ¥ - algèbre T de Z (centre de A ; . 

Soit if un état de A ; nous savons, d'après l'étude faite au § E .1 , associer a 

la sous-algèbre B = *ÏÏ^ (Y) une mesure sur E. de barycentre <f ; nous la no

terons ou et l'appellerons mesure Y - centrale de Cf . Nous dirons qu' 

une mesure positive normée sur E est Y - centrale si c'est la mesure Y - cen

trale de son barycentre ; lorsque Y = Z on dit centrale au lieu de Z - cen

trale. La mesure j+y jouit donc des propriétés suivantes : 

(i) /^(I, ...\) = (^(a^.P.ir^)... P.|TY(an). ̂  \ff) 

V â ,... a n^ A , où P est le projecteur sur 7T^(Y). ? ^ ; 

(ii) il existe un morphisme normal de Y sur L0*7 (E , ) tel que 

/>M?(y).a) = <f(ya) t/yéY,a6 ' A ; (3) 

(iii) chacune des propriétés (i) et (ii) caractérise , et (3) caractérise 

\ ; 

(iv) <̂ ̂  est déliée . 

De plus toute mesure centrale est portée par P . 

Définition. Un état cf est dit Y - pur si la restriction à Y de son prolongement 

canonique a A est multiplicative (i.e. est un caractère de Y; ; ou encore si 
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l'algèbre if̂  (Y) est réduite aux scalaires. Les états Z - purs sont exacte

ment les états factoriels. 

Il est clair que la mesure Y - centrale d'un état Y - pur cf est égale à ôy . 

On ignore si toute mesure Y - centrale est portée par l'ensemble des états 

Y - purs. 

Si A est commutative, la mesure centrale d'un état <f> n'est autre que la mesure 

sur A associée a (f par la transformation de Gelfand ; l'ensemble des mesures 

centrales est donc convexe ; on peut montrer que réciproquement, si l'ensemble 

des mesures centrales est convexe, A est commutative. On voit donc qu'en général 

l'application (f i > ne peut pas être affine. 

§ E.5. Comparaison des mesures Y - centrales de deux états. 

Soit <f un état ; la relation (3) entraîne que pour tout y 6 Y on a 

^cf(Af (y)) » V (y) f d'où aussi ( lAy (y)D = V(/yD ; si donc on 

note L (Y 9(f) le séparé-complété de Y pour la semi-norme y ì y (lyl) » 

A^ se prolonge en un isomorphisme de L1(Y ,<jo) sur L1(E 

D'autre part L (T ,f) s'identifie a L (Y , v ; ou v est la mesure sur Y 

associée a <f , et on peut parler de L1 (Y , <f> ) + . Soit x un élément de cet 

espace vérifiant Cf(x) = 1 ; on peut considérer x comme un élément non borné 

affilié à Y et définir un état normal Y = sur A* * par 

y(a) a <p (x a) V a f A . * * ; 

enfin on peut considérer comme un état sur A. Ceci étant, on démontre que 

f+^ s Ay et que A^ est le composé de /1̂  avec l'application ca

nonique de L°° (E , ) dans L°° (E , /1 (x)./^ ) [pour le voir, on ap

proche x par une suite croissante d'éléments de Y]. On déduit facilement de là 

que, étant donné un état Cf , un autre état f est de la forme xy avec 
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x ç L1(Y 9(f ) + , Y (x) = 1 » si et seulement si /^^ est absolument continue 

par rapport a ; et que toute mesure positive sur E , absolument continue 

par rapport à une mesure Y - centrale, est elle-même Y - centrale. 
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ENGLISH SUMMARY 

•* 
The first part of this seminar is devoted to the study of W - dynamical sys-

terns, that is pairs F = (JL,G) where A is a (abstract) W - algebra and G a group 
acting on A, by automorphisms ; since W - algebras are the non-commutative analogue 
of the L - algebras, the theory of these systems can be viewed as a Non-commu
tative Ergodic Theory ; actually a number of results of this last theory are ex
tended to the non-commutative case ; these extensions give in turn some classical 
results on Ŵ - algebras when applied to the case where G is the group of all inner 
automorphisms. The non-commutative aspect of the present theory is, of course, 
related to physical considerations : roughly speaking, in the applications to 
Quantum Physics, A is the algebra of all observables of a physical system, while 
G is a group of symmetries of the system ; similarly in the Wightman axiomatic 
Quantum Field Theory, the reconstruction of a field from the so-called Wightman 
functionals is achieved by a Gelfand - Segal type construction applied to a state 
of an algebra acted upon by the Poincaré group. 

The second (and shortest; part is devoted to C - dynamical systems, that is 
pairs (A,G) where A is a C - algebra acted upon by a group G. 

Our main tools in the present study are : (i; W - algebras (the by now cla
ssical theory of traces, and the more recent theory of weights, modular automor
phisms, densities and conditional expectations) ; (ii) weakly almost periodic 
functions on locally compact groups and their means, replacing the use of ame
nable groups, Godement's and Wiener's means ; (iii) to a less extent the coho-
mology of topological groups, used principally in connection with the search 
for weights or traces which are invariant under groups of automorphisms. 
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The seminar is divided into eleven chapters and five appendices devoted 

to short expositions of W - algebras, Ergodic Theory, Abstract Ergodic Theo

rems, Cohomology of groups, Désintégration of states. The eleven chapters are 

as follows. 

Chapter I : various notions, among others crossed products which are used at 

several places, and also the definition of finite or semi-finite dynami

cal systems, and of the largest invariant projection e such that the in

duced system (e A e , G ) is finite (théorème 1 . 1 ). 

Chapter II : the main result (théorème II.1) is the existence (and uniqueness 

for a few natural properties) of a conditional expectation E^ of A into 

G G A , the set of invariant elements in A ; its image is A e ; it is used 

to give various characterizations of finite dynamical systems. If is fi

nite, G is locally compact and acts continuously, EG(a) can be conside

red as the mean of the elements g.a (théorème II.4). We also give seve

ral properties of invariant weights, and applications to conditional ex-

pectations of V - algebras onto their maximal commutative subalgebras 

(théorème II.10). 

Chapter III : one of the main results (corollaire III.2) is the existence of 

a G - invariant normal semi-finite faithful trace provided that A and F 

are semi-finite together with an additional requirement which is fulfilled 

in particular if A or F is finite. The same proof applies to yield a re

sult in ergodic theory (corollaire III.1) concerning the existence of 

measures invariant under two transformation groups. We give applications 

to the type of A when G is, roughly speaking, ergodic (corollaires III.4 

and III.5). 

Chapter IV : we introduce an equivalence relation between the projections of 

A which generalizes both the ordinary (von Neumann) equivalence relation 
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between the projections of an arbitrary W - algebra, and the Hopf equi

valence relation between the subsets in ergodic theory ; this relation 

yields new characterizations of finite or semi-finite dynamical systems 

(théorème IV. 1). 

Chapter V : we introduce a number of conditions weaker than the commutativity 

of A ; the weakest of them demands that the set of all G - invariant nor

mal states is a simplex, and is shown to be equivalent to the G - abelian-

ness introduced by Lanford and Ruelle ; another condition (St̂ rmer's 

"largness") also admits a global characterization (condition (C 3) in 

§ V.2) ; the two strongest conditions are the "weak asymptotic abelian-

ness" and the "asymptotic abelianness" introduced by Doplicher, Kadison, 

Kastler and Robinson. 

ChapterVIrwe consider a dynamical system F where A acts in a Hilbert space, 

G is implemented by a unitary representation, and we assume that there 

exists a vector which is cyclic for A and invariant under G ; we intro

duce various conditions analogous to the ergodicity (ergodicity itself, 

ergodicity on the center of A , unicity of the G - invariant vector, 

mixing and weak mixing, etc.) ; many of them collapse if F satisfies 

some of the conditions of chapter V. Then we give several properties 

of the spectrum of the representation, generalizing known properties 

of ergodic theory : stability under conjugation or tensor product, mul

tiplicity of the spectrum. 

Chapter VII is devoted to Krieger!s construction associating W - algebras 

to some commutative dynamical systems, and yielding a good (better than 

the crossed product) correspondance between properties of the dynamical 

system and of the ¥ - algebra. This allows us to give several new re

sults on commutative dynamical systems. 
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Chapter VIII : general properties of C - dynamical systems, e.g. induced repre
sentations and crossed products. 

Chapter IX : various properties of subcommutativity in the spirit of chapter V ; 
various properties of ergodicity for the invariant states, and the relations 
between them ; for instance a dynamical system is semi-large iff every cen
trally ergodic state is extremal (corollary IX.l). 

Chapter X : study of various properties of states, weaker than the invariance : 
covariance and quasi-invariance. Existence, characterization and désinté
gration of such states. 

Chapter XI is devoted to a number of examples, principally symmetric states of 
infinite tensor products, and the algebra of the canonical anticommutation 
relations of quantum mechanics. 

x 
x x 

We now indicate, for the use of mathematicians having worked on Non Commu
tative Itynamical Systems, the principal new results which have been obtained 
while the seminar was held : 
Theorem 1.1 : definition and properties of the largest finite invariant projection. 
Theorem II.1 (generalisation of a result of Kovacs and Szucs) : construction of 

Q 
a canonical conditional expectation of A into the fixed algebra A . 

Theorem II.6 : unicity of invariant weight for an ergodic system. 
Theorem II.8 : if the dynamical system is finite, the restriction to A of an 

invariant normal semi-finite weight is also semi-finite. 
Lemma II.2 : a new characterization of finite von Neumann algebras by means of 

the various dynamical systems ( A , { g n j ) where g ̂  Int A . 
n* 1 
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Theorem III.1 : existence of weights which are invariant under two automorphism 
groups, with application to commutative dynamical systems (corollary III.1). 

Theorems V.2, V.4 2 new characterizations for G - abelian or large systems ; 
equivalence of known notions, like G - abelian, G*-abelian, simplicial. 

Corollary VI.4 : a property of the ergodic M - abelian systems with pure point 
spectrum. 

Proposition VII.5 and what follows : further properties of the von Neumann alge
bras constructed by W.Krieger. 

Corollary IX. 1 : characterization of simplicial or semi-large dynamical systems 
by the fact that various notions of ergodicity for states are identical. 
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