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W *. SYSTEMES DYNAMIQUES

Chapitre 1 GENERALITES

§ 1.1. Définitions et notations.

(Voir aussi Appendice A, § A.7)

Etant donnée une V* - algebre A , on appellera automorphismes de A les
¥ - automorphismes de A et on notera Aut A le groupe qu'ils forment ; un
tel automorphisme est automatiquement isométrique et bicontinu pour la topolo-
gie ultra-faible. On note Int A le sous-groupe distingué de Aut A formé
des automorphismes intérieurs, c'est-a-dire de la forme

. -1
a r—p lu(a) = uau

ou u appartient & U(A), 1'ensemble des éléments unitaires de A . On munit
toujours, sauf mention expresse du contraire, Aut A de la topologie de la
convergence simple ultra-faible. On dit qu'un groupe G opére dans A par auto-

morphismes si 1'on s'est donné un morphisme de G dans Aut A .

Iemme I.1. L'application canonique p de _II(A) sur Int A est continue si
l'on mmit U(A) de la topologie ultra-faible ; si A peut &tre réalisée dans
un espace hilbertien séparable (ce qui équivaut a dire que son prédual est
séparable pour la topologie de la norme), U(A) et Int A sont des espaces

polonais et p admet une section borélienne.

La premidre assertion est facile ; la seconde résulte de Dixmier [3], lemmes

3 et 4.
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Notations diverses.

Etant donnée une W' - algdbre A on notera C son centre, E ou E(4)
1'ensemble des &tats normaux sur A, P ou P(A) celui des poids normaux semi-
finis (poids n.s.f.), P, celui des poids normaux semi-finis fideles (poids
n.s.f.f.).

*
Un systime dynamique (ou W - systime dynamique, ou SD) est un couple F =

(A, G) ou G est un groupe opérant dans A par automorphismes ; on notera
g.a ou ga ll'actionde g€ G sur a€ A ; alors G opére agussi dans
EetP par (g.¢)(a) = ¢ (g"a) ; méme chose pour A . . On notera
I ou AG 1'ensemble des éléments G-invariants de A , A f 1'ensemble ana-

logue pour A ; méme chose pour QG ’ _Ec ’ EG.

Pour tout a ¢ A on note G.a l'orbite de a sous l'action de G, co G.a

son enveloppe convexe, co G.a son enveloppe convexe ultra-faiblement fermée.
On dit que G opére ergodiquement ou que le systeéme F est ergodique si I est
réduit aux scalaires ; on dit que F est centralement ergodique si G opére
ergodiquement dans C.

Pour tout projecteur e ¢ I , G opere naturellement dans la sous-algdbre

e A e ; on obtient ainsi un systéme dynamiquenoté (e A e , G) ou F e et

appelé induit.

Remarque I.1., Il serait intéressant de définir un systéme induit _F_'e méme
lorsque e n'est pas invariant, comme cela se fait lorsque A est commutative

(cf. § B.7) ouque G=1IntA .

On vérifie aisément les propriétés suivantes :
- s8i ? est un poids n.s.f. invariant, son support appartient a L1; 8l ¢ est
fidéle, les automorphismes & : permutent & G et 1'algdbre A ? des é1é-

ments 6 ‘: invariants est G-invariante ;
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- si ¢e _A_f , Sa valeur absolue Il¢| et 1'élément partiellement isométrique
u tel que ¢ = l¢l .u sont G-invariants ; la partie réelle et la partie
imaginaire de ¢ sont G-invariantes;

- si (p est hermitienne, (‘a+ et (.f— sont G-invariants.

On dit que G opere presque librement dans C si pour tout élément g de G distinct

de 1'élément neutre e, et pour tout projecteur non nul p de C, il existe un pro-

jecteur non nul p' de C, majoré par p et wérifiant g p'.p' =0 .
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§ 1.2. Systeémes dynamiques concrets, représentations, morphismes, produits
croisés.

Définitions. Un systime dynamique F = (4 , G) est dit concret si A opire
dans un espace hilbertien H et si on a une représentation unitaire U de G dans
H telle que g.a = Ug a U: pour tout a¢ A et tout g € G ; un tel sys-
téme sera souvent noté (4, G, H, U) j alors U_A' U: =& ¥ gec Un

vecteur de H sera dit totalisateur et invariant s'il est totalisateur pour A

et invariant par les Ug.

»*
On appelle représentation d'un systime dynamique (a, G) dans une W - alge-
bre B tout couple (7, U) ou T est un morphisme normal de A dans B et U un

morphisme de G dans U(B) wérifiant
T (g.a) = Ug‘n‘(a)U;1 Vacar,gec.

On appelle représentation de (4 , G) dans un espace hilbertien H toute repré-
sentation de (A , G) dans L(H) ; on obtient ainsi un systéme dynamique con-
cret. Tout poids n.s.f. G-invariant sur A définit canoniquement, via la cons-
truction de Gelfand-Segal, une représentation de (A , G) ; si le poids est
fini, le systéme dynamique concret associé admet un vecteur totalisateur et
invariant.

Soient F = (A, G) et F' = (A', G) deux systimes dynamiques avec méme
groupe G ; on appelle morphisme de F dans F' tout morphisme normal de A dans
A' telque T (ga) = g (7w (a)) ; on obtient alors un SD (7 (4), G)
appelé image de W ; un tel SD est aussi appelé guotient de F. Le support e
de 7 appartient a _C_G ; le morphisme (A, G) —s (1 (&), G) est équi-
valent au morphisme ar—> ae de (A, G) sur (Ae, G) ; pour que le
SD (Ae, G) soit centralement ergodique il faut et il suffit que e soit

un projecteur minimal de QG ; on en déduit la



w . SYSTEMES DYNAMIQUES

Proposition I.1. Soient 7 1 et M > des morphismes de F dont les images sont

des systemes dynamiques centralement ergodiques ; alors les supports de T

1
et > sont ou égaux, ou orthogonaux.

Corollaire I.1. Soient (7 1 U1) et (9 o U2) des représentations de
F dans des espaces hilbertiens ; si les systémes dynamiques concrets associés

sont centralement ergodiques, 7?'1 et M 2 sont ou quasi-équivalentes, ou dis-

jointes.

On appellera isomorphisme entre systémes dynamiques tout morphisme bijectif.

Produits croisés.

Soit encore F = (A,G) un systime dynamique ; soit £ une représenta-

tion normale fidéle de A dans un espace hilbertien K ; posons
B = 12(¢; K) ~ 1%06)®K ;

définissons des opérateurs T (a) et Ug dans H par

il

p (n7'a).x, (1)
x (2)

g 'h
G ; K) ; on a donc Ug

(7 (a).x)h

(Ug.x)h

L}

pour tout x = (xh) € 12( Vg@I ou V est la
représentation régulidre gauche de G. Le couple (7 , U) est une représen-
tation de F dans H ; notons B 1l'algébre de von Neumann engendrée par les

N t les U .
M (a) et les A

Considérons maintenant une autre représentation normale fidéle p' de A dans
un autre espace K' et construisons de méme = ', U' , B' ; il existe un isomor-
phisme et un seul de B sur B' transformant 7 (a) en ar'(a) et Ug en Ué

[1'unicité est évidente ; pour l'existence, d'aprés le théoréme sur la struc-
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ture des isomorphismes d'algébres de von Neumann (cf. Dixmier [1], ch.I, § 4)
on peut supposer que p' est soit un multiple de.p , soit une sous-représen—
tation de ¢ quasi-équivalente a p » et dans les deux cas la vérification est

facile].

N . * s
Nous avons donc associé canoniquement au systéme dynamique F une W - algebre Bet
une représentation (77, U) de F dans B tels que les 177 (a) et Ug engendrent
B ; on dit que B est le produit croisé de A par G et on le note V*(A,G) H

(v , U) est appelée représentation canonique de F dans W*(_A,G) ; T est in-

jective. On voit ainsi que tout systime dynamique est isomorphe a un systime
dynamique concret.

Si on part d'un systéme dynamique concret (A, G, K, u) on peut encore réali-
ser le produit croisé de la fagon suivante : c'est 1l'algébre de von Neumann

dans 12((};1() engendrée par les opérateurs = '(a) et Ué définis par

L[}

( i '(a).x)h a.x,

.
?

(u.x) = u.x
g 'h g8 g

en effet 1'opérateur T dans 12(G;K) défini par (T.x)h = w.x, transforme
(" ,U) en (o', U'). De ce point de vue le morphisme canonique de A dans

V*(A,G) n'est autre que l'ampliation ar—»> I®a .

Remarque I.2. Il serait intéressant de définir un "produit croisé catégoriel"
comme solution d'un probléme universel naturel, et de déterminer dans quels
cas il coincide avec le "produit croisé concret" défini ei-dessus ; une théorie

de ce type a été faite pour les produits tensoriels dans Guichardet [6].

11
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Proposition I.2. Soient F = (4,G) un systime dynamique, B = W*(A_,G) le
produit croisé, (T , U) 1la représentation canonique de F dans B ; on identi-
fie A a une sous-algtbre de B au moyen de T . On peut identifier B & un ensem-

ble d'applications de G dans A de fagon que si on note b(.) 1'application

associée a un élément b de B on ait les propriétés suivantes :

(1) (kb +1b,)(8) = k; bi(g) +k, by(g) V¥ kk, € , b,b, ¢B.

(ii) (b p')(g) = Z b(g h-1). gh—1(b'(h)) avec convergence ultra-
he G

faible.

* —1\*

(iii) v (g) = g.b(g” ) .

(iv) (7 (a))(g) = a si g=e et O sinon, pour tout a € A .

(v) Uh(g) = I si g=h et O sinon, pour tout h € G .

(vi) Pour tout g l'application b —> b(g) de B dans A est u.f.continue.
(vii) si 1'on pose E(b) = b(e) pour tout be B, E est une espérance

conditionnelle fidéle de B sur A qui vérifie les relations suivantes :

-1
E(U b U = E(b
(W, b7 - e
B(b" b) = Z g-1 (b(g)* b(g)) (convergence ultra-faible)
gE€G
2
E(bb™) = E b(g) blg) (convergence ultra-faible).
géG

Démonstration. D'aprés ce qui a été dit avant la remarque I.2 on peut supposer
que F est de la forme (4, G, K, u) et écrire (T (a).x)h = a.x ,

(u .x)h = w_.x _, ; d'autre part on peut écrire 12(G;K) = @ K _  avec

des isomorphismes Jg de K sur Kg X —> X0 Sg . Tout opérateur T dans
D *

12(G;K) est représenté par la matrice (Tg,h) ou Tg,h = JgT 3 € L(K) ;

on a

12
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It

(’i\'(a))gh a si g=h et O sinon
’

(Ug)h X = u, si h =gk et O sinon.
?

Pour tout b ¢ B il existe une famille (ag) d'éléments de A telle que l'on ait

= a ,u _, [ ceci est vrai si b est de la forme T (a) U_ et se
-1 g g
conserve par combinaison linéaire et passage & la limite ; voir aussi Dixmier

b
gh

[1], ch.I, § 9 ] ; on obtient 1'application b(.) de 1'énoncé en posant

blg) = 2, et on vérifie facilement les propriétés (i) a (vii).

Proposition I.3. (Zeller-Meier [1]) On reprend les notations de la prop.I.2 et
on suppose que G opére presque librement dans C. Alors

(1) Le commutant de C dans B est égal a A ;

(ii) 1le centre de B est égal & gG (noter qu'il le contient toujours) ;

(iii) B est un facteur si et seulement si G opdre ergodiquement dans C

(iv) si A est commtative, elle est commutative maximale dans B .

Démonstration.

(1) Soit b un élément de B commutant a C ; la relation bc =cb Y c €C
entratne ge.b(g) = c.b(g) V g€ G ; il suffit de montrer que b(g) est
nul pour tout g ;4 e . Supposons le contraire ; soit p le support de b(g)
dans C , p' un projecteur non nul de C majoré par p et tel que gp'.> =0 ;

comme p'.b(g) est non nul on a

0 # p'.b(g) = p'p' b(g) = p'.gp'.b(g)
ce qui est contradictoire.
(ii) Soit b un élément du centre de B ; permutant a C , b appartient a A ;
permutant a A , il appartient a C ; enfin comme b permute aux Ug ona gb=
G

U U = b, clest-a-dire b ¢ CC.
g g =

Les autres assertions sont maintenant immédiates.

13
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§ I.3. Systémes dynamiques avec groupes topologiques.

On suppose ici que G est un groupe topologique et opére continfiment dans
A , i.e. que le morphisme considéré de G dans Aut A est contimu ; quand on
parlera d'une représentation (71, U) de F , on supposera toujours que U est
continue. On peut encore définir un produit croisé U*(A,G) en supposant G
localement compact : on choisit une représentation normale fidéle p de A dans
un espace hilbertien K, on pose

i = I2(C, dg ; K) ~ 1°(¢, dg) @K

ou dg est une mesure de Haar a gauche sur G, et on définit T (a) et Ug
par les formules (1) et (2) ; le seul point délicat est le fait que T soit
normale ; pour le montrer il suffit de vérifier que pour toute famille (ai)
dans A , filtrante décroissante et tendant u.f. vers 0, T (ai) tend u.f.
vers 0, c'est-a-dire que (7 (ai) x |x) tend vers O pour tout x ¢ H ;
grlce a 1'équicontinuité des "ﬂ’(ai) » on peut supposer que x est une applica-
tion continue a support compact de G dans K ; alors pour tout g , le nombre
(f(g—1ai) xg! xg) tend vers 0 , et comme il s'agit de fonctions continues
a supports compacts, le théoréme de Dini montre que la convergence est uniforme
par rapport & g ; on a donc

(v (a;) x|x) = I(P(g"1ai) xglxg) dg —s 0.

On construit de cette facon canoniquement une H*— algebre V*(A;G) et une
représentation (7, U) de F dans U*(A,G) telltsque les ¥ (a) et Ug en-
gendrent H*(A,G). Ceci montre en particulier que tout systime dynamique avec
groupe localement compact est isomorphe & un systime dynamique concret de la

forme (A, G, H, U) avec représentation U continue.

Proposition I.4 (Guichardet - Kastler [1]) Considérons un systéme dynamique

14
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(é_,G) ou A optre dans un espace hilbertien séparable K et ou G est localement

compact séparable et opére continiiment dans A ; considérons une désintégration
K = /OKt.dp (t) ou T est un espace borélien standard et # une mesure bo-
T

rélienne positive bornée sur T ; on suppose que A est décomposable, avec des
composantes At , et que 1'algdbre des opérateurs diagonalisables est contenue
dans _Q_G. Alors pour tout t € T on peut faire opérer continfment G dans -‘-t ,
d'une facon unique aux ensembles négligeables prés, de telle sorte que 1l'on
ait

® ®
g.a = /g(at).dp(t) Y a = /at.d/*(t) € A.

-]
G / G . s
Deplusona C = (cl) dp(t)  ou C, désigne le centre de A, .

Principe de la démonstration (pour plus de détails on renvoie a l'article cité) :
d'aprés ce qui précéde on peut supposer F concret et implémenté par une repré-
sentation continue U ; comme les Ug permutent aux opérateurs diagonalisables,

on peut désintégrer U en des représentations Ut ; les opérateurs (Ut)g con-
servent —A‘t et définissent 1'action cherchée de G dans At .

Corollaire I.2. Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus il existe

@
une désintégration A = / g‘t dp (t) , avec un espace mesuré convenable
T

(T,r ), et pour tout t une action continue de G dans de fagon que l'on ait

é‘t
ga = /@g(at).dr*(t) pour tout a € A , et que le systime (_A_t,G) soit
centralement ergodique pour presque tout t.

I1 suffit de choisir une désintégration telle que 1l'algébre des opérateurs

diagonalisables soit égale a _QG .

Remarque I.3. Ce corollaire montre que, grosso modo, tout systéme dynamique
peut &tre désintégré en des systimes centralement ergodiques ; il semble mal-

heureusement impossible de désintégrer un SD en SD ergodiques.

15
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§ 1.4. Systémes dynamigues finis, semi-finis, etc.

Définitions. Un systéme dynamique F = (A,G) est dit fini s'il existe suffi-
samment d'états normaux invariants sur A, c'est-d-dire si pour tout élément a
positif non mul il existe un état normal invariant non nul en a . Lorsque A
est de genre dénombrable, cela revient & dire qu'il existe un état normal fi-
déle invariant ; la démonstration est analogue a celle du résultat parallile
concernant les W ' - algtbres finies (Dixmier (1], ch. I, § 6, prop. 9).

Un systéme dynamique est dit semi-fini s'il existe suffisamment de poids n.s.f.
invariants, ou encore s'il existe un poids n.s.f. fidéle invariant ; 1l'équiva-
lence des deux conditions se démontre en faisant la somme des éléments d'une
famille maximale de poids n.s.f. invariants a supports deux a deux orthogo-
naux.

Un systéme dynamique est dit infini s'il n'est pas fini ; proprement infini
8'il n'existe aucun état normal invariant ; purement infini s'il n'existe aucun
poids n.s.f. invariant non nul.

On retrouve des notions connues lorsque G = Int A (voir §A.3) ou lorsque
A est commutative (§ B.4). si A est un facteur fini, le

systéme (A,G) est fini pour tout G car la trace canonique est invariante par
tout automorphisme; par contre cela n'est plus vrai si A est une W*- algebre
finie, puisque toute algtbre commutative est finie.

Un projecteur e de I = AG est dit fini (resp. semi-fini, etc.) si le

systéme induit F_ est fini (resp....).

Théoréme I.1 (Dang Ngoc [6]). Notons e (resp. f£) la borne supérieure des sup-
ports des états normaux (resp. poids n.s.f.) invariants, Alors e et f appar-
tiennent au centre de AG ; e (resp. £f) est le plus grand projecteur de AG
fini (resp. semi~-fini) ; I - £ est purement infini et f - e est proprement

infini.
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Démonstration. lLes projecteurs e et f appartiennent a I puisque le support de
tout poids n.s.f. invariant lui appartient ; pour tout élément unitaire u de
1, et tout poids n.s.f. invariant ¢ , le poids n.s.f. a —> ¢ (uau)
est invariant, de support u"1.supp ¢ . u ; donc f appartient au centre de I ;
méme chose pour e. Montrons que f est semi-fini ; il suffit de voir que pour
tout projecteur g non nul de f A f , il existe un poids n.s.f. invariant non
nul en g ; or si on avait (((g) = 0 pour tout poids n.s.f. invariant ¢ , on
aurait g ¢ inf ( I - supp ({) = I-f, cequi contredit le fait que

g <f .0n voiI de méme que e est fini.

Montrons que I - f est purement infini ; soit  un poids n.s.f. invariant
sur (I-f)A(I-f) ; l'application & ——> ¥ ((I-f)a(I-f)) est un poids n.s.f.
invariant, de support < I-f , donc nul ; par suite y est nul. On montre de
méme que f-e est proprement infini. Montrons que f est le plus grand projec-
teur semi-fini appartenant & I ; soit g un tel projecteur ; pour tout poids
n.s.f. invariant on a I-f < I-supp @ , et comre f et g commutent, g(I-f) <
I-supp ¢ , d'ou ¢ (g(I-f)) = O ; comme g est semi-fini cela implique
g(I-f) =0, d'ou g < f . On voit de méme que e est le plus grand projecteur
fini de I .

Corollaire I.3. Un systéme ergodique est soit fini, soit infini semi-fini, soit
purement infini.

Remarque I.4., Il est facile de voir que I-e est le plus grand projecteur
proprement infini de I ; par contre on ignore si I-f est le pluc grand pro-
Jjecteur purement infini de I .

Exemple. Prenons G = Int A ; alors le systime (A, G) est fini (resp...)

si et seulement si 1l'algtbre A est finie (resp...) au sens habituel ;de méme

un projecteur du centre de A est fini (resp...) si et seulement si il est fini
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(resp...) au sens habituel. En réalité dans ce cas on peut définir les propri-
étés de finitude (resp...) pour des projecteurs non nécessairement G-invariants ;
il serait intéressant de le faire dans le cas général. Noter que dans le cas
général, e et f n'appartiennent pas nécessairement au centre de A ; il ne sem-
ble donc pas possible de décomposer le systéme en un produit de systémes fini,

semi~fini proprement infini, et purement infini.
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§ 1.5. Systomes dynamiques discrets ou continus.

Soit F = (4,6) un systeme dynamique ; on dit qu'un projecteur e de
A est un G-atome si l'on a eA_Ge = eAe ; ondit que F est discret si
tout projecteur non nul de A majore un projecteur non nul qui est un G-atome ;
continu si A ne contient aucun G-atome non nul. On retrouve des notions connues
lorsque G = Int A (voir § A.3) ou que A est commutative (§ B.5).
On démontre facilement que F est discret si et seulement s'il existe un G-atome
ayant pour support I dans gc ; on montre aussi qu'il existe un unique projecteur
pé€ ¥ tel que le systime induit dans Ap (resp. A (I-p) ) soit discret (resp.

continu) (Sur tout ceci voir Dang Ngoc [£])

Remarque I.5. Il serait intéressant de développer une théorie de la structure
des SD discrets analogue a celles qui existent lorsque G = 1Int A (voir
§ A.3) ou lorsque A est commutative (§ B.8) ; on ignore si tout SD discret
est semi-fini ; cela est vrai dans les deux cas particuliers en question, et

méme, plus généralement, lorsque f( C (cf Stgrmer [8]).
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Chapitre 1l L'ESPERANCE CONDITIONNELLE EG

§ 11.1. Théortme d'existence.

On considére ici un systéme dynamique F = (A,G) ;onpose I = AG et

on note e le plus grand projecteur fini de I (cf. théordme I.1).

| leme IL1. Pour tout ¢ € AY ona agn = NerLu.

Soit ¢ = |¢].u la décomposition polaire de ¢ sona aussi /¢l = ¢ .u*

(Dixmier [2], § 12.2) ; on a vu au § I.1 que u et |¢| sont G-invariants ; on a

donc

Nt = Nigt = Jel(D) = ¢ ™) < el < nen .

Théordme II.1.(Kovacs — Szucs [1], Dang Ngoc [6])

(i) I1 existe une unique espérance conditionnelle E de A dans I possédant
les propriétés suivantes :

a) E est G-invariante, i.e. BEog = E pour tout ge¢ G

b) Yo E = ¢ pour tout cpeés.

(ii) Ona E(I) = Ele) = e, E@A) = Ie.

(iii) Les espérances conditionnelles G-invariantes de A dans I sont exactement

les applications a r—> e'.E(a) ol e' est un projecteur du centre de I majoré

par e .

Démonstration.
a) Notons X l'ensemble des formes ¢|I ou ¢ parcourt Af ; d'aprés le lemme
¢ —> @|I est une isométrie de A f sur X, qui est donc un sous-espace

vectoriel normiquement fermé de I ' de plus X est invariant a gauche car si
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ie¢l et ¢ € X,s0it ¢ = ¢|/I,oma yw(i.) = ¢(GE.)II€X.
4 4

Soit X~ 1'ensemble des i € I tels que ¢ (i) =0 Vg €X; X est un idéal

& gauche u.f. fermé qui contient évidemment I-e. Soit i un élément de X J'; pour

tout ¢ € E(A)G on a <f(i* i) = 0 done
p(i"ie) = ¢(i"ei) < ¢@i¥i) = 0;

comme i*iece A e et que e est fini, cela entrafne i*i e = 0, d'on

1
ie = 0,i =i(I-e). On voit ainsi que X = I (I-e).

b) D'aprds Effros [1], théordme 4.6, tout sous-espace vectoriel de I , normi-
quement fermé et invariant a gauche, est son propre biorthogonal ; donc X est
1'ensemble des éléments de I ynuls sur I (I-e). Soit y un élément de I, ;

la forme ' : i —> y(ie) appartient a X, donc est la restriction a I

d'un unique élément de A )‘G, que nous noterons Ay ; on a
NAw = gl < Nyl

A est donc une application linéaire continue de Iydans A E < A, caracté-
risée par

(Ay)d) = w(ie) V‘yel*,iel.
Comme les espaces de Banach I et A sont les duaux de I et A »» on peut consi-
dérer la transposée E de A , application linéaire u.f. continue de A dans I

caractérisée par

v (E(a))

e

—
-

~

(Ay )(a) Y ach, yel,

on a en particulier

v (B(i))

(A )4) =w(e) VYV iel,welI,

ce qui montre que E(i) = i e ; en particulier E(I) = E(e) = e .

Pour tous g€ G et a¢A ona
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v (Ega) = (Av)(ga) = (Ay )a) = ¢(B(a)) Vye I,

ce qui prouve que E est G-invariante. On montre que E vérifie la condition
b) de (i) en vérifiant que (?o E)]I = ¢| I, ce qui est immédiat.
Soit a¢ A, Y€ I, ; posons ; =y (. (I-e)) 5 ona A¥ = 0, done

0 = Q// (B(a)) = ¢ (BE(a).(I-e)) ; ceci étant vrai pour tout ¢ entraine

1

E(a).(I-e) 0, B(A) € I1e.0Onaen fait 1'égalité car si i€ I e,

on a E(i) ie = i . Nous avons ainsi prouvé (ii).

¢) Montrons que E est une espérance conditionnelle. Elle est idempotente puis-
que E(E(a)) = BE(a).e = E(a) ; pour montrer que E est positive, il suffit
d'aprés (1) de vérifier que A est positive, ou encore que si un élément ¢ de
A f a une restriction a I positive, il est lui-m8me positif ; or cela résulte
de ce que

led = lg 1IN = (¢ D@ = ¢(1).

Montrons enfin que E(a i) = E(a.).i pour tous a €A et i€ I ; il suffit
de vérifier que (E(a i)) = ¥ (B(a).i) V¢ e I, ou encore, en posant
¥ =v(i),wme (Av)ai) = (AF )(a); come (A+ )(. 1) appar-
tient a A G, i1 suffit de voir que (A¢ )(. i) et /\; ont méme restric-

tiona I ; or pour tout j €¢I ona

(Ae)§ii) = pliie) = v(iei) = Fie) = (A¢)) .
d) Démontrons (iii). On voit immédiatement que si e' est un projecteur du
centre de I majoré par e, a —> e'.B(a) est une espérance conditionnelle

G-invariante de A dans I . Réciproquement soit E' une EC G-invariante de A

dans I ; posons e' = E'(I) € I' ; pour tout i ¢I ona
ie' = E'(iI) = B'(i) = E'(Ii) = e'i (2)

donc e'appartient au centre de I ; e' est un projecteur car
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e'e! = E'(e') = E'(E(I)) = EY(I) = e'.

Soit A' 1l'application de I , dans A

A, transposée de E' : pour tout ¢ € I,

AMy) = wom € AT . (3)
Pour i€ I on a d'aprés (2)
(A(¢ NGE) = w(erdi) . (4)

On voit facilement que Im A' est invariant a gauche par les éléments de I .
Soit X' l'ensemble des restrictions a I des éléments de Im A' ; X' est un

sous-espace vectoriel de I * ! invariant a gauche ; on voit facilement que

G

s
5 entrafne X'c X, x'> x7,

X% = I (I-e') ; la relation ImA' ¢ A
I (1-e') > I (I-e), e' < e . Enfin on montre que E'(a) = e'.E(a) en véri-

fiant que y (E'(a)) = ¥ (e'.E(a)) Vye I,.

e) Il reste a démontrer l'unicité dans 1'assertion (i) ; soit donc E' une EC
de A dans I vérifiant les conditions a) et b) ; d'aprés (iii) on peut écrire

E'(a) = e'.E(a) ; la propriété b) entrafne ImA' = A O

A, X =X,

X = X ,e" = e,B = E.

Définition. L'espérance conditionnelle E du théoréme II.1 sera appelée espérance

conditionnelle canonique de A dans AG et notée E‘G.

Exemple. Si A est finie et si ¢ = Int A, EG n'est autre que 1l'application
B de A sur son centre (cf. Dixmier [1], ch.III, § 4).

23



W . SYSTEMES DYNAMIQUES

§ I1.2. Cas des gystémes dynamiques finis.

Théordme II.2. En reprenant les notations du théoréme II.1, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) F est fini ;

(i) e=1;

(111) E8) = a%;

(iv) EG est fidele ;

(v) il existe une espérance conditionnelle G-invariante de A sur AG.

De plus il existe au plus une espérance conditionnelle G-invariante de A sur

AG ; 8i elle existe, elle est égale a £

Cela résulte immédiatement du théoréme II.1 ; 1'équivalence de (i) et (v) est

due a Kovacs et Sztics.

Théordme II.3 (Stdrmer [7]) Pour que F soit fini, il faut et il suffit que

les orbites de G dans A ,(ou, ce qui est équivalent, dans E(A) ) soient fai-
blement relativement compactes. Dans ces conditions EG n'est autre que la trans-
posée de l'applivation A r——> A E donnée par le théortme de Ryll-Nardzewski

(voir Appendice C).

(Noter qu'on peut appliquer le théoréme de Ryll-Nardzewski a A » Darce que sa
topologie faible est aussi sa topologie affaiblie ; mais pas & A parce que sa

topologie ultra-faible n'est pas sa topologie affaiblie.)

Démonstration.

a) Supposons les orbites de G dans _E_)_(A) relativement compactes ; les orbites
de G dans A 4 le sont aussi puisque tout élément de A , est combinaison liné-
aire d'éléments de E(4) ; notons P la projection de A , sur _A_f donnée par

le théoréme de Ryll-Nardzewski ; on voit de suite que sa transposée E est une
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application linéaire, positive, normale, idempotente, G-invariante dont 1'image
est incluse dans I ; pour que E soit une EC il reste & vérifier que E(b a) =
b.E(a) pour tous be I, a€ A . Soit ¢ A, ; P(¢) est limite faible
de combinaisons linéaires convexes 2 k;.g;¢; définissons b¢ par (ve)(a) =

) (ba) ;ona
> k. gi(b(() = Z k, . b(giqa) = b.2 k.. g¢

—> b PBp) € aC;

comme P(b(p) est 1l'unique élément de co G (b(() n A G , cela entrafne

b. Bg) = P(bg);
d'ou enfin
¢ (E®a) = (M(¢))(ba) = (b. B(e))(a)
= Pby)(a) = (ve)(E(a)) = ¢ (b. E(a))

ce qui établit notre assertion.

On a ('003 = ¢ pour toute ¢ € é_g puisque P((() = ¢ ; le théoreme
II.1 montre que E = EG. Pour montrer que le systéme est fini, il suffit de
vérifier que E(I) = I ; prenons @EL,; P(‘-f) est limite de combinai-

sons linéaires convexes Zki. & 3 on a
@ (E(1)) = um Z k.¢@(I) = ¢(I)

d'ou E(I) = I.

b) Supposons maintenant le systime fini et montrons que 1l'orbite Gsa d'un
état normal ¢ est relativement compacte. D'aprés Akemann [1] il suffit de
montrer que pour toute suite (en) de projecteurs deux a deux orthogonaux de
A, t{(g.en) tend vers O uniformément par rapport & g. Supposons le contraire ;
il existe un nombre ¢ > 0, une suite &y € G et une sous-suite e;im de la

suite e tels que <p( .eim) > € Y m Posons ¥ = ¢o E¥ ; comme
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ei tend u.f. vers O, on a

lim v (g, eim) = lim xy(eim) = 0. (5)

D'autre part on a  supp ¢ AG, cf(I-supp ¥) = y(I-suppy) = 0,

Supp ¢ » supp ¢ ; cette dernitre relation, jointe a (5), entratne (wvoir
Dixmier [1], ch. I, § 4, prop. 5) Llim (f(gm. e ) = 0, ce qui est con-
n

tradictoire.

Corollaire II.1. Si G est compact et opére continfiment dans A , le systéme est

fini.

Remarque II.1. Ce corollaire ne subsiste pas si 1l'on suppose seulement G moyen-
co

nable : prendre par exemple A = L (R) et G =R opérant par transla-

tions ; le systéme est ergodique, semi-fini puisque la mesure de Lebesgue est

un poids n.s.f. invariant, mais non fini.

Définition. Soit (A,G) un systéme dynamique ou G est localement compact et
opere continflment dans A ; soit a un élément de A tel que pour tout ¢ € A x
la fonction g +——> ¢ (g a) soit faiblement presque périodique ; il existe

un unique élément de A , noté mg g.a , tel que

¢(m o ga) = m plga) Y @ei s

cet élément est la moyenne des transformés de a ; il appartient a co G a ecar

toute p € A * nulle sur co G a est évidemment nulle sur mg g.a. De la méme

fagon on peut définir m, f(g) g.a pour toute f ¢ FPP(G).

Remarque II.2. En général la fonction ¢ (g a) n'est pas FPP pour tout a ¢ A
et tout L/é A _ : prendre par exemple G discret, H = 12((;) , A = 1° (¢) ,
G opérant par translations a gauche dans A ; soit ¢ 1'état défini par le vec-

teur 8¢ H ; alors <F(g a) = a (g_1) , fonction qui n'est pas nécessaire-
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ment FPP, le théordme II.4 montre que si le systéme dynamique est fini, P (g a)
est FPP pour tout a€ A et tout ¢ € A . ; on ignore si la réciproque est
vraie ; par contre la condition " ¢ (ga) est FPP pour tout ¢E A, et
tout a appartenant a une sous-C* - algebre A u.f, dense dans A " n'entraine
pas que le systéme soit fini : prenons un groupe G localement compact non com-
pact, posons A = FPP(G) s A = H*-— algébre enveloppante de A ; G opére
dans A par translations a gauche et dans A par bitransposition ; % (g a) est
FPP pour tout @€ A = 2" et tout a € A par définition méme des fonc-
tions FPP (voir § €.3) ; il est facile de voir que la moyemnne est le seul état
invariant de A ; par suite F = (A4,G) admet un seul état normal invariant,
qui n'est pas fidéle puisque sa restriction a A ne l'est pas ; donc P n'est pas
fini,

Théordme II.4. (Kovacs - Sztics [1]) Soit (A,G) un systéme fini.

(i) Pour tout a € A, Ec(a) est l'unique élément de co G a n AG ;

(ii) on suppose que G est localement compact et opére continfiment dans A ;
alors la fonction g ——s cp(g a) est faiblement presque périodique pour
tout a¢ A et tout e A, ; de plus EG(a) = mogas;

(iii) on suppose en outre que G admet une famille moyennante (fi) (voir défi-

nition au § C.4) ; alors pour tout a € 4 , EG(a) est limite ultra-faible

de /fi(g). g a. dg.

Démonstration.
(i) Soit b un élément de co G a nAG ; b est limite de combinaisons linéaires

convexes 2. ki. g;a; ona

b = B%b) = lim Zk. EG(gi a) = E%a) .

Reste & voir que E°(a) appartient effectivement & co G a . Supposons le

contraire ; le théoréme de Hahn - Banach sous sa forme géométrique montre qu'il
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existe 9€ A, et k € R tels que
Re ¢ (E(a)) < k

Recp(c) = k Yce€ coGa ;

d'autre part d'apres le théoreme II.3, P(fp) est limite de combinaisons liné-

aires convexes 2 k;. g ¢ ; ona donc

Re P(LlD)(a) = 1im Re 2 k. g ¢ (a)
= unZ k.Re ¢(g] &) > k ;
d'autre part
Re P(¢)(a) = ReP (¢ )(Ea) = limRe 3 k;. g ¢ (B a)

[}

Re p(Ea) < k
d'ou contradiction.

(ii) résulte du théoreme II.3 et du théoréeme C.2 (Appendice C).
(iii) résulte du § c.4.

Remarque II.3. Il serait intéressant de construire, pour un systime (4,G) semi-

fini, des " espérances conditionnelles semi-finies de A dans .AG "

analogues
”*
aux traces opératorielles des W - algtbres semi-finies (voir Dixmier [1], ch.

1II, § 4).
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§ 1II.3. Poids G - invariants.

La structure de l'ensemble des formes linéaires u.f. continues G-invarian-

tes est donnée par le résultat suivant, qui découle immédiatement du th.II.1 :

Théordme II.5. L'application ¢ +—> cpl AG e est une bijection isométrique

G G .. . .. ) G
de A, sur (A e);e ; la bijection réciproque est ¢ ——> o E° .

En ce qui concerne les poids n.s.f. invariants nous allons obtenir des
renseignements moins précis.
Théordme II.6 (Guichardet [5]) Si le systéme (A,G) est ergodique, les poids
n.s.f. invariants non nuls, s'il en existe, sont fideéles et deux a deux propor-
tionnels.

la premiére assertion résulte du fait que le support d'un tel poids appar-

tient a AG . Deuxiéme assertion : soient ¢ et ¢ deux tels poids ; notons

(ut) = (y 1@ ) leur densité (cf. § A.5) ; u, appartient & _A_G donc est
scalaire ; l'application t +—> Uy est un morphisme continu de IR dans le
groupe des complexes de module 1, donc de la forme u, = kit ou k est réel

t
> 03 alors ¥ = k¢ .

Théoréme II.7. Pour que le systeme (A,G) soit fini, il faut et il suffit qu'il

existe un poids n.s.f. fidéle G - invariantq)dont la restriction a _A_G soit

semi-finie ; s'il en est ainsi, EG est l'unique espérance conditionnelle de

A sw A% vwérifiant ¢ o E¢ = o .

Condition suffisante : on sait (§ A.4) que les automor-

¢

phismes 6<P permutent ac , par suite AG est invariante par les o’t ;

t
d'aprés le § A.6 il existe une unique espérance conditionnelle fidéle E de

A sur AG vérifiant @ o E = ¢ ; on voit immédiatement que pour ge¢ G,
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E o g a les mémes propriétés, donc est égale a E ; autrement dit E est G-inva-
riante et notre assertion résulte du théoreme II.2.
Condition nécessaire : il suffit de poser ‘f = tf/a EG ou ¢ est un poids n.s.f.

fidéle quelcoique sur AG.

Théoréme II.8 (Dang Ngoc [6])

(1) Etant donné un poids n.s.f. invariant ¢ , les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) la restriction de ¢ & A% est semi-finie

b) ¢o E° = ¢

c) supp ¢ < e ou e est le plus grand projecteur fini de AG.

(ii) L'application <(p——> (pl AG est une bijection de 1l'ensemble des poids

n.s.f. invariants sur A de support & € , sur l'ensemble des poids n.s.f. sur

ﬁG de support < e ; l'application réciproque est ¢ — Yo EG

Démonstration.
a) =—_;b). Posons I = AG , B = EG ; le support p de ¢ appartient & I et
@' = ¢ |pAp est un poids n.s.f. fidéle invariant, dont la restriction a

pI p est semi-finie (voir § A.2) ; d'apres le théordéme II.7, le systdme dyna-
mique (pA P, G) est fini et si on note F 1'espérance conditionnelle canoni-
quede pAp sur pIp,ona ¢'oF = ¢'; de plus, a cause de l'unicité,

F est la restriction de EA pA p . Soit a un élément de A+ ; ona

¢(a) = ¢(pap) = ¢'(pap) = ¢'(F(pap)

¢'(E(pap) = ¢'(pEap)  (puisque pé Le)
¢(pEap) = ¢ (Ea)

ce qui prouve b).

b) ==¢). On a (p(I—e) = ((E(I-e)) = O donc supp Y<e.
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¢) =—=> a). En se restreignant & e A a , on peut supposer le systime fini ;
comme ¢ est semi-fini, il existe des éléments ake _A_+ , convergeant u.f. vers
I et vérifiant q(ak) < + 09 ; alors E(a.k) tend u.f. vers I et il suffit
de montrer que <'l7 (E(ak)) est fini. On va en fait montrer que

-+

aé A, ‘f’(a)<+00 =><F(E(a))< + 00

D'aprés le théoréme II.4, E(a) est limite de combinaisons lindaires convexes

bl ki. g; & ; comme ¢ est invariant on a
¢(Z k.88 =2 k.¢(g a) = ¢(a)
et comme ¢ est semi-continu inférieurement pour la topologie u.f.,
¢(Ba) < ¢la) < + oo .
La démonstration de (ii) est immédiate.

Corollaire II.2. Si le systéme est fini, 1l'application % }—-}(‘p, gG est
une bijection de l'ensemble des poids n.s.f. invariants sur A , sur 1l'ensemble

des poids n.s.f. sur I ; 1'application réciproque est ¢ — wo EG

Remarque II.4 (deseription de 1'ensemble des poids n.s.f. invariants). Dans le
cas ou G = Int A , on a une description assez précise : si 1l'on choisit une
trace n.s.f. fidele ¢ , les traces n.s.f. sont exactement les fonctions

a —> ¢ (h a) ou h est un élément positif, borné ou non, affilié au centre

de A . Dans le cas général on peut dire ceci : choisissons un poids n.s.f. fidéle
invariant ¢ 3 pour qu'un poids n.s.f. fidéle y soit invariant, il faut et il
suffit que le cocycle (\f P ) prenne ses valeurs dans _A_G ; autrement dit

il y a correspondance bijective entre les poids n.s.f. fidéles invariants et

de R dans les éléments unitaires de AG , u.f,

s+t = Us ° 6: (u) -

les applications t r—> uy

continues et vérifiant u
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*
§ IT.4. Application aux espérances conditionnelles sur certaines sous-W -algébres.

* *
On considére ici une W - algebre A et une sous- W - algébre commutative

B ; on note B' le commutant de B dans A ; on fait opérer le groupe G = u(B)

dans A par automorphismes intérieurs ; on a donc AG = B'> B.
Théoréme II.9.
(1) Toute espérance conditionnelle de A dans B' est G - invariante.

(ii) I1 existe au plus une espérance conditionnelle de A sur B' ; il en existe
une si et seulement si le systéme (A,G) est fini, et elle est alors égale
a8,

(iii) S'il existe une espérance conditionnelle de A sur B', la restriction a

B' de toute trace n.s.f. sur A est encore semi-finie.

Démonstration.
(i) Soit E une EC de A dans B' ; pour tout ue U(B) et tout a €A
on a, puisque u € B' :

E(uau_1) = u..]i!(a).u-1 = E(a) .

(ii) résulte du théoreme II.2.
(iii) S'il existe une EC de A sur B', le systéme (A,G) est fini, et il suffit

d'appliquer le théoreme II.8.

*
Remarque II.5. On démontre (cf. Comnes [1]) que si D est une sous - W - algdbre

de A contenant son commutant dans A , il existe au plus une EC de A sur D .

Lemme II.2 (Dang Ngoc [6]) Soit A une W' - algdbre.
(i) A est finie si et seulement si le systime (A , {gn} n eZ) est fini
pour tout élément g de Int A ;

(ii) A est proprement infinie si et seulement si le systéme en question est

proprement infini pour au moins un élément g de Int A .
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Démonstration. Dire que A est finie (resp. proprement infinie) équivaut & dire
que le systdme (A , Int A) est fini (resp. proprement infini) ; il est donc
évident que les conditions énonvées dans (i) et (ii) sont respectivement néces-
saire et suffisante.

Supposons A non finie ; d'aprés Dixmier [1], ch. III, § 8, cor.2, il existe
une suite de projecteurs e , €,,... deux & deux orthogonaux et deux a deux

équivalents, non nuls ; soit w une isométrie partielle vérifiant

* *x
w u =€ , uu = e V n2 1 ;
n n o n n n
O
posons u = e ,f = TI- Ee et
o o n
n=0

Qo
* »*
f+u + 2 u u + Z u u H
1 =1 2k-2 2k =1 2k+1  2k-1

<]
1]

on voit facilement que u est un opérateur unitaire et que u” e, u™ est égal

N

a ou e suivant que n > 0 ou n < 0 . Il en résulte que le sys-

®on-1 -2n
téme dynamique (A ’ {gn} ) , ou g est 1l'automorphisme intérieur défini par u ,
' -
n'est pas fini. o0
Supposons enfin A proprement infinie ; on peut alors supposer Z e, = I
n=o0

et toute forme linéaire positive normale invariante est nulle sur e, » donc

nulle ; autrement dit le systeme (A ’ { gn}) est proprement infini.

Théordme II.10 (Takesaki [3], Tomiyama [2], Dang Ngoc [6]) Soit A une W*—algébre.
(i) les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est finie
b) pour toute sous—w* -algébre commutative B , le systéme dynamique
(A R H(_B_)) est fini, i.e. il existe une espérance conditionnelle
fidele de A sur B'
c) pour toute sous-w’t -algebre commutative maximale B, le systéme dynamique

(&4, U(B)) est fini.
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(ii) les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est proprement infinie
b) il existe une sous-w*—algébre commutative maximale B telle que le sys-
tétme (A , U(B)) soit proprement infini (dans la terminologie de Tomiyama

[2], B est " completely non smooth ").

Démonstration.
(i) a) == b) puisque U(B) ¢ Int A
b) == c¢) : évident.

¢) =% a) : supposons A infinie ; d'aprés le lemme II.2 il existe un unitaire
u¢ A tel que le systéme (_A_ v { i:: } ) soit infini ; u appartient & une sous—
W” - algtbre commtative maximale B, et (A , U(B)) est infini.

La démonstration de (ii) est analogue.
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§ II.5. Type des produits croisés.

*
On considére un systime dynamique (A,G) , on pose B = W (4,G) , on
identifie A a une sous-algtbre de B , et on note E 1'espérance conditionnelle

de B sur A construite a la proposition I.2.

Iemme II.3.

(1) Si 4{3 est un poids n.s.f. invariant sur A , ¢o E est un poids n.s.f.
sur B dont la restriction a A est égale a ¢ ; ¢o E est fidele (resp.
fini, resp. une trace) si et seulement si ¢ ala méme propriété.

(ii) Si ¢ est une trace normale finie sur B, | A est une trace normale
finie invariante sur A .

(iii) On suppose que G opdre presque librement sur le centre C de A ; alors si

est une trace n.s.f. sur B, | A est une trace n.s.f. invariante sur A.

Démonstration. Pour (i) et (ii), vérification facile ; pour (iii) : d'apres la
proposition I.3, A est le commutant de C dans B et il suffit d'appliquer le th.
II.9.

On en déduit le

Théordme II.11 (Zeller-Meier [1]) Notons G' le sous-groupe de Aut A engendré
par Get Int A .

(1) W*(A_,G) est finie si et seulement si le systéme (A ,G') est fini ;
(ii) si le systéme (A, G') est semi~fini, w*(A,c) est semi-finie ; la

réciproque est vraie si G opére presque librement dans C .

(L'hypothése que G opére presque librement dans C est en réalité inutile (commu-
nication orale de A.Connes) )

Corollaire II.3. Supposons que G opere presque librement et ergodiquement dans
C ; si le systéme (A,G') n'est pas semi~fini, W*(A,G) est un facteur de

type III.
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§ 11.6. Extensions des systimes dynamiques.

Soient (A,G) un systéme dynamique et H un sous-groupe distingué de G ;
il est facile de voir que la sous-algebre _A_H est G - invariante et que pour
tout g€ G ona go B = Els g [ on vérifie que go B, g’l est en-
core une EC H - invariante et telle que ¢ ¢ g o EHo g-1 =@ V{O ¢ AI;,,
puis on applique 1'unicité du théoreme II.1 (i) ]. On peut donc faire opérer
G/H de fagon naturelle dans AH 3 on notera EG/H 1'EC canonique de _A:B

dans (AH)G/ o g_G ; on a alors facilement
5 - gB, g (1)

Théortme II.12.(Dang Ngoc [6]) On suppose le systéme (A,H) fini.

(i) 1le systéme (A,G) est fini (resp. semi-fini) si et seulement si le systime
(A" | 6/H) est fini (resp. semi-fini).

(ii) L'application ¢ —> <(l __A_H est une bijection de l'ensemble des poids
n.s.f. G - invariants sur A, sur l'ensemble des poids n.s.f. G/H - inva-

riants sur AH ; l'application réciproque est Vv —> Yo l!!II .

Démonstration. (i) se déduit immédiatement de (ii). Démontrons (ii) : d'aprés
le corollaire II.2, l'application P —> 4101 AH est une bijection de 1'ensem-
ble des poids n.s.f. H - invariants sur A, sur l'ensemble des poids n.s.f. sur
AH » et la réciproque est V¥ +——> Yo EH ; 8si ¢ est G - invariant, il est clair
que ¢ | A% est G/H - invariant ; si ¢ est G/H - invariant, ¥ o El est

G - invariant puisque B permute & G .

Corollaire II.4. Soit (A,G) un systéme dynamique ; on suppose que A est finie
et qu'il existe un poids normal fidéle fini (resp. semi~fini) G - invariant
sur C ; alors il existe une trace normale fidéle finie (resp. semi-finie)

G - invariante sur A .

Résulte du fait que Int A est distingué dans le sous-groupe engendré par lui et G.
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§ II.7. Systimes dynamiques quotients.

On considére un systéme dynamique (A,G) et un systéme dynamique quotient
(A',G) au sens du § I.11, c'est-a-dire qu'on a un morphisme normal 7 de A sur
A' compatible avec l'action de G ; on note e et e' les plus grands projec-
teurs G - invariants finis de A et A' (cf. théoréme I.1), E et E' les espéran-

ces conditionnelles canoniques de A sur AG et A' sur A_'G.

Proposition II.1. Ona A'C = 1w (A%), e = T(e), B'om = Wo E .

Le support p de 7 est un 8lément G-invariant du centre de A ; on peut su-
pposer que A' = Ap et w(a) = ap J acA; 1'églité A% = w09
est alors évidente. Démontrons e' = 47 (e) ; comme le systéme induit dans
e Ae est fini, il en est de méme de eAep = e pApep, doncona
ep < e' ; soit maintenant ¢ un état invariant sur A p ; définissons un état

invariant y sur A par y(a) = ¢ (a p) ; on a facilement

supp Y =  supp ? < P
supp ¢ < e
done supp ¢ < ep ;
enfin
e' = supsuppy < €Dp .
Démontrons enfin la dernizre assertion, a savoir 7 (B(a)) = E'(7r(a)) pour

tout a € A ; comme nous svons déja que T (E(a)) ¢ A'q e' et que les éléments

de (4", )¢ séparent ceux de  A' o' , il suffit de vérifier que
(T (Ba) = v (B(7w () V¥V ¢e a,)%;
G
or o € Ar , donc

v (7w (@) = ¢ (7 () = ¢ E(7 (a) .
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ETUDE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Chapitre I |\ G) OU A EST SEMI-FINIE

§ II1.1. le théortme fondamental.

Théoréme III.1 (Guichardet [5]) Soient A une W™ - algibre, G, un sous-groupe
de Aut A contenant Int A , G un autre sous-groupe de Aut A tel que l'on
ait g Go g“1 = Go pour tout g ¢ G ; on suppose que les systémes dynami-
ques (A’Go) et (A4,G) sont semi-finis.

(1) On suppose en outre que les deux hypethéses suivantes sont vérifiées :
(E1) A, est séparable pour la topologie de la norme
(BZ) il existe une espérance conditionnelle fiddle de A sur A_Go permu-

table a G ;
alors il existe un poids n.s.f. fideéle sur A invariant par Gocet G .
(ii) L'hypothese (31) est inutile si G opdre ergodiquement dans A ° .
(iii) L'hypothise (112) est vérifide si le systime (A,co) est fini ou s'il

existe un poids n.s.f, fidéle w sur A , G - invariant et tel que sa

restriction & A ° soit semi-finie.

Nous utiliserons deux lemmes.

lemmeIII.1. Soient C une V- algbbre commutative a prédusl séparable, U 1le
groupe des éléments unitaires de C muni de la topologie ultra-faible ; faisons
opérer le groupe R trivialement dans U. Tout 2 - cocycle borélien y € 22 (® ,0)

est le cobord d'une application borélienne 8 de R dans U .

(On notera que ce résultat et sa démonstration restent valables si 1'on remplace
R par un groupe de Iie semi-simple simplement connexe ou par le groupe de
Poincaré ; on trouvera a 1l'Appendice D les notions nécessaires sur la cohomolo-

gie des groupes.)
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Démonstration. Rappelons d'abord qu'une wr- algeébre est & prédual séparable
si et seulement si elle peut &tre réalisée dans un espace hilbertien séparable.
On peut écrire € = > (Z,p ) ou Z est un espace borélien standard et yd
une mesure positive bornée sur Z ; pour tout espace topologique T on notera

M (2, » ,7) 1'ensemble des applications ke mesurables de Z dans T. On sait
(Appendice D) que tout 2 - cocycle borélien € 72 (R,T), ol W est le
groupe des complexes de module 1, est le cobord d'une application borélienne
de R dans U , ce que nous écrirons HZ(R ,T) = 0; le théortme 13 de
Moore [1] affirme que B2(R , M (Z,0 , U )) est isomorphe a M(Z,m JESR u)),
donc nul ; cela signifie, en clair, que tout 2 - cocycle borélien, élément de
ZZ(R » M(Z,n,U)) est le cobord d'une application borélienne ; mais ici on
met sur M (Z,, U) 1la topologie de la convergence en moyenne, qui est plus
fine que la topologie ultra-faible, ou topologie induite par la topologie de
dual faible de L*° (2,0 ) ; il reste donc a voir que ces deux topologies dé-
finissent la méme structure borélienne, et cela résulte de ce que ces deux
topologies sont polonaises : pour la premiére c'est évident, et pour la se-

conde cela résulte du lemme I.1.

Lemme JTT.2. Définissons C et U comme au lemme précédent ; notons I le groupe
multiplicatif des éléments positifs inversibles affiliés a C ; soit G un
groupe opérant dans C par automorphismes ; alors G opére asussi dans I . Soit
o un élément de Z1(G,F ) s supposons qu'il existe une application borélienne
it

P de R dans U telle que pour tout réel t , of soit le cobord de fb (t).

Alors o lui-méme est un cobord.

Posons j (s,t) = ﬁ(s+t).f5(s)-1.p(t)—1 ; y est un élément borélien
de Z°(R, U) ; la relation o (g)it = g (1:))."’5(1;)—1 entratne que

Y(s,8) ¢ © ¢ | done y € 22(R, I_IG) Comme HG est le groupe des éléments
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*
unitaires de la W - algébre commutative QG , le lemme III.1 montre qu'il
existe une application borélienne 5 de R dans _IIG de cobord § . Alors 1l'ap-
plication t ——> (’c).&(’c)"1 est un morphisme borélien de R dans U ,

donc de la forme h'® o h € T ; on a donc

p(t) = 8(t).ut
()% = gl?), nit parce que 8(t) € T
= (gh . h_1)it

dtow «(g) = gh.n .

Démonstration du théoreme III.1.

G
a) Remarquons d'abord que A © est contenue dans le centre C de A ; nous po-

G
serons A ° = C° . Notons X l'ensemble des poids n.s.f. fideéles Go - invariants

sur A , [ 1le groupe des éléments positifs inversibles affiliéds a co, ¢ un

élément de X ; comme les automorphismes G f opérent trivialement sur C° , on
peut définir pour tout h ¢ I un poids n.s.f.f. h ¢ = ¢ (b .), évidemment
G, - invariant. Réciproquement soit y un élément de X ; posons (ut) = (yie¢)

(voir Appendice A.5) ; alors u € C° et de plus

us.G(s(ut) = u u

u s t

it

s+t

donc “t est de la forme h:Lt

que le groupe I opére simplement transitivement dans X.

avec hel , et ¢ = h¢ . On voit ainsi

D'autre part G opére dans X par g ¢ = Go g~1 et dans | de fagon naturelle ;

g¢) = (gn) (g¢) Y geo,nel ,¢pe X.

Choisissons un élément ¢ de X, et, pour tout g ¢ G , notons o (g) 1'élément

de I vérifiant g¢ = X(g)¢ ; d'aprés 1'appendice D, appartient a
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Z1(G,r ), et il suffit, pour démontrer l'assertion (i) du théordme, de montrer
que o est un cobord ; d'aprés le lemme II.2 il suffit de construire une appli-
cation borélienne P de R dans U (groupe deséléments unitaires de C° ) telle
it

que pour tout réel t , soit le cobord de b (t).

b) Choisissons un poids n.s.f.f. G - invariant et notons h sa densité par rap-
port a ¢ (qui existe puisque "f est une trace) ; pour tout g €6G, gw admet
pour densité gh par rapport & g¢ = «L(g)¢ , donc gh.d(g) par rap-
port a ¢ come gw = onobtient h = od€g). g h; clest-a-dire

gh = (g . n Vegea . (1)

On en déduit

g.n? o ()%, n't Y g€CG,te¢R . (2)

Notons E 1'espérance conditionnelle de 1'hypothese (Hz) ; on a
e® @) = (@ (3)
d'ou résulte que
lE )] e (©@)F . (4)
[ Supposons un instant que h appartienne a A et que E(h) soit inversible ;
alors (1) entratne g (E(h)) = o (g)-1. E(h) , & est un cobord et 1'asser-
tion (i) du théorime est démontrée ; plus généralement si E(hit) est inver-

sible pour tout t , les P (t) cherchés peuvent &tre pris égaux aux éléments
e 1) 1.2 ()" ]

*
c) Notons B la sous- W - algdbre (commutative) de A engendrée par C° et les
éléments h'® ; comme A est & prédual séparable on peut écrire C° = L°° (Z,M)
ou Z est un espace borélien standard et }+ une mesure de masse 1 ; o E 1§

est un état normal fiddle sur B ; on peut donc éerire B = L™ (T,v ) ouY
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est un espace borélien standard et V = po E | B ; il existe une application
mesurable p de Y sur Z telle que r = p(v ) et que 1l'image canonique dans
B d'une fonction quelconque f € C° soit égale a f o p; enfin il existe
une désintégration V = /Z VZ . d,A(z) ou chaque v, est une mesure de
masse 1 portée par p_1 ({2z}) (voir par exemple Guichardet [1]).

Pour toute fonction ¢ ¢€B, ch) est la fonction définie p - presque partout

z ,_._>vz(<() ; en effet pour toute £ ¢ C° ona
[£(2).(Bg)(z).ap(z) = p(2Eqg) = m(Blfop.q))
viten.q) = [f o23)).q(3).av,).ap (2)

[1(2).v,(¢)- ap(a) .

1

d) Considérons h comme une fonction V- mesurable strictement positive sur Y ;
lorsque t tend vers O, hj“t tend simplement vers 1 ; d'aprés le théoréme de Le-
vesgue, (E(MY))(z) = Vz(hlt) tend vers 1 M - presque partout ; pour p -

presque tout z il existe &(z) > O tel que
it 1
1t1 < &(z2) == IE@)(2)] > 3.

pour tout entier n positif posons

2, = {2 LEGNGEI >+ Ve [-/n, /4] §; (5)

n
les Zn sont p - mesurables, G - invariants d'apreés (4), et forment une suite
croissante dont la réunion est de complémentaire q - négligeable. Notons P]!1
. G P
0 3 - - .
le projecteur de (C )7 associé a Zn et posons Qn = Pn Pn__1 s les

Q, sont deux a deux orthogonaux de somme I. (5) montre que pour |t} ¢ 1/n,

E(hlt).Q!1 est inversible dans C°.Q  ; notons &n(t) son inverse et posons
it
P8 = [E@T)1Q .4t ;

F’n est une application borélienne de [-1/n , 1/n] dans U.Q wérifiant
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<@ q = g (p (). p (1) (6)
en vertu de (3) et (4). On prolonge ensuite B & R en posant
Pa(t) = B (eA)"
lorsque t ¢ J(k-1)/n, k/n] ou [-k/n, -(k-1)/n[ et on a encore (6).
Pour définir @ (t) il suffit maintenant de poser B (t) =§\9 /Bn(t).

e) Démontrons 1l'assertion (ii) du théordéme. La relation (4) montre que

|E (hit)l est un scalaire, soit k,.I ; lorsque t tend vers 0, nt et E(hlt)

tendent u.f. vers I, donc k. tend vers 1 ; il existe n> O tel que E(hit)
soit inversible pour |t| & 1/n ; on pose alors @ (t) = k,‘:.E(hit)'1 ; on
prolonge f en une application de JR dans U comme ci-dessus. Le lemme III.4
s'applique sans hypoth®se de séparabilité car ici U® = U . Le fait que
1'application t »r—> 65(1;).6(1:)_1 soit borélienne ne suffit plus pour
affirmer qu'elle est de la forme hit ; mais il est facile de voir que {> est
continue en O et on sait (voir Appendice D) qu'alors & l'est aussi ; notre

morphisme est donc continu, et par suite de la forme hlt.

f) Démontrons l'assertion (iii). Si le systéme dynamique (A_,Go) est fini,
G

G
° ge Asur A° permute & G (voir

1'espérance conditionnelle camonique E
§ II.6) ; 8'il existe un poids n.s.f.f. W G - invariant et tel que sa res-
triction a A ° soit semi-finie, l'existence de 1'EC résulte de 1l'Appendice

A.6.

Remarque III.O. En modifiant trés légerement la démonstration du théorime
III.1 on peut démontrer le résultat suivant :
(1) Soit (4,G6) un systime dynamique ; on suppose qu'il existe un poids

n.s.f.f. (‘0 tel que les automorphismes Sf permutent & G, et un poids
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n.s.f.f. «w invariant par les 69: et par G ; on suppose en outre que les
deux hypothéses suivantes sont réalisées :
(H;) A, est séparable
(Hé) il existe une espérance conditionnelle fidéle de A sur C permutable
agG;

alors il existe un poids n.s.f.f. G - invariant, admettant par rapport & ¢
une densité affiliée a C .

(ii) L'hypothese (H%) est inutile si G opere ergodiquement dans C .

(iii) L'hypothese (Hé) est vérifide si A est finie, ou s'il existe un poids

n.s.f.f. @ G - invariant et tel que ¢ | € soit semi-finie.

Pour démontrer cela on notera T le groupe des éléments positifs inversibles
affiliés a C , X 1l'ensemble des poids n.s.f.f. de la forme k(( avec ke I ;

G opere naturellement dans | ; pour tout gé¢ G ona

¢
t

&8¢ _ L B
Gt“o- g.6,-8 = 6
donc g est de la forme o (g) ¢ avec «(g) € I ; G opére dans X car

pour tout élément k¢ de X ona
glky) = (gk) (gg) = (ek) (v(e)) (¢) € Xx.

I1 suffit, pour démontrer (i), de construire une application borélienne p de
R dans U(C) telle que ,{it soit le cobord de P(t) pour tout t. Comme
(0 est invariant par les 53 , il peut s'écrire w = h¢ ou h est un é1é-
ment positif inversible affilié a 1l'algdbre des éléments 6 f -~ invariants ; la

G
suite de la démonstration s'applique intégralement en remplacant partout A °

par C .
R.Nest [1] a démontré indépendamment le résultat ci-dessus en supposant le sys-

téme (A,G) fini.

44



SYSTEMES DYNAMIQUES (A, G)

Corollaire III.1. Soient (X,C) wun espace quasi-mesuré (voir § B.1) ol X est
standard, G et G des sous-groupes de Aut (X,C) tels que g G, g"1 = G
pour tout g € G ; on suppose que C contient une mesure 6 ~ finie Go -~ invari-
ante et une mesure € - finie G - invariante ;:
(i) On suppose en outre que l'hypothese suivante est vérifide :

(B) il existe une espérance conditionnelle fiddle de L°° (X,C) sur

L°°(x,c)G°.

Alors C contient une mesure 6 - finie invariante par G et G .

(ii) L'hypothdse (H) est vérifide si C contient une mesure finie G,-invariante

ou une mesure 6 - finie G - invariante dont la restriction a la tribu des

sous-ensembles Go - invariants est 6 - finie.

Remarque III.1. Le corollaire III.1 (i) ne subsiste pas si 1'on supprime 1'
hypothdse (B) : prendre pour X un groupe localement compact non unimodulaire,
pour C la classe des mesures de Haar, pour G0 et G le groupe X lui-méme opé-

rant par translations & gauche et a droite.

Corollaire III.2. Soient A une W algdbre semi-finie, G un sous-groupe de
Aut A tel que le systime dynamique (4,G) soit semi-fini.
(i) On suppose réalisées les deux hypothises suivantes :
(H;) g* est séparable
(Hé) il existe une espérance conditionnelle fidéle de A sur son centre c
permutable & G .
Alors il existe une trace n.s.f. fidéle G - invariante.
(ii) L'hypothése (H;) est inutile si G opere ergodiquement dans c.
(iii) L'hypothése (Hé) est réalisée si A est finie ou s'il existe un poids

n.s.f.f. G - invariant et tel que sa restriction a C soit semi-finie.

I1 suffit d'appliquer le théoréme III.1 en prenant G, = Int A .
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Le corollaire ITI.2 a été démontré par Stgrmer [5] en supposant que le

poids qui intervient dans (iii) est fini et que G opére ergodiquement dans c.

Remarque ITI.2. Lorsque A est un facteur semi-fini, le corollaire III.2 se ré-
duit & l'assertion suivante : s'il existe un état normal fidéle G - invariant
W , toute trace n.s.f.f. sur A est G - invariante ; on peut méme supprimer
1'hypothése suivant laquelle W est fidele (Pedersen - Takesaki [1]) Par contre
ceci devient faux si l'on remplace " état " par "poids semi-fini " ; plus pré-
cisément il existe un facteur de type II,, A dans un espace hilbertien sépa-
rable et un groupe d'automorphismes G de A admettant un poids n.s.f.f. invariant
mais ne conservant pas les traces n.s.f.f. de A . Pour le voir notons X

un groupe localement compact non unimodulaire , C la classe des mesures de Haar,
Go un sous-groupe dénombrable partout dense dans X, opérant par translations a
gauche dans X ; prenons pour G le groupe X lui-m&me opérant par translations a
droite ; soit B le produit croisé de 1 (x,0) per G ; comme G opire
presque librement et ergodiquement dans L™ (X,C), B est un facteur semi-
fini et Loo (X,C) est commutative maximale dans B (proposition I.3 et théo-
réme I1.11) ; on peut faire opérer G dans B de la fagon suivante (en utilisant
les notations de la proposition I.2) : (g b)(go) = g (b(go)) Y be B;
soit E 1'espérance conditionnelle de B sur 1> (x,€) ; E, étant unique, per-
mute a tout automorphisme de B qui conserve Loo (%,c) et en particulier ag H
notons vo et V des mesures de Haar a gauche et a droite sur X H Voo E est
une trace n.s.f.f. sur B, Ve E est un poids n.s.f. G - invariant sur B ,

mais Vo © E n'est pas G - invariante puisque sa restriction a LOO, égale

~

a vo , ne 1l'est pas.

Remarque III.3. On peut aussi déduire du lemme III.7 le résultat suivant, dé-

montré par Kallman [1] lorsque G = R : soit G un groupe localement compact
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tel que tout 2 - cocycle borélien € 22 (¢ ,m) (pour 1'action triviale de G
dans U ) soit le cobord d'une application borélienne (ces hypothdses sont vé-
rifiées notamment si G est le groupe des réels, ou un groupe de Lie semi-simple
simplement connexe, ou le groupe de Poincaré) ; soient A une W - algebre opé-
rant dans un espace hilbertien séparable, r un morphisme continu de G dans
Int A ; il existe un morphisme continu p de G dans U(A) tel que r(g) = ip(g)
Y g € G. En effet choisissons une section borélienne s du morphisme canonique
E(A) —> Int A (cf. lemme I.1) ; avec les notations de 1'Appendice D, le 2 -
cocycle p est borélien ; d'aprds le lemme III.1, on peut supposer o borélien ;

alors le morphisme p est borélien, donc continu.

(Cette remarque est due & C.C.Moore [1].)
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§ 11I.2. Quelques conséquences.

Corollaire III.3. Soit Q,G) un systéme dynamique ou A est semi-finie et a
prédual séparable ; on suppose qu'il existe un poids n.s.f.f. co sur A , G -
invariant et tel que w | C et w|A® soient semi-finis. Alors A est
semi~-finie.

D'aprés le corollaire III.2 il existe une trace n.s.f.f. G - invariante T ;

la densité de ® par rapport & T est un élément h affilié & A® ; pour tout

réel t , 6 est 1'automorphisme intérieur défini per h'® , dome conserve A%;
’ . w
dtaprés le § A4, en posant W' = w] _A_G , 6:’ est égal a e’t IAG , done

it

a 1'automorphisme intérieur de _A_G défini par h~ ; d'ou 1'assertion.

*
Corollaire III.4 (Stdrmer [§]) Soient A une W - algdbre semi-finie, G un groupe
ergodique d'automorphismes de A ; s8'il existe un état normal fidéle G - invariant

w , W est une trace et A est finie.

le corollaire IIT.2 montre qu'il existe une trace n.s.f.f. invariante, et

celle-ci est nécessairement proportionnelle aw d'apres le théorime II.6.

Corollaire III.5 (Stérmer [5]) Soient A une algdbre de von Neumann dans un es-
pace hilbertien H , G un groupe d'opérateurs unitaires dans H véri-
fiant U A ! o= A Y U¢ G ; on suppose qu'il existe un vecteur 3 sépa-
rateur pour A et que 257 est, a un coefficient prés, l'unique vecteur G-invari-
ant. Alors si A n'est pas de type III, elle est finie et ¥ est élément trace.
(Ce résultat généralise le théoréme 7 de Dixmier [1], ch. I, § 6)

Remplagant A par A’F ou F est le projecteur sur _A:Tf , on peut supposer

3 séparateur et totalisateur pour A ; la proposition V.2 ci-dessous montre

que G est ergodique dans A (en effet dci dimK=1 et L I); le plus

grand projecteur central semi-fini P de A est invariant par G (et m8me par
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tout automorphisme de é.), donc égal & O ou I ; comme A n'est pas de type III,
P=1 et A est semi-finie ; il suffit alors d'appliquer le corollaire précé-

dent avec W = u)¥ .

Corollaire III.6. Soit (A4,@) un systime dynamique ou A est semi-finie et a
prédual séparable ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le systéme (A,G) est fini ;

®-

(ii) il existe un poids n.s.f.f. G - invariant sur A dont la restriction

G

A" est semi-finie ;

(iii) 4l existe une trace ayant les mémes propriétés.

(E.Stérmer a démontré dans [8] 1l'équivalence de (i) et (iii) sans supposer que
A soit a prédual séparable, mais en supposant que G opére soit trivialement,
soit ergodiquement sur C)

Démonstration. (i) et (ii) sont équivalents d'apres le théoréme II.7 ; (iii)
implique trivialement (ii) ; montrons que (ii) implique (iii) : comme A est &
prédual séparable, il existe un état normal fiddle G - invariant (ef. § I.4),
donc une trace n.s.f.f. G - invariante ; le théoréme II.8 montre que la res-

triction de cette trace a AG est semi-finie.
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§ III.3. Cas ol G opdre trivialement sur C .

Théoréme III.2 (Hermann - Takesaki [1]) Soient A une W" - algdbre, G un groupe
d'automorphismes de A opérant trivialement sur C , ¢ un état normal fidéle sur

A tel que les automorphismes 3 :f permutent a6 ; alors <( est G - invariant.

Pour tout g€ G on a, d'aprés le § A.4,

68 - ¢.67¢" - 67,

donc g ¢ admet par rapport a ¢ une densité affiliée a C , soit gy = (&8¢
comme G opére trivialement sur C , 4 est un morphisme ; en particulier on a

oL (&) = o(g)"; on peut écrire C = 1°° (Z,1) ou Z est un espace boré-

lien et M la mesure positive de masse 1 correspondant Q <( s on a alors

K@) = ¢W@ @ = 9@ = ()1 = 1

d'ou
sup ess o(g) = 1lim lla((g)"p = 1 ;
POO
alors 4 (g) = 1 M- presque partout, et g¢ = ¢ .

Corollaire III.7. Si G opére trivialement sur C , toute trace normale finie
est G - invariante.

Le support p de la trace ¢ appartient a C ; remplagant A par Ap, on
peut supposer ¢ fidéle, et le théortme III.2 fournit le résultat puisqu'

alors 61? = I.

Lemme III.5. On suppose A semi-finie et G trivial sur C ; soient T une trace
n.s.f. sur A et e un projecteur de _A_G, fini relativement a A et vérifiant

T(e) = 1. Alors 1'état sur A : a —> T(e a e) est G - invariant.

Remplagant A par e A €, il suffit de prouver que si A est finie, toute

trace normale finie sur A est G-invariante - ce que nous savons par le cor.III.7.
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Théortme III.3. (Stgrmer [1]) Soit (4,G) un systime dynamique ou G est trivial
sur C et ou A est semi-finie ; ce systdme est fini si et seulement si tout pro-
jecteur non nul de _A_G majore un projecteur non nul de A_G fini relativement
ad.

Nous ferons la démonstration en supposant A , séparable, pour pouvoir
utiliser les résultats précédents.
Supposons le systéme fini ; il existe un état normal fidéle invariant ; d'apres
le corollaire III.2 il existe une trace n.s.f.f. invariante T . Soit e un pro-
Jjecteur non nul de AG ; remplacant A par e A e , on peut supposer e =1 et
on a simplement a construire un projecteur non nul de AG fini relativement a
A . Soit a un élément positif non nul de A vérifiant T(a) < + 02 ; en
vertu du théordme II.4, EGa est limite u.f. de combinaisons linéaires convexes
z k;. g;a et est positif et nonnul ; on a 7(E%) ¢ T(a) < + oo
puisque T(Z k, . gia) = T (a) et que 7T est semi-continue inférieure-
ment. Soit f un projecteur spectral de EGa vérifiant f « k.EGa ou k est

réel > 0 ; alors fe A, T(f) < + oo , donc f est fini relativement & 4 .

Réciproquement montrons que la condition énoncée est suffisante. Soit 8, un é1é-
ment positif non nul de AG » £ un projecteur spectral de a, vérifiant la rela-
tion f < k a, avec k > 0 ; il existe unprojecteur non nul e de AG ’
majoré par f et fini relativement & A ; soit T une trace n.s.f. sur A telle

que T(e) = 1. D'aprds le lemme ITI.3, l'état p sur A défini par p(a) =

T (e ae) est G - invariant ; de plus on a

-1 -1

pla)) 2 ¥ p(£) > X ple) > 03

ceci prouve que pour tout élément a, positif non nul de AG il existe un état
normal G - invariant sur A non nul en a, s cela prouve que le projecteur e

du théoreme I.1 est égal a I, i.e. que le systéme est fini.
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Corollaire ITI.8. On reprend les hypothéses du théoréme III.3 et on suppose
le systéme fini ; si H est un autre groupe d'automorphismes vérifiant AG = AH,

le systéme (A,H) est fini.

Autrement dit la finitude du systéme (A,G) est une propriété de AG , pourvu
que celle-ci contienne C ; cette derniére hypothése est essentielle comme le
montre 1l'exemple suivant : prenons A = Lw(G) ou G est un groupe compact,
et faisons opérer G dans A par translations ; le systime (A,G) est fini puis-~
que la mesure de Haar est un état normal fidéle invariant ; _.t_\_G est réduite aux
scalaires ; prenons H = Aut A ; on a AH = _A_c , mais le systdme (A,H)
n'est pas fini, car le seul état normaléinvaria.nt est la mesure de Haar, et il
n'est pas H - invariant.

G

Corollaire III.9. Sous les hypothéses du corollaire III.8 , on a EGo od =E

pour tout automorphisme &« de A induisant l'identité sur AG.

I1 suffit d'appliquer le corollaire III.8 au groupe H des automorphismes
induisant 1'identité sur AG.

Corollaire III.10. On suppose (A,G) fini et AG =C ; on note G' le sous-

groupe de Aut A engendré par G et Int A . Alors le systéme (A_,G') est
fini, et en particulier A est finie.
1
En erfet A% = a% = c.

Remarque IIT.4. On peut déduire du théorsme III.3 et du § II.4 le résultat
suivant (Tomiyama [2]) : soit B une sous-algebre commutative maximale de A ;
pour qu'il existe une EC de A sur B il faut et il suffit que B soit engendrée
par des projecteurs finis relativement a A . Voici d'autre part un résultat 4@
a Pedersen-Takesaki [1] : G est trivial sur C ; soit ¢ une trace n.s.f.f., ¥
un poids n.s.f. invariant ; on suppose qu'il existe des projecteurs Py € C de
somme I tels que a € E' y <p(pia) < oo _=7\k(pia) £ ©o , Alors si
q est le support central de ¢, la trace (p(q .) est G - invariante.
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Chapitre IV
Pt SELON E. STGRMER

§ Iv.1. le théortme fondamental.

Définition. Etant données une v algébre A et une relation réflexive et symé-
trique, notée ~r , sur l'ensemble _A_p des projecteurs de A , on dira qu'un pro-
jecteur e est ~~ fini si les relations f ¢ _A,p yf £ e, far e impliquent
f=e;eest dit ~ semi-fini si tout projecteur non nul majoré par e majore
un projecteur non nul ~~ fini.

Dans la suite on notera A~ la relation d'équivalence usuelle sur Ap tent

signifie qu'il existe un élément a de A telque e=aa ,f= a"a.

Soit (A,6) un systime dynamique ; on définit sur Ap une relation symétrique
A
et réflexive, notée T de la fagon suivante : e /’é, f s'il existe une

famille (ag)geG d'é1éments de A telle que l'on ait
»*
e = Z a_a ,f=Zg(a*a)
s 8 8 e g &

01‘1 les familles sont supposées sommables pour la topologie ultra-faible.
N
I1 est clair que e 4 f implique T(e) = T(f) pour toute trace nor-

male G - invariante T . la relation ~ implique % ; si G est trivial,
ces relations sont identiques ; on montre en effet (cf. Kadison - Pedersen [1])

que e ~ f si et seulement s'il existe une famille a; € A vérifiant

* *
e=ZtaLita.i ,f.—:z-aiai.

Théoréme IV.1 (Stgrmer [8]) Notons G' le groupe d'automorphismes engendré par G
et Int A ; alors le systeme (A,G') est fini (resp. semi-fini) si et seulement

A
si le projecteur I est <y fini (resp. semi-fini).

Nous indiquerons plus loin le principe de la démonstration.
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Remarque IV.1. Il serait intéressant de trouver une relation symétrique et
réflexive sur _A_P , soit ’&-’ , possédant les propriétés suivantes :

(i) si G est trivial, sy est 1'identité ;

(i) si G=1IntA, < est identiquea ~ ;

(iii) si A est commutative, faf est la relation d'équivalence de Hopf (cf.
§ B.7) ;

() & = o

(v) le systime (A,G) est fini (resp. semi-fini) si et seulement si le

projecteur I est fa-’ fini (resp. semi—fini) ;
(vi) si e est un projecteur de A , le systéme induit dans e A e (2 supposer
a PPO:
qu'on 1'ait défini, voir remarque I.1) est fini (resp. semi-fini) si et

seulement si e est <y fini (resp. semi-fini).

Le théortme IV.1 serait alors une conséquence de (iv) et (v) ; (iii) et (v)
donneraient une nouvelle démonstration des théorémes de Hopf et de Halmos et
Kawada. I1 ne semble pas exclu qu'on puisse prendre la relation suivante :

e ’5’ f g'il existe une famille (e ) de projecteurs deux a deux or-

8'8¢€G
thogonaux telle que les g.eg soient aussi deux & deux orthogonaux et que

1'on ait =2 e f = e .
n e g ’ Zgg

Proposition IV.1 (Pedersen - Stgrmer [1]) Notons B le produit croisé de A par
G, <P le morphisme canonique de A dans B ; alors un projecteur e de A est

N
7y fini si et seulement si ¢)(e) est fini relativement aB.

Principe de la démonstration.

A
On commence par définir une relation Ay sur 1\_"' de la fagon suivante :

G
A
pour a, et a, € &"’ y 8y ,(\;' a, signifie qu'il existe un ensemble I et des
éléments a, deA,i€I, geG, vérifiant

1,8
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. _a,
i,g a’i,g 1,8 1,8

8.1 = Z &.*
i,g

x
y 8, = 2 gfa ) .
1,8

De méme pour une v algtbre quelconque D on définit une relation Ar sur 2+ :

d; ~ d, 8'il existe un ensemble I et des éléments 4, de D vérifiant :

* *
4 = 24 & , 4, = Z 4 47 ;
on démontre que ~ est une relation d'équivalence qui induit la relation habi-

tuell A .
e sur £

On démontre alors ce qui suit : pour a, et a2€ _4_"' ona a, % a, si
et seulement si (a1) ~ <P(32) , d'ou résulte que %’ est une relation

d'équivalence qui induit sur 1'ensemble des projecteurs la relation définie au
début du paragraphe. Notons E 1'espérance conditionnelle de B sur A construite

& 1a proposition I.2 ; alors pour b, et b, ¢ B, b, ~ b

> implique B( b1 )

% E(bz) . Enfin un projecteur e de A est % fini si et seulement si les
relations aé_A_+ , a <<e, a % e entraftnent a = e . Ceci fait

la proposition est facile & démontrer.
Démonstration du théordme IV.1.

Cas fini : le systéme (A,G') est fini si et seulement si B est finie (théordme
II.11), donc si et seulement si IB = (P (IA.) est fini relativement a B, donc

A &
si et seulement si I, est <y fini (proposition IV.1).

Cas semi~fini. Si le systéme (A,G') est semi-fini, il existe une trace n.s.f.f.
invariante T ; soit e un projecteur non nul ; il majore un projecteur non nul

f vérifiant T(f) £ + oo ; il est clair que f est % fini, donc I est

A emi-fini

y semi-fini.

Réciproquement supposons I %— semi-fini ; on construit, a 1l'aide du théoréme
de Zorn, un projecteur e de A , % fini ayant I pour support dans QG 3 alors

¢ (e) est fini dans B et de support central I, car
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q € centre B et q.P(e) = 0 —= E(q) € QG et E(q).e=0

— E = 0 => q = 0.
Il en résulte que B est semi-finie et qu'il existe une famille fidele (Si)
de traces n.s.f. sur B, finies sur @ (e) ; les fonctions w i = Ci . P
sont des traces normales G - invariantes, formant une famille fidéle ; enfin
elles sont semi-finies car dans le cas contraire l'ensemble AMI des a ¢ f’
vérifiant u)i(a) < + OO serait annulé par un projecteur non nul de Q_G ,

ce qui contredit le fait que le support de e dans go' est égal al.

§ IV.2. Autres résultats.

A
a) Un projecteur e de A de genre dénombrable est "&’ fini 8l et seulement si
pour un (ou pour tout) état normal ¢ de support e, et pour tout € > 0 il

existe & > 0 tel que
N
a,bert , a,bgce , <F(a)<6,a’§'b = @(v) < &
(cf. Pedersen - Stgrmer [1]).

A
b) Supposons A commutative de genre dénombrable ; alors la relation ’6’ est
identique a la relation de Hopf introduite au § B.7 (Stgrmer [8]) ; de plus
le résultat a) reste vrai si 1l'on remplace " a , b € §_+ " par ®"a, b€ AP ",

(cf. Pedersen - Stgrmer [1])
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Chapitre V. | \OINS FORTES QUE LA COMMUTATIVITE DE A

§ v.1. Quelques propriétés des systimes dynamiques concrets.

On considdre ici un systime dynamique concret (4,G,H,U) (woir § I1.2) ;
onpose C = centreA, U = Ug}" s R = (AvD", K = projecteur
sur 1l'ensemble des vecteurs de H invariants par les Ug ; d'aprés le théoréme
de Alaoglu - Birkhoff (§ C.1) ona K€ UCR . On a d'autre part

G

E = Cnhnl'c RnaR' ¢ R
I = 4% = AN
donc
KeUcl ;

notons L le support de K dans I n I' , projecteur sur I'(K(H)) = A'(K(H)) ;
e le plus grand projecteur fini G -~ invariant de A (cf. Théoréme I.1) ; on a

e¢ Inl' . Bnfinpour x, x'¢ H on note Wy et Wy les fonctions

yx'
sur A définies par

w(a) = (axlx) et (a) = (axlx');

w 1
X,X

si x et x'¢ K(H), W g1 ©st G - invariante.
4

Proposition V.1. Ona L ¢ e , inégalité qui devient égalité si tout état

rormal invariant sur A est de la forme w _ avec x¢ K(H).

Premitre assertion : on a pour tout x ¢ K(H) : wx(I-e) = 0, (I-e)x = 0,
(I-e) a' x = a' (I-e) x = 0 Ya'e¢ A', d'ou I-e ¢ I-L.
Deuxiéme assertion : le support de wx est le projecteur a sur _4_'_1 car pour
tout projecteur q de A on a
wle) = 0 &= qx = 0 &= qa'x = 0 Va'ea
— q <« I -z H
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il en résulte que

e = sup supp J = sup P =
x¢ K(H) x xe K(H) ¥

Proposition V.2. L'ensemble AK des opérateurs dans K(H) de la forme
K al K(H) ou ac¢€ A , est une algebre de von Neumann égale a E‘K et iso-

morphe a I L . En particulier si I e est commtative, AK 1'est aussi.

On a A{( = B-‘K puisque R est engendrée par A et les Ug qui opérent tri-

vialement sur K(H) ; notons T 1'application canonique de A sur AK 3 on a

™MD = A, carsi a€é A, x x'€ K(H)

(axlx) = w (%)

(T(EGa) x]x') £z

= Wox (a) (théordme II.1)

(M(a) x ) x') .

1]

Comme Ker (T!I) = I (I-L) , T induit un isomorphisme de IL sur A
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§ v.2. Diverses propriétés moins fortes que la commutativité de A .

Nous considérons ici un SD abstrait F = (A,G) ; nous notons C le centre
de A , e le plus grand projecteur fini G - invariant de A (cf.th. I.1), E® 1'es-
pérance conditionnelle canonique de A dans AG .

Définitions. Nous dirons que F wérifie la condition
(¢ 1) si l'algtbre I e est commtative ;

(c2) siona Ie(¢ Ce,c'est-a-dire Ie = e

(c3) siona IeCCe et e€C,ouencoresi Ie ¢ C;

(c4) siona I cC,ie. I = C°.

Pour introduire les conditions suivantes nous nous donnons en outre une sous -
c *- algtbre A de A , ultrafaiblement dense et invariante par G ; nous consi-
dérons donc un systéme F' = (A, G, A) au lieu dwy systéme (A , G). Nous
supposons que G est localement compact et opére continfiment dans A en ce sens
que pour tout a € A et toute ¢ € A ,, la fonction g > ¢ (g a) est
continue. Enfin nous utilisons les notations introduites au bas de la page ¢3.
Nous dirons que F' wvérifie la condition

(C5) si pour tout s € S, tout w e(gﬁ)x et tous a,b € A, la fonction

g —> w (TrS(g a)) est faiblement presque périodique et

m w (1 (ga.b - buga)) = 0; (1)

la deuxiéme condition est équivalente a mg 'ﬁs(ga) € QS (voir défini-

tion de m, ")Ts(ga) au § I1.2) ;
(C 6) : condition analogue a la précédente en remplacant (1) par

m, |w (T (gab - bega)) [ = 0

qui revient & dire que m, f(g). ’;Ts(ga) € Cg Y £ € FPP(G) ;

(C 7) si G est non compact et si 1lim ¢(ga.b - b.ga) = 0 Va,boe A, Pe A,
[» <}
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(C 8) si G est non compact et si lim || ga.b-b.gal = 0 U a,b 4.
g=00
I1 est clair que (C 8) implique (C 7) , (C 6) implique (C 5), (C 4) implique

(C 3) implique (C 2) implique (C 1) ; nous verrons plus loin (cor.¥.1) que

(¢ 7) implique (C 6) et (C 5) implique (C 3).

Si F est un systéme dynamique concret avec vecteur totalisateur et invariant \5,
1a condition (C 5) (resp. (C 6)) équivaut & la suivante : pour tout w € A »
et tous a,b ¢ A, la fonction g )—> w(g a) est FPP et on a

m, w(ga.b - b.ga) = 0 (resp. mglw(ga.b -b.uga)l = 0).

Théoreme V.1.

(i) On suppose que F est fini ; alors (C 4) &> (C 3) &= (C 2) .

(ii) On suppose que F est fini, que G est localement compact et opére continf-
ment dans A ; alors ¢ (g a) est FPP pour tous a€ A, @EA,; (C4)
est vérifiée si et seulement si (C 5) 1'est pour une sous-algtbre A , ou
encore pour toute.

(iii) On suppose, en plus des hypothéses de (ii), que G est non compact ; alors
(c7) = (c6).

Comme F est fini, ona e =1, ¢ (ga) est FPP pour tous a€ A »PE A,
et % = m, g.a (théoréme IT.4) ; (i) et (ii) sont alors immédiats ; (iii)

résulte du fait que toute fonction continue mulle & 1'infini a une moyenne nulle.
Leme V.1. Le systime F vérifie (C 1) si et seulement si E(A)® est un simp-
lexe, c'est-a-dire encore si _A_g est réticulé.

D'aprés le théoréme II.5, les ensembles ordonnés A f et (Ie), sont
isomorphes ; si I e est commutative il est clair que (L e)* est réticulé.

Réciproquement supposons Q e) * réticulé ; sa partie hermitienne l'est aussi ;
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la partie hermitienne de I e 1'est aussi comme dual du précédent, et cela

entrafne que I e est commutative d'aprés Sherman [1].

Proposition V.3. On considére un systme dynamique concret F = (A4,G,H,U)
avec vecteur totalisateur et invariant ; . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) R wrifie (C3) ;

(i1) R vérifie (€ 4) ;

(iii) il existe une sous- ¢ - algébre A de A , u.f. dense dans A , G-invari-

ante et telle que co G a rencontre C pour tout a € A ;
(iv) co G a rencontre C pour tout a € A .
De plus ces conditions impliquent F fini et sont impliquées par (C 7) et par

(cs).

Démonstration. On utilise les notations du § V.1.
a) Nous savons déja que (ii) implque (i) et (iv) implique (iii).
b) Montrons que (iii) implique (ii) et F fini. Comme § est séparateur pour C ,

le systéme (C,G) est fini ; notons F 1'EC canonique de C sur QG. Soit a un

élément de A ; d'aprds (iii) il existe a'€ co G a n C ; d'aprés le théordme

I1.4, F(a') € coGa'n _QG ; conme coGa'¢ coGa, onvoit que co G a

rencontre Q_G ; soit a" un élément de co G a N _QG

; pour tous x,yé K(H) on a
(bxly) = (ax]y) YbecoGa, donc KblK({EH) = Ka)K(H) ; en parti-

culier, comme K € (QG)' , on peut écrire a" ) K(H) K a |K(H) ; comme K

1]

est séparateur pour QG, ceci montre que a" est unique ; si on le note E(a)
on adonc E(a) ¢ €& et E(a) |K(E) = Ka |K(H). Cette relation montre
que E est une application u.f. continue de A dans QG ; elle se prolonge par
continuité en une application u.f. continue, encore notée E , de A dans Q_G ,

qui vérifie encore E(a) |K(H) = KalK(H) VY ae A; il est clair que E
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est positive, idempotente et G - invariante ; c'est une EC car pour a¢ A,
be QG on a

E(ab) | K(H) = KablKH) = (KalK(H). b|K(H)
= (B(a)! K(H)). vIR(H) = (8(a).1))K(H)
i.e. E(ab) = E(a).b; enfin pour tout pe Af_ ona ¢(E(a)) = ¢ (a)
pour tout a € A (puisque E(a) € co G a ) , donc pour tout a € A par con-

tinuité. Le théoréme II.1 montre alors que E = oxd ; come BE(I) = I, le

systéme (A,G) est fini, A® = E@) = ¢%.

¢) Montrons que (i) implique (iv). D'aprés la proposition V.1 ona e > L =

projecteur sur A'(K(H)) ; comme e appartient & C , il permute a A , donc majore

le projecteur sur A(A'(K(H))) = A'(A(K(H))) , et ce sous-espace est égal a
H puisque K est totalisateur pour A ; par suite e = I , le systéme F est fini.
D'aprés le théordme II.4 on a Ec(a) € coGa pour tout a € A ; comme EG(a)

€ C, on a montré (iv).

d) Montrons que (C 7) implique (iii). Notons F le filtre des complémentaires
des parties compactes de G et T l'application g »—> g a ou a est fixé dans
A ; le filtre T(F) admet un point ultra—faiblement adhérent a' , qui appar-

tient évidemment & co G a ; enfin il est facile de voir que a'é€ C .

e) (¢ 5) implique (iii) car m, g8 € co Ga (voir § II.2).

Proposition V.4. On reprend les hypotheses de la proposition V.3 et les notations

du § V.1 ;
(1) si A, est commutative, R' l'est aussi, i.e. R' = RnR';
(ii) 1a condition (C 2) implique Ay commtative et R' = Q_G .

Démonstration. (i) Si % = _gK est commutative, comme elle admet le vecteur
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totalisateur 3 , elle est commutative maximale, donc g_K = l_l!'( et Ef( est
commutative ; mais comme K est séparateur pour R', R' est isomorphe & g;( ’

donc commutative.

(ii) sSupposons (€ 2) vérifiée ; alors I e est commutative et la proposition

V.2 montre que A, 1'est aussi ; elle est donc commutative maximale et on a
By = Ap = QL)K (prop. V.2)
< (el (prop. V.1)
= ey = () pusque e HK;
comme gG ¢ R', cela entrafne R} = (Q_G)K ; et comme K est séparateur pour

R', on voit que R' = C .
Propesition V.5. On reprend les hypothéses de la proposition V.3 et on suppose
que G est localement compact et opére continfiment dans A . Alors
(c8)=>(c 7)=5(c 6) =5(c 5)e=>(C 4)e=(c3) =>(c2) =>(c 1)
N p o
D'aprés la prop. V.3, (C 4) & (C3) == F fini ; d'aprés le th.V.1,
(C 4) implique (C 5) pour toute sous-algdbre A ; d'aprés la prop. V.3, (C 5)

= (C4), (C7) = (C4) == F fini, donc (th. V.1) (C 7) == (C 6).

Notations. Considérons un systime dynamique abstrait F = (A,G) ; notons S
1l'ensemble des états normaux invariants de A ; pour tout s¢ S on peut cons-
truire par la méthode de Gelfand - Segal un espace hilbertien Hs , une repré-
sentation normale 'n's de A dans Hs , une représentation unitaire UB de G dans
Hs et un vecteur totalisateur et invariant }s 3 on pose _As = ﬂ's(y ’ gs =

centre A = gystéme dynamique concret (AS , G, Hs’ Us) . On posera aussi

B,
H

H, =

S , T =e’.rs,US=®US,AS=’7TS(£);enﬁnonnote

s S

29 d

S
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gs R KS 'ls , Ls &g ’-B'S’ Ks,ls, 5+ €g les objets analogues a ceux

définis au § V.1 ; on a KS = @KS s le support de Ws est égal au support
de e dans C . On voit facilement, comme dans Dixmier [2], § 2.5.1, que les for-
mes positives normales invariantes dominées par un élément s de S correspondent

bijectivement aux éléments positifs de _ljé , 4 tout T ¢ _I_té'* correspondant la

forme a 4&2—» (T Trs(a) ;sl }s) ; il en résulte que s est extrémal si et

seulementmlt‘.'s est réduite aux scalaires ; mais il n'existe pas nécessairement
d'éléments extrémaux dans S : prendre par exemple A commtative et G trivial

(voir aussi remarque V.2).

Théoréme V.2 (Dang Ngoc - Ledrappier [1]) Soit F = (A,G) un systime dynami-
que ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P wérifie (C 1) ;

(ii) S est un simplexe ;

(iii) F, vérifie (¢ 1) pour tout s € S ;

(iv) (As)K est commutative pour tout s € S ;
s
(v) B! est commtative pour tout s € S .

Démonstration.

(i) <= (ii) : lemme V.1.

(ii) dimplique (iii) : résulte de I e, = ‘/TS(_I_ e) (cf. prop. II.1).

(iii) implique (iv) : résulte de la prop. V.2.

(iv) implique (v) : prop. V.4.

(v) implique (ii) : il suffit de montrer que deux éléments quelconques s' et
s" de (A :)G ont une borne inférieure, ou encore une borne inférieure dans

1'ensemble des éléments majorés par s = s8' + 8" ; et cela résulte de la cor-

respondance bijective entre ces éléments et ceux de g: .
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Théortme V.3 (Dang Ngoc - Ledrappier [1]) Soit F = (4,6) un systime dynami-
que ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) R vérifie (C 2) ;

(ii) F, vérifie (c 2) pour tout s¢ S ;

LG
(iii) Rl ¢ & (ou encore R = ¢

—s) pour tout s ¢ S ;

G
] 1 ] .
(iv) (4 )Ka est commtative et R_ A R' ¢ C  (ouencore R AR' = C’)
pour tout s € S .

Démonstration.

(i) implique (ii) : résulte de I,e = mg(Le) (prop. II.1).

S
(ii) implique (iii) : prop. V.4.
(iii) implique (iv) : si (iii) est vérifide, R! est commtative pour tout s ,

done (As )K est commtative (th. V.2) ; de plus on a évidemment RnR cC..
(iv) implique (i) : d‘'aprds la prop. V.2, on a

I), = Ay = Ry

g K A5k (&g Kg

par suite (gs)KS = (Bgn gé)KS . On doit montrer que pour tout i€ I il
existe c € gc vérifiant i e = c e ; d'aprés ce qui précide, (ﬂ'S(i))K

S
appartient a (_Es n _B,é)KS , donc il existe c'¢ -E-S" gé tel que (7 S(i))KS
= (o::')Ks . L'hypothdse faite entrafne Ry~ RL Qg , donc c'e Qg ; soit

cé€ QG tel que ’Trs(c) = c', Pour montrer que ie = ce il suffit,

puisque e < supp ’irs , de montrer que ','(S(i e) = ’R’S(c e) , 1.e. encore
’FTS(i) eg = c' eg; d'aprés la prop. V.1 ona Ly = eg ; on est donc ramené

a vérifier que T (i) Ly = c' Ly, ou encore (prop. V.2) que

~ (3 — .
(wg(1) LS)KS = (e Loy
S
ou enfin, puisque Lg » Kg , que (ﬂ's(i))K = (c:')K - ce que nous savons
S S
aéja.
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Théortme V.4 (Dang Ngoc - Ledrappier [1]) Soit F = (4,6) un systime dynami-

que ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F vérifie (C3) ;

(ii) R vérifie (C3) pour tout s € S ;

(iii) co G a rencontre C_ pour tout a eﬂ's(g.) et tout s¢ S ;

(iv) il existe une sous - C*— algébre A de A , ultra-faiblement dense et G -
invariante, telle que co G a rencontre &, pour tout a eT(s(A) et tout
8 €S .

En outre les conditions ci-dessus sont impliquées par (c 5) et par (C 7).

Démonstration.

(i) implique (ii) : résulte de Ie = ’l\’s(_I_ e) et o = '!Ts(e) (prop.II.1).

(ii) &= (iii) &> (iv) : prop. V.3.
(ii) implique (i) : pour tout s € S ona e, = I d'aprés la prop. V.3 ;
par suite eg = I, 'ITS(I-e) = 0,supp'i\'s$e;comme suppﬂ’S est le

support de e dans C , on voit que e = supp M., € € . Reste & voir que I e

S
est inclus dans C ; on peut identifier Ag a Ae, et ’R’s(a) a ae pour

tout a€ A ; soit i€ I ; comme '?Ts(i)e €, pour tout s, ona

T ia) =w(ai) , Tlia) = Wglai) ,
iae = aie ,iea = aie , iee(C.
Dernitre assertion : si P vérifie (€ 5) ou (C7), F_ la vérifie sussi

pour tout s , donc aussi (C 3) d'aprés la prop. V.5.

*
Remarque V.1. Considérons une C - algébre A et un groupe G opérant par auto-
x*
morphismes dans A ; G opére naturellement dans la W - algébre enveloppante A
de A ; on obtient ainsi des systémes dynamiques particuliers . Pour les systé-

mes de ce type :
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- les systdmes vérifiant (C 1) ont été introduits par Lanford et Ruelle [1]
sous le nom de " G.abelian " ; en fait ces auteurs supposaient réalisée la
condition (iv) du théortme V.2 et démontraient la condition (ii) du méme
théoréme ;

- les systimes vérifiant (C 2) ont été introduits dans Doplicher - Kastler -
Stgrmer [1], page 430 ;

- 1les systimes vérifiant (C 3) ont été introduits par Stgrmer [2] sous le
nom de " large groups of automorphisms " ;

- 1la condition (C 6) est voisine de la condition " M - abelian " introduite
dans Doplicher - Kastler [1] ;

- 1les systimes vérifiant (C 7) ont été introduits dans Doplicher - Kadison -
Kastler - Robinson [1] sous le nom de " weakly asymptotically abelian " ;

- les systimes vérifiant (C 8) ont été introduits dans Doplicher - Kastler -
Robinson [1] sous le nom de " asymptotically abelian ".

Toutes ces notions ont été exposées systématiquement dans Doplicher - Kastler -

Stgrmer [1].

Remarque V.2. Les systémes vérifiant (C 1) auront évidemment un intérét en

relation avec la théorie des représentations intégrales de Choquet ; en fait

on ne pourra en général paa]’appliquer directement & S, car la boule unité de

A

A, n'est pas faiblement compacte, puisqu'elle est faiblement dense dans celle

de A ; on pourra l'appliquer lorsque A sera la w"- algébre enveloppante d'
une c* - algébre A , car alors A , s'identifiera au dual de A , et on pourra
mettre sur A , la topologie faible de dual de A, pour laquelle la boule unité

sera compacte.

Corollaire V.1, On a les implications

(c8) ==(c7) > (C 6) >(C5) == (C3) == (C2) =—==(c1)
(c 4)
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§ v.3. Exemples.

Exemple 1. Tout systime dynamique proprement infini vérifie (C 3) puisqu'alors
e est nul.

Exemple 2. Exemple de systime dynamique vérifiant (C 1) mais non (C 2) : A est
un facteur fini, G = U(B) ol B est une sous - algdbre commutative maximale

(cf£. §II.4) ;alors e = I,Ie = I = B £ ¢ = % .

Exemple 3. Exemple de systéme dynamique vérifiant (C 2) mais non (C 3) : A =
L(H) » G est un groupe localement compact opérant dans A par 1'intermédiaire
d'une représentation admettant un unique (& un coefficient prés) vecteur inva-
riant § et un spectre purement continu dans le sous-espace orthogonal a s ;

alors e est le projecteur sur F yle = Ce ,mis e ¢ C.

Exemple 4. Soi A une wre algébre quelconque ; le systéme (A , U(A)) wérifie
(C 4), mais pas nécessairement (C 6) : prenons A = M(n ,C) et notons s la
trace canonique sur A ; comme s est fidele, on peut remplacer A-s par A dans 1'é-
noncé de la condition (C 6) ; si a et b sont deux éléments non permutables de 4 ,
il existe ¢ ¢ A , tel que (ab - ba) # O ; la fonction continue g »— s

|¢ (ga.b - b.ga)l est strictement positive en 1'élément neutre, donc
mglq? (ga.b - b.ga)| = fl((’(sa-b— b.ga) |dg > O .

Exemple 5. Soit Ho un espace hilbertien, ¥o un vecteur unitaire de Ho s posons

oo(§)
H = ngoan avec Hn=Ho,¥n=?o
- 8%,

(pour la définition des produits tensoriels infinis, voir § A.8)

Soit G le groupe des permutations de N ne déplacant qu'un nombre fini de points

(groupe symétrique dénombrable) ; on définit une représentation U de G dans H

en faisant opérer G par permutation des indices : si X, € Hn y X = ?n P.P.,
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\

et ge¢ G, ona Ug(@xn) = ®y, ou y = xg_1(n) .

Soit go une algebre de von Neumann dans Ho admettant Eo pour vecteur totali-

sateur et séparateur ; posons A = @én ou An = Ao ; A est engendrée par

les opérateurs de la forme @ a avec ané g_n et a = I p.p. s50na
-1 \
U.®a .U = ®b ou b = a
n n -1
& & " g (n)

done Ug A U': = A ; on a donc ainsi défini un systéme dynamique concret
FP=(A,G,H,U) avec vecteur totalisateur et invariant ¥ . Comme

A' = ®—A-;x R }' est totalisateur pour A' , donc séparateur pour A , et F est
fini,

*
Montrons que F wérifie la condition (C 6) en prenant pour Ala C - algdbre en-

gendrée par les opérateurs ®a . Comme F est fini, les fonctions ¢ (g a)

sont FPP ; on doit montrer que

mgw(ga.b-b.ga)) =0 Veecr, ,abeh;

par continuité on peut supposer que a et b appartiennent & un méme produit
n

tensoriel fini ® gn . D'aprds le § C.2 il suffit de montrer que pour
n=0

tout €> O il existe un sous-ensemble fini X de G tel que

(card ™' > |¢(hga.d - bhgm) | = € Vhbeo;

g€¢X

pour tout entier N on peut trouver des éléments 8qreee 8y de G transformant
1'ensemble {1,... m } en des sous-ensembles deux & deux disjoints ; posons
X = {g1,... &y } ; hg;a.b - b.hg;a ne peut 8tre différent de O que si
hgii Tyeee M } rencontre {1,... m} , i.e. si 8; {1,... m} rencontre
n! {1,00.m } , et cela se produit au plus pour m indices i ; on a donc

1

N
(card x)" Z |¢p(hga.b - b.hga) [ = N > l?(hgia.b - b.hgia)l
géX i=1

< 2un¥Hgl flai vl
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ce qui établit notre assertion.

Montrons maintenant que F ne vérifie pas (C 7) si -A'o n'est pas commutative.
Prenons deux éléments a et b de la forme a = a, RQI®IG ... , b =

b1 QRI®IR ... avec aa.1b1 - b1a1 # 0 ; il existe un état normal ¢ sur

A tel que (p(ab - ba) # O . Pour tout entier k > 2 notons g, la permu-
tation qui échange k et k+1 et laisse les autres indices inchangés ; on a

g .2 = a, «P(gk a.b - b. g a) = (ab-1ba) # 0, donc ¢¢(ga.b - b.ga)

ne tend pas vers O lorsque g tend vers 1l'infinij.

Exemple 6 (Généralisation des systémes dynamiques de Bernoulli). Soit G un
groupe dénombrable que nous supposons pour simplifier sans sous-groupes finis.
A tout espace hilbertien K de dimension finie ou dénombrable » 2 on peut as-
socier canoniquement une représentation unitaire U de G : on choisit un vecteur
unitaire § de K , on pose

= 8(53)}1 ou B =K, §_ =n,

g€t g g g

et on fait opérer G dans H par translation des indices, i.e. pour toute famille

(xg) avec x, =1 p.p. ona

U = = .
h (® X, ) @Yg ou v, xh_1

le vecteur ? = @ ?g est invariant par U,

On va voir que U se décompose en une fois la représentation triviale plus une

infinité de fois la représentation régulidre gauche de G. Soit (q n) , B=0,1,...
une base orthonormale de K telle que No = R ; on obtient une base orthonor-

male de H en posant £ 2 = ® N < (g) ou o parcourt l'ensemble A des applica-
tions de G dans N telles que «(g) = O p.p. ; posons u(o(g) =0 Yeg;

-1

ona £, = ? ; faisons opérer G a gauche dans A : (ha )(g) =« (0" 'g) ;
o

70



DIVERSES PROPRIETES

il est facile de voir que le stabilisateur dans G d'un élément distinct de e(o
est réduit & 1'élément neutre, et qu'il y a une infinité dénombrable d'orbites.
D'autre part on a Uh (& 2 ) = € hat * donc H se décompose en autant de sous-
espaces invariants qu'il y a d'orbites de G dans A ; d'ou notre assertion.
Ceci montre en particulier que la classe d'équivalence de U est indépendante
du choix de K.

Soit maintenant B une algtébre de von Neumann dans K admettant 11 comme vecteur

totalisateur ; posons A = & Ag ou é_g = B ; A est engendrée par les

opérateurs de la forme ®ag ou a ¢ g_g et 8, = I p.p.;ona
Uh.®a.g . U}:] = ®bg ou ‘ng = a.h__1
g
donc Uh A U;1 = A ; nous avons donc défini un systéme dynamique concret
F = (A, G, H, U) avec vecteur totalisateur et invariant 3 .

Montrons que F vérifie la condition (C 8) en prenant pour A la C*- algébre

engendrée par les opérateurs & 8y - I1 suffit de voir que

lim | ha.b-bha l = ©
h= co
lorsque a et b sont de cette forme, soit a = ® ag', P = @ bg , avec
ag = bg = I en dehors d'un sous-ensemble fini F de G ; or l'ensemble
F' = {h|hFAPF £ xé} est fini, et si h § F', ona ha.b ~ b.ha = O.

On obtient en particulier les systémes de Bernoulli classiques en prenant

G = Z , K de dimension finie, B commutative. Considérons deux systémes de
Bernoulli classiques (A,G) et (A',G) avec vecteurs ? et ¥ s Provenant
d'objets K, h , B et K', n ', B' ; on démontre qu'il existe un isomorphisme
de A sur A' compatible avec l'action de G et transformant ME [ A en ou,;,l A
si et seulement si les deux systémes ont méme entropie, ce qui équivaut a dire

que

(!
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dim K 5 5 dim K' 5 5
S qnylt-legln® = > In sl logln |

n=1 n=1

ou Nyse-+ NginK (resp. )]%,... h c'lim K') sont les coordonnées de n (resp.
N' ) sur une base orthonormale de K (resp. K') diagonalisant B (resp B') [voir
par exemple Arnold - Avez [1] ]

I1 serait évidemment du plus haut intérét de généraliser la notion d'entropie

au cas des systémes dynamiques non commutatifs.

Exemple 7 (Alg‘ebre des relations de commutation)

a) Faisons d'abord quelques eappels sur la H*- algebre des relations de com-
mutation (voir par exemple Guichardet [7]). On se donne un espace préhilbertien
complexe séparé E et on construit une H*- algebre A et une application W de E
dans B(A) (groupe unitaire de A) possédant les propriétés suivantes :

(1) W est u.f. continue sur chaque sous-espace de dimension finie de E ;
(i1) W(x+y) = exp (i Im (x1y)). W(x). W(y) V x,y€E
(iii) pour toute H*- algebre B et toute application V de E dans _11(13) possé-

dant les propriétés analogues a (i) et (ii), il existe un morphisme nor-
mal unique W de A dans Btel que V = Mo W ;

(iv) si a tout état normal ¢ sur A on associe la fonction ¢ = @ o W sur
E , on obtient une correspondance bijective entre g(g) et 1l'ensemble P
des fonctions complexes sur E vérifiant les conditions suivantes :

- w(0) =1

- \yest continue sour tout sous-espace de dimension finie

- %{ cj Cy ©XP (i Im (Xj, xk)) \}’(IJ- - xk) >0 pour tout entier
n, tous complexes Cqrees Cp et tous éléments Xygeee X de E ;

(v) les éléments W(x) engendrent A ;
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(vi) pour tout opérateur unitaire u dans E il existe un unique automorphisme

o, de A tel que L, oW = Wou.

b) Prenons E = € . On peut réaliser A et W de la fagon suivante (représen-
tation de Fock - Schrb'dinger) : on prend un espace hilbertien H ayant une base

orthonormale infinie & P 51 yees 3 les vecteurs de la forme
0o 1 a
ExPa = > _ (n!)7?a én ou a e C
n=0
sont totaux dans H ; alors A = L(H) et les W(x) sont caractérisés par

W(x).EXPa = exp (-lle/Z -ax).EXP(x+a).

Un opérateur unitaire dans E s'identifie & un nombre complexe de module 1 ;
notons G l'ensemble de ces nombres ; pour tout ge¢ G, <>(g est l'automorphi-
sme intérieur défini par 1'opérateur unitaire Ug qui transforme chaque En
en gn 3 n’ I = AG est le commutant de la représentation U, c'est-a-dire
1'ensemble de tous les opérateurs diagonaux, que nous identifions a 100 H

il est facile de voir que le systime dynamique (A,G) est fini ; il vérifie

done (C 1) , mais pas (C 2). L'espérance conditionnelle EC associe a toute

matrice sa diagonale ; l'isomorphisme w —> wo EG de I, = 11 sur
Af fait correspondre & tout élément w = (wn) de 1' 1a forme qui

associe a toute matrice (amn) le nombre 2 wn ann ; on en déduit par un

calcul facile que

M

o
(o B% W)(x) = exp(-1x%1/2). 3w, = nl(p0)P((a-p))(-/xI®)P
n=0 p=0

En particulier pour w = ¢™(1-c) avec O0<e¢ <1 ,w appartient & E(I)
et weE o W =¥y ouona posé k = (1+e)(2-2¢)" et y’k(x) =

exp (-k )xlz). Si maintenant M est une mesure positive de masse 1 sur
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1 , +00 [, J¥, .dp(k) est un élément de P% ; 1'application qui & p asso-
2 k¢ = r
cie jq/k.d,a (k) est injective, mais pas surjective, car _E._(_I_) n'est visible-

ment pas isomorphe & 1'ensemble des mesures positives de masse 1 sur [¥,+<0 [.

c) Supposons maintenant E quelconque et notons G le groupe des opérateurs uni-
taires dans E ; on peut encore définir des éléments ¥y de EG par la formule
‘Pk(x) = exp (—kﬂxllz) pour k ¢ [¥, +00 [, puis des éléments /'de)“(k)
pour toute mesure M positive de masse 1 sur [12_ , +0° [ ; mais ici la situa-
tion est trés différente de celle du cas E = € : I.Segal [1] a en effet démon-
tré que si E est de dimension infinie, 1l'application K —s f Wk d,«.(k)
est une bijection de l'ensemble des mesures positives de masse 1 sur ['%,+00 [

sur 2G . I1 en résulte que le systéme (A,G) vérifie encore (C 1).

d) Prenons maintenant B = LZ(G) ol G est un groupe localement compact non
compact, et faisons opérer G dans E par translations a gauche ; on note g.x
ltaction de g€¢ G sur x€¢ E , et o(g 1'automorphisme de A correspondant.

Montrons que le systéme (A,G) vérifie (C 8) en prenant pour A la C *_ algtbre

engendrée par les W(x) ; pour cela il suffit de voir que pour x et y€ E on a

lim || « g(W(x)) W(y) - W(y) o g(w(x)) I = o0 ;
&= [ o]

or l'expression considérée est égale a
lexp (i Im (g.xly)) - exp(-iIm(gx|y))]

qui tend vers O puisque

-1 - - v
(g.x) y) /X(g h) y(h) dn = (yxx)(g)
fonction qui est nulle & l'infini.

Remarque V.3. L'algébre des relations d'anticommutation fournit un exemple de

systéme dynamique vérifiant (C 7) mais non (C 8) (ef. § X1.3).
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Chapitre VI ERGODICITE, SPECTRE DE U

§ VI.1. Diverses propriétés analogues a 1'ergodicité.

Nous considérons ici un systéme dynamique concret F = (A, G, H, U)
admettant un vecteur totalisateur et invariant ? ; on pose W = U‘f | A

et on reprend les notations C, U, R, K du § v.1.

Définitions. Nous dirons que F vérifie la condition :
(E 1) s'il est centralement ergodique, i.e. si _Q_G est réduit aux scalaires ;
(BE2) si Rn R' est réduit aux scalaires ;
(BE3) si R' est réduit aux scalaires ;
(E4) si dimK = 1,i.e.8i K = €§
(E5) s'il est ergodique, i.e. si AG est réduit aux scalaires ;
(E 6) si G est localement compact, U continue et si on a
mg] w(ga.b) -w(a)w () ) = 0 Y a,be A

(1a condition ci-dessus a bien un sens car la fonction

-1 -
g —> wi(ga.b) = (UgaUg b¥)¥) = (Ug] b?}a*;)

est faiblement presque périodique). On dira aussi que F est faiblement
mé langeant.

(B 7) si G est localement compact non compact, U continue et si on a

lim w(ga.b) = & (a). @ (b) Y a, beA ;
8z w0
on dira aussi que F est mélangeant.
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Théoréme VI.1. On suppose G localement compact et U continue ; soit A une sous -
c® - algdbre ultra-faiblement dense dans A .
(1) (B4) équivauta m (T x]y) = (xI £)GI¥E) YV xyeE, et

aussi a m, w (ga.b) = w(a).w (b) V a,b€ Aou A .

(ii) (E 6) équivaut a mgl(ngly)—(xﬁ) (y1§)l = 0 V¥V x,ye H et

aussi a m, Jw (ga.b) —w(a).w(v)] = 0 ¥ a,bea.

(iii) (E 7) équivaut a lim (U xly) = (x1¥) (315) V x,y e H et
g=c0 &
aussi & 1lim W (ga.b) = W (a).e (v) V a,b e A.
g=c0
Démonstration.

(i) résulte de ce que les conditions suivantes sont équivalentes :
- dimK = 1
- Kx = (x)5) ¥ Vx€H ouencore Ka$ = (a1 ) VacAoua
- (kxly) = (xl?)(;l_’i—) Yx,y¢H ouencore (Kaf|b}) =
(a$15) (6513) Vabeh ou a
- (puisque K = m U, , voir Appendice c.3) m (ng!y) = (x1¥) 7I1¥)
Y x,y¢ H ou encore
m (Uga?lb?) = (2a%17) (bSIE) VY abeh ou

ou

mg(bugdm = @517) ®¥1¥) VYabea ou A

> n, W (ean) = o (a). w(b) V abeéd ou .

(ii) Soient x,y€ H ; ils sont limites d'éléments az , b}' , donc la fonc-

tion g r—> (Ug xly) - xI1¥) (y1§) est limite uniforme des fonctions
g —> (Ugaflb}’)—(a?l? ) (b?lf) ; comme la moyenne est continue
pour la convergence uniforme, la démonstration est analogue 5. celle de (i).

(iii) Démonstration analogue.
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Théoréme VI.2.
(i) Ona
(ET7) = (E6) = (BE4) =—>(E3) —> (E2) = (E 1)

A

(B 5) - =_—=>? séparateur pour A .
(ii) Si F vérifie (C1) ona (E4)<&= (E3) .
(iii) Si P vérifie (C2) ona (E4) & (E1).
(iv) Si F vérifie (C3) ona

(E7) = (E6) = (ES5)e=> (BE4) & (E3) < (E2) <= (E ).

Démonstration.

(i) (E7) implique (E 6) : évident.

(E 6) implique (E 4) : résulte du th. VI.1.

(E 5) implique (E 4) : la prop. V.2 montre que A, est réduite aux scalaires ;
donc pour tout a € A , K a? est proportionnel a ¥ s comme les éléments
K a ¥ sont denses dans K(H), cela entrafne K(H) = € ¥ .

(E 4) implique (E 3) : comme K est séparateur pour R', 1l'application canoni-

que de R' sur R', est un isomorphisme, donc R' est réduite aux scalaires.

KX
(B3) => (B 2) =—= (E 1) : résulte de ce que _Qcc RAR' € R' .
(E5) == % séparateur pour A : car le projecteur sur A'¥ appertient & A_G

donc est égal 4 I .

(ii) Supposons que F vérifie (C 1), i.e. que I e est commutative ; alors
AK = EK 1'est aussi (prop. V.2) ; si R' est réduite aux scalaires, on a
R = L(H) » By = L(K(H)), donc dim K = 1 .

(1ii) Comme R' = €% (prop. V.4), ona (E3) &= (E 1).

(iv) D'aprés la prop. V.3 on a AG = QG , donc (E5) & (E 1).
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Théoreme VI.3 (Doplicher - Kastler [1]) On suppose G localement compact, U
continue et f séparateur pour A (condition certainement vérifide si F est
ergodique). Alors U est équivalente a sa contragrédiente (voir définition &
1'Appendice C.3%) ; de plus les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est faiblement mélangeant ;

(ii) d:; est le seul sous-espace invariant de dimension finie non nul de H ;
(iii) ; ® ? est, a un coefficient prés, le seul vecteur U® U - invariant

de H®H .

Comme ? est totalisateur et séparateur pour A et de plus U - invariant,
1'opérateur antiunitaire J que lui associe la théorie de Tomita - Takesaki
permute aux Ug , donc réalise une équivalence entre U et sa contragrédiente.

L'équivalence de (i), (ii), (iii) résulte alors de la prop. C.2.

Théortme VI.4 (Kastler - Robinson [1]) On suppose que G est localement compact,
que U est continue, et en outre que A est un facteur. Alors si F vwérifie (C 5)
(resp. (C 6), resp. (C 7)), il wérifie (E 4)(resp. (E 6), resp. (E 7)).
Démonstration. On doit montrer que pour a, bé A , la fonction

g —> w(ga.b) - w (a). w(b)
a une moyenne nulle (resp. que sa valeur absolue a une moyenne nulle, resp. est
nulle a l'ini‘im'.). Notons D la C*- algébre engendrée par A et A' ; il existe

des éléments d1 et d2 de D vérifiant

b= (b¥1F).I+4 +4, , d:} = dz‘i = 0
[en effet, d'aprés Dixmier (2], § 2.9.1, comme 1'état w} ] D est pur et
comme uJ?(b -(31%)I) = 0, b= (b3 1% ).I peut s'écrire sous la forme
a' + d" avec 4' , d" € D, Wy (a0 a') = uli (@ a™) = o ]. On a alors

w (ga.b) = w(a). w(b) = W(ga.d; - d ) .
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D'autre part 4, est limite normique de combinaisons linéaires de la forme

: b. b! avec béA,b'éA"donc U(gad -d.ga) est limite
FRECIE

uniforme par rapport & g des fonctions

! - 1 = -
;w(ga.bi.bi bi.bi.ga) { ?i(ga.bi bi.ga)
ou ¢ est la forme linéaire u.f. continue sur A définie par ((?i(T) = u(T.bi).

Si P vérifie (¢5) ona

m, Pi(ga.bi - bi.ga) = 0 pour tout i
donc
m, w (ga.d1 - d1.ga) = 0.

les autres assertions se démontrent de fagon analogue.

Exemples.

(i) Prenons A = _Q(H) , G quelconque, U représentation unitaire avec vecteur
invariant (ef. § V.3, exemple 3) ; F vérifie évidemment (E 3) ; il vérifie (E 4)
si et seulement si 7 est le seul vecteur invariant, mais pas (E 5) ; par contre
il peut fort bien vérifier (E 7).

(ii) Reprenons l'exemple 5 du § V.3 ; P vérifie (E 6) mais pas (E 7) : la dé-
monstration est analogue a celle du fait que F vérifie (C 6) mais pas (C 7) .
(1ii) Reprenons 1l'exemple 6 du § V.3 ; on va voir que F vérifie (E 7). Pour
cela on doit wérifier que

lim (ngly) = (xI1¥) (v1¥) V=xyenr
pw

et on peut prendre pour x et y des vecteurs de base, soient x = &o( y Y = 5/5 H

si o = ﬁ = o o la vérification est immédiate car

(]

. }é_(o) =1 = (& I‘f)(fo/?) ;

(v €
g ©

sinon on a (ngly) = (x13)(y|¥) = 0 sauf pour au plus une valeur

de g .
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Remarque VI.1. Reprenons les hypotheéses du début du paragraphe et supposons en

outre }( séparateur pour A . Alors K est totalisateur pour A', donc le projec-

teur L sur A'(K(H)) est égal & I ; d'aprés la proposition V.2, I est isomor-

phe a AK . D'autre pert 1l'opérateur antiunitaire J associé as par la théorie

de Tomita - Takesaki permute aux Ug, donc l'isomorphisme antilinéaire a +—>
G

JaJ de A sur A' transforme I = A" = AAU'" en R' = A'A U'

Ceci montre que les conditions (E 3), (E 4), (E 5) sont équivalentes . De plus

R est engendrée par A et K ; en effet soit a un élément de A permutable a
K ; notant E 1'espérance conditionnelle canonique de A sur AG on a (prop.
v.3) E(a)| K(E) = Ka|K(@E) = a|K(H) ; come K est séparateur pour A
cela entratne a = E(a) , ac¢ AG ; ceci montre que A A{K}' = AnT ;2
cause de 1'isomorphisme antilinéaire a —s Ja J onaaussi A',{Kf' =
A' A U' , ce qui établit notre assertion. Les résultats de cette remarque sont

dus a Jadezyk [1].

80



SYSTEMES DYNAMIQUES CONCRETS

§ VI.2. Propriétés des états normaux invariants des systihes dynamiques abstraits.

On considire un systime dynamique F = (A,G) et on note S 1'ensemble des
états normaux invariants sur A ; & tout s € S on associe des objets Hs , T s’

ZS,US,;_\B,_QS,_RS,ES comme au § V.2.

Définitions. On dit qu'un état normal invariant s vérifie la condition (E i) ,
i=1,... 7, 8i le systéme _Ii's vérifie cette condition ; on dit aussi centrale-

ment ergodique pour (E 1), faiblement mélangeant pour (E 6), mélangeant pour

(B 7) ; rappelons (§ V.2) que (B 3) équivaut au fait que s est un élément extré-
mal de S.
On a donc

(E7) —>(E6) —> (E4) —> (E3) = (E2) = (E 1)
(E 5)

Théoreme VI.5.

(1)  si F vérifie (C 1) ona (E4) &> (E2) ;
(ii) i F vérifie (C2) ona (E4) <> (E1) ;
(iii) si F vérifie (C 3) on a

ET=—> (E6) = (E5) &> (E4) <> (E3) < (E 2) «<—> (E 1).

Démonstration.
(i) oma (E4)ee> (E3) d'aprés le th. VI.2, et (E 3) «—=> (E 2) puisque
R'y est commtative, i.e. R n R', = R'J (th. V.2).

(ii) et (iii) résultent du th. VI.2.

Théordme VI.6 (Nagel [1]) Deux états normaux invariants centralement ergodiques
sont ou disjoints ou quasi-équivalents. De plus les conditions suivantes sont

équivalentes :
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(i)  tout état normal invariant centralement ergodique est extrémal
(ii) deux états normaux invariants centralement ergodiques distincts sont dis-

joints.

Démonstration. la premiére assertion résulte du corollaire I.1 ; démontrons la
seconde assertion.
(i) implique (ii) : soient s, et s, deux états normaux invariants centrale-

ment ergodiques non disjoints ; ils sont alors quasi-équivalents ; (s1 + 32)/2

est quasi-équivalent a 8, et s donc centralement ergodique, donc extrémal ;

2 ’
par suite 8, = 8, .
(ii) implique (i) : soit s un état normal invariant centralement ergodique,
8 = k1 s, + k2 S, une décomposition de s avec k1, k2 > 0, k1 + k2 = 13
T s est quasi-contenue dans 7Ts , donc son support est majoré par celui de

i

ﬂ's s comme ce dernier est un projecteur minimal de g? (cf. $§ 1.2) , On a

supp TTS = supp ﬁ’s ’ si est quasi-équivalent as , donc centralement ergo-
i

dique ; s, et Sy s étant centralement ergodiques et quasi-équivalents, sont

1
égaux d'aprés l'hypothdse (ii) ; cela prouve que s est extrémal.

Corollaire VI.1 (Stérmer [2]) Si F wérifie (C 2), deux états normaux invariants
extrémaux distincts sont disjoints.
Tnéordme VI.7 (Kastler - Robinson [1]) Si F wérifie (C 2) (resp. (C 6) ,
resp. (C 7) ), tout état normal invariant factoriel vérifie (E 4) (resp. (E 6),
resp. (B 7) ).

La premiére assertion résulte du théoreme VI.5 , car tout état factoriel

vérifie évidemment (E 1) ; les deux autres résultent du théordme VI.4.
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Théordme VI.8. Si un état normal invariant s vérifie (E 4), 1'algdbre W‘S(A)'
est soit de type III, soit finie, auquel cas ; s est élément-trace pour elle.
Ces conclusions sont valables pour tout s extrémal si F vérifie (c 1), pour

tout s centralement ergodique si P vérifie (c 2).

Résulte du théoréme VI.5 et du corollaire III.S.

Remarque VI.2. Considérons, comme ala remarque V.1, une C*- algébre A et un

groupe G opérant par automorphismes dans A ; soit A la W*— algebre enveloppante

de A ; les états invariants sur A s'identifient aux états normaux invariants sur

A

- oceux qui vérifient (E 1) ont été appelés " ergodiques " par Guichardet -
Kastler [1] ;

- ceux qui sont extrémaux ont été appelés " ergodiques " par de nombreux auteurs ;

- ceux qui vérifient (E 4) ont été appelés " weakly clustering " par Doplicher -
Kastler - Robinson [1] ;

- ceux qui sont faiblement mélangeants ont été appelés " weakly mixing " par
Doplicher - Kastler [1] ;

- oceux qui sont mélangeants ont été appelés " clustering " par Doplicher -

Kastler - Robinson [1].
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§ VI.3. Propriétés du spectre de U .

On considére ici un systéme dynamique concret (4, G, H, U) avec vecteur
totalisateur et invariant % , et on suppose G localement compact et U continue ;
on peut se poser, au sujet du spectre de U , des questions de trois types : sim-
plicité (ou plus généralement multiplicité), stabilité par contragrédientation,
stabilité par produit tensoriel ; le théoréme ¥I.3 donne une réponse a la deu-
xiéme question : si ? est séparateur pour A , U est équivalente a sa contragré-
diente. Nous donnerons des réponses aux questions 1 et 3 respectivement aux
théoremes VI.10 et VI.O.

Nous appellerons spectre ponctuel de U l'ensemble des sous-représentations irré-

ductibles de dimension finie de U et nous dirons qu'il est gimple si chacune
d'elles est contenue une seule fois dans U ; nous noterons H' 1l'adhérence de la
somme des sous-espaces irréductibles de dimension finie de H ; nous dirons que

le spectre de U est purement ponctuel si H' = H , c'est-a-dire si U est somme

de représentations irréductibles de dimension finie. Nous appellerons spectre
ponctuel unidimensionnel de U 1l'ensemble des sous-représentations irréductibles
de dimension 1 de U ; nous noterons ,(\}/ le groupe des morphismes continus de G
dans le groupe WU des nombres complexes de module 1 , £ son élément neutre ;
pour tout X € ’E}, nous poserons

Hx = {xGH}ng:)‘(g).x Vgec}

Px

le spectre ponctuel unidimensionnel de U est donc l'ensemble des x tels que

projecteur sur Bx H

o
Hygé 0 ; il est simple si dime=Oou1 V;(GG.
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Théoreme VI.9 (Doplicher - Kastler [1]) On suppose que F est ergodique et vérifie
(¢ 6). Alors si V1 et V2 sont deux sous-représentations irréductibles de dimen-
sion finie de U , V1 [ V2 n'est pas disjointe de U .

Démonstration.

a) Pour x, ye¢ H, a ¢ A posons

-1
M = m_ (x|U .U al [
X,¥,a 3 ( ' g y) g g € L
= M = U .U .
N, (x) a5 ) m (x|U,3). 0 aF
On voit facilement que N, est un opérateur lindaire continu dans H qui per-

A2

mute aux U_ .

g
Notons I l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles
de dimension finie de G contenues dans U ; pour tout i € I choisissons un

représentant Ui qui opére dans un sous-espace H de H .

b) Pour tout y € H et tout a€ A, N transforme chaque Hl en un sous-

V2
espace invariant par U ; comme H1 est irréductible, Ny,a ) Hi est ou nul, ou
injectif. Nous allons montrer que pour tout élément y non nul de H:.L il existe
a € A tel que Ny,a ’ Hl soit injectif. Comme } est totalisateur pour A il
existe a tel que (a ;l y) ;é 0 ; notant P le projecteur sur H:l on a, pour

tout xéBJ':

(Ny,a(x)l 1) = m (xJUgy) (Ugaflx)
= mg(UgPafJx) (Ugylx);

comme X, y, Pa$ appartiennent & H, on peut écrire

]

(Ny,a(x) | x) my (Uz Pa¥lx) (U; vl %)

(ain B9 (Pa¥ly) (x1x) (voir § C.3)
(aim )™ (a%1y) nxi?

ce qui établit notre assertion.
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e) Si Ny a | H' est injectif, le sous-espace Ny a(Hl) est totalisateur
? ’
pour A ; en effet il est non nul, invariant par U, et d'autre part A et les

Ug engendrent _L(H) puisque F est ergodique.

d) Soient i et i' deux éléments de I ; choisissons trois vecteurs non nuls
. . .
ye H , x', y" € H ; d'aprés b) il existe a et a'€ A tels que Nyalﬂl
’

. .
et N !Hl soient injectifs. Montrons qu'il existe x € H  tel que

y'sa'
M M .5 4 o0

x',y',a' Xy Y92

supposons le contraire ; on aura pour tout x € H' et tout b¢A

M, ,.,.bN _.x = M, , ,.b M .3
X',y 2 A X' ,¥ sa X,¥ra
= b. Mx, y',a Mx,y,a = 0
PN — ' o= - i
d'apres ¢) cela entrafne Mx',y',a' = 0, Ny',a' (x ) [¢] ce qui est

absurde.
Notons P le projecteur dans H® H' sur l'ensemble des vecteurs invariants par

—_ - -,
T® U, Q le projecteur analogue dans HQH QH ; 11 existe n € H tel que

0 £ (M M .¥10n)

x',y'sa' " x,y,a

(mp, (x*] Ug, y') U

& at U; [mg(xlUgy)Uga?]"’l )

]

(mgy (<10, 5) Uy @ [ (210, 9) U, a3 ] In)

i

L (x'lUg, v') .mg(xlUg,gy) . (U, a Uga? [h)

g
m, (U, vy x) . m (Ugy}U; x) . (U a¥l ar™ u;] n)

' — y %=1 -1 .
(Ug' y'] x') .mg(UgaE@Ugyla Ug,n@Ug,x) :

I

1]
B

comme y et U;] X  appartiennent a H' , ceci s'écrit encore

0 # m, (m.mg(ugguz_ayag ’a'*U;n@U; 0
= mg' (W—) . (P(aEQ-ﬁ;)’a'ﬁU;r)@U; )
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m, (U y'lx) . (U,80, . a@I. P.af@ylna@x)
= m, (U, y'1x) . (Ug,@UZ, .0hex)
avec 0= a'®@I.P.afQ@FE€ H@Hi;d'oﬁ
-~ i - - -
0xy '
0¢mg|(Ug|®U;'®U;'- @Y]‘?@x@x )
=Q.%2y)qg ®30%)
par suite Q est non nul, et d'aprés le corollaire C.2, Ui®Ui' n'est pas dis-

Jjointe de U .

Corollaire VI.2. Sous les hypothéses du théoréme VI.9, le spectre ponctuel
Fa %
unidimensionnel de U est un sous-groupe de G ; en particulier si G est commu-

A
tatif, le spectre ponctuel de U est un sous-groupe de G .

Remarque VI.3. Le dernier résultat du corollaire VI.2 peut &tre amélioré de la

fagon suivante, suivant une idée due a E.Stgrmer [10]. Onsuppose F ergodique
A

et G commutatif ; alors le support dans G de la mesure spectrale de U est un

A
sous-groupe de G [ Pour le voir, posons, pour toute f € LI(G)

) = ff(g) Ug %
-1
To(f). a = f(g). U aU Yaca;
m, (£) Jte). v a v a A
A A
notons Sp U 1l'ensemble des X¢ G tels que f(X) = O pour toute f €
Ker ’WU ; définition analogue pour Sp o ;3 ona SpU = Spa car

(puisque f est

=

Tu(f) = 0 =T (f).a.f =0 Vac
séparateur pour A )

<—_—=>/f(g)uga?dg=o Vaca
(:)‘iTU(f)a} =0 Y agar
<‘_.=)7TU(f) = 0 N

D'autre part il est classique que Sp U est égal au support de la mesure spec-
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trale de U ; enfin Sp« est un sous-groupe d'aprés Comnes [1] ]

On en déduit que le spectre ponctuel de U est un sous-groupe en passant au
compactifié de Bohr de G .

Par contre si 1l'on suppose G commutatif et F vérifiant (C 1) et (E 4), le
spectre ponctuel de U n'est pas nécessairement un sous-groupe : prendre H =

€ ®C,A = L(H) , U = le caractire trivial @ un caractére non trivial .
les théortmes VI.3 et VI.9 généralisent dans une certaine mesure le résultat

de G.W.Mackey mentionné au § B.3 ; toutefois on n'obtient pas ici de renseigne-
ments sur la multiplicité de chaque composante irréductible de dimension finie, 1
ni de forme simple pour le systéme dynamique analogue & celle de l'alinéa (v)

du théoréme de Mackey. Par contre on a un renseignement plus précis sur la
contragrédiente de U . D'autre part le résultat du début de la présente remarque
(sur le support de la mesure spectrale) ne semble pas avoir été conmu en Théorie

Ergodique classique.

Remarque VI.4. On ignore si sous les hypothéses du théoréme VI.9, V1 @ V?_ est
quasi-contenue dans U ; mais cela est faux si 1l'on suppose seulement F ergodi-
que comme le montre 1l'exemple suivant : soient G un groupe compact, V une re-
présentation irréductible de G dans un espace de dimension finie K , LITEERRL

une base orthonormale de K ; posons

H=K®K , U=VeV , A =LK @I ,
? = e1®e1 +....en®en 3

F est ergodique mais ne vérifie pas (C 6) car si f est voisine de 6e , 1'élément
m f(g) g.a = ff(g). g.a. dg est voisin de a . Prenons par exemple @ =

Su(2), dont les représentations irréductibles sont notées Do’ D‘i" D1,... s ona

Dj = D;j et Dj®Dj = DoeD1e)...@D2:j ; si V=DJ.,DZJ. est contenue

dans U , mais Dzj ® D23 n'est pas quasi-contenue dans U .

voir cependant remarque VI.6

88



SYSTEMES DYNAMIQUES CONCRETS

Théordme VI.10. (Kastler - Robinson [1]) Sous les hypotheses du théordme VI.O,

le spectre ponctuel unidimensionnel de U est simple.

Démonstration. Comme A et les Ug engendrent L(H), les opérateurs P a ! g, ou

a parcourt 4 , engendrent _L(Hx ), et il nous suffit de montrer que ces opéra-

teurs sont deux a deux permutables, c'est-a-dire que

Bya, B a,B =P alP aP Y a, a,€ A . (1)
On a
-1 ~1 P
0T = U = 2
n, X(e)” U, = m, 7(g) Ty x (2)

(immédiat en considérant la représentation g ,—» ¥ (g)'1 Ug ) ; comme
= X (&) Uy 2y U: appartient a C on a

m P.UaU'aP =m=nPad0la U P
€ %X g 1 g 2 g x

x 2 g1 g "

1 -1
m, x(g) P,e, U; a, B = m, P a, Uga1 x(g) PX

B oa, (ng 2(e) ') oy B, B, 8, (m, x () 0, ) 2y B,

d'ou (1) en vertu de (2).

Corollaire VI.3. Si G est commutatif, sous les hypotheéses du théoreme VI.9, le

spectre ponctuel de U est simple.

Remarque VI.5. Si 1'on suppose G commutatif et F vérifiant (E 4), le spectre
ponctuel de U n'est pas nécessairement simple [prendre H = C @ € 2 ,

A = _Q(H) , U = représentation triviale @ deux fois un caractére non trivial].
Si 1'on suppose A commutative et F ergodique, le spectre ponctue' de U n'est pas
nécessairement simple [prendre G compact, H = I2(G) , A =1%@0@),0 =
représentation régulidre ]. Si l'on suppose A et G commutatifs et F ergodique ,
le spectre de U n'est pas nécessairement simple, i.e. U' n'est pas nécessaire-

ment commutatif [ prendre un systeme de Bermoulli, § V.3, exemple 6 ].
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Proposition VI.1. On reprend les hypothéses et les notations du théoreme VI.9,
on note A 1l'opérateur associé al par la théorie de Tomita - Takesaki et H"
1l'ensemble des x ¢ H tels que Ait(x) = x Y t.8i le spectre ponctuel
de U est simple, ona H'< H" .
it

Démonstration. On sait que A permute 3 C ; donc

At @) = AT (F) = o (8TH(F))

X,¥,8 X,y

M (E) = N (x)

X,¥,2 y,a
c'est-a-dire Ny a(x) € H", On a vu au cours de la démonstration du th. VI.9
14

que pour tout i ¢ I il existe un opérateur Ny tel que Ny a lHi # 0;
1 14

a
comme le spectre ponctuel de U est simple, on a Ny a(Hl) = H et par suite

’
H'¢ H" , H'C H' .
Corollaire VI.4 (Guichardet [5]) Si le spectre de U est purement ponctuel et
simple (en particulier si G est commutatif et le spectre de U purement ponctuel)

¥ est élément-trace pour A , qui est donc finie.

En effet H' = H, donc H'" = H, 4 = I, ce qui entratne que ¥ est

élément~trace (cf. § A.2).

Remarque VI.6. On démontre (Doplicher - Kastler [1]) le résultat suivant :
supposons que F vérifie (C 7) et que G est connexe ; notons P' le projecteur
sur H' ; alors l'ensemble d'opérateurs P' A|H' est commutatif. On en déduit
que si F est ergodique, la multiplicité dans U de chaque composante irréductible
de dimension finie est inférieure ou égale a sa dimension : il suffit d'appli-

quer 1'alinéa (ii) du théoréme de Mackey (§ B.3) au systime induit dans H'.
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Chapitre VII I CONSTRUCTION DE KRIEGER

§ VII.1. Généralités.

Nous exposons dans ce chapitre une cdstruction due a W.Krieger [1], qui
permet d'associer a tout systime dynamique commutatif séparable F (voir § B.1)
une H* - algdébre A , de fagon que l'application F ~—> A fasse correspondre
aux propriétés de F des propriétés analogues de A (finitude ou semi-finitude,
discrétude ou continuité, comparaison des projecteurs, etc.) ; le produit croisé
fournit une correspondance analogue, mais moins bonne.

Nous considérons un systime dynamique commutatif séparable (X,C,G) ou G
est un sous-groupe dénombrable de Aut (X,C) ; nous choisissons une mesure finie

)P € C et nous posons

R (ex) = @p@ED/apE)E et () = (e .) .

§ VII.2. Rappels sur le produit croisé.

Nous rappelons briévement la construction du produit croisé, en adaptant
1'étude du § I.2 au cas qui nous intéresse et en remplagant la représentation
régulidre gauche de G par la droite (qui lui est équivalente) pour mieux mont-
rer la ressemblance avec la construction de Krieger.

On se donne pour tout x ¢ X un espace hilbertien Hx admettant une base

orthonormale indexée par G, soit (& x h) ; pour tout g € G notons }-(g)
' heG

le champ de vecteurs ayant pour composantes ? ig) = fx g ¢ H_ ; on définit
0 b4

sur le champ X r—> Hx une structure de champ mesurable d'espaces hilber-

tiens en prenant pour famille fondamentale l'ensemble des ;(g) ; autrement dit
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un ¢ p de vecteurs = est mesurable S1 et seulement si1 pour tou
hamp de wect ¥ (x)t ble si et seulement si tout

-4
g la fonction x —» (¥x | ¥ z(rg) ) est mesurable. Posons H = j H_ dm (x).

Pour tout g € G on a un isomorphisme

q]g,x H Hx —_ ng

8xvh _ énghg-4 i

le champ d'isomorphismes (ng x) est mesurable car on a
14

-1
B (%f:_‘)x) - ?ih“

&8 X

Pour tout £ € L°° notons Tf 1'opérateur de multiplication par f dans H ;

pour tout g € G on définit un opérateur Ug dans H par

(Ug?)x = o (gx). Y (?8_1 ) (1)

&8 X x

U est une représentation unitaire de G dans H et on a
vorul = 7 (2)
g f g gf

ou 1'on a posé (g £)(x) = f(g_1x) , et aussi

-1
o, (F®) = (0. ¥, )

Ie produit croisé est 1'algdbre de von Neumenn A engendrée par les opérateurs

* e Pour avoir de bonnes

propriétés de A , et en particulier pour que Ao soit commutative maximale dans

T, et Ug ; notons Ao 1'algébre formée par les T

A , on doit supposer que G opére presque librement dans L> 3 sur tout ceeci

voir aussi Dixmier [1] ch. I, §. 9.
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§ VII.3. Construction de Krieger : définition du couple (A, A ) .

Nous allons définir des objets, que nous noterons encore Hx , H, ;(g) 5

Wg,x v To s Ug , et qui nous serviront dans toute la suite de ce chapitre.

On prend ici pour H_ 1'espace hilbertien 1%(ex) , o0 Gx est l'orbite de x,

de base orthonormale canonique notée & xy 'Y€ Gx ; on pose ?ig) = éx,gx ;

pour g, g'€ G 1la fonction x +—> (?ig) | ?ig')) est mesurable car
;(g)

égale a1si g-1g'x = x, et a 0 sinon ; on peut donc prendre les

comme famille fondamentale de champs de vecteurs mesurables ; on pose encore
®
BE = f B, dp(x) . On définit des isomorphismes
t: H —s H
WGQX X &x

& —s&
X,y &X,Y

-e

. . 2
1 15 1 - -
(‘Pg‘,x n'est autre que l'identité si 1l'on éecrit Kx = ng = 1%(ex) ).

On définit les opérateurs Tf et IIg comme ci-dessus et on a encore les formules
(2) et (3). On remarquera que les vecteurs de la forme A . 3 (e) , ou A\ par-
court L% et g parcourt G , sont totaux dans H . On note —A-o 1'ensemble des

']'.'f , A 1'algebre engendrée par éo et les Ug » C son centre.

Nous allons aussi définir des opérateurs Sf et Vg qui seront décompo-

sables ; Vg est défini par ses composantes :

(e (Bry) = Epgy

autrement dit, pour tout x , l'application g —> (Vg)x est la représenta-
tion quasi-réguliére de G dans l'espace homogéne Gx ; le champ d'opérateurs

(Vg)x est bien mesurable car on a

(v), (F{&)) - F (e
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Définissons maintenant les Sf 3 pour cela munigsons X d'une topologie compacte
é base dénombrable compatible avec sa structure borélienne, et notons _q(x)
1'ensemble des fonctions complexes continues sur X. Pour toute f¢ _C_(X) ’

S

e est 1'opérateur décomposable de composantes

(8p)p (8, ) = £ & o

autrement dit l'application f +—> (Sf)x est la représentation naturelle de
C(X) dans 1l'espace 12(x , VI) ou V. est la mesure borélienne sur X définie
par la masse 1 en chaque point de Gx. Le champ d'opérateurs (Sf)x est bien

mesurable car on a
(59, (§8) = #(em. ¥(& .

On vérifie facilement que les Sf et Vg permutent a A . les algdbres Ao et

A sont indépendantes du choix de }+ dans la classe C ; en effet soit r'€ec,

posons
&
P = ap@Ap@ , B = [ B.apE

1'isomorphisme ? —> [5 -+ f de H sur H' transforme les opérateurs 'rf
et Ug en les opérateurs analogues dans H', donc _40 et A en les algtbres ana-
logues .

Lemme VII.1. Soit (fn) une suite partout dense dans C(X) ; pour tout x les

opérateurs (S; ) et (vg)x forment un ensemble irréductible dans L(H ) .
n

Démonstration. Montrons d'abord que les fonctions fnl Gx sont faiblement
denses dans 1°° (Gx) ; il suffit de 1 montrer pour les f|Gx ou f¢€ c(x) ;

on doit montrer que pour tout élément non nul @ de 11(Gx) il existe f telle

que <@, ,f> = E c‘o(y) f(y) 80it non nul, et cela résulte du
y€Gx
fait que l'application f ,—s __S_ <((y) f(y) est une mesure de Radon
yéGx
sur X.
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Si alors un opérateur T dans H_ permute aux (Sf )x et (vg)x , permutant
n

aux (Sf )x , il est égal & l'opérate ur de multiplication par une fonction,
n

et comme T permute aux (Vg)x , cette fonction est constante.
lemme VII.2. Soient I, et X, deux points de X ; pour qu'il existe un isomorphi-

sme de Hx1 sur sz transformant (Sf)x1 en (Sf)x2 et (Vg)x.l en (\Tg)x2

pour tout f¢ _q(x) et tout g€ G, il faut et il suffit que x, et X, appar-

tiennent & une méme orbite.
s - . > [] 3
Condition suffisante : si x, = h x, ou h ¢ G, 1'isomorphisme lPh,x1 de

Hx1 sur sz répond a la question.

Condition nécessaire : les représentations f —> (Sf)x et f —> (sf)x
1 2

de C(X) dans L2(X ’vx) et Lz(x ,Vx) sont équivalentes, donc v_ et
1 2 1

\ gont équivalentes, d'ou G x = G x, .

Proposition VII.1. Ao est une sous-algébre commutative maximale de A .

D
Soit T un élément de A'\A(') ; T est décomposable, soit T = / Tx’d" (x) ;

comme T permute aux Sf (voir lemme VII.1) et aux Vg » pour presque tout x ,
n

'.l'x permute aux (Sf )x et (Vg)x , donc est scalaire, et T € Ao .

Définition. Le couple (A , 4 ) sera appelé couple associé au systéme dynamique

(x,0,6) .
Proposition VII.2. Le centre C de A est 1l'ensemble gg formé des Te ou f

appartient a L% et est G - invariante.
Résulte de la proposition VII.1 et de la formule (2).

Corollaire VII.1. A est un facteur si et seulement si le systime (X,C,G) est

ergodique.
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§ VII.4. Propriétés du couple (A , A ) .

(e)

Proposition VII.3. Le vecteur ? est totalisateur et séparateur pour A .

-1
Totalisateur : on a d'aprés (3) Ug }(e) = o (g). }(g ) ; les vecteurs

-1
de la forme f. o{(g). ;(g ) sont totaux dans H (vérification facile), d'ou
notre assertion.
Séparateur : il suffit de vérifier qu'il est totalisateur pour les opérateurs

Sf et Vg , qui appartiennent a A' , et la démonstration est analogue.
Proposition VII.4. Notons w 1l'état normal fiddle w}-(e) ' A ; les opérateurs

Alt et J associés & w par la théorie de Tomita - Takesaki sont les suivants :

Ait est l'opérateur décomposable défini par ses composantes :

it |, ¢ -1 _\-2it
Al (tx,a)'= o (g ,x) -éx'gx 3

J est caractérisé par
(A F®) - d@.er. F€) V1™ geo.

1% et J' les opérateurs définis dans 1'énoncé ;

Démonstration. Notons A
prenons deux éléments a et a'de A de la forme a = Te Ug » a' = T, Ug, H

on vérifie que

w (A it g pr-it a') = £(x) -f'(s'1x)- al(gyx)_zit-d)*(x)
g8'x=x
w(a AP e a7 o £(x).£'(g7'x). 2 (g,x)2 b ap (x) ;
gg'x=x
la fonction analytique
W - ) £(x).£' (8 "x). R (g,x) P apu(x)

gg'x=x

(t complexe)
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vérifie les conditions K.M.S

Ft) = w( At g AP gy

P(t+i) = w(a' A it A'—it) pour t réel ;
cela entrafne
A,it ¢ A,—it = Ai‘t c A—it Ve €A
a it -it " .
onc A A est un élément dt de C ; de plus on a
At g yle) (vérification facile)
At §lo) _ y(e) (d'apres Tomita -Takesaki) ;

done A'it = Alt .

Bnsuite on wérifie facilement que pour tout a = Tf Ug on a

a 8@ L onat o 7@ _gat . 30,

comne les vecteurs A%. a . ? (e) sont totaux dans H et comme J est continu,

on voit que J' = J .
Corollaire VII.2, A' est 1l'algtbre de von Neumann engendrée par les Sf et V8 .

En effet on vérifie facilement que J Tf J = S et J Ug J = V_;

t g
donc J A J est engendrée par les Sf et Vg ; mais JAJ = A' d'aprés Tomita-
Tekesaki .

Corollaire VII.3. Il existe une espérance conditionnelle de A sur Ao ; 81 on la

note B, ona WoE = w ,

Conme Ait est décomposable, id permute a Ao ; donc les automorphismes
modulaires & :J induisent 1l'identité sur -‘-A-o , et le corollaire résulte de
1'Appendice A.6. En fait il résulte aussi de ce que le systime (A , _ll(é_o ))
est fini (voir § II.4) ; en effet w est invariant par g(g.o) comme on le voit

sans peine.
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Remarque VII.1. On peut décrire E comme suit : notons P le projecteur de H sur

le sous-espace H' engendré par les ‘I‘f. ; () s on a aussi

®
H' =[ B . dp(x) ou H = C-éx’x ;

;(e))

alors pour tout a € A, E(a) est 1l'opérateur T, tel que P(a.

Te. }(e) , i.e. f(x) est la composante de (a. ?(e))x sur le vecteur & _ .
?

Théoréme VII.1. L'algebre A est finie (resp. semi-finie) si et seulement si le

systéme (X,C,G) est fini (resp. semi-fini).

Démonstration.
a) D'apres la théorie de Tomita - Takesaki, A est semiwfinie si et seulement

8'il existe un élément autoadjoint positif inversible h affilié & A vérifiant

At g A3t _ it W e, te R (a)

A it A -it

comme a a pour tout a € Ao , un tel h est nécessairement

affilié a Ao , donc est de la forme '1.‘f ou f est une fonction mesurable stric—
tement positive. Donc A est semi-finie si et seulement s'il existe f mesurable
> 0 vérifiant

Aty ALY - o g oo
& it Vg To-it

V g¢€6, t¢€ iR
ou encore
Ait Ug A—it. A ?(h) - Tfit

VA€ L%, heéa; ceci s'éerit encore

Al N2 gk @hH?) = £.g(™

U T it A g

. ar(e/apx = fl@)/ex) . (5)

Pinalement on voit que A est semi-finie si et seulement s'il existe f mesurable
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> 0 vérifiant (5) ; mais (5) est aussi une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe une mesure G - invariante équivalente a )/ » qui ne sera autre
que £ [

b) Supposons A semi~finie ; on a alors une trace n.s.f.f. (h-1 .) ou w
a été défini a la prop. VII.4 ; A est finie si et seulement si on peut choisir
b vérifiant (4) et sussi « (b . ) finie, i.e. (n ¥(®1¥(®)) < 4 oo

or on a, avec les notations de a) :
@ ¥EITE) o [ @

done A est finie si et seulement si on peut choisir h de fagon que f"1 soit
M —intégrable ; mais ceci est aussi une condition nécessaire et suffisante pour

qu'il existe une mesure finie invariante équivalente a M.

Corollaire VII.4, L'algtbre A est proprement ou purement infinie si et seulement

si le systéme (X,C,G) a la m8me propriété.
Résulte de la prop. VII.2 et du th. VII.1.

Remarque VII.2. Le théoréme VII.1 peut aussi se démontrer par une méthode analo-
gue a celle employée pour le théortme IT.11, a l'aide d'un lemme tout 4 fait
analogue au lemme II.5 ; le seul point non trivial dans l'adaptation de ce lemme
est le fait que si ¢ est un poids n.s.f.f. G - invariant sur Ao vy oE est
une trace sur A ; cela peut se démontrer de la fagon suivante : notons I 1le
sous—-groupe de _Q(Q engendré par les Ug et par les unitaires de _A10 ; B, étant
1l'unique espérance conditionnelle de A sur Ao , est invariante par T , donc
¢ E 1'est aussi ; d'autre part on démontre facilement qu'un poids n.s.f.f. ¢
sur une V*- algebre B est invariant par un unitaire u si et seulement si u est
invariant par les 6 : ; comme |~ engendre A , cela montre que PoE est inva-

riant par tous les unitaires de A , donc est une trace.
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Remarque VII.3. On pourrait tenter de généraliser la construction de Krieger
au cas d'un groupe G localement compact séparable non discret de la fagon sui-
vante. On choisit une fonction continue strictement positive a sur G vérifiant
f a(g) dg = 1 ou dg est une mesure de Haar a gauche ; pour tout point x
de X on note ﬂx 1l'application de G sur l'orbite Gx de x définie par
nJ = gx ;

)‘x la mesure image de a(g) dg par le ; onpose H = L2(Gx ,/\x) .
Pour tout h € G, Ahx est équivalente a Ax [ en effet ’\hx est aussi
1'image de la mesure AG(h)—1. a(gh—1).dg par ﬂx , et cette dernidre mesure
est équivalente a a(g) dg ] ; on définit un isomorphisme Wh,x de H_ sur
H . par

(W, 9@ = @A @A O g Vo e B

les opérateurs Ug et Tf sont définis comme ci-dessus et wérifient (2). On défi-

nit les opérateurs Sf et Vg par
((sp), - P)w) = £(y) ¢(¥)
(V) -¢)3) = (d)\x(gqy)/d/\x(y))'}- ¢ @&y 3

les Sf et Vg permutent a A ; on a encore les prop. VII.1, VII.2 et le cor.VII.1.
BEn réalité nous n'avons pas défini la structure de champ mesurable sur le champ
(Hx) ; pour cela on pourrait remplacer les vecteurs F(g) utilisés ci-dessus
par des vecteurs } (?) ou ‘f é _K_(G) , définis comme suit : on se donne un
voisinage compact V de e dans G ; pour tout x on note V la mesure de Haar a
gauche sur le stabilisateur G, de x dans G, vérifiant Vx(ll_) = 13 ‘{(‘f’)

aurait pour composante d'indice x la fonction sur Gx @
& —s |play)av(r) .
Il ne semble pas évident qu'on puisse trouver un vecteur totalisateur et sépara-

teur, ni qu'il existe une espérance conditionnelle de A sur Ao .
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§ VII.5. Isomorphisme des couples associés a deux systémes dynamiques.

Montrons d'abord comment on peut prolonger la représentation U au groupe
plein [G] de fagon que la relation (2) soit encore vérifiée et que Ug appar-
tienne a A pour tout g € [G]. Soit g un élément de [G], (xn) une partition de
X et &, des éléments de G tels que g | Xn = gnl Xn ; comme )M est quasi-in-
variante par g on peut encore considérer o (g,x) = (d/»«(g-1x)/df"(x))% ;

on peut encore définir des isomorphismes

q«'g,x 2 B —> n“

€ — &
X,y 8X,y

puisque gx € Gx ; on voit facilement que le champ d'isomorphismes (\}/g x)
’
est mesurable ; on peut donc définir U8 par la formule (1) et on a encore tri-

vialement (2) ; enfin Ug appartient a A car, comme on le vérifie aisément, on

€n

a U =2 T Pn 01‘1 Pn est le projecteur diagonalisable associé a Xn .
n
leme VII.3. Tout élément unitaire U de A vérifiant UA_ U = A, peut

s'éerire sous la forme U = UgU' ou gé [G] et Ut €A .

Démonstration. On sait (voir par exemple Guichardet [1]) qu'il existe un auto-

morphisme g de (X,C) et des isomorphismes qu ¢ B — ng tels que
?

@), = (ar@D/ap@t d (5 ) Y¥ien;
g X

8y8 X

utilisant le fait que U permute aux Sf et Vg , on vérifie que (Dg x transforme,
14

pour presque tout x, (an)x en (an)gx (voir lemme VII.1) et (Vh)x en

(vh)gx V h ¢ G ; d'aprés le lemme VII.2, gx € Gx pour presque tout x ; et

cela implique g € [G] (voir § B.5). D'autre part \Pg x transforme aussi
14
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.2 Vs g R
(an)x en (an)gx et (Vh)x en (Vh)gx ; & cause de 1'irréductibilité des
(Sf )x et (Vh)x (voir lemme VII.1) , il existe un scalaire de module 1, soit
n
)«x , tel que q>g,x = )\x . q’g,x ; il suffit alors de poser U' = T/\ .

Théordme VII.2. Soient (X,C,G) et (X',C',G') deux systiémes dynamiques sépa-
rables, (4 , _40) et (a', A")) les couples associés ; il existe un isomorphisme
de A sur A' transformant A en Aé si et seulement si les deux systémes dynami-

ques sont faiblement isomorphes.

a) Condition suffisante. Supposons qu'il existe un isomorphisme [ de (X,C)
sur (X',C') transformant [G] en [G'] ; le couple associé a (X,C,G) est
isomorphe au couple associé a (X', T1(C), G') par simple transport de struc-

ture, et comme ﬂ(C) = C', l'assertion est démontrée.

b) Condition nécessaire. Soit Q) un isomorphisme de A sur A' transformant A‘o
en _A_c" ; comme A et A' admettent des vecteurs totalisateurs et séparateurs, n
provient d'un isomorphisme A de H sur H' ; ensuite il existe un isomorphisme
N ge (x,¢) sur (X',C') et pour tout x ¢ X un isomorphisme Ax de H_

sur H' de fagon que
X

(AE) = (@G- E)/ap @D A ¥,

(voir par exemple Dixmier [1], ch.II, § 6, th.3). Identifions (X',C') a

f f
£ €L et g € [6']; ona alors /\Tf/\"1 =1 ¥V £e 1 ; pour

(X,C) ; notons T. et U les opérateurs analogues aux T, et U_, avec
g' g

tout g € [G], /\Ug/\-1 conserve A! , donc s'écrit Ué, " avec g'e€ [6']

. s o 2
et U"e¢ A") ; puis on vérifie que T:;f = Té,f Vfel , donc g=g',
ce qui montre que [G] ¢ [G'] ; par symétrie on voit que [G] = [6'].
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§ VII.6. Couple associé & un systéme dynamique induit.

Soit E un sous-ensemble mesurable non négligeable de X ; posons G' = GE H
rappelons (voir § B.6) que [G'] est l'ensemble des restrictions a E des &14-

ments de [G] qui conservent E . Notons P le projecteur Sy ou X E est
E

la fonction caractéristique de E ; au systéme induit (E, CIE, GE) on associe

@
des objets H! pour x ¢ E; H' = / H! dpm(x) q] isomorphisme de
E

g'x
B! sur Hé'x pour x€ B et g' € [G'] s T} pour f¢€ L&, clE) ;
Ugr Pour g' € [6'] ; A} et A' . Pappartient au commtant de A , et est dé-
composable de composantes Px définies par

0 sinon .

Px(é

Pour tout x € X notons H; le sous-espace de Hx engendré par les € X,y
9

ou yEEnGx; el x¢ E, H est le sous-espace congidéré plus haut ; on a

@

e = [ B . ax(x)
x ¥
&
B = / B . dp(x) .

E X

Posons Q = T, € A ; le projecteur sur H' est égal a PQ.
g oo

Proposition VII.5 (Dang Ngoc [4]) Le couple (A' , A ) est isomorphe au couple

(QAQ, QA Q) per l'application QAQ » a +> a|H' .

Démonstration.

a) Montrons que 1'application ci-dessus est injective, i.e. que H' est totali-
sateur pour l'algtbre Q A'Q dans Q(H) (ici A' est le commutant de A !) ; on
le voit facilement en appliquant un opérateur Q Vg a un élément de H'.

b) Montrons que a)H' appartient a A} si a€QA Q etal'si a€QAQ.
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Premidre assertion : a s'éerit Q Tf Q ou encore T x..f et sa restriction a
E

H' n'est autre que T'xE'f € _4") ; on voit méme que QAO QlH' = A

0 *
Deuxiéme assertion : il suffit de voir que Q Ug Q IH' € A pour tout g € G ;
comme le commutant de A' est engendré par les opérateurs Si" et Vé, , i1 suffit
de vérifier que Q Ug Qlu permute & ces opérateurs, ce qui est facile.

c) Reste a voir que chaque opérateur Ué, appartient a Q AQ|lH' ; cela ré-

sulte du fait que g' est la restriction & E d'un élément de [G] conservant E .

Corollaire VII.5. Un sous-ensemble E est @ - fini (resp. G - semi—fini) si et
seulement si le projecteur diagonalisable correspondant est fini (resp. semi-

fini) relativement a A .

Autres résultats (voir Dang Ngoc [4]).

On démontre que deux sous-ensembles de X sont B - équivalents si et seule-
ment si les projecteurs diagonalisables correspondants sont équivalents relati-
vement a A ; que le systéme (X,C,G) est discret ou continu si et seulement si
A a la m8me propriété. D'autre part on peut faire de l'application (X,C,G) +—>
(a, =A_° ) un foncteur qui transforme les sommes en produits et les produits en
produits tensoriels. On déduit de 13 et des résultats connus sur les produits
tensoriels de W' - algébres (cf. Sakaf [1]) que le produit de deux systimes
dynamiques commutatifs séparables est fini (resp. semi-fini, resp. discret)
si et seulement si les deux systémes sont finis (resp....) s qu'il est purement
infini si et seulement si 1'un au moins des deux est purement infini.

Enfin on montre que le systéme (X,C,G) est discret si et seulement si tout auto-
morphisme de (X,C) conservant chaque sous-ensemble mesurable G-invariant appar-

tient & [G] ; pour cela on utilise le fait, démontré dans Guichardet [1], qu'une
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*
¥ - algbbre A est discréte si et seulement si pour une (ou pour toute) sous -
H* - algtbre commutative maximale B de A , tout automorphisme de B induisant

1'identité sur le centre de A provient d'un unitaire de A conservant B .

On peut aussi démontrer que le foncteuwr (X,C,G)——s (A, A ) transforme
les produits infinis en produits tensoriels infinis ; on déduit alors de Stgfrmer
[11] le résultat suivant : soit, pour n=1,2,... , E = (xn, P ,cn) un
systéme dynamique ergodigue ou Xn est standard, Pn de masse totale 1, Gn dé-
nombrable ; posons X = 1 Xn y K = ® Fa et faisons opérer G, produit res-
treint des Gn’ dans X composante par composante ; pour que le systéme (X,)—L,G)
soit semi-fini, il faut et il suffit que chaque -l:n le soit et que, en notant
hn la densité par rapport a Fa d'une mesure & - finie invariante équivalente
a Py o onait

Z(1-I[h dpn < + o0 YtelR

Notons aussi le résultat suivant, qui est une conséquence facile du théoréme de
Kakutani sur l'équivalence des produits infinis de mesures : pour que le sys-
teéme (X,}u ,G) soit fini il faut et il suffit que chaque -En le soit et que,
en notant hn la densité par rapport a Ha de la mesure de masse 1 invariante
équivalente a /, v onait
;(1-fh§d[4n) < + oo .

Enfin, sans supposer lesF  ergodiques, on peut déduire de Elliott [1] 1le cri-
tére suivant : pour que (X, M ,G) soit semi-fini il faut et il suffit que chaque

En le soit et que, en notant hn la densité par rapport a M d'wme mesure
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6 - finie invariante équivalente 3 et E 1'espérance conditionnelle
Bp 7 n

de L% sur (L® )G conservant By (cf. § A.6) , on ait

> (1-/|En(hit)l.dyn) < +oVter .

n
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GENERALITES, REPRESENTATIONS,

Chapitre VIII
PRODUITS CROISES

§ VIII.1. Généralités.

Nous utiliserons systématiquement les notations suivantes : A désignera
*
une C - algébre ; 1 1'élément unité de A s'il existe ; A* le dual topologique
* K * K
de A ; A 1le bidual ou W - algtbre enveloppante de A ; Z le centre de A
E ou _E_{(A) 1l'ensemble des états sur A, muni de la topologie faible qui est

compacte si A a une unité ; F = _F_(A) 1'ensemble des états factoriels ; P =

¢ Ty 0 T

¢ vpar la construction de Gelfand - Segal ; H

P(A) 1l'ensemble des états purs ; H les objets associés a un état

T 1'espace d'une représentation
51 . Pour tout a € A nous noterons g,, la fonction continue sur E définie par
a (({ ) = (‘a(a). Le prolongement canonique a A’”r d'un état ¢ ou d'une repré-

sentation 7 sera encore noté ¢ ou a .

Définition. Nous appellerons C ¥ sSystéme dynamique , ou plus simplement sys-

téme dynamique (en abrégé S D) tout couple (A4,G) ou A est une ¢ - algdbre
et G un groupe opérant dans A par x - automorphismes (nous dirons simplement

automorphismes) ; nous noterons g.a ou ga llactionde g€ G sur a€ A .

A un tel systéme dynamique nous associerons le W* - gystéme dynamique
. e
(A¥”, @) ou G opére dans A" par bitransposition ; G opére aussi dans E par
transposition : (g¢ )(a) = ¢ (g-1a). Nous noterons A% 1'ensemble des

¢ H E_G sera

X
éléments invariants de A ; définitions analogues pour A *G 4
aussi noté S et s'identifie a 1l'ensemble des états normaux invariants sur A .

Lorsque G est localement compact, on dit qu'il opére continfiment dans A si

pour tout a € A 1l'application g > g.a est continue pour la topologie

de la norme de A, ou encore (§ A.7) pour la topologie affaiblie.
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Définition. On suppose G localement compact ; on appelle représentation du sys-

tdme dynamique (A,G) dans un espace hilbertien H tout couple (77 , U) ou 7
est une représentation de A dans H, et U une représentation unitaire continue

'l(g‘a) = Ug "(a')[]g baéA,ng.

X
Une telle représentation se prolonge en une représentation du W - SD (A", G)

et définit un SD concret (7w (A)", G, H, U).

§ VIII.2. Représentations induites.

Considérons un SD (A,G) ou G est localement compact et opére continfiment,
un sous-groupe fermé I de G , une représentation (p, V) du SD (A ,r) dans
un espace K ; on va construire canoniquement une représentation (m, U) du
SD (A,G) dite induite par ( p, V) , ou U sera la représentation induite par
V au sens ordinaire.

Notons X = [ \@ 1'ensemble des classes g = [ g, g€ G ; G opére & droite
dans X per g.g' = é'?;' ; d'aprés Bourbaki [1], ch.VII, § 2 , th.2, il existe
sur X une mesure p , positive, non nulle, quasi-invariante par G et telle que
la fonction (g,x) — r(g,x) = d/u(x g)/drl(x) goit continue. Notons H

1'espace hilbertien formé des applications mesurables f : G —» K vérifiant

f(yg) = Vx.f(g) Yeeeo, perl

et 2
Jit@ 12 ap@® < + oo

(1e second membre a un sens parce que I f(g))l 2 ne dépend que de g ) ; T et
U operent dans H et sont définies par

(7 (a).£)(g)
(U, - £)(g)

(o]

(g.a).f(g)

]

r(go,é)’l'- f(gg,) .
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Il est facile de voir que (7, U) ne dépend pas du choix de la mesure M .

a) Supposons ' réduit a 1'élément neutre e ; alors U est la représentation
régulidre droite de G et T est 1'intégrale directe des transformées de p par
les éléments de G .

b) Supposons G et H séparables ; il existe une section borélienne s pour 1l'ap-

plication canonique de G sur X vérifiant s(é) = e ; on définit un isomorphi-

]

sme (P de H sur L2(X,F;K) par (@ £)(x) f(s(x)) Y fé€ H; les re-
présentations ® et U, transportées dans L2(X oM K) par CP , deviennent

respectivement

(m (a).F)(x)

[}

p (s(x).a). F(x)
r(g,x)%- v . ¥(xg) ;

s(x).g.s(xg)™"

(Ug . F)(x)

on voit en particulier que M est 1l'intégrale directe des représentations x

de A dans K définies par ’!’x(a) = p (s(x).a) .

§ VIII.3. Systimes d'imprimitivité.

Définition. Soient (4 , U) une représentation d'un SD (A,G) dans un espace
H, et (X,) un espace mesuré dans lequel G opire a droite en laissant M

quasi-invariante ; on appelle systéme d'imprimitivité pour (7 , U) basé sur

(x ,y) tout morphisme normal T de L= (x s ) dans L(H) vérifiant

T, € T (A) Yo € 1°°(x )
-1

T = U T U G € 1> (x

g9 e Ty Ug Y gcc, ¢ (X y1)

ou 1l'on a posé (g.:.f)(x) = ¢(xg).

Exemple. Prenons pour (7 , U) la représentation induite par une représenta-

tion ( P V) d'un SD (A, I ) et reprenons les notations du § 2 ; on obtient
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un systéme d'imprimitivité en définissant th par
(T? f)(g) = ¢ (). f(e) ¥V feE;

on remarquera qu'ici G opére transitivement dans X . Réciproquement on a le

résultat suivant :

Théortme VIII.1 (Takesaki [1]) On suppose A séparable, G localement compact
séparable et opérant continfiment ; soient (7T , U) une représentation de
(4,G) dans un espace séparable H , | un sous-groupe fermé de G , ) une me-
sure quasi-invariante sur X =\ G, T un systéme d'imprimitivité pour
(™, U) basé sur (X ,p). Alors le triplet (7 , U, T) est équivalent &

un triplet obtenu comme indiqué a 1'exemple ci-dessus.

Démonstration (nous indiquons seulement son principe, sans tenir compte des
difficultés dues au presque partout). D’éprés le théoréme d'imprimitivité de
Mackey (voir par exemple Varadarajan [2]), U est induite par une représenta-
tion V de I dans un espace K ; choisissant une section borélienne s on peut

donc écrire

B = I2(X ,p 5 K)

(Ug.F)(x) = r(g,x)’}. v _q + F(ze) V g€¢€G, FeH
s(x).g.s(xg)

T, = opérateur de multiplication par ¢ , ¥ ¢ € L% (X ,p).

(P

Comme T({ ¢ a (&) pour toute ¢ , on peut désintégrer  en des représen-

tations T, i.e. écrire (7 (a).F)(x) ’ITx(a).F(x) ; la relation

Ug 7 (a) U; = 7 (ga) s'derit alors
v LT (a). VO = 7 (ga) ; (1)
s(x).g.s(xg)'1 X8 s(x).g.s(xg)—1 x
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prenons g de la forme s(x)_1.s(x') avec x'¢€ X ; on a alors xg = x' ,

s(x).g‘.s(xg)_1 = e, et (1) devient
Tola) = rTx(S(X)'1 s(x'). a)

ce qui montre que Wx(s(x)-1. a) est indépendant de x ; il suffit alors, pour

définir p , de poser ,O(a) = ’)Tx(s(x)_1. a) .

§ VIII.4. Produits croisés.

Soit (A,G) un systéme dynamique ; on munit 1'espace L1(G;A), construit
avec une mesure de Haar a gauche dg sur G, d'une structure d'algébre de Banach
involutive en définissant le produit par

-1
(F, F,)(e) = f F,(h) x (0F,(07'g)).an Y BF, € L'(6h)
et 1l'involution par
x -1 -1\* 1
F(g) = D(g)7.eFe ) YV FPeL(en)
ou A est la fonction modulaire de G.
* »*
Définition. On appelle produit croisé de A par G et on note C (A,G) la C -
algébre enveloppante de L1(G;A).
A toute représentation (% , U) de (4,G) dans un espace H on associe

une représentation @ de L1(C-;A) définie par

p@® = [ (e v, e

on montre, en utilisant des unités approchées de L1(G) et de A , qu'on ob-
tient ainsi une correspondance bijective entre les représentations (7 , U)
de (4,G) ou 7 est non dégénérée, et les représentations non dégénérées de
L1(G;A) ; et par suite aussi les représentations non dégénérées de c® (4,G).

Prenons en particulier pour (7% , U) la représentation induite par la repré-
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sentation (T o I) du SD (A ,{e}) ou N o est la représentation universelle
de A ; il est facile de voir que P est fidéle, ce qui entrafne que le morphisme
canonique L1(G;A) — C* (A,6) est injectif.

Notons enfin que si § est la représentation de C* (4,6) associée a une re-

présentation (77 , U) de (A,G) , ona

s (c*@e)) = (7 (@)ouE).
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Chapitre 1X ETATS INVARIANTS

§ 1X.1. Géndralités.

On considére ici un systéme dynamique (A,G) ou G est localement compact
et optre continfiment ; on note S 1'ensemble des états invariants. A tout é1é-
ment ¢ de S la construction de Gelfand - Segal associe des objets HY ’ "T:P ’

\ftp et aussi une représentation unitaire continue U de G dans H? telle

¢
que (7 ¢ U?) soit une représentation de (A,G) et que }'? soit invariant
par U ¢ Nous noterons A ¢ 1l'algébre de von Neumann 'n'?, A ; U ¢ 1talgtbre

de von Neumann engendrée par U B_(f 1'algébre de von Neumann engendrée par

((7

G
A et U le centre de A _QG Ty (z') 1'ensemble

. . —-— A -

¢ ¢t Ly ¢ile = Lonlyp=

des éléments G-invariants de C ¢ K?, le projecteur orthogonal sur 1l'ensemble

des vecteurs invariants par U‘(, s B ¢ le SD concret (A‘P’ G, HP N U?) avec
vecteur totalisateur et invariant Z‘, .

*
L'algébre R ¢ est aussi engendrée par la représentation p de C (4,6) asso-

cide a ('ﬂ’? » Uy )} ; pour toute F € L1(G;A) on a
(P35 15 = ST, @)% 1% ) e
[ ¢(®(e)) ag ;

1]

par suite la fonction sur L1(G;A) : F o——>f</ (F(g)) dg est la restriction
d'un état de c” (4,G) que nous noterons % » et p est la représentation dé-
finie par ? . I1 est facile de voir que l'application ¢ +—> <,_° de S

dans E(C™ (A,G)) est injective, affine et continue.
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§ IX.2. Propriétés moins fortes que la commutativité de A.

On considére un SD (A,G), et on va introduire des propriétés analogues a
+*
certaines des propriétés étudides au § V.2 dans le cas des W - SD. On dira

que le SD (4,G) est

~ gimplicial si le v o (a*",¢) vérifie la condition (C1) du § V.2 ; ou
encore si S est un simplexe ; ou encore si 1l'algébre (A V)K? est commuta-
tive pour tout ¢ € S ; ou enfin si g", est commutative pour tout ¢e S.

- semi-vaste si (&**,6) vérifie (C2) ; ou encore si on a RycCgq Vpe s.
- vaste si (£7,6) vérifie (C3) ; ou encore si pour tout Y€ S et tout a € A,
1'enveloppe convexe ultra-faiblement fermée de 1'ensemble des T, (g.a) ren-

contre C ¢

- M-abélien si pour tout ¢ € S, tout w c—"T(( (A); et tous a,b € A, la fonc-

tion g —s w (T ‘((g.a)) est faiblement presque périodique et
n |w (T, (ga.b - b.ga))| = 0.
g f
- faiblement asymptotiquement abélien si G est non compact et si on a

lim ¢(ga.b-bga) = 0 Y abea, pen’”,
g=o00o

- asymptotiquement abélien si G est non compact et si on a

lim ) ga.b-b.gall = 0 VY a,b€A.
gr.bo

D'aprés ce qui a été dit au § V.2 on a les implications suivantes : asymptoti-

quement abélien =——s faiblement asymptotiquement abdlien =——> M - abélien

== vaste —— semi-vaste — simplicial. L'intérét des SD simpliciaux
est évidemment 1ié a la théorie de Choquet, sur laquelle on peut trouver des
renseignements par exemple dans Phelps [1] : pour un SD quelconque, tout état
invariant est barycentre d'au moins une mesure positive normée sur S, maximale

pour 1l'ordre introduit au § E.2 ; le SD est simplicial si et seulement si cette
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mesure est unique ; si l'ensemble Se des éléments extrémaux de S est fermé, ou

si A est séparable, les mesures maximales sont exactement les mesures portées

par Se'

§ IX.3. Etats invariants extrémaux, mélangeants,etc.

On dira qu'un état invariant ¢ est

- centralement ergodique si le SD concret F ¢ vérifie la condition (E1) du

§VI.1 , 1.e. si _QGY est réduit aux scalaires ; ou encore si ¢ est ZG -
pur (voir définition au § E.4).

- sous-extrémal si F, vérifie (E2), i.e. si Ryn R, est réduit aux aca-
laires ; ou encore si @ est factoriel (cf. § IX.1).

- extrémal si ¢ est un élément extrémal du convexe S ; ou encore si F, véri-
fie (EB), i.e. si B-"(’ est réduit aux scalaires ; ou enfin si ? est pur.

On remarquera qu'il existe toujours de tels états si S est non vide.

- a vide unique si F ¢ vérifie (B4), i.e. Ky = 'y }'? ; ou encore si on a
L y(ga.b) = ¢ (a). ¢(b) V a,be A .

- faiblement mélangeant si F ,, vérifie (E6), i.e. si on a

({
mglq(ga.b)-(p(a).q(b)l: 0 YV a,benr.
- mélangeant si F, vérifie (B7), i.e. si on a
lim ¢(ga.b) = ¢(a).¢(b) Vabea.

g= 00
Les conditions ci-dessus sont de force croissante ; de plus le théoréme VI.S5
montre que

-~ si le SD est simplicial on a les équivalences : a vide unique «——> extrémal

&— sous-extrémal
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- si le SD est semi-vaste on a les équivalences : a vide unique <> extrémal
<—— sous-extrémal «——> centralement ergodique.

Nous établirons plus loin (corollaire IX.1) des réciproques de certaines de

ces propriétés.

En vertu du théoréme VI.6, deux états invariants centralement ergodiques sont

disjoints ou quasi-équivalents ; de plus les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(i) tout état invariant centralement ergodique est extrémal

(ii) deux états invariants centralement ergodiques distincts sont disjoints.

Enfin, d'aprés le théoréme VI.8, si ¢ est un état invariant a vide unique,
1'algtbre W <,(A)' est soit de type III, soit finie, auquel cas }‘f est é1é-

ment trace pour elle.

§ IX.4. Désintégrations des états invariants.

On suppose ici A géparable et unifére. Nous avons dit au § IX.2 que tout
état invariant est barycentre d'au moins une mesure positive normée portée per
Se s nous nous proposons ici d'étudier ces désintégrations en états extrémaux
(ainsi que d'autres désintégrations) en utilisant la théorie exposée & 1'appen-
dice E.

Soient donc ¢ un état invariant, Hy, Ty , }’Y » U, » Ay, Coy R, les objets
associés (cf. § IX.1). D'aprds 1l'appendice E on sait associer a toute sous-
algébre de von Neumann commutative B de A' une mesure Mrp sSwrE; d'apreés

¢
la propriété (vi) du § E.2, Mg est G - invariante si et seulement si B est

globalement invariante par les Ug

si B est invariante point par point, i.e. si B ¢ g'? . On a donc une appli-

; et 3 est portée par S si et seulement

cation B r——> Py de l'ensemble des sous-algébres de von Neumann commuta-

tives de _Ig‘? dans 1l'ensemble des mesures positives normées sur S.
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Théoreme IX.1.

(i) Si B est une sous-algdbre commtative maximale de R' est portée

¢ Fs
par l'ensemble des états invariants extrémaux.
(id) si B

= B_?,\_fgq ' Mg est portée par l'ensemble des états invariants

soug-extrémaux.

Démonstration. Notons p l'application ¢ ——> @ de S dans E(C™(a,G))
(ef. § 1IX.1) ; puisque W est extrémal (resp. sous-extrémal) si et seulement
si p( ¢ ) est pur (resp. factoriel), une mesure M sur S est portée par l'en-
semble des états extrémaux (resp. sous-extrémaux) si et seulement si son image
p(p+ ) est portée par l'ensemble des états purs (resp. factoriels) ; nous sa-
vons (§ E.2) que la mesure Py sur E(c” (4,6)), associée a B au moyen de
1'état p(¢ ), est portée par I’ensemble des états purs (resp. factoriels) si
B est commutative maximale dans R'y, (resp. égale a Ryn R'y ) 5 il suffit

donc de vérifier que pf = p(/‘“B ). Ceci équivaut a vérifier que 1l'on a

Ky (£) = Ky (fo p) pour toute fonction continue f sur E(C”(4,G)) ; par

"
continuité on peut supposer que f est de la forme ,1;'-; Fn avec F1,...,Fn €

L1(G;A) ; notons p la représentation de c”™(a,6) associée a p(¢) ; ona

alors, en notant P le projecteur sur B F? et en remarquant que Ug P=P Ug

=P Yge€eG:

FyE) = (p(®).Pebp(F). 5 [ 5,)

f..f(ﬂ?(F1(g1)).Ug1.P... P. T, (Fn(gn))-Ugn-P- Fp 15 )8, dg

[-f (7 (7y(g))Puu P Ty (Fole)). % 174 ) dey... dgy
Jf Fp F @) 5(5)) da,... da,

)«_]é(fﬁ':(\g:)dlg1 ..../F;(\gzl)dgn) = ryplfon) .
CQFD

]

il
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On obtient donc une désintégration canonique de ¢ en états invariants
sous-extrémeux, et des désintégrations en états invariants extrémaux, dont au-
cune n'est canonique si 3_'? n'est pas commutative. le théoreme suivant montre
qu'il existe aussi une désintégration canonique de ¢ en états invariants cen-

tralement ergodiques.

Théortme IX.2. Si B = _Q(f( , la mesure /s (qui n'est autre que la mesure Z'-
centrale de ¢ au sens du § E.4) est portée par l'ensemble des états invariants
centralement ergodiques.

Cela sera démontré plus loin (théoréme X.1) dans le cadre des états quasi-

invariants.

Corollaire IX.1 (Dang Ngoc [5] ). (i) Le SD (A4,G) est simplicial si et seule-
ment si tout état invariant sous-extrémal est extrémal.

(ii) Le SD est semi-vaste si et seulement si tout état invariant centralement
ergodique est extrémal.

Nous savons déja que les conditions énoncées sont nécessaires. Supposons
que tout état invariant sous-extrémal soit extrémal ; soit ¢ un état invariant ;
prenons B = _11? ARGy 5 p B est portée par les états sous-extrémaux, donc
par les états extrémaux ; d'aprés la démonstration du théortme, son image par p
est portée par les états purs de c™ (a,6), et cela entrafne (ef. § E.2) que B
est coomutative maximale dans _I_i_'?, , i.e. que g'q, est commutative ; comme ceci
est valable pour tout p€S, le SD est simplicial. Supposons enfin que tout
état invariant centralement ergodique soit extrémal ; prenons ¢ S et B =

G

c ¢ ; le méme raisonnement montre que B est commutative maximale dans _I_t_’(f, , et

cela implique B = E_'? puisque B est contenue dans le centre de B"Y
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§ IX.5. Mesures centrales des états invariants.

On suppose encore A séparable et unifére. Soit ¢ un état invariant ; sa
mesure centrale pm est la mesure associde a la sous-algtbre de von Neumann
commutative C ¢ ; comme celle-ci est globalement invariante, p+ est invariante
(ef. début du § IX.4) ; de plus si on note A' 1'isomorphisme T —> /\(TE)

de C , sur Lw@,f\) , On a

¢
-1
'(U.TU = NA(T H
N (U, T T0) g N (T) ; (1)
on voit donc que M est ergodique si et seulement si ¢ est centralement ergo-
dique. D'autre part (1) montre que si 1'on pose T, = /\'_1(1’) pour toute

fe L°°( ,m) , T est un systéme d'imprimitivité pour (7r?, » U, ) s sion
suppose p+ transitive, le théoréme VIII.1 montre que (T, , Uv) est induite
par une représentation de (A ,I) ou [ est le stabilisateur d'un point de
1'orbite portant ;M ; on trouvera des applications de tout ceci dans Kastler -
Mebkhout - Loupias - Michel [1] ou, en prenant G = R* , les auteurs " expli-
quent " pourquoi les états invariants extrémaux rencontrés en Physique sont

factoriels.

Notons maintenant Yy la mesure centrale d'un état quelconque y , ¢ un état
invariant, M sa mesure Zc - centrale ; on sait déja que pour M — presque tout
Yy » ¢ est invariant et centralement ergodique, donc Vy est invariante et er-
godique ; on montre en outre (cf. Guichardet - Kastler [1], th.9) que 1l'on a
Vg = f Ve dply), c'est-a~-dire que les V, réalisent la désintégration

de V‘f en mesures invariantes ergodiques, ce qui n'était pas évident a priori,

puisque l'application y +—> vw n'est pas affine.
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Chapitre X ET QUASI-INVARIANTS

On considire ici un systdme dynamique (A,G) ou G est localement compact

mais n'opire pas nécessairement continfment dans A .
§ X.1. Généralités.

Pour toute représentation T de A on notera g.4r la représentation a —>

@ (g'a) dans le m&me espace que T .

Définitions. On dit que W est covariante s'il existe une représentation uni-
taire continue U de G dans H, telle que le couple (4v , U) soit une repré-
sentation du SD (A,G) ; alors 7 et g.7r sont équivalentes pour tout g.

On dit que 7 est gquasi-invariante si ™ et g.77 sont quasi-équivalentes
pour tout g ; ou encore s'il existe un morphisme de G dans Aut ’n‘(A)" tel
que w(g.a) = g.w(a) VaeA, ge G ; cela revient encore a dire que
le support de ar dans Z (centre de ') est G - invariant, i.e. appartient a
7%, Dans ces conditions 'il"(ZG) est égal a 1'ensemble des éléments G - inva-
riants du centre de T (A)" (cf. prop. II.1). Il est clair que toute représen-
tation covariante est quasi-invariante.

Une représentation quasi-invariante 7 est dite centralement ergodique si le

W* - systime dynamique ( 7 (A)" , G) est centralement ergodique, i.e. si
s (ZG) est réduit aux scalaires ; ou encore si le support de ¥ dans Z est
un projecteur minimal de ZG (ef. § I.2) ; deux représentations qua-~i-invariantes
centralement ergodiques sont ou quasi-équivalentes, ou disjointes.
Un état ¢ sur A est dit covariant (resp. quasi-invariant) si ';T? a la méme
propriété ; il est clair que

invariant = covariant ——) quasi-invariant.
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Un état quasi-invariant ¢ est dit centralement ergodique si T ¢ l'est ; ce qui

équivaut a dire que ¢ est 2% - pur (cf. § E.4).

Si A est commutative, les états quasi-invariants correspondent bijectivement
aux mesures quasi-invariantes sur /K , et les états centralement ergodiques -
aux mesures ergodiques ; si de plus X est polonais et si G opére continfiment

dans A, tout état quasi-invariant est covariant (cf .$ B.2).

§ X.2. Etude des représentations et états quasi-invariants.

On notera -E-qi 1'ensemble des états quasi-invariants.
Proposition X.1. L'ensemble Eqi est convexe.

En effet si ¢, , ¢, € Eqi et si k, , k2 sont des nombres positifs de

somme 1, T est quasi-équivalente a T

k¢ ¥oq,

donc quasi-invariante.

¢, ® Tf?z (voir § E.3),

La proposition suivante montre que dans les cas usuels il existe toujours
suffisamment d'états quasi-invariants, alors qu'il n'existe pas toujours d'états

invariants.

Proposition X.2 (Guichardet — Kastler [1]) Si G et A sont séparables et si G

opére continfiment dans A, pour tout élément positif non nul a de A il existe

¢€ By

tel que ¢ (a) > 0.

Soit v une mesure positive normée sur G équivalente a la mesure de Haar H
soit y€ E tel que  w(a) > O ; posons ¢ (a) = /\y (g—1a').dv (g) pour
tout a'€¢ A ; ¢ est un état et ona ¢ (a) > O puisque la fonction g r—s>
hd (8‘—18) est continue et de plus strictement positive en e. Reste a voir que

¢ est quasi-invariant ; comme ¢ = f gy . dv (g) , ¢ est quasi-équiva-

. ® . @
lente a _/ ’ngw .dv(g) (cf. § E.3), elle-méme égale a / g.’n‘\r dv (g),
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@
elle-méme équivalente a f g.’f(‘r .dg ; celle-ci est covariante puisque c'est
la représentation de A qui figure dans la représentation de (4,6) induite par

la représentation (’ITY , I) @usD (a,{e}) (cf. § VIII.2).

Proposition X.3. Si G et A sont séparables et si G opére continlment damns A,
toute représentation quasi-invariante est quasi-équivalente a une représenta-

tion covariante (on notera que la réciproque est toujours vraie).

En effet si M est quasi-invariante, elle est quasi-équivalente a g
N 4
pour tout g, donc a f g7 .dg , laquelle est covariante d'aprés la fin de
la démonstration de la proposition précédente.
CQFD
Le théoreme suivant donne un procédé canonique pour désintégrer un état

quasi-invarient en états quasi-invariants centralement ergodiques.

Théordme X.1 (Guichardet - Kastler [1]) Si G et A sont séparables et si G opere
continflment dans A, la mesure ZG - centrale d'un état quasi-invariant est portée

par l'ensemble des états quasi-invariants centralement ergodiques.

Démonstration. Soient </ un état quasi-invariant, H, ™ , § les objets associés,
C le centre de 7 (A)", p la mesure Z° - centrale de ¢ , c'est-a-dire la me-
sure associée a QG par la construction du § E.1 ; dtaprés le § E.3 on peut

derire
H

7]

S B, amly)
T o= /:’Wr.dr(ya)
/T W (y)

algeébre des opérateurs diagonalisables ;

T (A)"

CG

1

d'aprés la proposition I.2 on peut faire opérer G dans chaque ﬂ; ()" de
@
fagon que g. 7 (a) = / g.‘ﬂ‘r(a). dpm(w) VWV a € A ; cela entratne

g. ’vi‘v(a) = T » (g.a) presque partout, donc T, st quasi-invariante pour
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presque tout ¢ ; enfin elle est centralement ergodique d'aprés la prop.I.2.

Remarque X.1. La mesure centrale d'un état quasi-invariant n'est pas nécessai-
rement quasi-invariante (cela résulte du fait que les mesures centrales de deux
états quasi-équivalents ne sont pas nécessairement équivalentes, voir § E.5) ;
les états dont la mesure centrale est quasi-invariante ont été étudiés dans
Guichardet - Kastler [1] sous le nom d'états " Z - invariants " ; il y est dé-
montré que les états Z - invariants sont quasi-invariants, et méme covariants

si A et G sont séparables et si G opére continfment.

§ X.3. Etude des représentations et états covariants.

Rappelons que, étant donnée une représentation T de A, on appelle état
associé a ¥ tout état de la forme a ——> (7 (a) $1F) ou T€ B
et que l'ensemble de ces états est fermé dans Ty pour la topologie forte (Kadi-
son [1]).

Définition. Un état ¢ sur A sera dit G - continu si l'application g+ g.¢

est continue pour la topologie forte de A* .

Proposition X.4.(Borchers [2])

(i) Pour qu'une représentation donnée 7T soit contenue dans une représenta-
tion covariante, il faut et il suffit que tout état associé a o soit
G - continu.

(ii) Si G optre continfiment dans A, tout état G - continu est associé a une

représentation covariante.

Démonstration.
a) Tout état ¢ associé a une représentation covariante W est G - continu

puisque, si g; tend vers g, on a
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"P(Eia) —({(Sa), = I (w (a) U;'? ’U;l?) - (w (a) U;]? | U;I ? )l
1
| (@@ UIF IO - T+ | (M@ F - T v )]
1 i
-1 -1
< 2fal U Ugi? - U, 3

qui tend vers O uniformément pour llall £ 1.

b) On va démontrer en méme temps la partie (ii) de 1'énoncé et la suffisance
de la partie (i) s pour cette dernidre on peut supposer que 7 est cyclique,
donc de la forme Q'Tcp ; pour démontrer les deux résultats indiqués, il suffit de
démontrer ce qui suit : un état ¢ est associé a une représentation covariante
si 1l'une des deux conditions suivantes est remplie :

(C') tout état associé a ’n((, est G - contimu

(e") ¢ est G - continu et ¢ opdre continfiment dans A.

Pour cela montrons d'abord qu'on peut définir une représentation p de A dans

L?‘(G ,H?) par la formule
(P F)e) = T (ea).F(e) Vaeca, Fe1’(c ) .

On doit montrer que 1l'application & +——>T, (g.a). $(g) est mesurable ; c'est
clair - et nous le savons déja d'aprés le § VIII.2 - si G opére continfment.
Démontrons-le sous la condition (C') ; puisque Z est mesurable, on peut suppo-
ser 7 continue et G compact ; puis, en approchant ¥ par des fonctions en es-
calier, on peut supposer } constante ; on est alors ramené a montrer que, pour
tous n, ety , € HY, l'application g — (’FT(F (g.2) 1 N 2) est mesu-

rable - et cela résulte de la condition (C').

¢) Ceci étant, 4 est covariante puisque l'on peut définir une représentation

unitaire continue U de G dans L2(G By ) per (U, ¥ )e) = Flgg,). Reste
(o]

a voir que 1'état ¢ est associé a [ Choisissons, pour tout voisinage V de e
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dans G, une fonction fv sur G, continue, positive, a support inclus dans V
et vérifiant f fv(g)2 dg = 1

’

notons 1, 1'élément de L2(G ,H?) défini
par - .
qv(g) - fv(g) . Zf ’ on a

(p@nylny -¢@ = [y (m, (s2) Fe [%0).08 - ¢ (a)

= [ £(0?.(9 (g.8) - ¢ (a)).cg

et le deuxiéme membre tend vers O lorsque V tend vers e, uniformément pour

|l all « 1, puisque ¢ est G - continu ;

3 donc <f est limite forte d'états asso-
ciés a f , donc est lui-méme associé a P .
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Chapitre XI EXEMPLES

§ X1.1. Automorphismes intérieurs.

On considére ici une C* - algbre unifére A et on prend pour G le groupe
des éléments unitaires de A opérant dans A par automorphismes intérieurs. les
états invariants, s'il en existe, sont exactement les états centraux (ou traces
normées, cf. Dixmier [2], § 6.8), c'est-a-dire vérifiant ¢ (a b) = ¢ (b a)

Y a, b € A . Ie systéme dynamique (A,8) est vaste, car on voit immédiatement
que pour tout état invariant ¢ , le SD concret _117 vérifie la condition (C 4),
donc aussi (C 3).

Supposons maintenant A séparable ; comme le SD est simplicial, tout état invari-
ant est barycentre d'une unique mesure positive normée portée par 1l'ensemble des
états invariants extrémaux (ou caractires normés), ce qui redémontre une partie

du théortme 8.8.2 de Dixmier [2].

§ XI.2. Produits tensoriels infinis et permutations.

Nous rappelons d'abord quelques définitions, renvoyant pour plus de détails

N *
a Guichardet [4]. Etant données deux C - algdbres uniféres A, et A, , on définit

2
Fs »* v
canoniquement deux C - algdbres produits tensoriels A1 ® A2 et A1 ®A2 de

la fagon suivante : pour la premiére on réalise A1 et A_ dans des espaces hil-

2
'3 * *
bertiens H1 et 112 , et A1 ® A2 est 1la C - algdbre d'opérateurs dans H1 ®}12
engendrée par les opérateurs a, ® a, avec a, € Ai . Quant & la seconde, elle
est caractérisée par la propriété universelle suivante : si & toute représenta-
v
tion W de A1 ® A2 dans un espace hilbertien H on associe les représentations

1T1 et w, de A et A2 définies par
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T(a®1)
T (1®a)

,(a)

T ,(a)

[}

v
on obtient une correspondance bijective entre représentations de A1 ®A2 et
couples de représentations (”71 , T 2) de A, et A, vérifiant

—

n

Ja) = T, (a). T (ay) Voa €4 .

Dans la suite nous désignerons par ® 1l'un ou l'autre des produits tensoriels
X vV x
®,®. On peut alors définir le produit tensoriel & An d'une suite de C -

algtbres uniféeres A1, comme limite inductive des produits tensoriels

oy

N .
finis ® An H @An est engendrée par les éléments de la forme @ a, ou
n=1

a, € An et a, = 1 pour presque tout n, i.e. sauf pour un nombre fini de n.
Si on a pour tout n un état $, sur An’ on peut former 1'état @ (/n sur ®An,

caractérisé par (® ¢ n)( ® an) =N qn(an).

*

Nous nous donnons maintenant une C - algébre unifére Ao et nous posons
A= @An ou An = Ao s nous notons G le groupe des permutations de 1l'ensemble
des entiers > O qui ne déplacent qu'un nombre fini d'éléments ; G opére de fa-
gon naturelle dans A : g(@an) = ®b oub = a_, .

g (n)

Lemme XI.1. Pour tout entier k > O notons &, 1'élément de G qui échange
1 et k+1, 2 et k+2,..., k et 2k, et laisse les autres nombres inchangés.

(1) Ona lim | gadb-bgal =0 V abéa.
k=00
(ii) Soit ¢ un état G - invariant sur A, Fy= (-é-‘f’ G, H‘f ' Uy ) le systime
dynamique concret associé ; alors E‘P est fini, _A_cz{ = gi , et si on
note EY 1'espérance conditionnelle canonique de A ¢ S _A_GY, on a

G . .
Ef(Ty(a)) = lim.faible T ,(ga) V a €A .
9 = o0 ¢ \Sk
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Démonstration.

(i) On peut supposer, par continuité, que a et b sont de la forme ®an et

@bn avec a = bn= 1 pour n>n°;alorspour k>no on a

a = 1@...@1@&1@...831{@1@....

&
1 rang k+1

donc &) a.b - b.gk a=0,

(ii) Soit a € A ; 1'ensemble des T (gk a) est borné, donc admet un point
faiblement adhérent T ; ona T ¢ C ¢ car soit b € A ; il existe une famille

filtrante (k) telle que T,(g_ a) tende faiblement vers T ; on a alors
i‘del e ki

T. T (b) = Ty(b).T = lim ﬂ?(gkia.b - b.gkia.)

et le deuxidme membre est nul d'aprds la partie (i).

Ceci montre que co G. W‘? (a) rencontre c ¢ Dour tout a € A ; en vertu de la

H
proposition V.3, E, est fini et vérifie (C 4), i.e. AG‘, = ‘G'G‘P . Reste & dé-
montrer la derniére assertion ; pour cela on peut supposer a de la forme
®an avec a = 1 pour n> n, il suffit de montrer que tout élément fai-
blement adhérent a 1'ensemble des ‘TT((,(gk a) est égal a EG‘ET? (a). D'aprés le
théortme II.4, o ﬂ?(a) est 1'unique élément de co G. M, (a) ,\A_G ¢+ il nous
suffit donc de montrer que T est G - invariant. Comme plus haut, T est limite
faible d'une famille T, (gkia) 3 soit h un élément de G , n, un entier tel
que h(n)=n Y n > n, ; lorsque k; > max (no,n1) ona h gkia = gkia

donc

hT = lim ';T?(h gkia) = lim ’mf(gkia) = T.

Notation. Pour tout état ¢ sur A on motera ® ¢ 1'état ® ¢ ou ¢
= G5 -
Proposition XI.1 (Stgrmer [11])

(i) 1e systéme dynamique (A,G) est M - abélien.
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(ii) Les états invariants extrémaux sont exactement les états de la forme
o2 ((O ou (.(0 est un état sur AO ; ils sont faiblement mélangeants.

(iii) L'application ¢ +—> @ ¢, est un homéomorphisme de _El(Ao) sur
1'ensemble S, des états invariants extrémaux.

(iv) Tout état invariant est barycentre d'une unique mesure positive normée

sur S_ .
e

Démonstration.
(i) On doit montrer que, pour tout état invariant ¢ , tout w € (Aq)*. et

tous a, b €A ; la fonction g —s w (’u'q, (g a)) est FPP et
m, |w (’n'(‘e(ga.b - b.ga)) ’ = 0.

La premidre assertion résulte de ce que F , est fini (lemme XI.1) ; la démons-

(f

tration de la deuxi®me assertion est identique a celle du fait que F vérifie
(c 6) & 1'exemple 5 du § V.3.

A}
(ii) Soit ¢ un état de la forme @ ¢, ou ¥p = ¥, 3 alors H‘f =®H<Pn

et la représentation U est celle considérée a 1l'exemple 5 du § V.3 ; nous savons
(§ VI.1, exemple 2) qu'elle vérifie la condition (E 6) ; par suite ¢ est fai-

blement mélangeant. Réciproquement soit ¢ un état invariant extrémal ; _Q_G(P
réduit aux scalaires, donc, en vertu du lemme XI.1, T, (gk a) tend faiblement

est

vers ¢ (a).1 pour tout a € A ; il en résulte que
f(g a.b) —> ¢ (a).¢(b) V a,b €. (1)

Notons (‘on 1'état sur Ao obtenu par restriction de ¢ au n-iéme facteur Ao H
comme (p est G - invariant, ({)n est indépendant de n , soit ((n = (p 0 * On
doit maintenant démontrer que ¢ =® @, c'est-a-dire que ¢(a) = I ((o(an)
pour tout a =@ a avec a = 1 pour n > m . On procéde par récurrence sur

m ; supposons l'assertion vraie a l'ordre m-1 et considérons un élément
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a = a1®....®am®1®.... ;
pour k > m on a, puisque ¢ est invariant
¢(a) = ¢(a,®....0a ®1©....0104 @1®.... )
1 rang k+1

= ¢((1®...0108 ®1@...) % (a,®...88,_®1®....))

t rang k+1
= ¢(g (,®1@...)x(2,@...08_,®1®....)) ;
faisant tendre k vers 1l'infini et utilisant (1) gn voit que
¢(@ = 4(a,®1@...). ¢(a;®s..08_ 210....)
= I-I ((o(an) .
(1ii) L'application en question est trivialement injective et continue, surjec-
tive d'aprés (ii) ; comme _F:(AO) est compact, c'est un homéomorphisme.

(iv) Résulte de ce que le SD est simplicial et S, fernmé (voir § 1X.2).

CQFD

On peut généraliser ce qui précéde de la fagon suivante : donnons-nous en
outre un groupe Ho opérant par automorphismes dans Ao ; notons H le groupe formé
des suites (hn) ou h ¢ H et h =e pour presque tout n ; H opire natu-
rellement dans A : ha = ®h a s hs= (hn) €H et a=®a €A;de
plusona gH g'1 =H V gé€G . Notons HX G le produit semi-direct, ensem-

ble des couples (h,g) muni de la loi de composition

(h,g) (n'ye') = (ngh'e” , gg');
il opdre dans A par (h,g).a = hga.
Proposition XI.2 (Hulanicki - Phelps [1]). Les états H X G - invariants extré-
maux sur A sont exactement les états ® ¢ o ou o est un état Ho - invariant
sur Ao .
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La démonstration utilise deux lemmes.
lemme XI.2. Soient G et H deux groupes opérant par automorphismes dans une C* -
algébre A de fagon que g H g_1 =2 V g € G ; il existe une unique manidre de

*
faire opérer G dans le produit croisé C (A,H) de fagon que 1l'on ait
-1 1
(gF)(h) = g. F(g" hg) V FeL'(H4a).

De plus il existe un unique isomorphisme de C (A , Hx G) sur ¢~ (¢ (4,H),G)
transformant tout F € L' (Ex G, A) en l'application g —» Fg ou Fg(h) =
F(n,g).

La démonstration est une simple vérification laissée au lecteur.

lemme XI.3. Soit (A) une suite de C" - algdtres unifires ; pour tout n soit
Gn un groupe opérant dans An s notons G le produit restreint des Gn , ensemble
des suites (gn) ou gné Gn et &, = e pour presque toutn. Alors G opdre
naturellement dans A =éAn , et il existe un unique isomorphisme de l'algébre
®c* (a,,6) sur c™(a,6) transformant tout élément @ F, (ou F_ apparti-
ent a L1(Gn,An) et F =1 pour presque tout n) en l'application g = (gn)
— 3 F(g) -

La démonstration - qui est un argument standard de type catégoriel - est

exposée dans Guichardet [4].

Démonstration de la proposition.

a) Utilisant le fait que é An est un quotient de é An , on voit facilement
qu'il suffit de traiter le cas de éAn ,» que nous notons toujours ® An .
D'autre part il est clair qu'un état de la forme indiquée est H X G - invari-
ant, et il est H X G - extrémal puisqu'il est G - extrémal (prop. XI.1).

b) Soit ¢ un état H X G - invariant extrémal sur A ; notons
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- Y’o sa restriction a Ao' état Ho - invariant sur Ao H

- @ 1'état pur sur C*(A, H X G) caractérisé par

¢ = Z ¢(Fne) Y PeLl(Exaq, a)
h,g

(ef. §§ IX.1 et IX.3) ;

W 1'état pur sur ¢® (c¢* (a,H),G) correspondant a ¢ par 1'isomorphisme

!

du lemme XI.2 ; on a donc

w(F) = hZ ¢ (Fe)n) VY re 1'(e,1'(m,A)) ;
&

- 0 1'état sur € (A,H) caractérisé par
B (s) = § ¢ (£(m)) ¥ £€L(ma) . (2)

L¥tat & est G - invariant et on a
= Z 6 (Fa) ¥ (e,1! .
v (F) = (F(g F € L (6,L (HA)) ;
g
comme y est pur, & est G - invariant extrémal. Gréce au lemme XI.3, on peut

*x
considérer O comme un état sur @ C (An,Hn) G - invariant extrémal ; d'aprés

la proposition XI.1 il existe un état O sur c” (A,E) tel que
6(8%) = l: 8,(£) (3)
pour £, € ¢’ (A,H)) et f =1 pour presque tout n. A 1'élément ® £ de
®c* (An,Hn) correspond 1'élément £ de C' (A,H) défini par
£(h) = @£ (n) Vi=(h)e€er;
(2) et (3) entratnent

E’ 6.(r) = 71-: P(@f,(n)) . (4)

Prenons fn =1 pour tout n 2 2 ; on obtient
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1]

> ¢E(n)®1®...)

h1e

8 ,(t;)

=]

[+

pour toute f, € L (HO,AO) ; (4) entratne alors

T 3 e em)) = 2 q(agm) .
n hnGHo h

o'n' n

Prenons maintenant

a, si hn=e
£ (h) ={ n
n n

0 sinon

ou les a sont des éléments de Ao égaux & 1 pour presque tout n ; on obtient
I:] Poleg) = cp(@an)
ie. ¢ =@ ('Fo .

Corollaire XI.1. Les états centraux G - invariants de A, extrémaux dans 1l'en-
semble des états centraux G - invariants, sont exactement les états de la forme

® ¢y ou N est un état central de Ao .
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§ XI.3. Algdbre des relations d'anticommutation.

a) Quelques rappels sur la c*- algtbre des relations d'anticommutation.

(On pourra consulter par exemple Guichardet [7])

On se donne un espace hilbertien complexe séparable E et ¢n construit une
¢t - algébre unifére A, appelée algébre de Clifford de E, et une application
R - linéaire W de E dans l'ensemble Ah des éléments hermitiens de A, possédant
les propriétés suivantes :
(1) ¥(x) W(y) +¥(y) W(x) = 2R8 (xly).I Y x,y€E

ce qui entrafhe immédiatement W(x)? = 1 xt?1 et

1v(x) W(y) ! = xl.lyt . (1)

(i1) Pour toute C*- algtbre unifére B et toute application R - lindaire V

de E dans Bh vérifiant la condition analogue a (i), il existe un unique

morphisme 7T de A dans B telque V = Mo W .

(iii) Les éléments de la forme W(x1).... H(xn) sont totaux dans A .

(iv) Si on note AP (resp. Ai) le sous-espace vectoriel fermé de A engendré
par les éléments W(x1)... W(xn) avec n pair (resp. impair), ona A =

ApeAi et Ap est une sous - C*- algtbre de A.

(v) Considérons deux éléments a = H(x1)... V(xn) et b = W(y1)...w(ym) ;

alors ab-(-1)™1ba estune somme de termes de la forme
+ 2Re (xil yj) - Ry g

ou is= Tyeeemny, j=1,,..m, et oﬂ Ri 3 est le produit dans un cersain
9
ordre des éléments W(x_l),... H(xn),.w(y1),... H(ym) exceptés W(xi) et

w(y ;j) ; il en résulte que
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| ab-(-)ball ¢ 2 zZ l(xilyj)l.kij (2)
1,

.

ou kij ne dépend que des normes des X et yj .

(vi) Pour tout opérateur unitaire u dans E il existe un unique automorphisme

o, de A tel que au(w(x)) = Wu(x)) VYxc¢E.

b) Propriétés générales de A .

Soit €4y €5y... UnE base orthonormale de E ; notons J l'opérateur de mul-
tiplication par i dans E ; on démontre (voir par exemple Guichardet [7]) qu'il
existe un isomorphisme de A sur ® A , ou A = M(2 ,£) , transformant w(en)
en

(! °)®....® (1 0) ® (0 1) 81Q....
0 -1 0 -1 1 0

N rang n
et W(J en) en

(1 0) ®....® (’ 0) ®(° i)@I@....
0 -1 0o -1 -i (0]

R rang n
Dans la suite nous identifierons A & @An . A admet un unique état central
X = )(n ou Xn est la trace normalisée sur M(2 , €) ; étant unique, il
est invariant par tout automorphisme de A ; de plus il est fidéle car A est
simple.
Pour tout A\ ¢ [0,1] on construit un état qx de A de la facon suivante :
notons D l'automorphisme de A associé a 1l'opérateur unitaire -I dans E ; pour

tout x € E notons V(x) 1'opérateur linéaire dans A défini par
vx)(a) = 2¥OF 4 oD ) a + 1 2F(0F - (120D ai(ox)

on voit facilement que V(x) est hermitien pour le produit scalaire défini par

X , et que
V(x) V(y) + V(y) V(x) = 2Re (xly).I ; (3)
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par suite V(x) se prolonge en un opérateur hermitien continu dans H x qui vérifie
encore (3) ; d'aprds la propriété (ii) de a), il existe une unique représentation
Ty de A dans H, telle que T, (W(x)) = V(x) Y x¢E; ondéfinit alors
¢, par @,(a) = (m, (a) 1 [1) ou 1 est 1'élément unité de A .

D'autre part on vérifie facilement que si u est un opérateur unitaire dans E on
a V() = . V(x).« ;1 Y x¢ E ; il en résulte que ¢, est invariant
par tous les olu . On démontre d'ailleurs que les états invariants par tous ces
automorphismes sont exactement les états de la forme f ® A dp \N) oﬁ M est

une mesure positive normée sur [0,1] (Shale - Stinespring [1]).

Par ailleurs on peut vérifier que ¢, , considéré comme un état sur @An , est
égal a @ f(/\,n ou

- (: :) = Aa+(1-N)a ;

ceci montre en particulier que «'(1 est un état pur ; la représentation associée,
dite représentation de Fock, est communément réalisée dans 1'espace hilbertien

antisymétrique de E .

¢) Etude d'un cas particulier.

On prend maintenant E = LZ(G) 01\1 G est un groupe localement compact
non compact, et on fait opérer G dans E par translations a gauche ; on note
g.x l'actionde g €¢G sur x€ E et g.a l'actionde gsur a €A ; on a
donc g(W(x)) = W(g.x) ; on obtient ainsi des systdmes dynamiques (A,G) et
(AP,G).

Proposition XI.3 (Doplicher-Kadison-Kastler-Robinson [1]) le systeme dynamique
(AP,G) est asymptotiquement abélien ; le systéme (A,G) est faiblement asymp-
totiquement abélien mais non asymptotiquement abélien ; enfin tout état invari-

ant sur A est nul sur Ai .
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Démongtration.
1) Reprenons les éléments a et b de la propriété (v) du § a) ; la formule (2)
entraine

mn
I gab=- (1) bga] <& 2 E Hexg 1 y3)1 - X

d'ou résulte que

lim lgab-(-1)bgall = 0;
8= to

par continuité on a

lim || ga.b-buga | = O Y aca ,bven (4)
g= oo P

lim )| ga.b+b.gall = 0O Va,bGAi ; (5)
g= oo

la premidre de ces deux relations montre que le SD (A p,G) est asymptotiquement
abélien.
2) Montrons maintenant que

lim ¢(ga) = 0 Ve A*,aeAi. (6)
g= oo

On peut supposer a hermitien et ¢ € Q(A) ; 11 suffit de montrer que toute
valeur d'adhérence faible des vecteurs '7".;(, (g a). }T est nulle ; soit donc N

une telle valeur, limite faible d'une famille filtrante mf (gi a). ‘f?, ; ona

(nin) = sin (n (g a).7p |2in Tlgya). 5, )

J
1im lﬁm ("T,f, (gj a.g; a) {( | }‘f)

puis, en vertu de (5),
(i)

[}
I

1im Ja"j.m('l'f‘r(gia. g a).;r "fr )

- - n ( l:;m T (g a).ir [T, (g a).?T)

(nlq)
d'ou n = 0.
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3) La dernidre assertion de 1'énoncé résulte immédiatement de (6).
4) Montrons que le SD (4,G) est faiblement asymptotiquement abélien, i.e.
que

»*
lim ¢ (ga.b - b.ga) = 0 Veer ,abea.
g= 0o

On peut supposer que a appartient a Ap ou Ai ; si ae Ap , l'assertion

résulte de (4) ; si a € A, , elle résulte de (6) puisque les fonctions

i
8 —> (¢(ab) et a —> @(ba) sont des éléments de A",

5) Montrons enfin que le SD (A,G) n'est pas asymptotiquement abélien. Suppo-

sons qu'il le soit ; on aura d'aprés (5),

lim |jga.b )l = 0 Va.bcAi
&= co

et en particulier
linm || Wgx). Wyl = 0 Y x,y ¢E
&= co

ce qui est incompatible avec (1).
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§ X1.4. Algtbre d'observables gquasi-locales de la Mécanique Statistique.

Nous ne traitons que le cas des bosons, renvoyant a Ruelle [3], §7.1.6

pour le cas des fermions, techniquement beaucoup plus difficile a exposer.

v
Posons E = L2( ) et définissons A et W comme au début de 1l'exemple

7 du § V.3 ; notons ¢ 1'état normal sur A caractérisé par
QW) = exp (-1£4%/2) Y£eE;

on démontre que ¢ est pur et que H ¢ s'identifie de fagon naturelle a 1'espace

hilbertien symétrique de E (voir par exemple Guichardet [7]) ; la représentation

v
irréductible T, ¢ est appelée représentation de Fock. Faisons opérer [  dans
v
E par translations ; il opére aussi dans A par des automorphismes £’ X cR;
¢ est visiblement invariant par ces automorphismes, d'oﬁ une représentation U

de IRV dans H ¢ vérifiant

To(dy(a) = U T (2.0  Vaea,zeR .

Pour tout ouvert borné A de Iliv notons A 1l'algtbre de von Neumann (qui est

A
en fait un facteur de type I) dans H<f engendrée par les opérateurs W‘f (W(f))
oﬁ f appartient a E et est nulle en dehors de A on appelle algeébre des obser-

vables quasi-locales la C*— algébre A engendrée par les A A elle posside les

propriétés suivantes :
(i) Chaque opérateur Ux conserve globalement A ; si on note Tx 1'automorphi-

sme correspondant de A, on a Tx(AA) = A, Dour tout A et tout x.

(i1) 8 A, et A sont disjoints, A, et A, commtent ; en effet si f,
4

1

est nulle en dehors de I\i , ona (f1l fz) =0 d'ou

H(f1).w(f2) = w(f1 + f2) = W(fz).w(f1) .
(iii) Ie SD (A , ") est asymptotiquement abélien ; pour le voir on doit mon-

trer que lim | 'c'xa.b - b.Txa l'= 0 Y a,b¢ A ; on peut supposer que
X= DO

a et b appartiennent a une méme algebre A , , et alors l'assertion est triviale.

A
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§ A.1. Généralités.

Pour plus de détails on renvoie & Dixmier [1] et Sakaf [1].
Reppelons qu'on peut donner des v algebres la définition abstraite suivante :
une W¥ - algtbre est une c*- algtbre & unité A possédant les deux propriétés
qui suivent @
- toute famille filtrante majorée d'éléments positifs de A admet une borne su-
périeure
- pour tout élément positif non nul a de A il existe une forme linéaire positive
normale (¢ sur A vérifiant ¢ (a) > 0 ; 1'adjectif normal signifie qu'on a
¢ (sup ai) = sup ?(ai) pour toute famille filtrante majorée d'éléments
positifs a.
On note _lf' l'ensemble des éléments positifs de A .
Nous appellerons algébre de von Neumann toute algtbre d'opérateurs dans un espace
hilbertien, autoadjointe et égale & son bicommutant 3 on sait que toute U*— al-
gébre est isomorphe a une algtbre de von Neumann.
On appelle topologie ultra-faible (en abrégé u.f.) sur une W *- algébre A la to-
pologie définie par les formes linéaires positives normales ; l'ensemble A »*
des formes linéaires u.f. continues est un sous-espace de Banach du dual topo-
logique A" (dual de A mmie de la topologle normique) ; on 1'appelle prédual
de A ; A s'identifie avec sa norme au dual de _4_* et la topologie u.f. - & la
topologie faible de dual. L'ensemble des formes linéaires positives normales
n'est autre que la partie positive de A , , notde A ; ; on notera E ou E(A)
1l'ensemble des états normaux sur A . A peut &tre réalisée dans un espace hilber-

tien séparable si et seulement si A , est séparable pour la topologie normique.
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Une W *- algdbre est dite de genre dénombrable si toute famille de projecteurs

deux a deux orthogonaux de A est dénombrable.

Si e est un projecteur (nous sous-entendons toujours " hermitien ") de A,

e Ae est uns sous - H*— algebre que nous appellerons induite 1. Un facteur

est une H*— algtbre dont le centre est réduit aux scalaires ; exemple : l'al-
gébre _Ii(ll) de tous les opérateurs lindaires continus dans un espace hilbertien
H . On dit qu'un état ¢ est dominé par un état ¢ s'il existe un réel positif k
telque ¢ < k ¢, i.e. ¢(a) € k y(a) V aeA™’ . Un morphisme £ d'
une U*- algdbre dans une autre est u.f. continu si et seulement s'il est nor-
mal, i.e. si f (sup ai) = sup f(ai) pour toute famille filtrante majorée
(ai) .

les U*- algtbres commutatives sont exactement les algébres L°° (x,c) ou
(X,C) est un espace quasi-mesuré (voir § B.1) ; il est clair que L°°(X,C)

est de genre dénombrable si et seulement si (X,C) a la m8me propriété. Pour
toute mesure pm € C , la dualité naturelle entre L1(X,r) et L%°(X,0)

permet d'identifier L'(X,p) au prédual de L°°(X,C) .

T et qui est appelée " réduite " dans Dixmier [1].
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§ A.2. Poids.
(Pour plus de détails on pourra consulter Combes [1] ou Pedersen - Takesaki [1])

On appelle poids sur une H*’- algtbre A toute application(pde A"' dans
[0, +00 ] , additive et vérifiant ¢ (ka) = k ¢(a) pour k péel > O.

A tout poids ¢ on associe les objets suivants :

o* - \
M‘l’ = {aeglqt(a a)<+oo},idéalagauchedeA
4«%: iae_g_+lc((a)<+oo},c8neconvexe
m(( = sous-espace vectoriel engendré par M;; , Ssous-algebre autoadjointe
de A
N‘( = fae_A,'?(a*a) =0 },idéalz‘agauchedeg.

On a entre ces objets les relations suiwantes :

*—M
M‘f='q‘r‘ ¢

+ +
s =
a,cé,w((,bé_A_=}abcéM?;
la restriction de (f a M; se prolonge en une forme linéaire positive sur M(?

qu'on désigne par ¢ -

On dit que < est

- fiddle si a€At, ¢(a) = O impliquent a = 0

- normal s'il existe une famille de formes linéaires positives normales (Pi
vérifiant ¢ (a) = sup f(i(a) Vaeat : @ est alors semi-continu
inférieurement pour la topologie ultra-faible ;

- semi-fini si M? est u.f, dense dans A ; cela équivaut a dire que 1'é1é-

ment I est limite u.f. d'éléments de Au} ;

(r ’

ou encore si (sup ai) = sup (ai) pour toute famille filtrante majorée

(ai) (cf. Haagerup [2])
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- central (on dit aussi que ¢ est une trace) si (((a*a) = ¢(aa”)
Vace A ; alors My et ,a? sont des idéaux bilateires et ‘E est cen-

trale, i.e. qz’(a b) = q"(b a) V ab ¢ M‘f’ .

Les poids normaux finis sont exactement les formes linéaires positives normales.
Nous considdrerons presque uniquement des poids normaux semi-finis (en abrégé
poids n.s.f.), souvent fidéles (poids n.s.f.f.) ; nous noterons P(4) (resp.
gf@ ) 1'ensemble des poids n.s.f. (resp. n.s.f.f.).

Tout poids n.s.f. admet un support, noté supp ¢ , égal & I-p ou pest le
plus grand projecteur de A vérifiant ¢/(p) = O ; posant e = supp ¢ , on
a l((eae)z ¢(a) pour tout aeht, et ¢ | e Ae est un poids
n.s.f.f. Soit q un projecteur de A et ¢ un poids n.s.f. sur q A q ; la fonc-

+
tion sur A : ¢ (a) = \’/(q a q) estun poids n.s.f. de m8me support que Y .

Soit (¢ i)i . une famille de poids n.s.f. de supports e, deux a deux ortho-
€

gonaux 3 la fonction Z (fi sur _g_+ eat un poids n.s.f. de support p2 ei .

Si A est commutative, soit A = 1% (x,¢) , les poids n.s.f. sur A correspon-
dent bijectivement aux mesures sur X dont la classe est majorée par C ; les

poids n.s.f.f. - aux mesures de classe C .
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§ A.3. Classification des W*- algtbres. Comparaison des projecteurs.

(Nous rappelins ici sous forme condensée des notions et résultats qui se trou-
vent dans Dizmier [1] ; leur lecture peut aider le lecteur non spécialiste a

s'orienter, mais ne prétend pas remplacer celle du livre de Dixmier.)

On dit qu'une H*- algebre est

- semi-finie si pour tout élément non nul a de _4_+ il existe une trace n.s.f.¢
vérifiant ¢ (a) > 0 ; cela équivaut & dire qu'il existe une trace n.s.f.f.;

- finie si pour tout élément non nul a de A+ il existe une trace normale finie ¢
vérifiant q(a) > 0 ; si A est de genre dénombrable cela équivaut a dire
qu'il existe une trace normale finie fidéle ;

- infinie si elle n'est pas finie ;

- proprement infinie si elle n'admet aucune trace n. f. non nulle ;

- purement infinie 8&i elle n'admet aucune trace n.s.f. non nulle.

*
Deux projecteurs e et f d'une W - algébre A sont dits équivalents (e ~ 1)

s'il existe un élément u (isométrie partielle) de A wérifiant u*u = e et

u u‘ = f . On éerit e, < e, si e, est équivalent a un projecteur majoré
par e,. Un projecteur e est dit fini si les relations e'~ e, e ¢ e imp-
liquent e' = e ; cela équivaut & dire que la W*— algébre e A e est finie ;
en particulier A est finie si et seulement si le projecteur I est fini. Un pro-
Jecteur e est dit semi-fini si tout projecteur non nul majoré par e majore un

projecteur fini non nul ; cela équivaut a dire que e A e est semi-finie ; en

particulier A est semi-finie si et seulement si I est semi-fini.

Un projecteur e de A est dit abélien si e A e est commutative, ou encore si
ona elAe = Ce ou C est le centre de A ; A est dite discréte si tout

projecteur non nul majore un projecteur abélien non nul ; continue si elle n'ad-
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met aucun projecteur abélien non nul. Toute W*— algdbre commutative est dis-
créte ; toute V*- algtbre discréte est semi-finie ; les facteurs discrets sont
exactement les facteurs _L(H). Une W*- algébre A est dite homogéne si le pro-
jecteur I est somme de projecteurs abéliens, deux a deux orthogonaux et deux a
deux équivalents ; le cardinal n de la famille est alors bien déterminé, et A
est dite homogene de type In . Toute v algébre discréte est un produit d'
algtbres homogénes des divers types ; toute algdbre homogéne de type In est
produit tensoriel d'une algebre commutative par L(Bn) ou H est 1l'espace hil-

bertien de dimension n .
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§ A.4. Automorphismes modulaires associés a un poids.

(Voir aussi Takesaki [2] ou Pedersen - Takesaki [1])

Nous rappelons d'abord la construction de Gelfand - Segal. Soit ¢ un
poids n.s.f. sur une Wi algébre A ; on définit un produit scalaire sur M‘f
par (ald) = ¢ (Fa) Vanbe Mg » ce qui a bien un sens puisque b¥a
appartient a .M‘; -Mg( = AMY ; soit H(( 1'espace hilbertien séparé-complété
de M((, R /\(( 1'application canonique de M‘f dans H‘( . On définit une re-
présentation normale T, ¢ de A dans H par

fn?(a). Ny(o) = Av(a b) V oae€nr,bem
si { est fiddle, 'lf? 1'est aussi.

On suppose maintenant 9 fidé1e1;A1 ¢ se trouve plongé dans H‘f ; 1'opérateur
a —3p a* de wm ; A M‘{ dans lui-méme, considéré comme opérateur non borné
dans Hq, , admet une fermeture S ; soit S = J A% la décomposition polaire
de S, ou A est un opérateur autoadjoint positif inversible ; pour tout réel
t 1'opérateur unitaire Ait laisse A invariante, et Ait ) A est un automor-
phisme qu'on note Gt ou 6:‘: ; l'application t )—> 61: est un groupe
u.f. continuzé un parametre d'automorphismes de A , appelé groupe d'automorphi-
smes modulaires associés a ¢ . Ces automorphismes conservent ¢ et induisent

1'identité sur le centre C de A . On note A  l'ensemble des éléments de A

¢
. . ¢

invariants par tous les G :

Pour tout a et tout b ¢ M‘;,\ M‘p il existe une fonction F d'une variable
complexe, définie, continue et bornée sur la bande O £ Im z < 1, holomorphe

-

a l'intérieur, vérifiant pour tout réel t+ les conditions dites K.M.S. @

cp(‘t(a). b)
¢ (1 .6,(a) ;
et on identifie A & ﬂ? )

7(t)

[}

F(t+i)

1

voir § A.7.
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1'existence d'une telle fonction caractérise les € . les 6 + sont triviaux
si et seulement si ¢ est central.

Considérons un automorphisme of de A et définissons un poids n.s.f.f. o ¢ =
¢ o ; alors 6:‘( = o . G: Lo ; en particulier si of conserve
¢ , il permute aux € 4 » donc conserve globalement A ¢
Supposons A semi-finie et considérons une trace n.s.f.f. T sur A ; les poids
n.s.f. sont exactement les fonotions de la forme @ =T (h. ) ouhestun
élément autoadjoint positif (non nécessairement borné) affilié a A , appelé
densité de ¢ par rapport a T ; T(h.) est fiddle si et seulement si h est
inversible ; dans ce cas ¢ f est 1l'automorphisme intérieur défini par hit.
Réciproquement supposons qu'il existe un poids n.s.f.f. ¢ et un élément posi-
tif inversible h affilié a A tel que G r soit 1l'automorphisme intérieur défini

par nit ; alors A est semi-finie et ¢ (h_1 . ) est une trace n.s.f.f.

*
Soit B une sous - W - algdbre de A , ¢ un poids n.s.f.f. sur A tel que ¢ | B

soit semi-fini et que les 6 f conservent globalement B ; alors on a

¥1B ¢
61; = 6,13 .

L'opérateur J de la formule S = J 4 ¥ a aussi des propriétés intéressantes ;
d'abord il est antiunitaire, i.e. J (kx) = kJx, (Jx)Jv) = (xly) ;
1l'application a > Ja J est un isomorphisme antilinéaire de A sur son
commutant ; 8'il existe un vecteur =€ H , totalisateur et séparateur pour

A, tel que ¢ (a) = (a x]x) V a €A, xestinvariant par
A etJ.
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§ A.5. Densités.

(Voir Comnes [1] et Pedersen - Takesaki [1])

Soit (( un poids n.s.f.f. sur une H*- algébre A ; a tout autre poids n.s.f.f.
¥ on peut associer canoniquement une famille (ut) P possédant les propri-
t e

étés suivantes @
(1) ¢t +—> u,  est une application u.f. continue de IR dans U(A) (ensemble

des éléments unitaires de A) vérifiant u = u .6? (u,) ; autre-

8+t s s 't
ment dit ecette application est un 1-cocycle continu pour 1l'action de

dans U(A) définie par les 6 r ;

(11) 6 ,Z’ o 6 _‘1: est 1'automorphisme intérieur défini par u, ;

(iii) 1'application ¢ +—> (ut) est une bijection de gf(y sur 1'ensemble

des l1-cocycles continus ;

(iv) 1la bijection du (iii) définit par restriction une bijection de 1'ensemble
des poids n.s.f.f. 61(— invariants sur l'ensemble des éléments positifs
inversibles h affiliés a Ay onaalors u = nit v=@(h.),

Gt(a) = it. ‘:(a). hmit YVac A ; en particulier h appartient au

centre de A si et seulement si O : = 6 t((’

(v) si () est une trace, ce qui préctde donne une bijection de g_f(ﬁ) sur

1'ensemble des éléments positifs inversibles affiliés a A

(vi) soit o un automorphisme de A conservant ¢ ; alors & conserve Y si et
seulement s8'il conserve chaque uy .

On note aussi (¢ : ¢ ) 1la famille (ut).
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§ A.6. Espérances conditionnelles.

(Voir Takesaki [3])

*
Soient A une W - algébre et B une sous - U*— algebre ne contenant pas

nécessairement 1'élément I (unité de A) On appelle espérance conditionnelle

(en abrégé EC) de A dans B toute application E de A dans B , linéaire, positive,
normale (i.e. u.f. continue), idempotente et vérifiant E(a b) = E(a).b pour
tout a¢ A et tout b €B .

onaalors Ea*) = (E)) , E(ba) = b.E(a) , B(bab') = b.E(a).b'
V a¢ A, b,b'€ B. Si B contient I on a E(A) = B si et seulement si

B(I) = I.

Soit ¢ un poids n.s.f.f. tel que ¢ | B soit semi-fini ; on dit qu'une EC E
de A sur Bconserve ¢ si ona ¢ (E(a)) = ¢(a) V a €At ; on a alors

B (my) cay , ¢(B@a) = ¢(a) Vae o ¢ (a.E(b).c) = ¢ (abe)
YV a,c €& wq,,_n; , b€é A . Une telle espérance conditionnelle, s'il en
existe, est unique et fidéle ; de plus pour tout a € .44? , E(a) est la pro-~
jection orthogonale (pour le produit scalaire sur My associé a p) de a sur
M‘(,‘ B . Pour qu'il existe une telle EC il faut et il suffit que B soit inva-
riante par les 6 (1‘: . En particulier il en existe toujours une si B est conte-
nue dans le centre de A ; dans ce cas, pour tout a & A_+ , B(a) est la densité
de (((a « )| B par rapport a ¢ ] B ; si enfin A est commtative on retrouve
la notion habituelle d'espérance conditionnelle.

Reprenons B et ¢ comme ci-dessus ; 80it o un automorphisme de A conservant

Bet ¢ ; s'il existe une EC de A sur B conservant ¢ , elle permute a & ;

en effet oo B ool -1 est encore une EC conservant ¢ , donc est égale aE.
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*
§ A.T. Quelques propriétés des automorphismes des W - algébres.

Etant donnée une W*- algebre A nous appelons automorphismes de 4 les
% - automorphismes de A et nous notons Aut A le groupe qu'ils forment,
Int A le sous-groupe distingué formé des automorphismes intérieurs, i.e. de
la forme a —> iu(a) = uau o ueuA).

Sur Aut A on peut considérer (au moins) quatre topologies :

I, définie par le fait qu'une suite généralisée of j € Aut A converge vers
1'é1ément neutre e si ?(0(1 a) tend vers ¢(a) pour tout € A et
tout a € A ; c'est la topologie de la convergence simple ultra-faible, et
c'est a peu prés la seule que nous utiliserons dans ce séminaire ;

22, : o j converge vers e si no(iy- V" tend vers O pour tout pé A,

-1
en posant A ¢ = QPo A ;
2‘5_ : '(i converge vers e si ndia-a |l tend vers O pour tout a €A ;
24 1 g j converge vers e si Ilo(i -e |l = sup ”a(i a -a || tend vers O.
Naj<
<
On a _1_'1422514et11é_'1_‘3~24.

Les topologies et T, sont assez voisines puisqu'elles définissent les

5t 4

mémes suites convergentes (cf. Blliott [2]) ; est trop forte pour la plu-

11‘_4
part des applications : pour cette topologie la composante connexe de e est
égale & Int A (cf. Kadison - Ringrose [1]) ; signalons aussi que tout auto-
morphisme o vérifiant )| d - e || € 2 est intérieur (ibid.).

Si G est un groupe localement compact, tout morphisme de G dans Aut A , continu
pour 21 , est aussi continu pour 12 3 ceci est un cas particulier du résultat
classique suivant : soient E un espace de Banach, U un morphisme de G dans le
groupe des automorphismes isométriques de E ; on suppose que pour tout x ¢ E
1'application g —> Ug x est continue pour la topologie affaiblie de E ;
alors elle est continue pour la topologie initiale (voir par exemple Johnson

(11, § 2).
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Si A est discréte, tout automorphisme de A induisant 1'identité sur son centre
est intérieur ; en particulier tout automorphisme d'une algebre L(H) est in-
térieur (cf. Dixmier [1], ch.III, § 3). Si A est le facteur hyperfini de type
II1, tout groupe localement compact séparable admet un morphisme fidéle o

G+—> Aut A tel que of(g) soit non intérieur si g # e (cf. Blattner [1]).

Supposons maintenant que A est réalisée dans un espace hilbertien H , notons I
le groupe des opérateurs unitaires u dans H qui vérifient wu A u.-1 = A,

et p le morphisme naturel de T dans Aut A ; alors p est continu si on munit I
de la topologie faible et Aut A de la topologie _'1',2 . Supposons en outre que
A admet un vecteur totalisateur et séparateur ; alors il existe un morphisme

q : AutA —> T, continu pour les topologies ci-dessus et wérifiant

Pogq = identité (cf. Connes [2]). Enfin toute w” - algdbre est isomorphe a
une algeébre dans un espace hilbertien pour laquelle il existe un morphisme q

ayant les propriétés ci-dessus (Haagerup [1]).
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§ A.8. Produits temsoriels infinis.

(Voir Guichardet [4])

Soit (Hi) une famille quelconque d'espaces hilbertiens et, pour tout
iel
i, hi un vecteur unitaire de Hi ;s si J et K sont deux sous-ensembles finis de
I vérifiant J<C K, on définit une application isométrique TJK de ® Hi
i€J
dans ® H, par Ty (x) = x@( @ ui) ; on obtient ainsi un
i€ K i€ K-J (w,)
systéme inductif d'espaces hilbertiens ; on note H @ i Hi la limite

i€l
inductive de ce systéme inductif. Soit (xi) une famille telle que xie Hi

et x; = u; pour presque tout i (i.e. sauf pour un nombre fini d'indices
i), soit pour i ¢ J ; on note @xi l'image canonique de @ x, dans H ;

ieJd

les éléments de ce type engendrent H ; leurs produits scalaires sont donnés par

(®x; l®y;) = T _(
i€l

On obtient des bases orthonormales de H de la fagon suivante : soit,pour tout

5 ly;) -

i, (e d) une base orthonormale de I-Ii ou o/ parcourt un ensemble Ai contenant
/
un élément P tel que e = u, ; soit Tl A, le sous-ensemble de
i Ps i ier 1
i‘ZI 4; formé des familles (£(i)) telles que f(i) = F 4 DPour presque

tout i ; alors les vecteurs ® af( 1) forment une base orthonormale de H .
Soit (Ti) une famille telle que T, ¢ g(ﬂi) pour tout i et T, = I
pour presque tout i ; il existe un unique opérateur linéaire continu dans H ,
noté @ T, , vérifiant ( @Ti)( ® xi) = ®T; x; pour toute famille

x € H , X; = u; pour presque tout i. Donnons-nous pour tout i une algtbre
de von Neumann A’_ dans Hi ; on note @1_&1 1'algébre de von Neumann dans H
engendrée par les opérateurs ®Ti ou 'l‘ié _41 et 'I‘i = I pour presque

tout i. On a (@A_i )= ®4;' ; cela est démontré dans Guichardet (4] en
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supposant les _41 semi-finies ; en fait la démonstration est valable sans res-
triction puisqu'on sait maintenant que le résultat est vrai pour les produits
tensoriels finis d'algébres de von Neumann non nécessairement semi-finies (cf.

Takesaki [2]).
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N ous exposons ici trés briévement quelques idées et résultats de la théo-
rie des systimes dynamiques commutatifs (ou théorie ergodique) ; certaines ont
déje été généralisées au cas non commmtatif, d'autres pourraient probablement

1'8tre.
§ B.1. @énéralités.

Nous appellerons espace mesuré un couple (x, p) ou
- X est un espace borélien, i.e. un ensemble muni d'une tribu T dont les é1é-
ments sont appelés sous-ensembles boréliens
- J* est une mesure positive sur X, i.e. une application de T dans [0, +00 ]
vérifiant les conditions suivantes :
a) p(f) = 0
b) p( UAn) = Z}-a (An) si les A sont deux a deux disjoints

¢) X est réunion de sous-ensembles de mesure finie.

Un espace mesuré (X ,,A) est dit fini si p«(X) est fini ; 6 - fini si X
est réunion dénombrable de sous-ensembles de mesure finie.

Un automorphisme d'un espace mesuré (X ,;) est une permutation de X', bime-
surable et conservant s . Deux espaces mesurés (x ,») et (x',p') sont
dits isomorphes s'il existe deux sous-ensembles Y ¢ X, Y' < X' respective-
ment »- et M- négligeables, et une bijection bimesurable de X - Y sur
X' - Y' transformant p |X-Y en p'| X' -1',

Deux mesures sur X sont dites équivalentes si elles définissent les mémes sous-
ensembles négligeables ; elles définissent alors les mémes sous-ensembles mesu-

rables, les mémes fonctions mesurables et les mémes espaces L% ; on pourra
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done éerire L°°(X,C) au liew de L (X ,p) , en notant C la classe d'équi-
valence de } . On écrira C < C' si tout sous-ensemble C' - négligeable est
C - négligeable.

Nous appellerons espace guasi-mesuré un couple (X,C) ou X est un espace boré-
lien et C une classe de mesures sur X ; nous parlerons alors de classes de sous-
ensembles mesurables (sous-entendu : modulo les sous-ensembles C - négligeables) ;
rappelons que toute famille de telles classes admet une borne supérieure et une
borne inférieure ; deux telles classes sont dites disjointes si leur borne infé-
rieure est la classe de l'ensemble vide. Un espace quasi-mesuré est dit de genre
dénombrable si toute famille de classes de sous-ensembles mesurables non négli-
geables deux a deux disjointes est dénombrable ; il revient au méme de dire que
C contient une mesure finie, ou encore une mesure ¢ - finie. La définition des
espaces quasi-mesurés isomorphes est tout & fait analogue a celle des espaces
mesurés isomorphes : il suffit de remplacer partout ( et ' par C et C'.

Un automorphisme d'un espace quasi-mesuré (X,C) est une permutation de X,
bimesurable et conservant C ; on dit aussi que la permutation laisgeles éléments

de C guasi-invariants . Un systéme dynamique (commutatif), en abrégé SD, est un

triplet F = (X,C,G) ou G est un groupe opérant par automorphismes dans

(X,C) ; nous supposerons toujours dans la suite que (X,C) est de genre dénom-

brable . F sera dit séparable si X est standard et G dénombrable ; il sera dit

avec mesure inwariante si C contient une mesure G - invariante. Deux systémes

dynamiques (X,C,G) et (X',C',6) avec mdme groupe G sont dits isomorphes s'il

existe un isomorphisme de (X,C) sur (X',C') compatible avec l'action de G .
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§ B.2. Représentations associées & un systéme dynamique.

Soient (X,C,G) un systéme dynamique et p un élément de C ; pour tout
p € [1,+00 ] on peut définir une représentation U(p) de G dans LP(X,,A )

par des opérateurs isométriques :
1/
0 @) = (apDapE) - (62 ;

U(p) est indépendante du choix de p dans Ccar si pm' = ¢.m€C, 1l'iso-
morphisme f —o> ((-1/p f de LP(x ypr) sur LP(x y#') entrelace les
deux représentations.

Supposons maintenant G topologique ; on peut se demander dans quels cas U(p)

est continue, ce qui signifie que pour toute f € P , 1'application gr——>

ng) f de G dans LP est contimnue ; la réponse est donnée par les résultats
suivants :

a) Si @ est localement compact, X localement compact polonais, si C contient
une mesure de Radon, et si 1l'application (g,x) —> g.x est continue,
U(p) est continue pour tout p € [1,+00 [ (voir Bourbaki [1], eh.VIII,
§ 4, exercice 13).

b) Si G est localement compact séparable, X borélien standard, et l'application

U(z) est continue (voir Varadarajan [2]).

(gyx) —> g.x borélienne,
¢c) On suppose que X est un espace vectoriel réel, et on considére un sous-espace
vectoriel Y du dual de X, et un sous-espace vectoriel Z de Y muni d'une to-
pologie d'espace de Fréchet plus fine que la topologie faible ; on suppose
que M est une mesure positive bornmée sur la tribu cylindrique de Y, quasi-

invariante par les translations par des éléments de Z ; alors la représen-

tation unitaire U de Z dans LZ(Y sM) définie par

(U, ) = (apG-0)/apG)F . 2(5-2)
est continue (cf. Hegerfeldt [1]).
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Ayant choisi un élément p« de C nous éerirons souvent U au lieu de U(z) ; pour
toute fe L% (x, p) on notera T, 1'opératewr de multiplication par f dans
L2(X M ) s ona

v U

U = Tg.i‘ ou (g.f)(x) = f($—11) .

Remarquons que U est toujours équivalente & sa contragrédiente (voir définition
au § C.3) puisqu'elle permute a 1'opérateur antiunitaire fr—> f de 12
dans lui-m#me. Si C contient une mesure invariante finie Vv , la fonction 1

est un vecteur de LZ(X ,V ) invariant par U et totalisateur pour les ‘1‘f H
réciproquement si LZ(X ,M) contient un tel vecteur, C contient une mesure

invariante finie.
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§ B.3. Systémes ergodigues.

On peut donner des systémes ergodiques plusieurs définitions équivalentes :
(i)  1a classe C est minimale parmi les classes invariantes ;
(i) tout élément invariant de L™ (X,C) est constant ;
(iii) pour toute mesure M € C l'ensemble des opérateurs Ug et '1'f est irré-

ductible dans L2(X,p) .

Propriétés du spectre de U.

G.W.Mackey a démontré les résultats suivants (voir Mackey [1]). On suppose G

localement compact séparable, X borélien standard, (g,x) +—> gx borélienne,

de sorte que U est continue ; on suppose que U est somme (aiscréte) de repré-

sentations irréductibles de dimension finie ; alors

(1) C contient une mesure invariante finie ;

(ii) toute composante irréductible de U apparaft avec une mltiplicité au
plus égale & sa dimension ;

(iii) 1a contragrédiente de toute composante irréductible de U est aussi une
composante irréductible de U ;

(iv) si V1 et ¥, sont des composantes irréductibles de U, V1 ® V2 n'est pas

2
disjointe de U ; ,

(v) F est isomorphe & un systeme dynamiquezobtenu de la fagon suivante : on
prend un groupe compact K , un sous-groupe fermé Ko de X , un morphisme
contim & image dense @ de G dans K ; on pose X' = K/KO y PV =
mesure sur X' , K - invariante et de masse totale 1 , enfin on fait opé-

rer G dans X' de fagon naturelle via (f .

[ Le principe de la démonstration est le suivant. Notons K le compactifié de

Bohr de G , (p le morphisme canonique de @ dans K ; choisissons Mm € C il
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existe une unique représentation U' de K dans LZ(X ,;4) telle que U',c‘o = U;

on a

[o¥-] -1 oo .
LN AR 1) = L Y xex

car cela est wrai pour k € q?(G) et se prolonge par continuité ; on en déduit

une action de K dans (X,C) qui vérifie
wor ou o= o (kf)(x) = £ 'x) Y £e1™
kax = g.x si k = ¢(g) 3

le systime (X,C,K) est évidemment ergodique ; comme K est compact, C est portée
par une orbite de K dans X ; on peut remplacer X par un espace homogéne K/Ko ’
et ceci démontre (v) ; les autres assertions en sont des conséquences classiques ;
on remarquera que (iii) résulte trivialement du fait que U est équivalente a sa

contragrédiente (voir § B.2) ]

Supposons maintenant G commutatif ; alors le spectre de U (ensemble des éléments
de E contenus dans U) est simple et est un sous-groupe dénombrable |~ de ,(; ; 8i
on définit K et KO comme dans la démonstration ci-dessus, on a Ko = Ker U' =
r 4
créte ; F est isomorphe au systime dynamique construit comme indiqué en (v) em

, donc K/K0 est le groupe dual du groupe | muni de la topologie dis-

A A
prenant K =T | Ko trivial, ¢ = morphisme dual de 1'injection ¥ ¥ —> G;
on voit que la classe d'équivalence de U détermine F 3 isomorphisme prés (pro-
priété qui ne subsiste pas lorsque G n'est pas commutatif), et aussi que tout

A
sous-groupe dénombrable de G s'obtient de cette fagon.

Remarque. Le résultat précédent se généralise de la fagon suivante (Mackey [1]) :
considérons un systime dynamique concret F = (A, G, H, U) (voir définition
au § I.2) avec G localement compact séparable, A commutative, H séparable, U

continue ; on suppose F ergodique et U somme de représentations irréductibles
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de dimension finie ; alors il existe un groupe compact K, un sous-groupe fermé
Ko , un morphisme continu a image dense ? de G dans K , une représentation V
de Ko et un isomorphisme de H sur l'espace de la représentation de K induite

par V, notée Ind V , transformant A en 1'algébre des opérateurs diagonalisa-

bles et U en la représentation Ind V o ¢ .

Désintégration des mesures quasi-invariantes en mesures quasi-invariantes ergo-

diques.
Soit (X,C,G) un systime dynamique ou G est localement compact séparable,

X standard et 1l'application (g,x) —» g.x boréliemme 3 soit p € C ;5 il

existe

- un espace mesuré standard (Y ,v)

- une application mesurable p de X sur Y wérifiant p(p) = ¥ et pog = D

Y geé

- une désintégration p = fp y.dv(y) ou pour tout y€ Y, Fy est une
mesure positive de masse 1 portée par p’1 (] y}) , quasi-invariante et ergodi-
que pour G .

[Voir Guichardet [2] ; 1'hypothese " G dénombrable " qui y est faite est en

réalité inutile car, avec les notations de cet article, on peut supposer

¢(%) = ¢(s¥) pour tout s et tout { méme si G n'est pas dénombrable :

voir aussi Dang Ngoc [3] ]
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§ B.4. Classification des systémes dynamiques.
(Voir Dang Ngoec [1])

Un systéme dynamique (X,C,G) est dit

- fini si C contient une mesure invariante finie

- semi-fini si C contient une mesure invariante 6 - finie
- infini s'il n'est pas fini

- proprement infini s8'il n'existe aucune mesure invariante finie de base C

- purement infini s'il n'existe aucune mesure invariante 6 - finie de base C .

Tout systéme dynamique se décompose d'une fagon unique en somme directe d'un
systéme fini, d'un systéme semi-fini proprement infini et d'un systéme purement
infini.

S6it B un sous-ensemble de X (ici comme souvent dans la suite nous disons " sous-
ensemble " au lieu de " classe de sous-ensembles mesurables ") ; on appelle G-
support de E la borne inférieure des sous-ensembles invariants contenant B, qui
est aussi la borne supérieure des g.E pour g € G ; on dit que E est un G -
atome si pour tout sous-ensemble F de X il existe un sous-ensemble F' invariant
et vérifiant FA E = F'A E ; cela revient a dire que E eat minimal parmi les
sous-ensembles ayant méme G - support que E. Le systéme (X,C’,G) est dit discret
s8'il existe un G - atome ayant pour G - support X , ou encore si tout sous-ensem-
ble non négligeable contient un G - atome non négligeable ; il est dit continu
8'il n'existe aucun G - atome non négligeable. Tout systéme se décompose d'une
fagon unique en somme directe d'un systéme discret et d'un systéme continu ; les
systémes ergodiques1 discrets sont exactement les systimes transitifs (ce qui si-

gnifie que C est portée par une orbite).

T séparables
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§ B.5. Groupes pleins d'automorphismes.

(voir pye [1], [2] et Dang Ngoc [1])

Un groupe G d'automorphismes d'un espace quasi-mesuré (X,C) est dit plein si
la condition suivante est réalisée : soit T un automorphisme de (X,C) ; suppo-
gons qu'il existe une partition (Xn) n=1,2,... de X et des éléments €,
de @ vérifiant T lxh = gnl X, ©pour tout n ; alors T¢ G . Soit mainte-
nant G un groupe d'automorphismes quelconque ; l'ensemble des automorphismes
vérifiant la condition ci-dessus est un groupe plein, appelé groupe plein en-
gendré par G et noté [G]. Les sous-ensembles invariants par G et [G] sont
les m8mes ; mais un automorphisme de (X,C) qui laisse invariants tous les
sous-ensembles G - invariants n'appartient pas nécessairement & [G¢] (voir §
VII.6). Il est clair que les orbites de [G] sont les m&mes que celles de @ ;
si F est séparable, les éléments de [G] sont exactement les automorphismes T

telaque Tx € Gx Vx(X.

Soient (X,C,G) et (X',C',G') deux systémes dynamiques ; on dit qu'ils sont
faiblement isomorphes s'il existe un isomorphisme de (X,C) sur (X',C')
transformant [G] en [G'].
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§ B.6. Systimes dynamiques induits.

(Voir Dang Ngoc [1])

Soient F = (X,C,G) un systéme dynamique et E un sous-ensemble mesurable
non négligeable ; on va définir un systéme dynamique gE = (E,C| E,GE) dit
induit. Définissons d'abord 1'automorphisme T, de (B,C] E) induit par un
automorphisme quelconque T de (X,C) ; 11 suffit d'indiquer l'action de TE

sur 1l'intersection de E avec une orbite quelconque O de T dans X ; pour cela

nous distinguerons quatre cas :

a) En O est infini & droite et a gauche (infinie & droite signifie que pour
tout x€EEAO ona Tx€EENO pour une infinité de n > O ) ; dans
ce cas on pose TE X = ™ x ou n est le plus petit entier > O tel
que Tn x €EnNnO;

b) EA O est fini & droite et & gauche ; notons Xypees Ik les points de
En O de fagon que pour tout i > 1, x, se déduise de xi_1 par une
puissance strictement positive de T ; on pose alors

{ X pour i = 1,... k-1

X

1 pour i = k;

enfinsi k = 1, T, x,. = x

E %1 17
¢) EAO est fini a gauche et infini a droite 3 notons Xy Xyy... 808 é1é-

ments ordonnés comme en b) ; on pose

x, si i = 1
TE x; = X si i est pair
xi_‘,2 si i est impair 3 3 ;

d) EAO est fini a droite et infini a gauche : analogue.
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On vérifie facilement que 1'automorphisme de (X,C) obtenu en prolongeant Ty
par 1'identité sur X - E appartient au groupe plein engendré par T .

On définit alors G comme étant le groupe d'automorphismes de (B ,CIE)
engendré par les g, ou g€ @G ; [GE] est 1'ensemble des restrictions a E
des éléments de[G]} qui conservent E .

Soit Ele G- support de E ; 1l'application ¥ +~—> VJ E est une bijection
de l'ensemble des mesures VY de base C , G - invariantes sur -E-: , sur l'ensemble

des mesures sur B, de base CIE , Gy - invariantes.
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§ B.7. Comparaison des sous—ensembles.

(Voir Hopf [1] ou Dang Ngoc [1])

Soit F = (X,C,G) un systéme dynamique ; on dit que deux sous-ensembles E et
F de X sont G - équivalents, et on écrit E /a/ F , s'il existe une partition
(En) de E et des éléments &, de G tels que les gn.En constituent une parti-
tion de F. Alors les systémes induits dans B et F sont faiblement isomorphes.
On écrit E é F si E est G - équivalent & un sous-ensemble de F ; on dit
qu'un sous-ensemble F est G - fini (resp. @ - semi - fini) si les relations
ECF,E Y F impliquent E = F (resp. si tout ensemble non négligeable
majoré par F majore un sous-ensemble non négligeable G - fini).

Si E et F sont deux sous-ensembles il existe un sous-ensemble G - invariant A
telque EnA £ PnAA et Fn (x-a) FEn (X-A) ; en particulier si

F est ergodique on a toujowrs E 4 F ou F -G< E.

Le systéme F est continu si et seulement si tout sous-ensemble est réunion de
deux sous-ensembles disjoints équivalents.

Un sous-ensemble E est G - fini (resp. semi-fini) si et seulement si le systéme
EE est fini (resp. semi—fini) ; lorsque B = X on retrouve un résultat af a
Hopf pour le cas fini, et a Halmos et Kawada pour le cas semi—fini.

Si F est ergodique, deux sous-ensembles donnant des systémes induits infinis

sont équivalents.

Structure des systémes dynamiques discrets.

Le systéme F est dit homogéne si X est réunion d'une suite finie ou infinie de
G - atome deux a deux disjoints et deux a deux équivalents ; le cardinal de la
suite est alors unique et on dit que F est de type In . Tout systéme discret
est somme de systémes homogtnes des divers types ; tout systéme séparable de

type In est faiblement isomorphe a un systime F n X F ou F' est un systéme
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avec groupe trivial, et ou En = (Xn,Cn,Gn) ’ Xn étant un ensemble a n é1é-

ments, Cn la classe de la mesure définie par la masse 1 en chaque point, Gn

le groupe des permutations de Xn qui ne déplacent qu'un nombre fini de points.

Ceci montre en particulier que tout systéme discret est semi-fini.
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§ B.8. Propriétés particulidres aux systimes dynamigques avec mesures invariantes.

Nous considérons ici un systéme dynamique (X,C,G) et nous supposons que C

contient une mesure invariante finie de masse totale 1, soit H -

Théorémes ergodiques moyens et ponctuels.

D*aprés le § C.1, pour toute f ¢ L2

1l'enveloppe convexe fermée des Ug f con-
tient un élément invariant et un seul ; si on le note P(f), P est le projecteur
orthogonal de L2 sur l'ensemble (LZ)G des éléments invariants. Si [f/ est
presque partout inférieure ou égale a1, il en est de m8me de |P(f)| ; donc

pour toute f ¢ L2 et toute f'€ L°° vérifiant If'l £ 1 p.p.ona

[P (R(e)e) | = ) pleB(g1))] < W £0y

=

donc |l P(£) N ;£ If l1 , et P se prolonge en un opérateur linéaire continu
de L1 dans lui-méme, que nous notons encore P ; il est facile de voir que P n'est
autre que l'espérance conditionnelle EB ou B est la sous-tribu formée des en-
sembles invariants.

Si G est localement compact et admet une famille moyennante (q’i) (voir § C.4)
et si U est continue, pour f ¢ ° , P(f) est la limite en moyenne quadratique
des fonctions X r—m f(p i(g) .f(g-1x).dg ; par passage & la limite on voit
que pour f € L , P(f) est limite en moyenne des m&mes fonctions (théoréme
ergodique moyen).

Le théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff est relatif & des familles moyennan-

tes particuliéres : on suppose que G contient une suite croissante (Hn) d'ou-~

verts relativement compacts contenant e et wérifiant les conditions suivantes :
lim A(gH A H)/A(E) = 0 Vegee
n=co
-1
A(E ) € K OA(E)
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ou K est une constante positive et A une mesure de Haar a gauche sur G ; on
suppose en outre X compact métrisable, p de Radon, et l'application (g,x) r—>
g.x continue. Alors pour toute f ¢ L1 la fonction

x> (@) [H £(g x). a)(g)

n

converge en moyenne et presque partout vers P(f) (voir Chatard [1]). On obtient
en particulier le théoréme ergodique de Birkhoff sous sa forme primitive en
prenant G = Z et Hn = ZO, 1,... n }; en fait celui-ci est valable dds
que )} est 6 - finie ; d'autre part le théordme général ci-dessus reste proba-
blement valable pour des familles moyennantes plus générales que celles considé-

rées ci-dessus.

Systemes ergodiques.

les conditions (i), (ii), (iii) du § B.3 sont encore équivalentes aux suivantes :

(iv) ) est extrémale dans 1l'ensemble des mesures invariantes

(v) les constantes sont les mseuls éléments U - invariants de L2

(vi) (en supposant G localement compact et U continue) : P(f) = p«(f).1 pour
toute £ € 12, ce qui, d'aprés le § C.3, équivaut a

2
ngr(U8f1.f2) = p(£) . 1 (£) Vf1,f2€L .
On considére aussi deux propriétés plus fortes que l'ergodicité : on dit que F
est faiblement mélangeant si les constantes constituent le seul sous-espace
U - invariant de dimension finie non nul de I ; cela équivaut (prop. €.2)

a dire que le systéme (X x X, r®p, @) est ergodique ; ou encore, si G est

localement compact et U continue, que
m | p@U £ . £) -p(£) . p(E)] = 0o Ve, €12
g g 1 2 1 2 1?7 2

(on rappelle que U est équivalente 2 sa contragrédiente, cf. § B.2)
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On dit que F est mélangeant si on a

lin p(U £, . 5,) = p(e)  p(g) Vo, 5, er?
g 0

(on suppose ici G localement compact non compact et U continue).

Classification des mesures invariantes (voir Varadarajan [1]).

Lles mesures finies invariantes , contrairement aux mesures quasi-invariantes

(pour lesquelles le probléme est entiérement ouvert), admettent une classifi-

cation relativement simple. Considérons un espace borélien standard X et un

groupe localement compact séparable G opérant dans X de fagon que l'applica-

tion (g,x) )—> g&.X soit borélienne ; appelons mesures les mesures positi-

ves de masse totale 1 et supposons qu'il existe une mesure invariante. Alors

il existe un espace borélien standard Y et une application borélienne p de X

dans Y telle que

- pog = p pour tout g e G

- chaque fibre p—1(ly}) porte une unique mesure invariante Vy (qui est
erg'odique)

- toute mesure ergodique est de cette forme

- toute mesure invariante p est 1l'intégrale des mesures Vy par rapport a

la mesure p(pM).
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Appendice C FONCTIONS FAIBLEMENT PRESQUE PERIODIQUES

§ c.1. Ie_théordme ergodigque de Ryll-Nardzewski.

Théoréme C.1. Soient X un espace vectoriel topologique localement convexe quasi-
complet, @ un groupe, U une représentation de G dans X, c'est-a-dire un morphi-
sme de G dans le groupe des automorphismes bicontinus de X ; on suppose les Ug
équicontinus et les orbites de G dans X relativement compactes pour la topolo-
gie affaiblie de X ; on note XG l'ensemble des vecteurs invariants par G .
Alors pour tout x € X 1l'ensemble cm (enveloppe convexe fermée pour la
topologie initiale de l'orbite de x) contient un élément et un seul de b o ; si
on le note P(x), P est un projecteur continu sur X° , vérifiant Po Ug = P
V g € G ; le noyau de P est le sous-espace vectoriel fermé engendré par les

vecteurs de la forme Ug X-X.

On trouvera dans Aribaud [1] une démonstration basée sur le théorime sui-
vant (théordme de point fixe de Ryll-Nardzewski) : soient X un EVIIC , G un
groupe d'opérateurs dans X , équicontinu et tel que ses orbites soient bornées,
K un sous-ensemble de X, convexe, compact pour la topologie affaiblie de X , et

invariant par G ; alors K contient au moins un vecteur invariant.

On notera que le théoréme C.1 ne s'applique pas si X est le dual d'un espace de
Banach Y et si on remplace " topologie affaiblie " par " topologie faible de
dual ", a moins bien sfr que Y ne soit réflexif (prendre par exemple un groupe
G discret non moyennable opérant par translations dans 1l'espace des fonctions
complexes bornées sur @). Lorsque X est hilbertien et U unitaire on retrouve le

théoréme de Alaoglu - Birkhoff, qui affirme en outre que P appartient a 1'enve-
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loppe convexe fermée (pour la topologie simple forte) de 1'ensemble des Ug ,
et que P(x) est la projection orthogonale de O sur co G x (cf. Riesz - Nagy

[1], § 146) ; de plus P est le projecteur orthogonal sur XG .

§ c.2. Fonctions faiblement presque périodiques sur les groupes localement

compacts.
(Voir Aribaud [1])

Soit @ un groupe localement compact, C 0'a((}) 1'espace des fonctions comp-
lexes continues bornées sur G , muni de la topologie de la convergence uniforme.

» o0
On peut faire opérer G par translations a droite dams C (G) , soit
(U, £)(8) = £(ng) V rec®™(),g nec;

on dit que f est faiblement presque périodique (en abrégé FPP) si son orbite

est relativement compacte pour la topologie affaiblie de g°° (G) ; on note
FPP(G) 1'ensemble des fonctions faiblement presque périodiques, et on montre
que FPP(G) est une sous - C - algbre de C™° (G). Le théorime de Ryll-
Nardzewski montre que pour toute f € FPP(G) 1'enveloppe convexe uniformément
fermée de 1'ensemble des translatées a droite de f contient une fonction cons-
tante et une seule ; on appelle cette constante moyenne de f et on la note M(f)
ou encore m, f(g). Si on remplace translations & droite par translations a

gauche on obtient le méme ensemble FPP(G) et la mfme moyenne M.

Si G est compact, toute fonction continue est FPP et la moyenne n'est autre que
la mesure de Haar normalisée sur G . Si G est moyennable, toute moyenne inva-

riante sur C® (G) cofncide avec M sur FPP(G) . Si G est non compact, toute
fonction continue bornée admettant une limite a 1'infini est FPP et sa moyenne

est égale & sa limite a 1'infini.
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La moyenne est un état sur la C’ - algdbre FPP(G), qui est fideéle si et seule-
ment si G est compact. Pour £¢& FPP(G) ona M(Ifl) = 0 si et seulement
si H(lflz) = 0, ou encore si et seulement si M(f £') = O pour toute
f'e FPP(Q).

Voici un procédé de calcul pratique de la moyenne d'une FPP f : soit k un nombre
complexe ; supposons que pour tout £ > O il existe un sous-ensemble fini A

de G tel que l'on ait

| (caran)™! > fhg)-kx | <& Vnec;
g€A

alors M(f) = k [Principe de la démonstration : il existe des nombres k;

positifs de somme 1 et des éléments hy de G tels que

|2k 20, &) -M(2) | s & Veee ;
1
alors le nombre
(card 4)" Z Z k, f(hi g) = Z ky (card 4)~" Z f(h, g)
geh 1 i g€eA 1

sera voisin a la fois de M(f) et de k ].
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§ C.3. Application aux représentations.

Dans tout ce paragraphe G désigne un groupe localement compact. Considérons
un EVTIC quasi-complet X et une représentation U de G dans X vérifiant les con-
ditions suivantes :

(i) U est faiblement continue, i.e. la fonction g 4—a < v, Ug x > est
continue pour tout x € X et tout ve X' (dual topologique de X)

(ii) 1es Ug sont équicontinus

(iii) 1les orbites de G dans X sont relativement compactes pour la topologie
affaiblie.

Soit v une forme linéaire continue sur X ; pour tout x ¢ X notons A(x) 1a

fonction g 4—s <V, Ug x > (une telle fonction est appelée coefficient

deU) ;ona A(x)e C*(G) , A est une application linéaire continue de X

dans C®° (G) , donc aussi contimue pour les topologies affaiblies ; de plus

la relation A(x)(gh) = A(Uh x)(g) montre que A(x) est FPP ; notons P le

projecteur dont le théortme de Ryll-Nardzewski affirme 1l'existence ; A(P(x))

est une constante qui appartient a 1'enveloppe convexe uniformément fermée de

1'ensemble des translatées a droite de A(x) ; donc A(P(x)) = M(A(x)). En

résumé :

Théordme C.2. Sous les hypothdses (i), (ii), (iii) ci-dessus, tout coefficient

de U est une fonction FPP ; pour tout x€ X et tout ve¢ X' ona

<v,Px)> = m8<v,ng> .

Corollaire C.1. Toute fonction continue de type positif sur G est FPP ; si U
est une représentation unitaire continue de G dans un espace hilbertien X ,
pour tout x et tout y¢ X ona (P(x)ly) = m, (ngly) ou P est le

projecteur orthogonal sur 1'ensemble des vecteurs invariants.

Nous exprimerons cette derniére relation par P = mg Ug .
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Pour tout espace hilbertien X nous noterons ;l'esmce hilvbertien conjugué
et ¥ —» X l'isomorphisme antilinéaire canonique de X sur X (on peut prendre
X = X avec 1'opération externe (x,x) —» kx etle produit scalaire
(x,5) —> (—IT};) ,et T = x ) ; nous noterons U la représentation contra-
grédiente d'une représentation unitaire U (si on prend X =X comme ci-dessus

on U U ).
s U =)

Soient U et U' deux représentations unitaires dans des espaces X et X' ; pour

x,y€¢ X, x',y' € X' ona, d'aprés le corollaire C.1
U x! 1) = U El . X! et}
m, (U, x|y) (U x| y) m (0,®0 .x@x | y@7' )
= (q.x@x | yo7 ) (1)
ol Q est le projecteur orthogonal dans X @ i’ sur les vecteurs invariants par

U®TU' . Notons Lys (X',X) 1l'ensemble des applications de Hilbert - Schmidt

de X' dans X ; T 1l'isomorphisme de X®—X' sur LHS (Xx',X) caractérisé par
T(x®x)(y') = (y')x').x;
on voit facilement que
— _1 —
T T @0 . = g . 7T . Ut ] .
( @y a) A (a) . YaeX®X ;

en particulier a est invariant par U@E' 8i et seulement si T(a) entre-

lace U et U' . Ceci, joint & (1) entrafne le

Corollaire C.2. Si U et U' ne contiennent pas de sous-représentations de dimen-

sion finie équivalentes, on a
m, (U xly) (G x'|y') = 0 Yryex, z',y'e X' .

Proposition C.1. Si U est une représentation irréductible dans un espace X de

dimension finie on a

m, (T, xly) (U x'|y') = (dim 07 xix) Gly)  Vxyx,y ex
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Démonstration. U se prolonge au compactifié de Bohr de G et notre assertion ré-

sulte des relations d'orthogonalité classiques relatives aux groupes compacts.

Considérons encore une représentation unitaire continue d'un groupe loca-
lement compact G dans un espace X ; supposons qu'il existe un vecteur invariant
a non nul ; dire que a est le seul (& un coefficient prés) vectewr invariant
équivaut a dire que le projecteur P du corollaire C.1 est égal au projecteur sur
a , ou encore que 1'ona (P(x)ly) = (xla) (v a) Y x,y€ X , ou enfin
(corollaire C.1) que

ng(ngly) = (xla) (yla) Y 5,ye x.

Proposition C.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) -gl(ngly) - (xla) (yla)]| = o Vxyex
(ii) € a est le seul sous-espace invariant de dimension finie non nul
(iii) a®a est, & un coefficient pres, le seul vecteur de X ® X invariant
par U@I-I .
Démonstration.
Notons tout d'abord que (iii) équivaut a
my (ngly) (v x'ly') = (xla) (x'la) (yla) (y'] &) V xy,x',y'€X.
(2)
Montrons que (i) implique (iii). On aura pour toute f € FPP(@G)
m, (v, xly) - (xla) (y)a)). £(g) = 0 ;

en particulier pour f(g) = (Ug x'| y') on trouve

0

i

m, (ngl y) (Ug xly) - (xla) (y_l-;) n (U_g—x_'m
= " " n " (x" a) (Y‘|¢)

clest-a~dire (2).
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Montrons que (iii) implique (i). On a

2 10 x19) - (x1GTa) 12 = m [ =191 1) )y 12)?

- 2R (U xly) (x|a) (y]a) ]
= w 1O xIP? + ) al? [y 1)

2 1(xla)l? (yla)l?

et ceci est nul d'aprds (2) ol 1'ona pris x' =x, y' = y ; enfin cette égalité

entratne (i) (voir § C.2).

Dans ce qui suit on note comme plus haut T 1'isomorphisme canonique de X@& X
sur Lo (X,X).

Montrons que (iii) implique (ii). Soit X' un sous-espace invariant de dimension
finie non nul de X ; le projecteur P sur X' est un opérateur de Hilbert - Schmidt
permutable a U ; T (P) est invariant par U® U , donc proportionnel 3 a®a ,
d'ou P = Pa .

Montrons enfin que (ii) implique (iii). Soit b un élément invariant de X®X ;
?(b) permute & U, donc aussi Re T(b) et Im T(b) ; tout projecteur propre

de Re T™(b) ou Im T(b) correspondant a une valeur propre non nulle est de di-
mension finie et permute a U , donc est égal & P ; per suite T(b) est propor-

tionnel a Pa , et b est proportionnel a a®a .
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§ C.4. Familles moyennantes sur les groupes localement compacts.

Définition. Nous appellerons famille moyennante sur un groupe localement compact

G toute famille ((Fl) ou I est un ensemble ordonné filtrant, p; une

ié¢I
fonction sur G , positive, d'intégrale 1 pour une mesure de Haar a droite dg ,
et vérifiant Lin f l4;(en) - ¢,(a)l ag = 0, i.e. li'm"(cf’i)h -, I,
= 0 pour tout h€ G .

On peut démontrer (voir Chatard [1]) que si G admet une famille moyennante, il
est moyennable [on considére les états f +—» f(fl f dg sur g""’ (@) ; ils
ont un point d'adhérence faible dans 1l'ensemble des états, et un tel point est
un état invariant a droite], et que réciproquement si G est moyennable et 6 -
compact, il admet une famille moyennante ou I=IN et ou ((i est la fonction

caractéristique d'un ouvert relativement compact Ui , les U, formant en outre

i

une suite croissante,

Théoreme C.3. Soit U une représentation continue et uniformément bornée de G
dans un espace de Banach X , et telle en outre que les orbites de G dans X
soient relativement compactes pour la topologie affaiblie de X (cette dernidre
condition est évidemment automatiquement vérifiée si X est réflexif). Alors le
projecteur P dont le théoréme C.1 assure l'existence est limite simple forte

des opérateurs U(((i) = /lfi(g). Ug. dg .

Démonstration (inspirée de celle de Chatard [1], th. 1). Il existe un nombre C
tel que || Ug" < C Y g€G;soient x€ X et € > 0; il existe des
nombres Cqrevs Cp positifs de somme 1 et des éléments Byreee & de G véri-
fiant

”Px—chngxu £ &/2c¢;
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puis il existe .’n.0 €I telque ip i implique

o
l(g) , ~¢4 0, ¢ €/2cnxn ¥V k=1,0.n.
&

Alors pour i >/io on a

"Px—U(?i).x" < "Px-ch.U((({i)_1 )ox Il +
8

NZ e . 0((p;) 4)ex - U x|
&
< | U(((i) (Px- ch. ngx)» +
Z e N ulpy) o) - vle)Ilhxll
&

£ c€f2c +(€ /2caxzu)chzxll = € .

Corollaire C.3. Pour toute fonction faiblement presque périodique f sur G on a
O A ACEOR™S

Exemple. Pour G = Z on peut prendre I = N et %; = produit de
1/(i+1) par la fonction caractéristique de [0,i] ; on voit que pour tout opé-
rateur unitaire U dans un espace hilbertien, (I + U + ... Ui)/(i+1) tend forte-
ment vers le projecteur orthogonal sur le noyau de U - I (théordme ergodique

moyen de von Neumann).
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Définitions générales (voir Eilenberg - Mac Lane [1]).

Considérons un groupe G opérant par automorphismes dans un groupe commuta-
tif ' et notons gy l'action de g€ G sur ()’G I ; pour tout entier n
positif ou nul on note c® ou Cn(G ,) 1le groupe commutatif des applications

de G dans T ; ses éléments sont appelés n - cochafnes ; en particulier

c® = I' . On définit un morphisme & : ¢® — s ¢™' _ ltapplication cobord -
M. '3
n 1
(8" )(pseen grpq) = &- £lEgreee g ,) + iZ_1 (-0 £(gy,+erey_s»

n+1
8i8i41 » Bip 1oor Epyp) + (DT £yt g)

pour toute f € c? ; on a en particulier

(°y)e) = g5 -y Ypyec

(8" £)(g8,)) = &g, - fge,) + £g) V fec’ .
La propriété fondamentale de 8% est 6n+1a 8 = 0. 0n pose
= = ZD(G o, ) = EKer "
B = BG,lN) = Ind&
o= ®e,r) = z%8

les éléments de Z° et B" sont appelés respectivement n - cocycles et n -

cobords . En particulier z° est 1'ensemble r¢ des éléments G - invariants

de T ; par convention B’ = 0 H Z1 est l'ensemble des applications f de G
dans I vérifiant f(g1 g2) = f(g1) + g, f(gz) ; B' est 1'ensemble de
celles qui sont de la forme f(g) = g.y - y avec y € . H est

appelé n - iéme groupe de cohomologie ; si G opére trivialement dans Ion a

H = 2" = Hm(¢,l) .
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Applications.

le premier groupe de cohomologie intervient souvent dans les problemes de
points fixes, pour la raison élémentaire suivante : considérons un ensemble E,
un groupe commutatif |~ opérant dans E de fagon simplement transitive, un groupe
G opérant & la fois dans I (par automorphismes) et dans E de fagon que
g.(b’ .e) = (g.of ).(g. e) ; choisissons un élément e, de E ; pour tout g il
existe un unique élément a(g) de | vérifiant g. e, = a(g). e, ; alors
a est un 1 - cocycle et E contient un point G - invariant si et seulement si a
est un cobord.
le deuxiéme groupe de cohomologie intervient dans les problémes de relévement
de morphismes : considérons deux groupes X et Y , un morphisme surjectif v de
X sur Y , ayant pour noyau un sous-groupe commutatif T de X , un groupe G et
un morphisme r de G dans Y ; choisissons une section s : Y —> X pour v ;
on peut faire opérer G dans [T de la facon suivante :

gy = s(x(e).y. sxe);

l'application p de G x G dans T définie par

Ple, &) = s(x(ge)). s(x(e)). s(x(g)™

est un 2 - cocycle ; enfin il existe un morphisme p de G dans X vérifiant
Ve p = r siet seulement si (5 est un cobord [si ¢ est le cobord d'une

application « , on peut prendre p(g) = 2 (g). s(r(g)) ].

On démontre que si G est le groupe des réels, ou un groupe de Lie semi-simple
simplement connexe, ou le groupe de Poincaré, et si | est le groupe des comp-
lexes de module 1 avec action triviale de G dans T , tout 2 - cocycle borélien
f> est le cobord d'une application borélienne & (Varadarajan [2], th. 10.38) ;
si de plus P est continu au point (e,e), « est continu en e (voir par exemple

Stérmer [5]).
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§ E.1. Mesure associde & une sous-algibre commutative du commutant.

Considérons une C* - algebre unifére A et un état ¢ sur A ; notons H, 7T ,
} les objets associés 5 ¢ par la construction de Gelfand - Segal, E 1l'en-
semble des états sur A, compact pour la topologie faible, P l'ensemble des
états purs, F celui des états factoriels.
Soit B une sous-algtbre de von Neumann commutative de v (A)' ; posons E = l;_?-
et notons P le projecteur orthogonal sur E ; il appartient a B' ; l'algdbre
commutative BE admet le vecteur totalisateur 3 , donc est commutative maxi-
male, i.e. By = (BE)' = B'p ; l'ensemble 77 (A)E des opérateurs 'W(a)E
01\1 a € A est inclus dans BE puisque W (A) ¢ B' ; 1l'algébre de von Neumann
engendrée par U (A)E est identique ;5. BE puisqu'elle admet aussi le vecteur
totalisateur }’ ; enfin, puisque E est séparateur pour B, l'application canoni-
que B ——> By est un isomorphisme. Ceci étant, on sait (cf. sakaf [1]) asso-

cier a B une mesure sitive normée sur E possédant les propriétés suivantes :
M & prop:

(i) g a pour barycentre ¢ , i.e. ¢(a) = /\y(a).d,‘(q) = s (8)

pour tout a € A , en notant a la fonction sur E : ¢ —> 4 (a) ;

(ii) Fo(@) eena) = (7(a). P (ay)Peee. Pow(a). 3| F) (1)

n

pour tous aypees ané A
(iii) il existe un isomorphisme A de BE sur L°°(§ ,/‘*) tel que
(A (D7) = (2e.7(a).51%) Y ren ,aer ; (2

(iv) A transforme, pour tout a € A , (a)E en 1'image canonique de a

dans L7(E, ) ;
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(v) M peut 8tre construite comme suit : notons C la sous - C*- algébre de
BE engendrée par T (A)E y 8 son spectre, et V la mesure positive normée
sur /6 correspondant a 1'état W? | ¢ par 1l'isomorphisme de Gelfand ; soit
V 1l'application continue de 0 dans E définie par V(x )(a) = x(m (a)E)

A
pour tout X € C ; alors m est l'image de v par V ;
(vi) 1a propriété (ii) caractérise M (cela résulte du théortme de Stone -
~ ~
Weierstrass, d'aprés lequel les fonctions a; ... a sont totales dans

c(B));

(vii) 1a propriété (iii) caractérise }* et la relation (2) caractérise A
Dans la suite nous noterons M8 et AB les objets s« et A définis ci-dessus.

§ E.2. Propriétés de 1'application B +——3 .
My

Nous désignerons par (1 1l'ensemble des mesures positives normées sur E de
barycentre ¢ , et < la relation d'ordre de Choquet - Bishop - de Leeuw sur ﬂ,
clest-a-dire que 1'ona M < V si et seulement si M (f) < V(f) pour
toute fonction f convexe continue sur E ; B +——> FB est donc une applica-
tion de l'ensemble des sous-algdbres de von Neumann commutatives de 7 (A)' dans
o .
sont disjointes, ce qui revient a dire qu'il existe un projecteur z de Z (centre
de A*") vérifiant 91(2) = 1 et (pz(z) = 0 . Une mesure positive normée

tel que X et E - X soient non g - négligeables, les états
/X y ap (0 )/F(®) et /E IRAOVACE

sont disjoints.
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Ceci étant, on a les propriétés suivantes :

(1) ona pMp < pp  siet seulement si B < B, ; en particulier 1'ap-
1 2

plication B +—— M est injective (cf. Ruelle [1], cor.1.5).
(ii) Si A est séparable, ’AB est portée par P si et seulement si B est une

sous-algtbre commutative maximale de 77 (4)' (cf. Sakaf [1] et Dang Ngoc

[41).

(iii) L'application B r—> Hy est surjective si et seulement si 1 (A)'

est commtative (cf. Dang Ngoc [41]).
(iv) si B=7 (A)'a 77 (&) et si A est séparable, Mg est portée par F.

(v) Vg est délide si et seulement si B ¢ T (A)'aA 7 ()" , et toute me-

sure délide de {) s'obtient de cette fagon (cf. Sakaf, th. 3.5.5).

(vi) Soit o un automorphisme de A conservant e U 1'opérateur unitaire dans
H caractérisé par T (o (a)) = U.?T(a).U_1 Vaca e UF=7F%;

alors Moo est la transformée de /"B par la permutation td de E,
UBU”

transposée de & (on le voit facilement en utilisant la relation (1)). En
particulier /"B est invariante par t,,( si et seulement si B est globa-
lement invariante par U ; si ces conditions sont réalisées, la relation
(2) montre aisément que A p ©st covariante en ce sens que pour tout

T€B, /\B((UTU-1)E) est transformée de /\B(T) par LV
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§ BE.3. Relations avec la théorie de la réduction.

On suppose ici A séparable. En utilisant une suite partout dense dans A, on
peut munir le champ d'espaces hilbertiens E J ¢ —> HY d'une structure
canonique de champ borélien (voir définition dans Dixmier [2], App. & 96 ; pour
la suite, voir Guichardet- Kastler [1]). Soit g une mesure positive normée sur

E ; les champs V +——> H\" ’ 3\,,, , "qu sont mesurables ; posons

Q

L}

/q/.dr(v).n=ﬂ<, , o= T = fo
—_ @
[Cn, o) T = [T (e S5, e

Z = algdbre des opérateurs diagonalisables dans H ¢ 7t (A)' .

, §
V3

]

H

I1 existe une application lindaire isométrique V de H dans H telle que
Vi (a).3 ) =7 (a).¥ VYV aenr;

V entrelace 7 et 4 ; son image est le sous-espace K = 7 (a).5 ; le support
de K dans le centre de 71 (A)" contient tous les vecteurs de la forme T7(a) §

ou Te€ Z ; il est donc égal a H, et ™ est quasi-équivalente a 7 s si 2z

est incluse dans 7r (A)" (ce qui se produit si et seulement si M est délide),

V est surjective, et 7v est équivalente a T .

Revenons maintenant a la situation déerite au §1, ou 1'on a des objets
A,y o, B, Y, , Bcr(a), Fgo AB noté /) ; ce qui précéde montre que
W est quasi-équivalente a la représentation / @TT p -4 FB(V) ; si Best
commutative maximale dans (A)', ,AB est portée par P, et on a obtenu une
désintégration d'une représentation quasi-équivalente a 7 en rep.ésentations
irréductibles. Supposons B < W(A)'A 7 (A)" ; d'aprés la propriété (v) du
§ 2, /*4B est déliée, donc V est surjective ; de plus V transforme tout é1ément

b de B en 1'opérateur T/\(hE) de multiplication par la fonction A (bE) [on

le voit en vérifiant que

185



APPENDICE E

Vem @) FIF@F) = (1)) Ve @) FIT @F) Veareal;

on a donc ici une désintégration de v qui diagonalise B ; si en particulier on
prend B = w(A)' A W(A)" , cette désintégration est la désintégration cen-

trale de W .

§ E.4. Mesures Y - centrales.

- x N : o p
Nous reprenons ici une C - algébre unifere séparable A et nous nous don-

x
nons une sous - W - algébre Y de Z (centre de A‘)t *).

Soit ¢ un état de A ; nous savons, d'aprés l'étude faite au § E.1, associer a

la sous-algeébre B = ’r\'? (Y) une mesure sur E de barycentre ¢ ; nous la no-

terons M ou /'ff et l'appellerons mesure Y - centrale de ¢ . Nous dirons qu’
une mesure positive normée sur E est Y - centrale si c'est la mesure Y - cen-
trale de son barycentre ; lorsque Y = Z on dit centrale au lieu de Z - cen-

trale. La mesure /-?, jouit donc des propriétés suivantes :
(1) prg 8y wona) = (Mo(a) BT lay)en P (). 5 15)
\ . -~ =
Y Biyens ane A , ou P est le projecteur sur ’IT(f(Y). ﬁf H

(ii) il existe un morphisme normal A, de Y sur L°° (E , Fe4) tel que

¢
Fe (N (v).a) = ¢(ya) Vyev,ac€hr ; (3)
(iii) chacune des propriétés (i) et (ii) caractérise My » ot (3) caractérise
/\‘/ ;
(iv) M ¢ est délide .
De plus toute mesure centrale est portée par F .
Définition. Un état ¢ est dit Y - pur si la restriction a Y de son prolongement

N . . . N R
canonique a A  est multiplicative (i.e. est un caractére de Y) ; ou encore si
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1talgebre 1‘1’? (Y) est réduite aux scalaires. les états Z - purs sont exacte-
ment les états factoriels.

I1 est clair que la mesure Y - centrale d'un état Y - pur ¢ est égale a G‘f’
On ignore si toute mesure Y - centrale est portée par 1l'ensemble des états

Y - purs.

Si A est commutative, la mesure centrale d'un état ¢ n'est autre que la mesure
sur 3 associée a ¢ par la transformation de Gelfand ; 1'ensemble des mesures
centrales est donc convexe ; on peut montrer que réciproquement, si 1l'ensemble

des mesures centrales est convexe, A est commutative. On voit donc qu'en général

1l’application ¢ +——> /“? ne peut pas &tre affine.

§ E.5. Comparaison des mesures Y - centrales de deux états.

Soit ¢ un état ; la relation (3) entrafne que pour tout y¢ Y ona
PeAp@) = ¢(3) , dronavssi  p,(1Ng (1) = @(Iyl) 5 si donc on
note L(Y »¢) le séparé-complété de Y pour la semi-norme y —s» ¢ (y)) ,

/\‘f’ se prolonge en un isomorphisme AY de L1(Y ,<f) sur L1(_Ei ,/“‘?).

1 . e \ 1,5 N A
D'autre part L (Y ,¢) s'identifiea L (¥ ,v) ou v est la mesure sur Y

associée a ¢ , et on peut parler de i (Y ,e )* . Soit x un élément de cet
espace vérifiant ({a(x) = 1 ; on peut considérer x comme un élément non borné

affilié a Y et définir un état normal ¢ = x ¢ sur A" par

>

v(a) = ¢(xa) Vaca

enfin on peut considérer ¢ comme un état sur A. Ceci étant, on démontre que
My = /\({ (x)./ﬂ( et que /\* est le con_@posé de A‘P avec 1'application ca-
nonique de L* (§ R ,A‘(’) dans Loo (g , A‘P (x)./“?) [pour le voir, on ap-
proche x par une suite croissante d'éléments de Y]. On déduit facilement de la

que, étant donné un état ¢ , un autre état ¢ est de la forme Xy avec
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X € L1(Y N o, ¢(x) = 1, siet seulement si /4 est absolument continue
par rapport a [1f ; et que toute mesure positive sur E , absolument continue

par rapport a une mesure Y - centrale, est elle-méme Y - centrale.
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ENGLISH SUMMARY

The first part of this seminar is devoted to the study of W‘t dynamical sys-
tems, that is pairs F = (4,G) where A is a (abstract) W‘*- algebra and G a group
acting on A by automorphisms ; since W*; algebras are the non-commutative analogue
of the Lea - algebras, the theory of these systems can be viewed as a Non-commu-
tative Ergodic Theory ; actually a number of results of this last theory are ex-
tended to the non-commutative case ; these extensions give in turn some classical
results on Wat algebras when applied to the case where G is the group of all inner
automorphisms. The non-commutative aspect of the present theory is, of course,
related to physical considerations : roughly speaking, in the applications to
Quantum Physics, A is the algebra of all observables of a physical system, while
G is a group of symmetries of the system ; similarly in the Wightman axiomatic
Quantum Field Theory, the reconstruction of a field from the so-called Wightman
functionals is achieved by a Gelfand - Segal type construction applied to a state
of an algebra acted upon by the Poincaré group.

The second (and shortest) part is devoted to ¢ dynamical systems, that is
pairs (A,G) where A is a ¢’ algebra acted upon by a group G.

Our main tools in the present study are : (i) WJE algebras (the by now cla-
ssical theory of traces, and the more recent theory of weights, modular automor-
phisms, densities and conditional expectations) ; (ii) weakly almost periodic
functions on locally compact groups and their means, replacing the use of ame-
nable groups, Godement's and Wiener's means ; (iii) to a less extent the coho-
mology of topological groups, used principally in connection wiith the search

for weights or traces which are invariant under groups of automorphisms.
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The seminar is divided into eleven chapters and five appendices devoted
to short expositions of H*- algebras, Ergodic Theory, Abstract Ergodic Theo-
rems, Cohomology of groups, Desintegration of states. The eleven chapters are
as follows.

Chapter I : various notions, among others crossed products which are used at
several places, and also the definition of finite or semi-finite dynami-
cal systems, and of the largest invariant projection e such that the in-
duced system (e Ae , G ) is finite (théoréme I.1).

Chapter II : the main result (théoréme II.1) is the existence (and uniqueness
for a few natural properties) of a conditional expectation EG of A into

AG , the set of invariant elements in A ; its image is AGe s it is used
to give various characterizations of finite dynamical systems. If F is fi-
nite, G is locally compact and acts continuously, Ec(a) can be conside-
red as the mean of the elements g.a (théorame II.4). We also give seve-
ral properties of invariant weights, and applications to conditional ex-
pectations of W*— algebras onto their maximal commutative subalgebras

(théoréme I11.10).

Chapter III : one of the main results (corollaire III.2) is the existence of
a G - invariant normal semi-finite faithful trace provided that A and F
are semi-finite together with an additional requirement which is fulfilled
in particular if A or F is finite. The same proof applies to yield a re-
sult in ergodic theory (corollaire III.1) concerning the existence of
measures invariant under two transformation groups. We give applications
to the type of A when G is, roughly speaking, ergodic (corollaires III.4
and III.5).

Chapter IV : we introduce an equivalence relation between the projections of

A which generalizes both the ordinary (von Neumann) equivalence relation
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between the projections of an arbitrary Wt algebra, and the Hopf equi-
valence relation between the subsets in ergodic theory ; this relation
yields new characterizations of finite or semi-finite dynamical systems
(théoreme IV.1).

Chapter V : we introduce a number of conditions weaker than the commutativity
of A ; the weakest of them demands that the set of all G - invariant nor-
mal states is a simplex, and is shown to be equivalent to the G - abelian-
ness introduced by Lanford and Ruelle ; another condition ( Stﬁrmer's
"largness") also admits a global characterization (condition (C 3) in
§ V.2) ; the two strongest conditions are the "weak asymptotic abelian-
ness" and the "asymptotic abelianness" introduced by Doplicher, Kadison,
Kastler and Robinson.

ChapterVi:we consider a dynamical system F where A acts in a Hilbert space,

G is implemented by a unitary representation, and we assume that there
exists a vector which is cyclic for A and invariant under G ; we intro-
duce various conditions analogous to the ergodicity (ergodicity itself,
ergodicity on the center of A , unicity of the G - invariant vector,
mixing and weak mixing, etc.) ; many of them collapse if F satisfies
some of the conditions of chapter V. Then we give several properties
of the spectrum of the representation, generalizing known properties
of ergodic theory : stability under conjugation or tensor product, mul-
tiplicity of the spectrum.

Chapter VII is devoted to Krieger's construction associating W-)(; algebras
to some commutative dynamical systems, and yielding a good (better than
the crossed product) correspondance between properties of the dynamical
system and of the W*— algebra. This allows us to give several new re-

sults on commutative dynamical systems.
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Chapter VIII : general properties of C’t - dynamical systems, e.g. induced repre-
sentations and crossed products.

Chapter IX : various properties of subcommutativity in the spirit of chapter V ;
various properties of ergodicity for the invariant states, and the relations
between them ; for instance a dynamical system is semi-large iff every cen-
trally ergodic state is extremal (corollary IX.1).

Chapter X : study of various properties of states, weaker than the invariance :
covariance and quasi-invariance. Existence, characterization and desinte-
gration of such states.

Chapter XI is devoted to a number of examples, principally symmetric states of

infinite tensor products, and the algebra of the canonical anticommutation

relations of quantum mechanics.

X

We now indicate, for the use of mathematicians having worked on Non Commu-
tative Dynamical Systems, the principal new results which have been obtained
while the seminar was held :
Theorem I.1 : definition and properties of the largest finite invariant projection.
Theorem II.1 (generalisation of a result of Kovacs and Sziics) : construction of
a canonical conditional expectation of A into the fixed algebra é?.
Theorem II.6 : unicity of invariant weight for an ergodic system.
Theorem II.8 : if the dynamical system is finite, the restriction to AF of an
invariant normal semi-finite weight is also semi-finite.
Lemma II.2 : a new characterization of finite von Neumann algebras by means of

the various dynamical systems ( A_,{‘gn } ) where g¢ Int A .
néZ
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Theorem III.1 : existence of weights which are invariant under two automorphism
groups, with application to commutative dynamical systems (corollary I1I.1).

Theorems V.2, V.4 : new characterizations for G - abelian or large systems ;
equivalence of known notions, like G ~ abelian, G'-abelian, simplicial.

Corollary VI.4 : a property of the ergodic M - abelian systems with pure point
spectrum.

Proposition VII.5 and what follows : further properties of the von Neumann alge-
bras constructed by W.Krieger.

Corollary IX.1 : characterization of simplicial or semi-large dynamical systems

by the fact that various notions of ergodicity for states are identical.
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