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IX-01 

DEFORMATION DE SINGULARITES ISOLEES 

par Geneviève POURCIN 

Soit Xq un sous-espace analytique fermé à singularités isolées d'un 

ouvert U de (Dn • On construit par un procédé analytique une déformation 

s emi-uni vers elle de 
x £ SingX 

o 

X w< .x t on démontre "1•ouverture de la 

vers alité11» 

§ 1• Introduction, 

1) Soit K un compact de Cn réunion disjointe de polycylindres. On note 

B(K) l'algèbre des fonctions continues sur K et analytiques sur K et Q 

l'espace analytique banachique des idéaux de B(K) admettant une présentation 

finie directex<<< En un point I l'espace tangent de Zariski de G est 

égal à 

HomB,K)(lfB(K)/l) • 

On note B le sous-espace analytique universel de G x K • 

2) Dans tout ce qui suit, U désigne un ouvert de Stein de ŒN et XQ 

un sous-espace analytique de U à singularités isolées définies par un fais­

ceau d'idéaux I • On suppose que K est un compact contenant Sing Xq en 

son intérieur et privilégié pour 0 , 
o 

Soient Iq = B(JC,-Z~o) le point de £R défini par Xq et T̂  l'espace 

tangent de Zariski de en I < 
CKM%¨££ o 

3) Soient (f, ,.»Mf ) des générateurs de I au voisinage de X. et 
1 p o 

(z., •••.z ) les coordonnées de (D*1 « On considère 
1 n 
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(1) T « coker[<9 
n 
X 
c 

J Horn. ( 
u 

X<< 
<<< 

X< 

< 
où J est défini par 

j(X4f...fX )(f.) 
1 n 1 

n 

s=1 
s 

VW 

3zs 

On sait [3] que T est concentré sur Sing Xq et que r ( u , r ) classe 

les déformations infinitésimales de X • 
o 

4) Soient X -2-» S f et X« S deux déformations de X • On dit 

qu'elles sont localement isomorphes s'il existe un voisinage W (resp« w) 
A f A 

de TC~ (Sq) (resp»( fl " (SQ)) et ^ S-isomorphe de W sur V1 • 

On note Def le foncteur contravariant associant à tout germe d'espace 
O 

analytique A l'ensemble des classes d'isomorphie locale de déformations 

de X au-dessus de A • 
On se propose de démontrer le théorème suivant : 

THEOREME*- Il existe : un germe d'espace analytique de dimension finie SfsQ 1 

un ouvert << de (Dn contenant K et un sous-espace X de S x plat 

sur S f tels que 

(i) X ï S soit une déformation s emi-uni vers elle de 

C = o x ( Sing XQ 
X ,x 
o* 

îi) Pour tout point s de S assez voisin de <<< 

(a) X — ^ S est une déformation verseile de 

C(s) = 
x (. Sing X(s) 

X(s)fx . 

(b) Pour toute immersion de germes d'espaces analytiques B ^ B' le 

morphisme 

Hom(B',S) De£C(s)(B') * De£c(s)(B) Hom(B,S) 
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IX-03 

est surjectif» 

N.B. Le fait que les singularités soient isolées n'est utilisé que pour montrer 

que Supp est fini et que K est privilégié pour &t«(i0.ox ) q > 0 . 

§ 2» Quelques lemmes» 

LEMME 1 ([3] Théorème 4»1l)©~Soit A un espace analytique réduit à un point» 

Pour tout couple d'ouvert de Stein (^'^2^ contenus dans U et tels que 

Sing X c U, c U 
o 1 2 

le morphisme naturel Def (A) 
o^U2 

Defc<<<<<<<< ̂ <(A) Def X<W<(<<A) 
o^U<<<<¨¨¨¨^^^^2<< 

Soient B' un espace analytique ponctuel et B un sous-espace défini par 

un idéal J de carré nul» Soient X * B une déformation de X U et 
o ' 2 

Yf > B' une déformation de X^ r\ û  telles que Y|^ et X coïncident 

dans B x »11 suffit de montrer l'existence d'une déformation X* —y B' 

de X A U telle que X- o U = Y' 

X'|B=X 

le lemme en résultant par récurrence sur la longueur de A • 

Soit fv.} . , _ un recouvrement de Stein de X A U - Sing X • On pose 
JJ^J o M 2 o 

V = X n U 
o o ' 1 1 I = JU fo] 

Pour tout i dans J , X A V . étant lisse, il existe une déformation 
o 1 ' 

X^ > B' prolongeant X. • B « De plus, pour tout couple (i,j) dans 
' i 

I x I , X V. nV. étant lisse, il existe un isomorphisme 
0 1 j 

T. . SX!. —> X\. 
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G. POURCIN 

tel que T« ., = Id. de V. . 

(on note Xî =XïnX! si (i,j) est dans J x J et X'. = X! = Y'^X' 

si j est dans J • Soient ® = Horn 

O<< 
W<O <O 

et 1 la .longueur de j • 

On définit une classe de cohomologie dans H2(X ,©-) en posant 

Uijk 
T. T~ T 

ij He 

Comme X est de Stein. 
o 

H2(XO> Q1) = o et on peut modifier les isomorphismes 

T.. de façon à recoller les Xî en une déformation X1 vérifiant (*) 
U i 

LEMME 2»- Au voisinage de I , G peut être plongé dans son espace tangent 
O K 

de Zariski. 

a) Soit f ; E,o — ï F,o un germe d'application analytique entre deux 

espaces de Banach tel que T̂ f soit direct ; alors X = f \o) se plonge 

dans T̂ X au voisinage de 0 : en effet, si p désigne la projection de F 

sur Im T̂ f parallèlement à un supplémentaire topologique de Im TQf , X 

—1 

est plongé dans la variété (p o f) (o) • 

b) Soient s et p deux entiers et &(n,-p) l'espace analytique bana-

chique des suites exactes de B(K)-modules 
B(K)S -^B(K)P ^>B(K) 

u et v étant des morphismes directs d'espaces de Banach. L'application 

0 : G*(nfp) — t G telle que 
Jn. 

ß(u,v) = Im v 

est un morphisme lisse ([1], §4, cor. prop. 2). D'autre part, on vérifie 

à l'aide de a) et de ([1], §4) que ^(n,p) se plonge dans son espace tan­

gent de Zariski. On en déduit alors, par l'intermédiaire de p un plongement 
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de <** dans w< 

LEMME 3.- Soient X un espace analytique à singularités isolées et K un  
compact 0 -privilégié tel que 

Sing X c K . o 
Alors pour tout q ̂  0 K est Ext Я 

u 
w< 
<<< 

.0 
Ä 
о 

-privilégié » 

C'est une conséquence de (4) et du fait que les w<< q 
tfu O X L O 

sont 
localement 

o 
libres sur X -Sing X o o 

Pour montrer le dernier point, on suppose que 0 est un point régulier 
de X et que o 

Vi ( {i,••#,?} Def (<<<<A) 
o^Ux<<<<<<2 

le complexe de Koszul donne une résolution L de °X ,0 o' 
telle que si 

L. 0 
r. 
"I 1 u,o 

d. : L. 
1 1 Li-i vérifie 

lin d. 1 c J ri 

Alors d. * 1+1 Horn r -» (D{xj x<<< 
0,0 

Horn { ,(lm d 0 
0,0 

est l#application nulle. Il en résulte que les Ext w< 
(D{x} I o X 0,0 sont 

°x 
0,0 

-libres• 

LEMI4E 4#- Soient X^ un espace analytique à singularités isolées et K un 
compact 0 -privilégié contenant Sing X en son intérieur. Alors le com-— — — x o 

o 
plexe d'espaces de Banach déduit de (1 ) 

B w< X 
о 

n T 
HomB(K) i(B(K,Io),B(r,0 )) 

o 
n w<^$ùù 

nw<^$** 
0 

est exact direct» 

En effet, on déduit du lemme 3 que le morphisme naturel d'espaces de 

Banach 
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B(K,Hom̂  

u 

w<<< 
ws^$ùù o 

Horn (K)(B(K,J ),B(K,0 )) 

est un isomorphisme. 

De plus, il résulte de (4) que K est T -privilégié. 

§ III. 

Soit v> = (z„,....z ) l'élément de B(K) défini par les coordonnées 
Yo 1 n 

de (Cn • L'ensemble 

B(KFU) = {cf> i B(K)n I cp(K) c u } 

est un voisinage de cp dans B(K)n • 
o 

On note § l'application (cp,z) > cp(z) de B(K,U) X K dans U et 

X : B(K) — » B(K, V o 
l'application canonique. 

PROPOSITION 1.- Soient S,SO un germe d'espace analytique de dimension finie  

ou non et X un sous-espace analytique S-anaplat de S x U tel que X(SQ) = . 

(i) Il existe un voisinage w de CPq dans B(K,U) et un morphisme cano­

nique a : S.s x W 
o 

w<< 
ù^$x< 

tel que 

{a x I )•* (Ig X §)*X 

(ii) Si Ta désigne l'application linéaire tangente à a en w<<:ù$ 

on a : 

(a) TG|{0} X B(K)n Jo X 

(b) n o To- : TS B U , ^ ) est le morphisme de Kodaira. 

Démonstration. 

Soit £. une résolution ^x<^$ù -libre de type fini de c< 
c<<ù^$ 

Par hypothèse, 
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pour tout s assez voisin de s , X«(s) est une résolution de 0„f \ • r o X(s) 

Pour construire c , on définit un complexe de fibres analytiques banachi-
r. 

ques sur S x W, de la manière suivante : si £. - 0 1 et si q. : X.—»£. A 
n 1 1 S X U ^ 1 1 1 - 1 
est donné par 

qi = 
w<< 
v< ci i {1 .•••fr } 

w< {1 y 9 ••»r:J__1 J 

m^ù 
x<b;ù 

w< Ö(S x U) 

On pose 

X. 

î 

r 
0 
s 

i 
, x w x u 

et on note B(K,X.) le fibre banachique trivial sur S x W associé à X^ • 

Soit alors 

q. S B(KF£ ) B(K,x.-1) 

le morphisme de fibres défini par 

'S* 
qi 

<xv;mù 
^w<n;;< 

<, 
w<^ùm 

S x W • B(K) 

avec 

0L(S,CD)(Z) QL(S,CP(Z)) 

le complexe de fibres banachiques b(K,X.) est exact direct en (S0»CPQ) 

donc sur un voisinage Sfs x W de (so»cl'o) il en résulte un morphisme 

canonique ([1]) 

cr : S.s x W 
o 

^$ùs<< 

tel que l'assertion (l) soit vraie. 

Remarque.- Ensemblistement a associe à (s,cp) le sous-espace cp~ (x(s)) 

de K . 

- Pour démontrer (ii), on considère la suite exacte directe 

B(r,X2(so)) P? B(K,JC (s )) P1 B(I) Po S(K,ox ) 0 

et l'application r S 
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r : HomB(K)(B(K,£2(so)) B(K,^(SO); 
:iïomB(i:)(*'Vso) B(r)) 

HomB(K)(B(K,J!2(so)) , B(K)) 

définie par 

r(u,v) = p o v + v o p2 

Il résulte de [2] que Ta = o où 

h. : ker r 
1 

Hom(B(K,Jo) , B(K,(?X )) 
o 

est l'application naturelle et où 

h2 TS x B(K)n ker r 

est définie par 

h2(t,Y) 
ôq2 

ÒZ 
(zfO).y 

Ôq2 

òt 
(z,0).t 

w<< 
w<< 
êz 

U,0).ï 
<w< 

òt 
(z,0).t) 

avec, si Y Def (A)w<^$j,< 

Vi = 1,2 
cw<< 

az 
(z,0).Y = 

n 

j=1 

<cw<^$ 

ÒZ. 

J 

Def (A)w< 
w<<^$j,< 

et si S est de dimension finie et t = (t ••••,t ) 
n- 1 k x<< 

òt 
(z,0),t = 

k 

3=1 

vrvR 
òt. 

.1 

Def (A)w 
x<<<^$j,< 

Alors Ta(t,Y) : B(KfJ ) 
o 

. B(K,ox ) 
o 

est déterminé par 

Vi i {l,.„,r } Tcj(tfY)(o](zfO)) ^ù$ 
w< 
^ùm 
òz 

(z,0).Y 

w<<^ù 
xw<<< 
òt 

(z,0).t) 

d'où l'on déduit les assertions (ii) et (iii) ; ce qui termine la démonstration 

de la proposition. 

COROLLAIRE,- On suppose, donnée au voisinage de 0 , une spus-varietc 
K 

de 

dimension k de T 
K 

telle que T IL o K 
soit un supplémentaire de Im J dans w<< 

m^ù< 
Alors, pour toute déformation X » S de X il existe deux morphismes 

h : S — > V jet 0 S > r\ tels que le diagramme 
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S 
w<^$ù 

S X W 
CR w< 

mù^< 

w< 

w<o^mù 
w<ap^mù 

soit commutatif et que 

(OxI.)*^-(% xf (Is k£,h))*X|s x4 . 

C'est une conséquence de la proposition 1 et du théorème des fonctions 

implicites» Il existe au voisinage de 0 un isomorphisme a : H^xImJ ^ 

tel que 

rv 
x< 

= Id. TŒ|{0} X Im J Cd. • 

Soit ci TS x V/ — » T un morphisme prolongeant a , alors 

p = Pr2° ff" o a : TS x ï — * Im J 

•"1 

est une submersion et T = p (o) est une sous-variété de TS x V/ isomorphe 

à TS »11 suffit alors de prendre pour h le morphisme admettant pour graphe <^ùm S x W et 0 = a o(l ) 
S 111 

Remarque,- Lf espace analytique de dimension finie w< << 
<< 

muni de 

<xwp^$ù 
w<;:,,^ùù 

es t :"presque,f semi-universel en ce sens que pour toute déforma-

X — * S de X^ définie au voisinage de K , il existe un morphisme 

0 : s - w<^$ùx<< tel que X et (0 x l)*7? soient des déformations locale­

ment isomorphes dans S x K » 

§ 4* Etude locale de w<< 

Soient L. K et K' trois compacts 
V 
o 

-privilégiés tels que 

Sing X C I ^ C L C I C K C C K 1 
o 
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Compte tenu du lemme 4, soit E un sous-espace C-direct de B(K) isomorphe 

par x° ^ à Im J .On définit E , et E de la même manière et on iden-

tifie T à (D x E f • Soit 

SK, = ö , A Ck x {0} 

Soient alors p' : <7 — > Gv et p : Gv —> GT les morphismes canoniques 

([1]) et w< Def (A)w<^$j,<Def (A)w<^$j,< des prolongements de p et p' 

définis au voisinage de 0 .On pose 

= p'((Dk x {0},0,0) 

SL -GL^Î{\) 

Def (A)w<<<^$j,< 

Def (A)w<^$j,< 

XL =\|ST x L° 

On déduit de la proposition 1 et de son corollaire : 

- un morphisme canonique de germes f : S x E G- tel que Tf soit 

un isomorphisme et que les déformations (f x iLo)»ÄL V t X K ST„ To K x L 
w<< 

soient localement isomorphes ; 

- un morphisme 0 : G„, w< 
vbb 

tel que Ttf (T x {0} Id. <r 

PROPOSITION 2.- Au voisinage de w<^mùù 

(a) P induit un isomorphisme i w< <pm tel que 

(i x I,o) w< 
XK|SK <B 

< 

( (b) f Def (A)w<^$j,<Def (A)w<^$ 

Puisque Tf est un isomorphisme, f est un plongement au voisinage de 

Def (A)w 
<<<^$j,< 

De plus, il résulte de l'universalité de w<< que 

f 
S x {0} ̂

< Def (A) 
w<^$j,< 

et par conséquent p induit un plongement i : S — » S .Le fait que i 

soit un isomorphisme résulte du paragraphe 2, lemme 1 et du 
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LEMME 5.- Soit A un voisinage infinitésimal de i(s ) dans ST 0 L II 

existe un morphisme T : A <w tel que i o T soit tangent à l'identité» 

En effet d'après le lemme 1, X » se prolonge en une déformation de 
L|A 

X ; il en résulte un morphisme canonique j : A — » Gv% »11 suffit alors 

de prendre T = Q o j 0 

L'assertion (b) est une conséquence de (a) et du résultat suivant : 

LEMME ([2], § 5 - lemme 1 ).- "Soient H un voisinage de 0 dans C , 

U un voisinage de 0 dans un espace de Banach, &j un s pus-espace (D-

analytique de H x U • Posons S = H x { o } ^ ^ • Si contient S x U 

au voisinage de 0 dans H x U " 

COROLLAIRE.- Au voisinage de I , G^ est isomorphe au produit d'un  

espace de dimension finie par un ouvert d'espace de Banach. 

§ 5. Démonstration du théorème. 

Soient alors S un ouvert de S et V un voisinage de 0 dans E 
K L 

:els que f : S x V — > G soit un isomorphisme et que 

Vs C S Sing X(s) c K 

On pose 

x = xK 
S x K 

et on identifie dorénavant S x V et son image par f • On a alors 

/?K = (Is x §)*X 

Démonstration de l'assertion (i)« 

Soient Y * B une déformation de C et L. un compact 
o 1 

0 
X 
o 
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privilégié tels que Y soit défini au voisinage de B x et que 

Sing X c L c L1° 
o 1 

On définit E , S et X comme E , ST et X_ et on note 
*| *| 1 L L L 

"S : SK ^ SL l'isomorphisme déduit de la proposition 2, Il résulte du 

corollaire de la proposition 1 deux morphismes h : B * E et 
1 ' L, 

0 i B ^ S tels que 
• L4 

(°1 X h f \ - « V ' ^ x l ? ' ^ 
1 1 1 

Le morphism< 
V 

w< 
^ùc< 

w< E vérifie donc 

(02 x ILo)^X Def (A)w<^$j,<Def (A)w<^$j,< 
Def (A)w<^$j,<Def (A)w<^$j,< 

ce qui démontre la versalité de X — > S La semi-universalité résulte de 

duri T S = k 
(D s 

o On remarque, de plus, que toute deformation de se prolonge à K 

Démonstration de (ii) (a). 

Soient s un point de S et Y 1 B une déformation de C(s) .On 

o 
peut supposer Y défini dans B x K , Soit alors f : B ^ G le mor-

1 L 

phisme canonique. Alors les deux morphismes 

f = pr„ o £, : B 
1 1 

S 

h = pr2 o f : B V 

vérifient 

(f x ITo)*X 
L (IB X$0(IB XL° » K))*Y 

Démonstration de (ÌÌÌ) (b) 

On suppose donné un diagramme cartésien 

Y 

B 

R Y' 

B1 
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un polycylindre 0 -privilégié L° contenant C(s) et deux morphismes X 1 
o 

f A i B > S 

De<f (A)w<^$j,< 
D<ef (A)w<^$j,< 

tels que 

(f x Io)*X 
1 L1 

<<Def (A)w<Def (A)w<^$j,<^$j, 
D<<ef (A)w<^$j,<<Def (A)w<^$j,< 

Le morphisme composé 

B w<xx<< 
S X W 

L1 
Def (A) 
w<^$j,< 

est le morphisme canonique» 
o 

D'autre part, on peut supposer Y' défini dans B' x K , il en résulte 

un morphisme g z B' y G tel que le diagramme 
c L 

B 
31 

A 1 

B« -
g2 

w< 

can 

soit commutatif» G étant toujours identifié à S x V , pr o g prolonge 
L 1 2 

f et est le morphisme cherché. 
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