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IX-01

DEFORMATION DE SINGULARITES ISOLEES

par Geneviéve POURCIN

Soit Xo un sous—-espace analytique fermé A singularités isolées d'un
n . .
ouvert U de C e On construit par un procédé analytique une déformation
semi-universelle de L J X ,x et on démontre "l'ouverture de la

x € SingX
versalité", ’ °

§ 1. Introduction.

1) Soit X un compact de c? réunion disjointe de polycylindres. On note
B(X) 1l'algébre des fonctions continues sur X et analytiques sur K et GK
l'espace analytique banachique des idéaux de B(X) admettant une présentation
finie directe ([1])« En un point I 1'espace tangent de Zariski de GK est

égal a
HomB(K)(I,B(K)/&) .

On note 'RK le sous-espace analytique universel de (?K x X N

2) Dans tout ce qui suit, U désigne un ouvert de Stein de et X0
un sous-espace analytique de U & singularités isolées définies par un fais-
ceau d'idéaux Io « On suppose que K est un compact contenant Sing Xo en

son intérieur et privilégié pour O

X
o

Soient I = B(K,Io) le point de @ défini par X et T  Lllespace

tangent de Zariski de (?K en Io .

3) Soient (£1,...,fp) des générateurs de IQ au voisinage de X et

(z1,...,zn) les coordonnées de €~ o On considére
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. _ n g
(1) T1 = coker[0 x —— Hom, ( I, 10y )]
o u o
ol J est défini par
n Bf‘i
J(l‘l,...,)\n)(fi) = s§1 }\s a_zS' .

on sait [3] que I, est concentré sur Sing X, et que I"(U,T1) classe

1
les déformations infinitésimales de Xo .

4) Soient X X538 , et X' I, 5 deux déformations de X o On dit

gqu'elles sont localement isomorphes s'il existe un voisinage W (resp. W)
-1 - .
de T (so) (respo( Tl (so)) et un S-isomorphe de W sur W' ,

On note De.f‘x le foncteur contravariant associant a tout germe d'espace
o

analytique A 1l'ensemble des classes d'isomorphie locale de déformations
de X au-dessus de A .

On se propose de démontrer le théoréme suivant @

THEOREME.~ Il existe ¢ un germe d'espace analytique de dimension finie S,so N

un_ouvert U1 de ¢” contenant K et un sous-espace X de 8 xU1 plat

sur S , tels gue
(i) X — S soit une déformation semi-universelle de

C = l———-‘ Xo,x .

o -
x € Sing Xo

(ii) Pour tout point s de S assez voisin de s,

(a) X -—» 5 est une déformation verselle de

os) = LJ X(s),x .

x € Sing Xx(s)

(b) Pour toute immersion de germes d'espaces analytiques B — B' le

morphisme

Hom(B',S) — Def‘C(s)(B') x Defc(s)(B) Hom(B,S)
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est surjectif,

NeB. Le fait que les singularités soient isolées n'est utilisé que pour montrer

que Supp T‘I est fini et que K est privilégié pour Extq(Io,OX ) 4 ¢q>0.
o

§ 2. Quelques lemmes.

LEMME 1 ([3] Théoréme 4411)e~ Soit A un espace analytique réduit 3 un point,

Pour tout couple d'ouvert de Stein (U1,U2) contenus dans U et tels que

SingXOCU cu

1 2
le morphisme naturel Def (A) —— Def (A) est surjectif.
X, AU, X, AU, est surjectit

Soient B' wun espace analytique ponctuel et B un sous-espace défini par

un idéal J de carré nul, Soient X —p B une déformation de Xo ~ U2 et

Y' —> B' une déformation de XO{'\ U1 telles que Y B et X cofncident

dans B x U1 e I1 suffit de montrer l'existence d'une déformation X' —> B!

de XQ/-\U2 telle que

X' AT, =Y
ORI
B~

le lemme en résultant par récurrence sur la longueur de A .
Soit {Vj}j (g W recouvrement de Stein de XO A U2 - Sing Xo « On pose

A\ =XonU I=JU{O} .

o 1!

Pour tout i dans J , XO f\Vi étant lisse, il existe une déformation

X! — B' prolongeant X;, —>» B . De plus, pour tout couple (i,j) dans

|V,

1

IxI , Xo nvi th étant lisse, il existe un isomorphisme
T.. 3 X!, —> X!,

iJ i] ji
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tel qu To, . = Id, .
el gue 13|B I de Vl:J
(on note X!, = X'~ X' si (i,j) estdans J xJ "= X' =Y'~X'
1= X n X (1,3) et X1 = X! = Y'nX!
si J est dans J . Soient ®=/-[om0 (Q;( ,OX) et 1 1la.longueur de J .
X o (¢}
)

7
On définit une classe de cohomologie dans H2(Xo,®') en posant
-1

—_ T, T, T,

Uijk ij ik jk d

Comme Xo est de Stein, HZ(XO N @l) = 0' et on peut modifier les isomorphismes
Tij de facon A recoller les X{ en une déformation X' vérifiant (¥) ,

LEMME 2= Au_voisinage de Io N GK peut &tre plongé dans son espace tangent

de Zariski.

a) Soit £ : E,0o — F,0 un germe d'application analytique entre deux
espaces de Banach tel que Tof soit direct ; alors X = f-1(0) se plonge
dans TOX au voisinage de O ¢ en effet, si p désigne la projection de F
sur Im Tof parallelement & un supplémentaire topologique de Im Tof , X
est plongé dans la variété (po f)"1 (0) .

b) Soient s et p deux entiers et F(n,p) 1l'espace analytique bana-
chique des suites exactes de B(X)-modules

B(x)® =% B(x)? - B(X)
u et v étant des morphismes directs d'espaces de Banache. L'application
8 : G (n,p) — G telle que

B(uyv) = Im v
est un morphisme lisse ([1], §4, cor. prop. 2). D'autre part, on vérifie
3 1'aide de a) et de ([1], §4) que G6’(n,p) se plonge dans son espace tan-

gent de Zariski. On en déduit alors, par l'intermédiaire de B un plongement
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de GK dans TK .

LEMME 3.- Soient X un espace analytique & singularités isolées et X un

compact OX ~-privilégié tel que
o
Sing Xo CXK

Alors pour tout q=0 , X est Ektg (IO,OX ) -privilégié.
u o

C'est une conséquence de (4) et du fait que les Ektg <Io’0X ) sont
u o
localement OX -libres sur Xo -Sing Xo .
o
Pour montrer le dernier point, on suppose que O est un point régulier

de X et que
o q

Vi € {‘l,ooo,P} ) fl(z) = zi
le complexe de Koszul donne une résolution L de OX 0 telle que si
r, o?
L.=0%* , 4. :L, —>L. vérifie
i u, 0 i i i-1
Ti
Imd, €7 o
i
1 d, ,* .40 d 0
Alors i+1 H°mu:{x}(L1’ x ) = Homge (Imd, 00y )
0,0 0,0
est 1l'application nulle, Il en résulte que les Extd (r ’OX ) sont
c{x} © “o,0
0X -libres.,
0,0

LEMME 4.~ Soient Xo un espace analytique 2 singularités isolées et K un

compact OXO—privilégié contenant Sing Xo en son intérieur, Alors le com-
plexe d'espaces de Banach déduit de (1)

B(K,Oxo)n 2, HomB(K)(B(K,IO),B(K,Oxo)) I B(VK,.T1) — 0

est exact directe

En effet, on déduit du lemme 3 que le morphisme naturel d'espaces de

Banach
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B(K,Homou(Io,Oxo)) — HomB(K)(B(K,IO) ,B(K,OXO))

est un isomorphisme.

De plus, il résulte de (4) que K est T1 -privilégié,

§ 111,

soit ¢ = (z1,...,zn) 1'¢élément de B(X) défini par les coordonnées
de €" , L'ensemble
B(X,U) = {g € B(X)" | (k) €U}
est un voisinage de ¢ dans B(x)" .
On note & 1l'application (g,z) —> ¢(z) de B(K,U) x X dans U et

x ¢ B(X) —> B(K,OX ) 1l'application canonique.
°

PROPOSITION 1.~ Soient S,so un germe d'espace analytique de dimension finie

ou non et X un sous—espace analytique S—anaplat de S x U tel que X(SO) =X .

(i) Il existe un voisinage w de o, dans B(X,U) et un morphisme cano-

Zque c:s,soxw——> GK

tel que
(o x IK)*J?K = (IS x 3)*¥X

ii) 8i To désigne l'application linéaire tangente & ¢ en (s, )
81 - o'%

on a
(a) TO'l{O} x B(K)n =JoX

(b) MoTo s TS —> B(K,T1) est le morphisme de Kodairae

Démons tratione.

Soit £. une résolution O < U ~libre de type fini de O, . Par hypothdse,
[e)

X
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pour tout s assez voisin de So , Le(s) est une résolution de OX(s) .

Pour construire ¢ , on définit un complexe de fibrés analytiques banachi-

r,
. . ~ i - R
ques sur S X w1 de la maniére suivante : si Li = Os xu et si q; ¢ £i—9£i_1
est donné par
i i
. o= € 0 S XU .
q'l (QQ/B)O(E {1,0-.,1"i} , QCYB ( )

B € {1,0.0,1‘1_1}

On pose
~N r.
L =01
i S XWXUu

et on note B(K,fi) le fibré banachique trivial sur S x W, ascocié a Ei N

9

Soit alors

le morphisme de fibrés défini par
~ 1) ~i

= H " -ﬁ B(X

q; (Qaa)aﬂ YRR (x)

avec

~i i

Qp(s10)(2) = Qa(s,0(2))
le complexe de fibrés banachiques B(K,f.) est exact direct en (so,¢o)
donc sur un voisinage Sys X U de (so,¢o) ; il en résulte un morphisme
canonique ([1])

Tt 8,8 XWU—> (@

o X

tel que l'assertion (1) soit vraies

Remarque.- Ensemblistement o associe & (s,q) le sous-espace ¢-1(X(s))

o
de K o
~ Pour démontrer (ii), on considére la suite exacte directe
P P b
Bk, 8,(s ) =5 B(K,£,(s ) = B(K) — B(K,0, ) — 0

o
et 1l'application r @
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r 3 HomB(K)(B(K,£2(sO)) , B(K,£1(so)) x HomB(K)(B(K,.[Z1(sO) y B(K) ——

—_— HomB(K)(B(K'£2(SO)) ’ B(K))

définie par

r(u,v) =p1aV+Vop2 .
Il résulte de [2] que To = hyo h, ol
hy t ker r — Hom(B(K,JO) , B(I(,OX ))

o
est l'application naturelle et ol

h, s TS X B(x)" — ker r

est définie par

3 o} a
hz(t,Y) 22 (z,0)e¥ + _%2 (z,0)et , aq (z,0).Y + ——— (z,0)0t)

re

avec, si Y = (Y1,...,Wn)

dq. n 9Q
P = i = B
Vi=1,2 , 33 (z,0)0Y = (351 azj . Yj)oz,B

et si S est de dimension finie et t = (t1,...,t )

Bq X FQ 8
— (2,0)et = ( & —= o t.)
5=1 Btj 37 a,B
Alors To(t,Y¥) : B(X,J ) — B(K, 0 ) est déterminé par,

BQ B
V€ {1y000,7, ), ‘c(t w)(ol(z 0) = p (577 (2,0)¥+ 5= L (2,0).1)
d'olu 1l'on déduit les assertions (ii) et (iii) ; ce qui termine la démonstration

de la propositions,

COROLLAIRE.~ On suppose, donnée au voisinage de 0, une sous-variété ZK de

dimension k de TK telle que TOZK soit un supplémentaire de ImJ dans T

Alors, pour toute déformation X — S de XO s 11 existe deux morphismes

h:S—>V et 0 S5— ZK P\GK tels que le diagramme

168



MODULES ANALYTIQUES
IX-09

S ————35 X W —

K
x /
DN

N

soit commutatif et que

(0 x IIGC)*RK = (IS x & (Is 5 IE,l’l))"‘XlS <E °

C'est une conséquence de la proposition 1 et du théoreme des fonctions

implicitess Il existe au voisinage de O un isomorphisme o« ¢ }:KxImJ__%TK

tel que

Q/Z = Id. ’ = Id, .

X
Soit 8:T5xw——>TK

—1 ~

p=pr2ocv 060 ¢ TS XW-—>1ImJ

Tal{o} x Im J

un morphisme prolongeant o , alors

est une submersion et I = p-1(0) est une sous-variété de TS x W isomorphe
a TS o Il suffit alors de prendre pour h 1le morphisme admettant pour graphe

F'ASxVW et O=G°(Is,h) .

Remarque.~ L'espace analytique de dimension finie ZK A GK muni de

R = RK est"presque" semi-universel en ce sens que pour toute déforma-
}ZK A GK

X =S de Xo définie au voisinage de X , il existe un morphisme
0:5 — Ty ACGy tel que X et (0 x I)*R soient des déformations locale-

ment isomorphes dans S X £

§ 4. Etude locale de Gy o

Soient L, K et X' trois compacts OX ~privilégiés tels que
o
SingxocLochcchK- N
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Compte tenu du lemme 4, soit E_ un sous~espace C-direct de B(XK) isomorphe

X
par XoJ & ImJ . On définit EK' et EL de la m&me maniére et on iden-
tifie TK' a G:k X EK' e Soit
k
SK' = GK' o C x {O} .

Soient alors p': GK' —QGK et p ¢ GK ——>GL les morphismes canoniques
([1]) et P s Ter —> Ty s 3 s Ty —> T, des prolongements de p et p

définis au voisinage de 0 . On pose

~ k .
EK = p1(C” x {0}!an) ’ SK = LK n GK

S

L=0Ln P(ZK)

“x =BK(SK xk % =RL|SL x1° °

On déduit de la proposition 1 et de son corollaire ¢

- un morphisme canonique de germes £ & SK X EL ——e-GL tel que Tf soit

un isomorphisme et que les déformations (£ x I_o)*R —3 5 etX —— S
L L X X SKXLO X

soient localement isomorphes

k
- i He) 3 = . .
un morphisme 0 Cyr = Sy tel que ’IOWL x {0} I14.¢C

PROPOSITION 24- Au voisinage de (so,qao) .

(a) p induit un isomorphisme i 3 S8, —> 8 Ztel gue

: *Y =
(IXILO)XL—XKSKXLO R

(p) £ est un isomorphisme.

Puisque T£ est un isomorphisme, £ est un plongement au voisinage de
(so,cpo) « De plus, il résulte de l'universalité de GK que
£ - .= p
s, x {0} 7 Fls,

et par conséguent p induit un plongement i : S, —p S « Le fait que 1

X L

soit un isomorphisme résulte du paragraphe 2, lemme 1 et du
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e Il

LEMME 5~ Soit A un voisinage infinitésimal de i(so) dans S Il

existe un morphisme T § A —3 SK tel que ioT soit tangent & l'identité,

En effet d'aprés le lemme 1, se prolonge en une déformation de

X

LlA
Xo ; il er résulte un morphisme canonique j : A —» GK' o I1 suffit alors
de prendre T =0oj o

L'assertion (b) est une conséquence de (a) et du résultat suivant 3

LEMME ([2], § 5 - lemme 1)+~ "Soient H un voisinage de O dans c* '

U un voisinage de 0O dans un espace de Banach, # un sous-espace (=

analytique de H x U o Posons § =H x {0},\€y o Si ﬁg contient S x U

au voisinage de O dans H xU "

est isomorphe au produit d'un

COROLLAIRE.~ Au voisinage de IO s G

X

espace de dimension finie par un ouvert d'espace de Banache

§ 5. Démonstration du théoréme,

Soient alors S wun ouvert de SK et V un voisinage de 0O dans E

tels que f 2 S xV —-a»GK soit un isomorphisme et que

L

Vs € 5 , sing X(s) < K .
On pose

X =X
S S x K

et on identifie dorénavant S X V et son image par f o+ On a alors

Ry = (1S X &)¥X .

Démons tration de l'assertion (i).

Soient Y —* B une déformation de Co et L1 un compact Oy -

o
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privilégié tels que Y soit défini au voisinage de B x L, et que

1
Si ng X C1I C
[¢) 1 *

On définit E S t
i L1 ’ L1 e XL1 comme EL ’ SL et XL et on note
i1 H SK —_ SL 1l'isomorphisme déduit de la proposition 2, Il résulte du
1
corollaire de la proposition 1 deux morphismes h1 :t B— EL et
1

01 $t B_— SL tels que
* =
(01 X IL;D) XL1 (IB x & o(I

Le morphisme 02 = i;1 01 $t B—= S vérifie donc

* = °
(02 x IL;)) X (IB x & (1

ce qui démontre la versalité de X —=> S o La semi-universalité résulte de

BXL1O'h1))*Y .

*
BxL1°’h1)) Y

dlmmTSS=l< °
0

On remarque, de plus, que toute déformation de Co se prolonge & X .

Démons tration de (ii) (a)e

Soient s un pointde S et Y — B une déformation de C(s) . On
peut supposer Y défini dans B x X s Soit alors f1 s B —90L le mor-
phisme canoniquee. Alors les deux morphismes

F:pr1of1 : B—-— 5

pr2°f1 ¢t B—5V

[ax4
1]

vérifient

*¥Y = B) )%
(foLo) X (IBxéo(IBx o, h))*Yy .,

L

Démons tration de (iii) (b).

On suppose donné un diagramme cartésien

lf

b <

—_—
———
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4 contenant C(s) et deux morphismes

f1 : B— S

h, W
11 B — L

tels que

* =
(f1 xILo) X (1

*
1 13"4“’(If3xL§”h1))Y .

Le morphisme composé

(£4,0y)
—_— S X wL —— GL
1 1

est le morphisme canoniques,

D'autre part, on peut supposer Y' défini dans B! x X s 11 en résulte

un morphisme g, : B! —->GL tel que le diagramme
<

soit commutatife GL étant toujours identifié & S xV , pr1o g

£

(1]

(2]

(3]

(4]

99
—_——
B L

| [ o

)
' 2 q
B! ———— GL

longe
5 prolong

et est le morphisme cherché,
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