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SUR L'ANNEAU DES ENTIERS DES p-EXTENSIONS
par

Jean COUGNARD

Soit N/@ une extension galoisienne et G son groupe de Galois. On note
GN la cléture intégrale de Z dans N, c'estun Z[G] module. Soit B un ordre

maximal de Q[G] contenant Z[G]. Le B-module 7 = B@N est B-projectif. On
conjecture que N est B stablement libre.

Lorsque N/@Q est modérément ramifiée la conjecture est démontrée [3].

Nous allons regarder le cas o G est un p-groupe fini sans hypothése sur
la ramification.

L'algebre Q[G]

est semi-simple et se décompose en un produit d'algebres
simples Li =

eiQ[G] , les e étant des idempotents du centre. On a alors
B =

| | B, (resp. WZ:TTW.) avec B,
i i i

A =e. Z[G].
1 1

e, B (resp. Wli = eiWZ) et on pose

Le B-module 7

est B-stablement libre si et seulement si pour chaque
i

est Bi -gstablement libre.

. m
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Etant donné | , un caractére absolument irréductible de G , il se prolon-
ge par lindarité 3 Q[ G] et il existe un unique facteur simple de Q[G] sur lequel
Y ne s'annule pas [2]. Désignons par L¢ ce facteur. Rappelons le résultat

suivant sur les caractdres des p-groupes [21]:

PROPOSITION. - Soit § un caractere absolument irréductible d'un p-groupe fini

G . Il existe un sous-groupe H etun caractere mn de H tels que

a) ¢ estle caractere induit par n

b) Q) = Q(n)

c) si p estimpair H/Ker 1 est un groupe cyclique d'ordre pn ,

si p=2, H/Ker n est soit un groupe cycligue d'ordre 2" , 80it un

+1
groupe diédral d'ordre 2" (n=2), soit un groupe de type Mn ("faux diédral')

d'ordre 2n+1 (n=3).

Dans chacun des cas il existe un sous-groupe H' de H et un caractére
X, de degré 1, de H' tels que 1 soit induit par x et que H'/Ker X soit un
groupe cyclique d'ordre pn . Dans le cas p impair on constate aisément que
H' = H. Onnotera K le sous-corps de N invariant par H'. Si pr est l'expo-
sant du groupe G , on notera @' le corps obtenu en adjoignant a @ les racines
pr—iémes de l'unité. Pour tout corps C on désignera par C' le corps obtenu en

s 5 < n .. sz
adjoignant & C les racines p -iemes de 1'unité,

On pose t=[G: H]. Sionappelle p la représentation induite par le
caractére ¥ on constate, dans le cas p impair, que 1'on peut identifier au moyen
de p le facteur simple LW avec Mt((D‘) . On remarque alors que l'image de
Z[G] estincluse dans l'ordre maximal Mt(Z[Q]) ot ( désigne une racine pri-

mitive pn—iéme de 1'unité. On peut alors démontrer :
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THEOREME. - Soit N/@ une p-extension galoisienne finie de groupe de Galois

G, linéairement disjointe de @' sur @O alors B@N est B-stablement libre.

Remarque 1. - Nous donnerons l'esquisse de la démontration pour p-impair.

Remarque 2. - L'hypothese de disjonction linéaire n'est pas essentielle mais per-

met de simplifier les démonstrations.

Remarque 3. - Le résultat est indépendant du choix de B , on peut donc supposer

dans le cas p-impair que Btlr = Mt(Z[g]).

DEFINITION. - Soit § un élémentde N, on appelle résolvante de Lagrange de
p etde ¥ 1'élément de N!' :
-1
<8,x> = & h(e) xth )
heH
Notations. - On choisit Yy (i=1,...,t) un systtme de représentants des classes

a droite de G modulo H .

On considere 8, un élément de N qui engendre une base normale de
N/@Q et de N/K .

Le choix de 8, définit un Q[G]-isomorphisme g entre M[G] et N,
Dans cet isomorphisme l'image réciproque de @N est un idéal fractionnaire de
Z[G] ; il existe donc un idéal fractionnaire J de B tel que g(J) =.B @N et on

a U:] IZ]'. avec J, =¢€.3 .
i i i

On démontre aisément la proposition :

< >
PROPOSITION. - L'application @ de N dans K' définie par ©(g) :<—§——’—>§(—> est
= 2ppganlon X =

un homomorphisme surjectif de M-espaces vectoriels.
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A P -1
On en déduit immédiatement que les Cp(\)j eo) forment une @Q' base

de K'.
t
DEFINITION. - Soit V le Q' espace vectoriel défini par V = @ Vi ou chacun
i=1
des Vi est une copie de K' et soit f l'application de N dans V définie par :
-1 -1 -1
£(6) = (@ (v, 8), ..., Py, 8),..., By, 8)).

On constate que le noyau de f est invariant par G et donc qu'il est pos-
sible, par transport de structure, de considérer f(N)} comme un QR[GJ]-module, de

sorte que f soit un homomorphisme de Q[GJ-modules.

On veut obtenir des renseignements. complémentaires concernant f£(N).

2 .. - N
On regarde pour cela V. Ona : dimo'(v): t d1mQ,(Mt(Q')) . Grdce 2 cette re-

marque, on va faire opérer Mt(Q’) sur V . Choisissons vij la Q' base de V
ou vij est 1'élément dont toutes les composantes sont nulles sauf la i-eme égale

-1
a CP(\)J. eo) . Si ek 1 est la matrice carrée d'ordre t dont tous les coefficients

sont nuls, sauf celui de la k-ieéme ligne et de la {-iéme colonne qui vaut 1, on

pose : =0 On remarque que e l* V=V, etque

¥*
kot Vi T A, Uk, 1

(g eo) = p(g) * f(eo) . La seconde remarque permet de démontrer que f(N) =V et

que f.g induitun Lq} isomorphisme entre L‘l‘ et V.

Pour démontrer que 7, est B -stablement libre, il faut et il suffit que

¥

1'on démontre que N est un idéal principal. On note )((R1 , RZ) l'invariant

redlty

relatif de deux Z[(] réseaux de méme rang [4]. Ona :

Nred(Iw = N(Iw) = x(Iwy Bw) = x(fe g(Iq:)’ fo g(Bw)) =x(f(B 6, £(B o))

mais puisque l'on a choisi Bw = Mt(Z[g])

X(E(B 6, £(BO ) = x (o), *1(B 6 ), e *£(B o)) -
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Le calcul de l'invariant relatif de deux réseaux se fait localement. Soit
donc £ un idéal premier de Q[(]. Supposons £ premier & p, ona alors

= ow -
A‘L”": Bw,-‘: , d'ou :

velx(e) ¥ £(BO\), e *i(B o ) 1= v lx(e*B,  f(60), en” By, PRGN

w!

= vgxfe) ¥4, 16O, e ¥A, (58 )]

v

=vpIx(e,*z[c]l;® () ey * ZLCT gy 1 H(ZIG]T8)

zic !

ve(x(@(6), ®(Z[Gle)).

De ces égalités il découleque N (I ) coincide avec X(CP(GN) . 9(zZ([G] 60))

ed 'y
sauf pour la place de Z[({] au-dessus de (p) . Donc il faut et il suffit que
X(cp((QN) , (Z[G] eo)) soit principal. Ce résultat se déduit de la décomposition de

n
<8, X >P  en idéaux et des propriétés de Stickelberger [1].

Remarque. - Dans lecas p = 2, H/Ker m non cyclique, on aboutit 3
Nzred(J) et X (CP(QB) , (Z[G] eo)) coincident sauf éventuellement au dessus de 2.
Le résultat découle alors du fait que le nombre de classes (resp. le nombre de
classes au sens restreint) d'un sous-corps de @Q({) (resp. du sous-corps réel

maximal de @[{]) est impair.
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